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Wstep

Teoria liczb (...) nie ma sobie réwnej, wéréd nauk matematycznych,
w odwolywaniu sie do naturalnej ludzkiej ciekawosci.
G.H. Hardy

W roku 1859 B. Riemann opublikowal obszerna prace (por. [11]), w ktdrej

zdefiniowal miedzy innymi funkcje ¢ Riemanna jako szereg Dirichleta:
Yoo n~t dlaRe(t) >1

i dostrzegt jej znaczenie dla teorii liczb, w szczegdlnoéci dla problemu rozmieszczenia
liczb pierwszych. Mozna pokazaé (por. [9] str. 222), ze funkcja ta daje sie przediuzyé
do funkcji meromorficznej na calej plaszczyznie zespolonej ze zwyklym biegunem
w punkcie t = 1. W swojej pracy niemiecki matematyk udowodnit tez wiele innych
wlasnosci, a ponadto wysunal szereg przypuszczen i hipotez, ktérych wiekszosé
zostala nastepnie udowodniona. Nie znaleziono natomiast dotychczas dowodu dla
nastepujacego przypuszczenia, ktére obecnie nazywa sie¢ hipoteza Riemanna:

Wizystkie zera funkcji ( Riemanna rézne od —2,—4,... leza na
prostej Ret = %
Hipoteza ta zrobila na przestrzeni ostatnich 150 lat zawrotng kariere. Znane jest
powiedzenie Davida Hilberta, ktory stwierdzit, ze gdyby dano mu zmartwychwstac
za dwiescie lat, to nie spytalby o postepy ludzkie na polu spolecznym ani o postepy
techniczne, lecz przede wszystkim o to, co wiadomo o miejscach zerowych funkcji
¢, gdyz " jest to nie tylko najciekawsze zagadnienie matematyczne, ale najciekawsze
zagadnienie w ogodle...” Pokazano, ze zakladajac prawdziwos$¢ hipotezy Riemanna
mozna udowodni¢ deterministycznosé niektérych testéw pierwszosci. Jej rozstrzyg-
niecie zostalo zaliczone do siedmiu probleméw milenijnych, rozwigzanie ktérych
premiowane jest nagroda wysokosci miliona dolaréow.

Niezaleznie od prob rozstrzygniecia hipotezy riemannowskiej skonstruowano
pewne jej uogdlnienia. Jedng z podstawowych wlasnoéci funkcji ¢ jest nastepujaca
jej reprezentacja w postaci iloczynu bezwzglednie zbieznego:

1
) =1l1—=
p
P
gdzie produkt przebiega po wszystkich liczbach pierwszych. W dowodzie tego faktu
wykorzystuje sie jednoznacznosé rozktadu liczb catkowitych na czynniki pierwsze.

Dedekind zaproponowal wigc, aby rozwazaé ogélniejsza funkcje:
(k(s) =) MNa)™*
a

gdzie K jest cialem liczbowym, suma przebiega po wszystkich ideatach wlasciwych
pierécienia liczb calkowitych O ciala K, a symbol 9(p) oznacza moc pierécienia
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4 WSTEP

ilorazowego O /p. Mozna udowodnié, ze pierscien liczb catkowitych Ok takiego
ciala jest pierécieniem Dedekinda (por. [2] str. 263), a wiec pierScieniem z jedno-
znacznym rozkladem idealu na iloczyn idealéw pierwszych (por. [2] twierdzenie
V.3.1.1). Korzystajac z tego faktu da sie pokazaé, ze:

1
Cr(s) = 1;[ o) T

gdzie produkt przebiega po wszystkich idealach pierwszych pierscienia liczb catko-
witych ciala K, widzimy wiec, ze jest to ”porzadne” uogélnienie funkcji ¢.

Pierscienie Dedekinda maja naturalny zwiazek z funkcjami, zwanymi waluacja-
mi dyskretnymi (por. [2] str. 264 - 270), mozna wiec pokusi¢ sie o przeniesienie uo-
gélnienia w sensie Dedekinda na te ciata, w ktérych waluacji jest ”pod dostatkiem” i
maja pewne naturalne i zarazem wazne interpretacje. Takimi cialami sa na przyktad
ciala funkgcji algebraicznych, ktérych teoria wyrosta na gruncie geometrii algebraicz-
nej. Ciata funkcji algebraicznych mozna bowiem konstruowaé jako ciata szczegdlne-
go rodzaju funkcji wymiernych, zwigzanych z krzywymi algebraicznymi. Pierécienie
waluacyjne takich cial odpowiadaja nieosobliwym punktom na krzywych i pozwa-
laja wykorzystaé potezny aparat badawczy teorii cial do ich studiowania. Mozemy
wiec mowi¢ o hipotezie Riemanna dla krzywych eliptycznych, krzywych hiperelip-
tycznych itp.

Gléwnym celem tej pracy jest przestudiowanie twierdzenia Hasse’go - Weil’a i
dyskusja wybranych jego interpretacji. W rozdziatach pierwszym i drugim podajemy
podstawowe fakty z zakresu teorii ciat funkcji algebraicznych. Kolejnos¢ i uktad
wylozonego materiatu jest mniej wiecej zgodny z wyktadem monograficznym ” Krzy-
we algebraiczne i ciata funkcji algebraicznych” prowadzonego przez prof. Kazimierza
Szymiczka w roku akademickim 2000/2001 - w przypadku rozdziatu 1 oraz z III
rozdzialem ksiazki [14] w przypadku rozdzialu 2. Z uwagi tak na ograniczone ramy
niniejszej pracy jak i na dosyé wysoki poziom trudnosci niektérych twierdzen,
znacznie odbiegajacych od gléwnego tematu, ktorym sie zajmujemy, autor zde-
cydowal sie¢ tutaj na bolesny, aczkolwiek konieczny zabieg pominiecia wszystkich
dowodéw. Zainteresowanego Czytelnika odsylamy wiec do literatury - dokladniej
do ksiazki Stichtenotha [14] - tymczasem potraktujmy te dwa rozdzialy jako czesé
informacyjna, w ktérej cytujemy tylko twierdzenia i ustalamy notacje.

Rozdzial trzeci poswigcony jest w calosci twierdzeniu Hasse’'go - Weil’a. W
pierwszym paragrafie wprowadzamy pojecie funkcji dzeta ciala funkcji algebraicz-
nych i studiujemy jej podstawowe wlasnosci. Pojawiaja sie tu tez takie pojecia
jak grupa Piccarda oraz L—wielomian ciata funkcji algebraicznych. Paragraf drugi
zawiera dowdd twierdzenia Hasse’go - Weil’a wraz z wszystkimi potrzebnymi le-
matami. W ostatnim paragrafie podajemy definicje funkcji ¢ cialta funkcji algebra-
icznych i pokazujemy, w jaki sposéb udowodnione twierdzenie stuzy potwierdzeniu
odpowiednio zmodyfikowanej hipotezy Riemanna.

W czwartym rozdziale zajmujemy sie krzywymi algebraicznymi. W pierwszym
paragrafie wprowadzamy pojecie zbioru algebraicznego, rozmaito$ci, pierscienia
wspolrzednych, ciala funkeji wymiernych na rozmaitosci, pierscienia lokalnego punk-
tu i jego idealu maksymalnego, przy czym rownolegle studiujemy teori¢ rozmaitosci
afinicznych i rzutowych. Podajemy tu szereg faktow z geometrii algebraicznej, czesé
z nich udowadniajac, a czeé¢ tylko komentujac i odsylajac do stosownej literatury.
Osobny paragraf poswiecamy szczegdlnemu rodzajowi rozmaito$ci - mianowicie
krzywym algebraicznym, dla ktérych wylozony material znacznie sie upraszcza.
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Przy tej okazji wyrdzniamy tez tak zwane punkty nieosobliwe i osobliwe na rozmai-
tosciach i w tym kontekécie rozpatrujemy krzywe nieosobliwe i osobliwe. Dokladniej
zajmujemy sie tak zwanymi punktami F'—wymiernymi na rozmaito$ciach algeb-
raicznych. Caly paragraf po$wiecamy punktom F-wymiernym na krzywych al-
gebraicznych - definiujemy tu ciato funkcji F-wymiernych na krzywych i za jego
pomoca wprowadzamy strukture ciata funkcji algebraicznych. Udowadniamy takze,
ze pierécien wspolrzednych krzywej nieosobliwej jest pierscieniem Dedekinda. Jako
wnioski z przeprowadzonych w tym rozdziale rozwazan podajemy przyklad oszaco-
wania liczby punktéw F-wymiernych na krzywych eliptycznych nad cialami skon-
czonymi o charakterystyce réznej od dwéch i formutujemy oraz potwierdzamy
hipoteze Riemanna dla krzywych algebraicznych. Rozdzial ten konczymy dyskusja
pewnych szczegdlnych przypadkéw twierdzenia Hasse’go - Weil’a oraz sygnalizujemy
niektore mozliwosci dalszego jego uogodlniania, gtéwnie w kontekscie hipotezy Rie-
manna.

Autor pragnie tutaj zlozyé¢ najserdeczniejsze podziekowania swojemu Promo-
torowi, profesorowi Kazimierzowi Szymiczkowi, za nieustajaca, zyczliwa opieke w
ciagu calego czasu pisania pracy, za wiele cennych uwag i wytkniecie szeregu nie-
doskonaloéci. Jest to tez dobre miejsce na wyrazenie wdziecznosci pp. drowi hab.
Andrzejowi Stadkowi i drowi Markowi Szyjewskiemu, za rozbudzenie u autora za-
interesowania algebra oraz pp. dr Krystynie Skérnik i mgr Elzbiecie Augustyniak
za zachete do podjecia studiéw matematycznych.
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ROZDZIAL 1

Podstawowe definicje i twierdzenia

1. Punkty, waluacje i dywizory

DEeFiNICJA 1.1.1. Cialem funkcji algebraicznych jednej zmiennej nad cia-
tem K nazywamy rozszerzenie F' O K dla ktorego istnieje element x € F' przestepny
nad K i taki, ze rozszerzenie F D K (x) jest skoniczone. Ponadto domkniecie alge-
braiczne K ciala K w F nazywamy ciatem stalych ciala funkcji algebraicznych.

Poniewaz w pracy tej zajmujemy sie tylko cialami funkcji algebraicznych jednej
zmiennej, wiec uzywaé bedziemy skréconej nazwy - cialo funkcji algebraicznych.
Odnotujmy tu, ze elementy ciala funkcji algebraicznych, ktére wprawdzie nazywamy
funkcjami algebraicznymi, nie sa funkcjami w klasycznym rozumieniu tego pojecia
- trudno méwié¢ o ich dziedzinie, przeciwdziedzinie itp. Nazwa ta jest wszakze
umotywowana historycznie, co bardziej zrozumiale stanie si¢ po jakims czasie.

DEFINICJA 1.1.2. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych. Pierscien
O C F nazywamy pierScieniem waluacyjnym, jezeli ma nastepujgce dwie wias-
nosci:

(1) KCOCF

=

(2) Noep(z€0OV2T1€0)

Zwrdémy uwage, ze mowimy tu wylacznie o pierécieniach waluacyjnych w roz-
szerzeniu cial - nie jest to doktadnie to samo co ”"zwykly” pierscien waluacyjny
znany 7z algebry przemiennej, w ktérego definicji nie uwzgledniamy warunku (1).
Najwazniejsze z naszego punktu widzenia twierdzenie o pierécieniach waluacyjnych
brzmi nastepujaco:

TWIERDZENIE 1.1.1. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych, zas O C
F pierscientem waluacyjnym. Pierscien ten jest lokalny, a jego jedynym ideatem
maksymalnym jest P = O\ U(O).

Twierdzenie to pozwala wprowadzi¢ kolejna definicje:

DEFINICJA 1.1.3. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych, za$ O C F
pierscieniem waluacyjnym. Jedyny ideat maksymalny P tego piercienia nazywamy

punktem ciala F'. Pierscienn waluacyjny zwigzany w ten sposéb z punktem P
oznaczal bedziemy przez Op, a zbior wszystkich punktow ciala F przez Pp.

Punkty cial funkcji algebraicznych maja szereg interesujacych wlasnosci. Czes¢
z nich poznamy w dalszym toku pracy, a teraz podamy tylko dwie konieczne do
sformutowania kolejnych pojec.

TWIERDZENIE 1.1.2. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych, nato-
miast Op C F pierscieniem waluacyjnym zwigzanym z punktem P € Pg tego ciala.

(1) P jest idealem gltéwnym pierscienia Op.

7



8 1. PODSTAWOWE DEFINICJE I TWIERDZENIA

(2) Jezeli P =<t >, t € Op, to kazdy element z € F mozna jednoznacznie
przedstawi¢ w postaci:
z=tF.u
gdzie uw € U(Op), a k € Z jest pewng liczbg calkowitq.

DEFINICJA 1.1.4. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych, zas Op C
F pierscieniem waluacyjnym zwigzanym z punktem P € Pp tego ciala. Element
t € Op taki, Ze P =<t >, nazywamy elementem uniformizujacym punktu P.

Z pierécieniami waluacyjnymi i punktami zwiazemy teraz pewna klase funkcji,
zwanych waluacjami dyskretnymi. Tak jak przed chwila odnotujmy tu, ze chodzi
nam o waluacje w rozszerzeniu ciala, bedace szczegdlnego rodzaju waluacjami zna-
nymi z ogélnej algebry.

DEFINICIJA 1.1.5. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych. Funkcje v :

F — Z U {0} nazywamy waluacja dyskretna, jezeli czyni zado$é nastepujacym
pieciu warunkom:

1) v(z)=c0<=2=0

(2) Aayer (v(@-y) =v(z) +v(y))

3) Neyer (v(z +y) > min{u(z),v(y)})

(4) V.ep (v(z) =1)

(5) /\aeK\{O} (v(a) =0)

Przydatne bedzie nam nastepujace twierdzenie, zwane mocna nieréwnoscia
trojkata, ktore jest wzmocnieniem warunku (3) powyzszej definicji:

TWIERDZENIE 1.1.3. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych iv: F —
Z U {oo} waluacjg dyskretng. Jezeli dla elementéw x,y € F v(x) # v(y) to:

v(z +y) = min{v(z),v(y)}
TWIERDZENIE 1.1.4. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych.
(1) Jezeli Op C F jest pierscieniem waluacyjnym zwigzanym z punktem P € Pp

i1t € Op jest elementem uniformizujgecym dla P, to funkcja vp : F —
Z U {oo} zadana wzorem:

k  jezeli 0 # z = thu, u € U(Op)
vp(z) = e
oo jezeli 0 = z
jest waluacjq dyskretng, o ktorej bedziemy mowié, Ze jest zwigzana z punktem
P. Ponadto:
¢ Op={z€F:vp(z) >0}
¢ P={zeF:vp(z) >0}
¢ UOp)={z€ F:vp(z) =0}
(2) Jezeli funkcja v : F — Z U {oo} jest waluacjq dyskretng, to:

O={z€eF:v(z) >0}

jest prerscieniem waluacyjnym, o ktorym bedziemy mowié, Ze jest zwigzany
z waluacjg v.

Poniewaz dla ciala funkcji algebraicznych F/K punkt P jest idealem maksy-
malnym pierécienia waluacyjnego Op z nim zwiazanego, wiec pierscien ilorazowy
Op/P jest cialem. Ponadto - zgodnie z definicja waluacji, pierécienia waluacyjnego
i powyzszym twierdzeniem - K C Op oraz K N P = {0}, zatem cialo K mozna
zanurzy¢ w cialo Op/P. Uprawomocnia to wprowadzenie kolejnej definicji:
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DEFINICJA 1.1.6. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych, zas Op C F
pierscieniem waluacyjnym zwigzanym z punktem P € Pg tego ciala.
(1) Cialo Op/P nazywamy cialem reszt punktu P i oznaczamy Fp.
(2) Stopien rozszerzenia Fp O K oznaczamy deg P i nazywamy stopniem
punktu P.
(3) Odwzorowanie wp : F' — Fp U{oo} okreslone wzorem:

mp(x) = {

nazywamy odwzorowaniem F w cialo reszt. Dla oznaczenia warstwy
x+ P (lub symbolu oo, gdy x ¢ Op) stosujemy tez zapis ©(P) i w tym sensie
mowimy o wartosci funkcji algebraicznej w punkcie.

x+ P jezelixz € Op
00 jezeli x ¢ Op

Bezposrednio z powyzszych definicji widzimy, ze dla ciala funkcji algebraicznych
F/K,elementu « € F, punktu P € Pp i zwigzanych z nim pierScienia waluacyjnego
Op oraz waluacji dyskretnej vp prawdziwe sa nastepujace ciggi rownowaznosci:

(2(P)=0) <= (x € P) < (vp(z) > 0)
(x(P) =o0) <= (x ¢ Op) <= (vp(z) < 0)

Wiaze sie¢ z nimi nastepna definicja:

DEFINICJA 1.1.7. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych, natomiast
vp waluacjq dyskretng zwigzang z punktem P € Pr tego ciala.
(1) P nazwiemy zerem elementu x € F, jezeli x(P) = 0, a liczbe vp(x) naz-
wiemy krotno$cia zera.
(2) P nazwiemy biegunem elementu x € F, jezeli x(P) = 0o, a liczbe —vp(x)
nazwiemy krotnoscia bieguna.

Zastepujac w powyzszej definicji stowo ”element” zwrotem ”funkcja algebra-
iczna” mozemy w pewnym stopniu usprawiedliwi¢ nazwe ”cialo funkcji algebrai-
cznych” - pojecia tu definiowane wydaja sie bowiem bliskie teorii funkcji anality-
cznych. Dalsze analogie odkryjemy w kolejnych rozdziatach i w podobny sposéb zin-
terpretujemy otrzymane wyniki jako potwierdzenie hipotezy Riemanna. Odnotujmy
tymczasem jeszcze jedno twierdzenie, ktére okaze si¢ nam nader pomocne:

TWIERDZENIE 1.1.5. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych.

(1) Kazdy element (funkcja algebraiczna) ciala F' ma co najmniej jedno, lecz
zarazem skorniczenie wiele zer.

(2) Kazdy element (funkcja algebraiczna) ciala F ma co najmniej jeden, lecz
zarazem skonczenie wiele bieqgunow.

Zajmijmy si¢ obecnie dywizorami. Wyjaénienie tego, jak rowniez innych zwia-
zanych z teorig dywizoréw pojeé ujmuje:

DEFINICJA 1.1.8. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych.

(1) Wolng grupe abelowq z bazg Pr oznaczamy Dr i nazywamy grupa dywizo-
réow, a jej elementy dywizorami. Dla wustalonego  dywizora
A=) pep,np - P czesto zamiast np pisaé bedziemy vp(A).

(2) Dla ustalonego elementu x € F dywizory:

¢ (z) = pep,vp(z) - P
¢ (2)o:= ZPE]P’F,UP(I)>O vp(z) - P
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. (x)OO = ZPEPF,UP(1)<O UP(Z') P
nazywamy, odpowiednio, dywizorem gléwnym, dywizorem zer i dywi-
zorem biegunéw funkcji algebraicznej x. Przy tym zbior dywizoréw gléw-
nych oznaczamy Pr.
Dywizorami pierwszymi nazywamy punkty ciata F.
Dla ustalonego dywizora A = ZPePF np- P jego stopniem nazywamy liczbe
deg A=) pep,np degP.
W grupie dywizoréw Dp dywizory stopnia zero tworzg podgrupe, ktorg ozna-
czaé bedziemy D%.
W zbiorze dywizoréow Dp definiujemy relacje czeSciowego porzedku warun-
kiem:

A<B<«< J\ (vp(4) <vp(B))
PePr

Dla ustalonego dywizora A € Dy zbior:

LA) ={zeF:(x)> A U0}

okazuje sie byé przestrzeniq liniowq nad ciatem K, ktorej wymiar nazywamy
wymiarem dywizora i oznaczamy dim A.

Dwa dywizory A, B € Dp nazwiemy réwnowaznymi, co oznaczymy jako
A ~ B, wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego elementu x € U(F) zachodzi
réwnosé A = B + (z).

Potrzebne nam wtasnosci dywizordéw ujmuje nastepujace:

TWIERDZENIE 1.1.6. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych, A, B €

Dr.

(1)
(2)

Jezeli A ~ B, to dim A = dim B oraz deg A = deg B.
Dla dowolnego elementu x € F':

(@) = ()0 — (7)o
oraz:

deg (z)p = deg (2)oo = [F : K(z)]

Mozna sie przekonaé, ze dywizory gléwne tworzg podgrupe grupy dywizorow,

ktora -

jako ze D jest abelowa - jest tez normalna. Jest zatem celowe rozpatrywanie

grupy ilorazowej D /Pr. Elementy tej grupy sa w istocie klasami abstrakeji relacji
réwnowaznosci dywizoréw (ktéra okazuje sie byé relacja réwnowaznosciowa), co
razem z teza (1) twierdzenia 1.1.6 pozwala zdefiniowaé wymiar i stopieni klasy jako
wymiar i stopienn dowolnego jej reprezentanta. Podsumujmy wiec:

DEFINICIJA 1.1.9. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych, D grupg
dywizoréow a Pr podgrupg dywizoréw gléwnych.

(1)

Grupe Dp/Pr nazywamy grupa klas dywizoréw i oznaczamy Cg. Jej
elementy oznaczaé bedziemy jako [A].

Stopniem klasy [A] € Cr nazywamy stopieri dowolnego jej reprezentanta i
oznaczamy deg [A].

Wymiarem klasy [A] € Cr nazywamy wymiar dowolnego jej reprezentanta
i oznaczamy dim [A].

Klasy dywizorow stopnia zero tworzg podgrupe w grupie Cg, ktorg oznaczamy
przez C% i nazywamy grupa Piccarda.



3. RODZAJ CIALA FUNKCJI ALGEBRAICZNYCH. TWIERDZENIE RIEMANNA - ROCHA11l

2. Cialo funkcji wymiernych

Najprostszym i zarazem bardzo naturalnym przyktadem cialta funkcji algebrai-
cznych jest cialo funkcji wymiernych. Zilustrujmy poznane pojecia na tym wtasnie
przyktadzie. Niech wiec K bedzie cialem, x elementem nad nim przestepnym i
rozwazmy cialo funkcji algebraicznych K (z)/K.

UwaAGA 1.2.1. Zbior:

f(z)
O = {0+ 130),906) € KIX]p(X) 1 900)
gdzie p(X) € K[X] jest wielomianem nierozkladalnym i unormowanym, jest pier-
Scieniem waluacyjnym w K (x) z ideatem maksymalnym:

Py = {% (), 9(X) € K[XLP(X)f(X),p(X)’(g(X>}
Stopiert punktu Py x) réuny jest stopniowi wielomianu p(X). Przy tym oznaczamy:
P, = Px_,
Zbior:
0 = { 1100+ 100,906) € K LX), deg F3) < 000)}
jest pierdcieniem waluacyjnym w K(z) z ideatem maksymalnym:
P = { £ 30,0060 € K1), deg £0) < degal(0)}

Py jest punktem stopnia 1.

Powyzsza uwaga wraz z nastepnym twierdzeniem pokazuje nam, ze punkty w
ciele funkcji wymiernych maja bardzo czytelny opis, z ktérego wielokrotnie bedzie-
my korzystaé.

TWIERDZENIE 1.2.1. W ciele funkcji wymiernych nie ma innych punktow niz
punkty postact Pyx) oraz Ps.

3. Rodzaj ciala funkcji algebraicznych. Twierdzenie Riemanna - Rocha

W tym paragrafie podamy podstawowe twierdzenie teorii cial funkcji alge-
braicznych, wiazace ze soba pojecie stopnia i wymiaru dywizora, pochodzace od
Riemanna i Rocha. Najpierw jednak zdefiniujmy rodzaj ciata funkcji algebraicznych.
Potrzebne bedzie nam w tym celu nastepujace:

TWIERDZENIE 1.3.1. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych. Istnieje
taka liczba naturalna -y, ze:

/\ (deg A —dim A <)
A€eDp
DEFINICJA 1.3.1. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych. Najmniej-
sza sposrod takich liczb naturalnych v, Ze:
/\ (deg A —dim A < )
AEDF

nazywa sie rodzajem ciala funkcji algebraicznych F/K i oznaczana jest przez g(F')
lub po prostu g.
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Wyznaczenie wymiaru dywizora jest na ogél zajeciem bardzo trudnym - jak
widzieliémy, definicja wymiaru jest mato intuicyjna i niewiele méwi nam o sposobie
jego obliczania. Sporym ulatwieniem jest twierdzenie Riemanna - Rocha, ktére
zaraz podamy. Trzeba tu jednak zaznaczy¢, ze rezultat ten nie rozwiazuje do konca
zasygnalizowanych trudnosci; wyznaczenie rodzaju ciala tez nie jest proste, a czasa-
mi jest zgola niemozliwe - podaje si¢ tylko pewne oszacowania, przyktadowym wy-
nikiem tej teorii sa twierdzenia pochodzace od Castelnuovo. Sam dowdd twierdzenia
Riemanna - Rocha réwniez do najprostszych nie nalezy i angazuje dosy¢ zaawan-
sowany aparat algebraiczny, na ktéry skladaja sie takie pojecia jak idele, adele,
rézniczki Weyl’a itp. Przed zacytowaniem twierdzenia musimy wiec przyblizy¢ kilka
poje¢ niezbednych dla zrozumienia jego wypowiedzi.

DEFINICJA 1.3.2. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych o rodzaju g.

(1) Dla ustalonego dywizora A € Dp jego indeksem nazywamy liczbe i(A) =
dimA—1+degA—g.
(2) Dywizor A € Dr nazywamy specjalnym, jezeli i(A) > 0.
(3) Dokladnie jedna klasa [W] € Cp V) taka, Ze:
A\ G(A) =dim(W - A))
A€eDr We[W]
nazywana jest klasg kanoniczna, a jej elementy dywizorami kanoni-

cznymi.

TWIERDZENIE 1.3.2. (RIEMANNA - ROCHA) Niech F/K bedzie ciatem funkcji
algebraicznych o rodzaju g, W] € Cr klasq kanoniczng o elementach oznaczanych
przez W. Przy takich zalozZeniach, dla dowolnego dywizora A € Dp:

dimA=degA+1—g+dim(W — A)
Z twierdzenia tego wyplywa szereg waznych wnioskéw. Kilka z nich podajemy
ponizej.

TWIERDZENIE 1.3.3. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych o rodzaju

(1) Dla punktu P € Pp i liczby n > 2g istnieje element x € F taki, Ze:
() = nP
(2) Jezeli A jest dywizorem ciala F stopnia nie mniejszego niz 2g — 1, to:
dmA=degA+1—g
(3) Cialo F/K jest ciatem funkcji wymiernych wtedy i tylko wtedy, gdy:
F/K ma rodzaj 0 oraz istnieje w nim dywizor stopnia 1
(4) Dla dywizorow kanonicznych W :
dimW = g oraz degW = 2g — 2

Jako osobne wnioski podamy nastepujace dwa twierdzenia: Weierstrassa "o
dziurach”, opisujace w pewien sposéb bieguny funkcji algebraicznej i mocne twier-
dzenie aproksymacyjne, bedace swego rodzaju odpowiednikiem chinskiego twier-
dzenia o resztach:

1 Oczywiscie istnienie i jedynosé tej klasy wymaga dowodu.
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TWIERDZENIE 1.3.4. (WEIERSTRASSA 7O DZIURACH”) Niech F/K bedzie cia-
tem funkcji algebraicznych o rodzaju g, niech P € P bedzie punktem stopnia 1.
Istnieje doktadnie g liczb i1 < ... < i4 takich, ze dla wszelkich elementéw x € F

(-r)oo #ijP7j€ {17 79}

TWIERDZENIE 1.3.5. (MOCNE TWIERDZENIE APROKSYMACYJINE) Niech F/K
bedzie ciatem funkcji algebraicznych, a S C Prp wlasciwym zbiorem punktéw tego
ciata. Niech Py,...,P. € S, niech x1,... ,x, € F oraz ny,...,n,. € Z. Istnieje
wowezas funkcja algebraiczna x € F taka, Ze:

vp, (x —x;) =ny
dlai e {1,...,r} oraz
vp(z) >0
dla P S\{Py,...,P.}.
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ROZDZIAL 2

Rozszerzenia cial funkcji algebraicznych

1. Rozszerzenia algebraiczne

DEFINICJA 2.1.1. Niech F'/K' oraz F/K bedq cialami funkcji algebraicznych.

(1) F'/K' nazywamy rozszerzeniem ciala funkcji algebraicznych F/K, co
oznaczamy F'/K' D F/K, gdy F' D F oraz K' D K.

(2) Rozszerzenie F'/K' O F/K nazywamy algebraicznym, jezeli rozszerzenie
F’ D F jest algebraiczne.

(3) Rozszerzenie F'/K’' O F/K nazywamy rozszerzeniem ciala statych K’
o cialo F, jesli F' = FK'.

(4) Rozszerzenie F'/K' D F/K nazywamy skoniczonym, gdy [F' : F| < 4o0.

Podstawowe wlasnoéci rozszerzen cial funkcji algebraicznych ujmuje nastepu-
jace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.1.1. Niech F'/K' bedzie algebraicznym rozszerzeniem ciala
F/K. Wowczas:

(1) K’ D K jest rozszerzeniem algebraicznym oraz FNK' = K

(2) F'/K' jest rozszerzeniem skoriczonym F/K wtedy i tylko wtedy, gdy [K' :
K] <o

(3) Jezeli Fy = FK', to F1/K' jest rozszerzeniem ciala stalych F/K oraz F'| K’
jest skonczonym rozszerzeniem ciala Fy /K’ o tym samym ciele stalych.

Okazuje sie by¢ interesujacym badanie, jak zachowuja sie punkty ciala funkcji
algebraicznych przy przejéciu do rozszerzenia. Waznym tez jest stwierdzenie, w
jakim stosunku maja si¢ do siebie punkty ciata i jego rozszerzenia. Wprowadzmy
wiec kolejng definicje.

DEFINICJA 2.1.2. Niech F'/K' D F/K bedzie rozszerzeniem algebraicznym,
niech P’ € Pp:, P € Pp bedg punktami cial F' i F, odpowiednio. Jezeli P’ O P, to
mowimy, ze punkt P’ jest rozszerzeniem punktu P (lub zZe lezy nad punktem P),
za$ punkt P jest zwezeniem punktu P’ (lub lezy pod nim), co oznaczamy P'|P.

Nastepujace twierdzenie pozwala nam stwierdzié, ze kazdy punkt rozszerzenia
lezy nad pewnym punktem ciala wyjsciowego oraz - na odwrét - kazdy punkt ciata
wyjsciowego ma skonczenie wiele rozszerzen.

TWIERDZENIE 2.1.2. Niech F'/K' bedzie algebraicznym rozszerzeniem ciala
(1) Dla kazdego punktu P' € Pp istnieje dokladnie jeden punkt P € Pp taki, ze
P'|P.
(2) Dla kazdego punktu P € P istnieje co najmniej jeden i zarazem skoticzenie
wiele punktéw P’ € Pp: takich, zZe P'|P.

15
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Kolejne twierdzenie podaje kilka warunkéw réwnowaznych na to, aby jeden
punkt lezat nad drugim.

TWIERDZENIE 2.1.3. Niech F'/K' O F/K bedzie rozszerzeniem algebraicznym.
Dla punktéw P € Pr i P’ € Pp/ niech Op i Op: bedqg odpowiednimi pierscieniami
waluacyjnymi, zas vp oraz vpr waluacjami dyskretnymi. Wowczas kazde dwa z
nastepujacych trzech warunkow sqg rownowazne:

(1) PP
(2) Op C Op

(3) Istnieje liczba naturalna e > 1 taka, Ze:

N\ p(2) =e-vp(z))
zeF
Ponadto, jezeli P'|P, to:
P=PNF orazOp =0p NF

Zdefiniowana w punkcie (3) powyzszego twierdzenia liczba e ma swoja nazwe
- zwiemy ja indeksem rozgalezienia. Indeks ten pozwala klasyfikowaé rozszerzenia
punktéw oraz wyrdzni¢ pewien szczegdlny rodzaj rozszerzen cial.

DEFINICJA 2.1.3. Niech F'/K' D F/K bedzie rozszerzeniem algebraicznym,
niech P' € Pp/, P € Pr bedg punktami cial F' i F, odpowiednio, przy czym P’|P,
za$ vpsr © vp ich waluacjami dyskretnyms.

(1) Liczbe naturalng e takq, Ze:

N\ (e (@) = e vp(x))
zeF
nazywamy indeksem rozgalezienia rozszerzenia punktéw P'|P i oznacza-
my e(P'|P).
(2) Rozszerzenie P'|P nazywamy nierozgalezionym, gdy e(P'|P) = 1. W
przeciwnym razie rozszerzenie nazywamy rozgalezionym.
(3) Rozszerzenie cial F'/K' O F/K nazywamy nierozgalezionym, gdy wszy-
stkie rozszerzenia punktow w tym rozszerzeniu sq¢ nierozgatezione.

Indeks rozgalezienia w wiezy cial zachowuje sie podobnie jak stopien rozszerze-
nia, o czym méwi kolejne twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.1.4. Niech F'/K' bedzie algebraicznym rozszerzeniem ciala
F/K i niech punkty P € Pr i P! € Pp/ lezq jeden nad drugim, P'|P. Jezeli F" /K"
bedzie algebraicznym rozszerzeniem ciala F'/K' i punkt P" € P bedzie lezal nad
punktem P', P"|P’, to:

e(P"|P) = e(P"|P') - e(P'|P)

Na koniec tego paragrafu podajmy jeszcze dwie definicje - stopnia wzglednego
punktu i jego konormy.

DEFINICJA 2.1.4. Niech F'/K' D F/K bedzie rozszerzeniem algebraicznym,
niech P’ € Pp/, P € Pp bedg punktami cial F' i F, odpowiednio, przy czym
P'|P. Stopieri rozszerzenia ciala reszt Fp punktu P do ciala reszt Fp, punktu
P', [Fp, @ Fp| nazywamy stopniem wzglednym rozszerzenia punktéw P'|P i
oznaczamy f(P'|P).
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DEFINICJA 2.1.5. Niech F'/K' O F/K bedzie rozszerzeniem algebraicznym,
niech P € P bedzie punktem ciata F', a A € Dp dywizorem.

(1) Konorma punktu P nazywamy dywizor ciala F’ zdefiniowany nastepujgco:
Conpr/p(P) =Y e(P'|P)- P
P/|P
(2) Konorma dywizora A nazywamy dywizor ciala F' zdefiniowany nastepu-
jagco:

Con F’/F(A) = Z ’UP(A) - Con F’/F(P)
PePp

2. Rozszerzenia cial stalych

Wyréznijmy w osobnym paragrafie nastepujace twierdzenie, ktore podaje nam
wszystkie potrzebne w dalszym ciagu wlasnosci szczegdlnego rodzaju rozszerzen
algebraicznych, jakimi sa rozszerzenia cial statych.

TWIERDZENIE 2.2.1. Niech rozszerzenie ciala stalych F' = FK'/K' bedzie
algebraicznym rozszerzeniem ciata F/K. Wéwczas:
(1) K’ jest pelnym cialem stalych ciala F’.
(2) Rozszerzenie F' D F jest nierozgalezione.
(3) F'/K' ma ten sam rodzaj co F/K.
(4) Dla dowolnego dywizora A € Dp:

deg Con pr/p(A) = deg A
(5) Cialo reszt Fp, dowolnego punktu P’ € Pp/ réwne jest kompozytowi:
Fl, = FpK'
gdzie Fp jest cialem reszt punktu P = P'NF

3. Rozszerzenia Galois

Szczegbdlna role w dowodzie twierdzenia Hasse’go - Weil’a pelnia rozszerzenia
Galois i rozszerzenia rozdzielcze. Poswiecimy im ten i nastepny paragraf, przy czym
interesowac¢ nas beda wytacznie rozszerzenia skonczone. Zobaczmy, ze definiuje sie
je bardzo podobnie do ”zwyktych” rozszerzen:

DEFINICJA 2.3.1. Niech F'/K' D F/K bedzie rozszerzeniem skonczonym.

(1) Grupa Galois rozszerzenia F'/K' O F/K nazywamy grupe Galois rozsze-
rzenia F' D F i oznaczamy Gal (F'/F).

(2) Rozszerzenie F'/K' O F/K nazywamy rozszerzeniem Galois, gdy rozsze-
rzenie F' D F jest Galois.

(3) Rozszerzenie F'/K' O F/K nazywamy rozszerzeniem cyklicznym, gdy
rozszerzenie F' D F jest cykliczne.

Bardzo wazna wlasno$cia rozszerzen typu Galois jest, ze indeksy rozgalezienia
i stopnie wzgledne rozszerzen ustalonego punktu sa takie same - co wiecej, $cisle
wiaza sie ze stopniem rozszerzenia ciala. Méwi o tym kolejne twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.3.1. Niech F'/K’' bedzie rozszerzeniem Galois ciala F/K i
P|,... P, € Pp niech bedg wszystkimi punktami ciala F' lezgcymi nad punktem
P e Pr. Wowczas:
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(1) Dla wszelkich i,j € {1,...,r}:
e(Pj|P) = e(Pj|P) oraz f(P/|P) = f(P}|P)
(2) Jezeli e(P) i f(P) oznaczajg wspdlng wartosé, odpowiednio, indeksu rozga-
lezienia © stopnia wzglednego rozszerzen punktu P, to:

e(P)- f(P)-r=[F":F]

Dla rozszerzen punktéw definiuje sie specjalne grupy, bedace podgrupami grupy
Galois rozszerzenia ciala. Sa to grupy rozkladu i grupy bezwtadnosci. Wobec za-
sadniczych twierdzen teorii Galois, odpowiadaja im pewne ciala posrednie, ktore
tak samo nazywamy cialami rozktadu i bezwladno$ci. Mianowicie:

DEFINICJA 2.3.2. Niech F'/K' D F/K bedzie rozszerzeniem Galois, P’ € Pp,
P € Pr punktami takimi, ze P'|P, a vp:, vp i Op/, Op waluacjami dyskretnymi i
pierscieniami waluacyjnymi im odpowiadajgcyma.
(1) Grupe:
Gz(P'|P)={oceGal(F'/F):0(P') =P}
nazywamy grupg rozktadu punktu P’ nad P.
(2) Grupe:

Gr(P'|P)={c € Gal(F'/F) :vp/(o(z) —z) > 0,dla z € Op'}

nazywamy grupg bezwladnosci punktu P’ nad P.

(3) Cialo Z(P'|P) odpowiadajgce grupie G z(P'|P) nazywamy ciatem rozkla-
du punktu P’ nad P.

(4) Cialo T(P'|P) odpowiadajgce grupie Gr(P'|P) nazywamy cialem
bezwtadnosci punktu P’ nad P.

Potrzebne nam wtasnosci grup i ciat rozkladu i bezwladnosci ujmuja nastepu-
jace dwa twierdzenia:

TWIERDZENIE 2.3.2. Niech F'/K’' bedzie rozszerzeniem Galois ciala F/K i
niech P' € Pp: bedzie rozszerzeniem punktu P € Pp, P'|P. Jezeli oznaczymy przez
Gz(P'|P) grupe rozkladu takiego rozszerzenia, przez Gr(P'|P) grupe bezwladnosci,
za$ przez Z(P'|P) i T(P'|P) ciala rozkladu i bezwladnosci, to:

(1) |Gz(P'|P)| = e(P|P) - f(P'|P)
(2) Gp(P'|P) <« Gz(P'|P) oraz Gal(Fp. /Fp) =2 Gz (P'|P)/Gr(P'|P)
(3) Jezeli Py = P' N Z(P'|P) jest punktem ciala Z(P'|P), to:

e(Pz|P) = f(Pz|P) =1

TWIERDZENIE 2.3.3. Niech F'/K’' bedzie rozszerzeniem Galois ciala F/K i
niech P’ € Pp/ bedzie rozszerzeniem punktu P € Pg, P'|P. Oznaczmy przez
Z(P'|P) i T(P'|P) ciala rozkladu i bezwladnosci rozszerzenia P'|P i dla ciala
posredniego F C M C F' przez Py punkt Py = P' N M ciala M. Wéwczas:

(1) M C Z(P'|P) wtedy i tylko wtedy, gdy e(Ppr|P) = f(Py|P) = 1.

(2) M D Z(P'|P) wtedy i tylko wtedy, gdy P’ jest jedynym punktem ciala F’

bedgcym rozszerzeniem punktu Pyy.

(3) M C T(P'|P) wtedy i tylko wtedy, gdy e(Py|P) = 1.

(4) M 2 T(P'|P) wtedy i tylko wtedy, gdy P’ jest jedynym punktem ciala F’

bedgcym rozszerzeniem punktu Pyp oraz e(P'|Py) = [F' 2 M.
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4. Rozszerzenia rozdzielcze

Jedynym twierdzeniem tego paragrafu jest nastepujace kryterium rozdzielczo-
$ci, potrzebne nam w dowodzie twierdzenia Hasse’go - Weil’a:

TWIERDZENIE 2.4.1. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych, dla ktd-
rego charakterystyka ciala K jest rowna q > 0, charK = q. Jezeli element t € F
dla pewnego punktu P € P spelnia warunek:

vp(t) £0(mod q)
gdzie vp oznacza waluacje dyskretng zwigzang z punktem P, to rozszerzenie F' D
K(t) jest rozdzielcze i skoriczone.
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ROZDZIAL: 3

Ciata funkcji algebraicznych nad cialami
skonczonymi

1. Funkcja dzeta ciala funkcji algebraicznych

W paragrafie niniejszym zdefiniujemy wszystkie pojecia potrzebne do wypo-
wiedzenia twierdzenia Hasse'go - Weil’a, w szczegblnosci poznamy funkcje dzeta
Riemanna cialta funkcji algebraicznych i zbadamy jej podstawowe wlasno$ci.

Ustalmy liczbe naturalng (bedaca potega liczby pierwszej) g i niech F/F, bedzie
cialem funkcji algebraicznych o rodzaju g.

LEMAT 3.1.1. Dla kazdej liczby n € N istnieje tylko skonczenie wiele dodatnich
dywizorow ciala F' stopnia n.

D o w 6 d : Ustalmy liczbe n € N i zauwazmy, ze poniewaz kazdy dywizor
dodatni mozna - z definicji - przedstawi¢ w postaci sumy dywizoréw pierwszych,
wystarczy pokazaé, iz zbiér:

S={Pe€Pr:degP <n}

dywizorow pierwszych stopnia mniejszego od n jest skonczony.

W tym celu wybierzmy taki element o € F\Fy, ze [F' : F; (z)] < 400 i rozwazmy
cialo funkcji wymiernych F,(x). Jest to oczywicie cialo funkeji algebraicznych
F, (z)/F,. W zbiorze punktéw P, (2) tego ciala wezmy pod uwage podzbior:

Sp = {PO S ]P)IFq(m) tdeg Py < n}
Pokazemy najpierw, ze:
/\ (PNF,(z) € So)
Pes

Istotnie, ustalmy punkt P € S i niech Op C F bedzie pierécieniem waluacyjnym
odpowiadajacym punktowi P. Rozszerzenie cial funkcji algebraicznych F/F, D
Fy (x)/Fy jest, jako skonczone, algebraiczne. Ponadto:

/\ (GEOP\/aile(/)P)
a€F4(x)

wiec OpNFy (z) C F, () jest pierScieniem waluacyjnym zawartym w pierécieniu Op.
Jezeli oznaczymy przez Py punkt ciala Fy (z) zwiazany z piercieniem waluacyjnym
Op NTF,(x), to wobec twierdzenia 2.1.3:

P|Py oraz Py = PNFy(z)

Aby przekonacé sie, ze stopien punktu Py jest nie wigkszy od n, rozwazmy odwzo-
rowania K : Op — Op/P dane wzorem:

k(z) = x(P), dlax € Op

21
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oraz ' : Op NFy(x) — Op/P zadane jako k' = Kk [opnF,(z)- Oczywiscie obydwa
odwzorowania sg homomorfizmami i bez trudu mozemy przekonaé sie, ze ker k' =
PNF,(z) = P, a zatem wobec twierdzenia o homomorfizmie cialo Op NFy(z)/Po
zanurza si¢ w cialo Op/P. Skoro deg P = [Op/P : F;] < n, wigc deg Py = [Op N
F,(z)/Po : Fy] < n.

Dalej, pokazemy, iz kazdy punkt ze zbioru Sy ma tylko skoficzenie wiele rozsze-
rzen wiréd punktéw ciata F'. Faktycznie, ustalmy punkt Py € Sg i niech vp, oznacza
waluacje dyskretng z nim zwigzana. Rozszerzenie cial funkcji algebraicznych F'/F; D
Fy (x)/F, jest algebraiczne. Ponadto z tezy (1) twierdzenia 1.3.3 wynika, ze istnieje
element a € F, (z), ktérego jedynym zerem jest punkt Py. Zauwazmy wiec, ze:

/\ (P|Py <= vp(a) > 0)
PePr

gdzie vp oznacza waluacje dyskretna zwiazang z punktem P.

Ustalmy punkt P € Pp i zalézmy, ze P|P,. Wobec twierdzenia 2.1.3 istnieje
liczba naturalna e € N taka, ze vp(a) = e-vp,(a) > 0.

Na odwr6t, ustalmy punkt P € Pp i zalézmy, ze vp(a) > 0. Wobec twierdzenia
2.1.2 istnieje punkt Q@ € Pp, () bedacy zwezeniem punktu P. Jezeli przez vq
oznaczymy waluacje dyskretna zwiazana z tym punktem, to stosujac twierdzenie
2.1.3 mamy, ze vg(a) > 0. Jednakze punkt Py jest jedynym zerem elementu a w
ciele F, (z), wiec Q = Fp.

Wobec wniosku 1.1.5 element a ma skonczong liczbe zer w ciele F, czyli na
mocy pokazanej rownowaznosci, punkt Py ma skoniczong liczbe rozszerzen w ciele
F. 7 drugiej strony pokazali$my, ze zwezenie dowolnego punktu P € S jest punktem
zbioru Sg, tak wigc skoniczonosé zbioru S réwnowazna jest skoniczonosci zbioru S.
Ale zbidr Sy jest skoniczony, gdyz - na mocy twierdzenie 1.2.1 - punktéw stopnia nie
wickszego od n w ciele Fy (x) jest tyle, ile wielomianéw z pierscienia F, [X] stopnia
nie wiekszego od n, a tych jest oczywiscie skonczona liczba. QED

Lemat ten wykorzystamy do dowodu nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 3.1.1. Grupa Piccarda C2 ciala funkcji algebraicznych F/F,jest
grupg skonczong.

D o w 6 d : Korzystajac z twierdzenia 1.1.5 mozemy stwierdzi¢, ze w ciele F’
istnieje co najmniej jeden punkt, a zatem istnieje tez dywizor stopnia nie mniejszego
od rodzaju ciala. Niech wiec B € Dp orazdeg B = n > g. Oznaczmy ponadto przez:

Cp = {[A] € Cp : deg [4] = n}

zbiér klas dywizoréw stopnia n. Zdefiniujmy odwzorowanie ® : C% — C% wzorem:
®([A]) = [A+ B] dla A € C%

Bez trudu sprawdzamy, ze tak okreélona funkcja jest bijekcja, a zatem dla pokazania
skoficzonosci grupy C% potrzeba i wystarczy wykazaé skoficzono$é zbioru C%.

Pokazemy, ze dla dowolnie wybranej klasy dywizoréw [C] € C} istnieje dywizor
A € [C] nieujemny, A > 0. Istotnie, ustalmy klase [C] € C% i niech C € [C] bedzie
jej reprezentantem. Wobec twierdzenia 1.3.2:

dimC >degC+1—g
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Poniewaz stopien klasy dywizoréw deg[C] = n > ¢ i - z definicji - réwny jest
stopniowi dywizora deg C', wiec dim C' > 1. Zauwazmy dalej, ze:

(L(C) #£{0}) <= \/ (A~CNA>0)

A€eDp

Zal6ézmy, ze L(C) # {0}. Wobec tego - z definicji przestrzeni £(C) - istnieje
element x € F taki, ze (z) > —C, czyli () + C > 0. Zatem dywizor A = (z) + C
jest nieujemny i réwnowazny z dywizorem C.

Na odwrét, niech A € Dp bedzie nieujemnym dywizorem réwnowaznym z C.
Oznacza to, ze istnieje réwniez niezerowy element z € F taki, ze A = (z) + C.
Skoro A jest nieujemny, to (z) + C > 0, czyli (x) > —C, a zatem = € L(C) \ {0}.

Wobec lematu 3.1.1 dywizoréw dodatnich stopnia n jest skonczenie wiele, a
wiec réwniez klas [C] € CE moze byé tylko skoficzona liczba, co w polaczeniu z
wczesniejszymi spostrzezeniami konczy dowod. QED

DEFINICJA 3.1.1. Liczba klas ciala funkcji algebraicznych F/F, nazywamy
rzqd grupy Piccarda i oznaczamy symbolem hp lub po prostu h.

Zmierzamy do zdefiniowania funkcji dzeta Riemanna ciala funkcji algebrai-
cznych. Bedzie to pewien szereg potegowy o wspoétczynnikach wyrazajacych moc
zbioru nieujemnych dywizoréw okreslonego stopnia. Zanim to zrobimy, musimy
sprawdzié¢, iz faktycznie dywizoréw takich jest skonczenie wiele i podaé jaki$ sposéb
wyznaczania ich liczby. Zdefiniujmy w tym celu liczbe naturalng 0 > 0 wzorem:

0 =min{deg A : A€ Dr Adeg A > 0}

oraz ciag (An)nen € NV o wyrazach:
A, =|{A€Dr:A>0degA=n}|dlaneN

LEMAT 3.1.2. Przy powyzszych oznaczeniach:

(1) Jeslid4n, to A, =0
(2) Dla ustalonej klasy dywizoréw [C] € Cg:
1

{A€[C): A% 0} = — (¢ - 1)

(3) Jesli On in > 2g — 2, to:

h

= q——l(q

An n+l—g 1)

Do w6 d: (1) Bez trudu sprawdzamy, ze odwzorowanie deg : Dp — Z jest
homomorfizmem grup abelowych. Tak wiec dla udowodnienia, ze stopien dowolnego
dywizora nieujemnego jest wielokrotnoscia liczby 0 (a wiec w szczegélnoscei, ze nie
istnieja dywizory, ktérych stopieni nie bylby podzielny przez liczbe 9) potrzeba i
wystarcza zauwazy¢, ze podgrupa deg ({A € Dp : A > 0}) grupy Z jest cykliczna i
generowana przez 0.

Istotnie, niech Ay € Dp bedzie dywizorem nieujemnym stopnia 9. Ustalmy
liczbe n € N, n > 9 niepodzielng przez 0 i dla dowodu nie wprost przypusémy, ze
wybraliSmy dywizor nieujemny A € Dp stopnia n. Wykonujac dzielenie z reszta
deg A przez 9 otrzymujemy:

degA=r-0+s,gdziereN, 0<s<d
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Zatem dywizor A —r - Ay jest dywizorem nieujemnym stopnia s mniejszego od 0,
co jest sprzeczne z definicja liczby 0.

(2) Ustalmy klase [C] € Cr i niech C bedzie jej reprezentantem. Argumentujac
podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3.1.1 stwierdzamy, ze:

N ((A>O)<:) <\/(z€£(0)\{0}/\A(x)+C’)>>
]

Ag[C zeF

Tak wiec dywizory nieujemne z klasy [C] pozostaja we wzajemnie jednoznacznej
odpowiedniodci z dywizorami gléwnymi elementéw niezerowych przestrzeni £(C').
Ponadto moc zbioru £(C)\{0} réwna jest ¢9"™ € —1 i - z definicji waluacji dyskretnej
- dowolne dwa elementy leza w tym samym dywizorze gtéwnym tylko wtedy, gdy
jeden powstaje z drugiego przez pomnozenie przez niezerowsa stala z ciala F,. Zatem
dywizoréw gléwnych elementéw niezerowych przestrzeni £(C') jest qul (g™ [CT—1).

(3) Ustalmy liczbe n > 2g podzielna przez 0. Znowu argumentujac podobnie
jak w dowodzie twierdzenia 3.1.1 stwierdzamy, ze klas dywizoréw stopnia n jest
doktadnie h, gdzie h jest liczba klas ciala F. Oznaczmy przez [C1],... , [Ch] wszy-
stkie takie klasy. Korzystajac z udowodnionej juz czesci twierdzenia oraz tezy (2)
twierdzenia 1.3.3 mamy wiec:

HAE[0]: A3 0} = —— (g™ — 1) = ——(g"70 —1)
q—1 q—1

dlaj € {1,...,h}. Dalej, poniewaz kazdy dywizor stopnia n lezy w dokladnie jednej
z klas [C1], ..., [C}], otrzymujemy:

h
h
An =Y HA€[C)]: A= 0} = ——(¢"" 79 —1
n j_1|{ (@] 0} = =7l )

co konczy dowéd. QED

DEFINICJA 3.1.2. Przy wprowadzonych wczesniej oznaczeniach — funkcje
7 : C — C dang wzorem:

Z(t)=Zp(t) =30 g Ant", dlat € C
zwiemy funkcjg dzeta Riemanna ciala funkcji algebraicznych F.

Przekonalismy sie, ze wszystkie wspolczynniki A,, sg skonczone oraz ”wiek-
sz0S¢” rowna jest zeru, czesé z nich mozna zas$ - znajac rodzaj ciata i jego liczbe klas
- stosunkowo tatwo wyliczy¢ w przypadku odpowiednio duzego n. Problemem moze
sie wydawaé policzenie pozostalych wspolczynnikow, jednak nastepne twierdzenia
pokaza, iz jest to problem pozorny - w istocie policzenie ich tez nie nastrecza
wiekszych trudnoéci. Ponadto okaze sig¢, ze liczba O réwna jest w istocie 1, co
w oczywisty sposéb uprosci dotychczasowe rozwazania. W zwiazku z - co trzeba
przyznaé - dosy¢ zawiklang definicja funkcji dzeta pojawia sie naturalne pytanie,
czy funkcja taka jest dobrze okreslona, tj. czy definiujacy ja szereg jest zbiezny.
Odpowiedzi na nie udziela kolejne twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.1.2. Przy powyzszych oznaczeniach funkcja Z(t) jest zbieina
dla |t| < ¢~ t. Dokladniej, dla |t| < ¢ *:
(1) Jesli rodzaj ciala g =0, to:

1 q 1
Z@)q—1<1—@ﬂ61—ﬁ)
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(2) Jesli rodzaj ciala g > 1, to:

gdzie:
1 )
F(t) = dim [C]tdeg [C]
(t) = > q
Kdeg[C]<2g9—2

oraz:

h 1 1

G(t) = 1—g t 29—2+0 .
(t) —q_l(q (qt) = (g7 79

25

D ow 6d: (1) Zaldézmy, ze rodzaj ciala réwny jest zeru. Zauwazmy, ze w
takim wypadku liczba klas réwna jest 1 - dokladniej, kazdy dywizor stopnia zero

jest dywizorem gtéwnym.

Istotnie, dla ustalonego dywizora A stopnia zero, wobec tezy (2) twierdzenia

1.3.3 mamy:
dmA=degA+1—-—g=1

Zatem z definicji przestrzeni £(A) istnieje niezerowy element a € F taki, ze (z) >
— A. Poniewaz poza tym, wobec tezy (2) twierdzenia 1.1.6, dywizor gléwny elementu

x, (z), jest stopnia zero, wiec A = —(z). Korzystajac jeszcze z definicji waluacji
A= (271).
Teraz, zakladajac, ze |qt| < 1, wystarczy policzy¢:
o0 o0 o0 1
n o _ on __ on+1 on __
S Apt" =Y Apat 72—(]—1((1 1)t =
n=0 n=0 n=0
1 o0 o0
1@ (@) > o)
n=0 n=0
1 q 1

- qfl(lf(qt)a ey
(2) Wykonujac obliczenia podobne jak w punkcie (1) mamy:

doAu = 3 {A€[C): Az oyl =
n=0 deg [C]>0

dim [C
_ q 1 — 1tdeg [C]

qg—1

deg [C]20

1 .
- = Z qdlm [C] tdeg [C] +

q—1
0<deg [C]<2g—2

n 1 Z qdeg [C]+1—gtdeg [C] +

B deg [C]>2g—2

1 3 sl = Py + Gt

171 g ie150
gdzie:

1 .
Flty=— > ¢l

q—1
0<deg [C]<2g—2
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oraz:

(q _ I)G(t) _ Z hqn6+1fgtn8 _ Z W0 —

ZQgQ +1 n=0
1 1

—  hal79(gt)29—21+9 _h
q ~%(qt) T q? T

n=

co konczy dowod. QED

WNIOSEK 3.1.1. Funkcje dzeta mozna rozszerzyc na calg plaszczyzne zespolong
poprzez dodanie zwyklego bieguna w punkcie t = 1.

D o w 6d: Jest to oczywiste, gdyz taki biegun ma funkcja ﬁ QED

Funkcja dzeta juz przez swa definicje nasuwa analogie do znanej funkcji ¢
Riemanna. Nie jest to oczywidcie przypadek - wiecej takich podobienstw poznamy
pozniej, najwazniejsze z nich dotyczy potwierdzenia hipotezy Riemanna. Tymcza-
sem sformulujmy twierdzenie podobne do wyniku Eulera, znanego z teorii funkcji
analitycznych. Potrzebne nam bedzie pojecie produktu:

oo

H(l + ai)

i=1

w ktorym (a;)ieny € CY jest ciggiem liczb zespolonych. Przypomnijmy, ze produkt
nazywamy zbieznym, jezeli:

lim H(l—&-ai):a;é()
i=1

oraz bezwzglednie zbieznym, gdy:

Z la;| < o0

i=1
Pokazuje sie, ze kazdy produkt bezwzglednie zbiezny jest zbiezny (por. [9] str. 197
- 199).

TWIERDZENIE 3.1.3. (O REPREZENTACJI PRZEZ PRODUKT EULERA) Przy
wezesniejszych oznaczeniach, dla |t| < ¢~ funkcja dzeta moze byé przedstawiona
jako bezwzglednie zbieiny produkt:

Z@t) = ] a—eter)™

PePp
W szczegdlnosci Z(t) # 0 dla |t| < ¢!

D o w 6 d : Pokazemy najpierw, ze produkt [[pcp (1 tdee P)=1 jest bezwzgle-
dnie zbiezny dla |t| < ¢~!. Istotnie, korzystajac z twierdzenia 3.1.2, otrzymujemy:

o0
D HE <Y At < o0
n=0

PePr
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Pozostaje wykazaé rownosé funkeji. Mamy:

H (1 _ tdegP)fl — H itdeg (nP) _

PcPr PePrn=0
o0
= > A =N A = Z(t)
AEDR,AZ0 n=0

co nalezalo dowiesé. QED

Zanim przejdziemy do dalszych rozwazan podamy kilka ogdlnych wlasnosci
rozszerzen cial statych w przypadku cial funkcji algebraicznych nad skonczonymi
cialami statych. Rozwazaé¢ bedziemy nastepujace rozszerzenia:

F .= qu D F oraz Fq 2T,
gdzie Fq oznacza algebraiczne domkniecie ciala F,. Wobec tego mozemy moéwié¢
o algebraicznym rozszerzeniu ciata funkcji algebraicznych F/F, O F/F,. Dalej, z
kursowego wyktadu algebry wiemy, ze Fy- jest jedynym rozszerzeniem stopnia r
ciala F, (por. [3] przyklad II.1.4.6), bedziemy wiec rozwazaé nastepujace, jedno-
znacznie okreslone wieze cial:
FDF,=FF; DForazF, DF; DOF,

dla r > 1. Mozemy zatem méwié o algebraicznym rozszerzeniu ciata funkcji alge-
braicznych F,/F,» O F/F,. Podstawowe wlasnodci tak zdefiniowanych rozszerzen
ujmuje nastepujacy lemat.

LEMAT 3.1.3. Przy powyzszych oznaczeniach

(1) F. D F jest rozszerzeniem cyklicznym stopnia r. Grupa Galois tego rozsze-
rzenia generowana jest przez automorfizm Frobeniusa o : F, — F,. dany
wzorem:

o(a) =a? dla a € Fyr
(2) Fyr jest cialem stalych dla F;.
(3) F,/Fg ma ten sam rodzaj co F/F,.
(4) Niech P € Pp bedzie punktem ciala F stopnia m. Wowczas:

COnFT/F(P):P{++Pé

gdzie d = NWD(m,r) oraz P{,. .., P} sq wszystkimi, parami réznymi punk-

tami ciala F,. lezgcymi nad P, stopnia 7.

Dowéd lematu poprzedzimy jeszcze jednym lematem:

LEMAT 3.1.4. Niech F/K bedzie cialem funkcji algebraicznych, a « niech bedzie
elementem algebraicznym nad K. Wowczas:

[K(a) : K] = [F(a) : F]

Dowéd: Jako, ze F O K, nieréwnosé [K(a) : K| > [F(a) : F] jest oczywista.
Aby pokazaé nieréwnosc przeciwng - i tym samym zakonczy¢é dowdd - zauwazmy,
ze wielomian minimalny ¢(X) € K[X] elementu « jest nierozkladalny w pierscieniu
F[X].

Istotnie, przypu$émy dla dowodu nie wprost, ze ¢(X) = f(X) - g(X) dla
wielomianéw f(X),g(X) € F[X] stopnia nie mniejszego od 1. Mozemy przy tym
zalozyé, ze ¢p(X), f(X), g(X) sa wielomianami unormowanymi. Oznaczmy przez ®
cialo algebraicznie domkniete, zawierajace cialo F' (a wiec i K). W takim razie
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dowolny pierwiastek wielomianu f(X) lub g(X) jest tez pierwiastkiem wielomianu
¢(X), a wiec elementem algebraicznym nad cialem K. Stad wszystkie wspolczynniki
wielomianéw f(X) i g(X) sa algebraiczne nad cialem K, jako ze sa warto$ciami
wielomianéw o wspdlczynnikach algebraicznych. 7 drugiej strony wszystkie te
wspoélczynniki sa elementami ciata F' i skoro cialo K jest algebraicznie domkniete
w ciele F, to f(X),g(X) € K[X], co doprowadza nas do sprzecznoéci. QED

Dowéd lematu 3.1.3: (1) Pokazemy najpierw, ze rozszerzenie Fgr D
F, jest proste, czyli Fyr = F; (). Istotnie, jak wiadomo grupa multyplikatywna ciala
skonczonego jest cykliczna (por. [3], przykiad I1.2.4.2). Niech wigc:

<a>={1,2,...,4"}

Zauwazmy, ze Fyr = Fy (). Inkluzja Fyr O T, («) jest oczywista, aby za$ przekonad
sie o prawdziwoéci inkluzji przeciwnej, ustalmy element a € Fg-. Jezeli jest to
element zerowy, to naturalnie a € F, (), a jezeli nie, to jako element grupy multy-
plikatywnej jest potega elementu «, tym bardziej wiec nalezy do F, ().

Pokazemy, ze rozszerzenie F,. O F jest proste, dokladniej, ze F,. = F(«), gdzie
« jest zdefiniowanym przed chwila elementem. Podobnie jak wcze$niej, inkluzja
F. D F(«) jest oczywista, a w celu wykazania inkluzji przeciwnej, ustalmy element
x € F, wybrany ze zbioru generatoréw kompozytu FTF, (o). Niech wiec z = a - b,
gdziea € Fib e F,(a). W takim razie b = zo+z100+.. . +2,a", gdziex; € F, C F,
i€{0,...,r}, zatem z = a(zg + x100 + ... + z,a") € F(a).

Pokazemy, ze grupa Galois rozszerzenia F, D F' jest cykliczna rzedu r. Jak
wiemy z kursowego wykladu algebry (por. [3], przyklad I11.1.4.2), rozszerzenie
Fyr 2 F, jest rozszerzeniem cyklicznym stopnia 7, ktérego grupa Galois jest ge-
nerowana przez automorfizm Frobeniusa o : Fgr — Fyr dany wzorem og(a) = a9,
dla a € Fyr. Oznaczmy przez o : F,. — F, przedtuzenie automorfizmu Frobieniusa
na cialo F}.:

o(z) = { x @egeg v € F.\F,
oo(z) jezeli x € Fyr
Odwzorowanie to réwniez nazywaé¢ bedziemy automorfizmem Frobeniusa i tam,
gdzie nie prowadzi to do sprzecznoéci, nie bedziemy robili rozréznienia miedzy o a
0o. Dla elementu z € Fy., z = ap+ a1+ ...+ a,a”, gdzie a; € F, i € {0,... ,r} i
dowolnego automorfizmu ¢ € Gal (F,./F) mamy wiec:

o(x) = ¢lag+tara+...+a.0")=ag+arp(a) +...+arp(a”) =
= ast+ac™(@)+...+a.0"(@") =0"(ap+ a1+ ... +a,a") =

= o"(x)

gdzie ng € {0,...,r} jest pewna liczba naturalng. Tak wiec istotnie grupa
Gal (F}./F) jest cykliczna rzedu r, a jej generatorem jest o.

Aby przekonaé sig, ze rozszerzenie F, O F jest Galois, skorzystamy z lematu
3.1.4:

[Fr 2 Fl = [F(a) : F] = [Fq(a) : Fq] = [Fgr : Fy] =7

(2) i (3) wynikaja bezposrednio z tez (1) i (3) twierdzenia 2.2.1.

(4) Ustalmy punkt P € Pp stopnia m oraz punkt P’ € P lezacy nad punktem
P, P'|P. Przyjmijmy tez oznaczenie d = NW D(m,r). Poniewaz - wobec tezy (3)
twierdzenia 2.2.1 - rozszerzenie F, O F jest nierozgalezione, wiec indeks rozga-
lezienia e(P’|P) = 1. Ponadto - aplikujac teze (5) twierdzenia 2.2.1 - cialo reszt
F,.p: punktu P’ jest iloczynem kompozycyjnym F,- i ciala reszt Fp punktu P,
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F.pr = Fyr Fp. Z definicji cialo Fp jest rozszerzeniem stopnia m ciala Iy, a wiec
jest izomorficzne z cialem Fgm (por. [3] przykiad I1.1.4.6). Jezeli wiec oznaczymy
przez | = NWW (m,r), to:

FTP’ == ]FqT ]qu == Fql
Stad, jako ze [ - d = m - r, otrzymujemy réwnos¢:

deg P' = [Fi : Fpr] = =

d
Korzystajac z tezy (4) twierdzenia 2.2.1 widzimy, ze deg (Con p, /p(P)) = deg P =
m. Ostatecznie wiec:
COT?,FT/F(P):P11++PCII

gdzie d = NWD(m,r) oraz Pj, ..., P; sa wszystkimi, parami réznymi punktami
ciala F;. lezacymi nad P, stopnia % QED

Wykorzystamy teraz powyzszy lemat do znalezienia zwiazku z funkcja dzeta
ciala F' i funkcja dzeta ciala F).. Potrzebna bedzie nam do tego pewna tozsamos¢
wielomianowa, ktéra pozostawimy tu bez dowodu. Mianowicie, jezeli m > 1 oraz
r > 1 sg liczbami naturalnymi i d oznacza ich najwigkszy wspélny dzielnik, to:

(1—t) = T -m
=1
TWIERDZENIE 3.1.4. Jezeli Z(t) 4, odpowiednio, Z,(t) oznaczajg funkcje dzeta

ciata F' i F,., to:
=11 2
=1

D o w 6 d : Poniewaz - zgodnie z twierdzeniem 3.1.2 - szereg definiujacy funkcje
dzeta zbiezny jest dla [t| < ¢!, wiec wystarczy ograniczyé si¢ do przypadku liczb t
wybranych ze wspomnianego kola zbieznosci. Bezposrednio z twierdzen 3.1.312.1.2

mamy:
Z.(t") = H (1 _ trdegP')il _ H H (1 _ trdegP')7

PPy, PEPr P'|P

Zajmijmy sie¢ wewnetrznym produktem w powyzszym wyrazeniu. Ustalmy wiec
punkt P € Pp stopnia m i niech d oznacza najwigkszy wspélny dzielnik r i m.
Korzystajac kolejno z tezy (4) twierdzenia 2.2.1 i tezy (4) lematu 3.1.3 mamy:

m = deg P = deg (Con ./ r(P)) = deg (P{ + ...+ P})

gdzie P[,..., P} sa wszystkimi, parami réznymi punktami ciala F, lezacymi nad
P, stopnia . Wykorzystujac wspomniang tozsamo$¢ wielomianowa mamy wigc:

H (17157"(15%13) _ (1—tT)d:
P'|P
= JIa-wem=

er=1

= T (- @)

er=1

H H ft degP H Z Et

PcPrér=1 §r=1

Stad:
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co konczy dowod. QED
Teraz mozemy bez trudu udowodnié¢ zapowiadane wczesniej dwa twierdzenia,
ulatwiajace nam opis funkcji dzeta.

TWIERDZENIE 3.1.5. (SCHMIDT’A) Przy wczesniejszych oznaczeniach 0 = 1

D ow 6 d: Na podstawie tezy (1) lematu 3.1.2 9 dzieli stopien kazdego dywizora
ciala F. Wybierzmy liczbe ¢ € C taka, ze €2 = 1. Korzystajac z twierdzenia 3.1.3
otrzymujemy:

zey= T (=" "= I] (-er=")" =z
PcPp PcPp
Stosujac wiec twierdzenie 3.1.4 otrzymujemy:
Zp(t%) = (Z(t))°
Dalej, dzicki wnioskowi 3.1.1, funkcja Z5(t?) ma zwykty biegun w punkcie ¢t = 1.
Ponadto funkcja (Z())? ma biegun rzedu 0 w punkcie ¢ = 1. Dzigki otrzymanej
réwnoéci funkeji Zp(t?) i (Z(t))? widzimy, ze 0 = 1. QED

TWIERDZENIE 3.1.6. Przy powyiszych oznaczeniach;

(1) Kazde cialo funkcji algebraicznych F/Fq rodzaju 0 jest cialem funkcji wy-
miernych o funkcji dzeta:
1

=00~
(2) Jesli F/Fy jest rodzaju g > 1, to:
Z(t)=F(t)+ G(¢)

Z(t) =

gdzie:

1 .
Fiy=—— Y q@m(Clges(c]
0<deg [C]<2g9—2
oraz:

h 1 1
Gt) = —— (qot29 ' —— -
®) ql(q 1—qt 1t)

D o w 6 d : To, ze cialo funkcji algebraicznych o rodzaju zero, posiadajace
dywizor stopnia 1 jest cialem funkcji wymiernych, jest trescia tezy (3) twierdzenia
1.3.3. Pozostale tezy otrzymujemy podstawiajac 0 = 1 w twierdzeniu 3.1.2. QED

Przechodzimy teraz do zdefiniowania waznego pojecia L-wielomianu cialta funk-
cji algebraicznych i poznania kilku jego wlasnosci. Pozwala on miedzy innymi dysku-
towaé liczbe punktéw stopnia 1 danego ciala funkcji algebraicznych. Wielomian ten
odegra kluczowsg role w twierdzeniu Hasse’'go - Weil’a, ktére mozna wypowiedzieé -
i tak tez zrobimy - uzywajac wylacznie pierwiastkéw L-wielomianu.

DEFINICIJA 3.1.3. Wielomian L(t) = Lr(t) = (1 —t)(1 — qt)Z(t) nazywamy
L-wielomianem ciala F/F,.

Przed omoéwieniem witasnosci L-wielomianu podamy jeszcze pomocnicze twier-
dzenie, przedstawiajace réwnanie funkcyjne spelniane przez funkcje dzeta.

TWIERDZENIE 3.1.7. (ROWNANIE FUNKCYJNE FUNKCJI DZETA) Funkcja dzeta
ciala funkeji algebraicznych F/F, spelnia réwnanie:
1

Z(t) = ¢ M9 7 (=

() =q ()
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D o w 6 d : Jezeli rodzaj ciala g rowny jest zeru, to teze otrzymujemy bezpo-
$rednio z twierdzenia 3.1.6. Zalézmy wiec, ze rodzaj g jest nie mniejszy od 11 - na
podstawie twierdzenia 3.1.6 - przedstawmy funkcje dzeta w postaci:

Z(t)=F(t)+ G()
gdzie:
_ 1 dim [C] ;deg [C]
F(t) = — > q tdes

0<deg [C]<2g9—2
oraz:

h 1 1
Gt) = —— (qot29 ' —— -
®) ql(q 1—qt 1t)

Niech W bedzie dywizorem kanonicznym ciala F. Korzystajac z twierdzenia 1.3.2
itezy (4) twierdzenia 1.3.3 otrzymujemy:

(g—1DF@) = Z gt [Clydeg [C] _
0<deg [C]<2g9—2
= Z gde8 [Cl+1—g+dim [W—C]ydeg [C] _

0<deg [C]<29—2
— qg—1t2g—2 Z qdeg [C]—(29—2)+dim [W—C]tdeg [C]—(29—2) _

0<deg [C]<2g—2

) 1 deg [W—C]
— qg—1t2g—2 Z qdlm (W—-C] (_)
0<deg [C]<2g9—2 qt

1
9-142072(q — 1)F(—
@R g - DF()
Podobnie dla funkcji G(t):

2g—1
qgflt2972G i — h qg*1t2972 q° l 1 — 1 =
t -1 t l—¢% 1-2%
q g q qqt qt

ho[1 1 g1
t

g-1 1_%7qt(17£)
= G

Po dodaniu stronami otrzymanych zaleznoéci otrzymujemy teze. QED

TWIERDZENIE 3.1.8. Przy powyzszych oznaczeniach;
1) L(t) € Z(t) oraz deg L(t) = 2g
_ 1

2) L(t) = ¢?t*L(;)
3) L(1)=h
4) Jesli L(t) = ag + art + ... + azyt?9, to:

(a) ap =1 oraz agy = ¢9

(b) azg—i = ¢ 'a; dla 0<i<g

(¢) a1 =N —(¢+1), gdzie N oznacza liczbe punktéw stopnia 1 ciala F.
(5) L(t) ma nastepujgcy rozklad w pierscieniu C[t]:

S~~~ ~

29

L(t) =] - eut)

i=1
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przy czym wspolczynniki o, ... , aag sq liczbami spetniajgcymi réwnosci:

_1+...+c§ai+06:0

o + Cinifla;ni
dlaie{l,...,29}, m; €N, cfm_l, ..., Ch € T, ktére ponadto mozina dobraé
w ten sposob, aby:
Q;Qgyi = (
dlaie{l,...,g}
(6) Jezeli L.(t) oznacza L—wielomian ciala F, /B, to L.(t) ma nastepujgcy
rozktad w pierscieniu C[t]:

29
Lo(t) =[] —aft)
i=1
przy czym wspolczynniki o, . .. , o4 s¢ liczbami spelniajgcymi réwnosci:

_1+...+c§ai+06:0

A T T
dlaie{l,...,2g}, m; €N, cﬁnﬁl, ..., Ch € I, ktére ponadto mozna dobraé
w ten sposob, aby:

QiQgyi = ¢

dlaie{l,..., g}

D o w 6 d : Na poczatek zauwazmy, ze - zgodnie z twierdzeniem 3.1.6 - L
faktycznie jest wielomianem, ktorego stopien nie przekracza dwukrotnosci rodzaju
ciala. Zatem w przypadku, gdy g = 0, cale twierdzenie si¢ trywializuje i dlatego
zajmiemy sie przypadkiem, gdy g > 1.

(1) Jak przed chwila stwierdzili$my, stopien L nie przekracza 2g. Aby stwierdzié,
Ze stopiei ten jest réwny 2g zauwazymy, ze wspotczynnik przy t29 réwny jest ¢9,
ale zrobimy to dopiero w punkcie (4).

(2) Teza ta wynika natychmiast z twierdzenia 3.1.7.

(3) Przyjmujac notacje twierdzenia 3.1.6 mozemy napisac:

L) = (L= (1= a)F(0) + — (@€ (1= t) ~ (1~ q1)

skad wynika od razu, ze L(1) = h.
(4) Niech L(t) = ag + a1t + ... + az4t*9. Korzystajac z udowodnionego juz
punktu (2) mamy:

L(t) = ¢“t* L <$) = % + %t + ...+ ¢%agt*
skad dostajemy natychmiast:

asg—i = ¢ ‘a;, dlai € {0,...,g}
Ponadto rozpisujac wielomian L z definicji otrzymujemy:

L(t)=(1—t)(1—qt) i Apt"

n=0
skad bez trudu wyliczamy:
apg = Ag oraz a1 = A1 — (g + 1)Ag
i poniewaz - z definicji - Ag = 1 oraz A; = N, wiec ostatecznie:
ap=1oraza; =N —(¢g+1)
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Poréwnujac otrzymane wyniki, dostajemy na koniec:
azg = ¢ap = ¢’

(5) Rozwazmy pomiocniczy wielomian:
1
LP(t) = t*L (E) =agt? + art* 7 4 fagy =t fat? T ¢

gdzie L(t) = ag + a1t + ... + agyt?9, przy czym skorzystaliSmy juz z punktu (4).
LP jest wielomianem unormowanym stopnia 2¢ o wspétczynnikach calkowitych, tak
wiec jego pierwiastki aq,... , sy € C spelniaja warunek:

;" + cinifloz;"i_l +.oot i +c=0
dlaie{l,...,2g}, m; €N, ¢, _,... ¢y € Z. Oczywiscie L°(t) = H?il(t — ),
wiec:

1\
_ 2970 [ =\ _ v
L(t) = t¥L (t) = H(l at)
Tak wiec L(a; ') = 0 dla i € {1,...,2g}, wiec pierwiastki wielomianu L°(t) sa
odwrotnosciami pierwiastkéw L(t). Zatem wobec udowodnionego juz punktu (2):

LP(a) = 0 <= L? (%) =0

Pierwiastki L® mozemy wiec przepisa¢ w postaci:

1 1 1
a1, — .., Qgy, —5q2%,...,4%,—q%,... ,—¢q
251 &3

Nf=

gdzie q% wystepuje m razy, —q% wystepuje n razy i m +n + 2k = 2g. Korzystajac
7z wypisanej jawnie postaci wielomianu L®(t) i wzoréw Viete’a, dostajemy:
m n
ar Lo L () () =
a1 (052

Zatem n jest parzyste i skoro n + m + 2k = 2g, to réwniez m jest parzyste i -
zmieniajac ewentualnie numeracje - mozemy zalozy¢, ze:

ap-agr;=q,dlaie{l,..., g}

(6) Bezposrednio z definicji L-wielomianu i twierdzenia 3.1.4 wyliczamy:

L") = (1=t —-qt)Z(") =1 -1 —qt") ] 2(&t) =
=1
_ r 4T L(é-t) _ AN
= (1=t —-q"t )51_:[1 A—e(l—qtt) IEIL(mt) =
— TITTG - =0 - azn)
i=1¢r=1 i=1

co konczy dowod. QED
Paragraf ten zakonczymy zapowiadanym juz wnioskiem, ktory uscisla, w jaki
sposéb z postaci L-wielomianu mozna odczytywaé informacje o liczbie punktéw
stopnia 1 danego ciala. Zdefiniujmy w tym celu liczby:
N(F)=N=|{P €Pp:degP =1}|

N, = N(F,)
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WNIOSEK 3.1.2. Diar > 1:
29
N’r = qT —+ 1 — ZO&:
=1

gdzie an, ... ,azg € C sq¢ odwrotnosciami pierwiastkow L—wielomianu, w szczegol-
noscu:

29
N:q—i—l—Zai
=1

Do w6d: Niech L.(t) = ap + art + ... + agyt?? bedzie L-wielomianem ciala
F.. Korzystajac z twierdzenia 3.1.8 (4) a; = N, — (¢" 4+ 1) Z drugiej strony, z tezy
(6) tego samego twierdzenia, L, (t) = H?il(l — al't), skad bez trudu wyliczamy, ze
wspoOlczynnikiem przy t jest — 2?21 ga;. Poréwnujac te liczbe z a1 otrzymujemy
teze. QED

2. Twierdzenie Hasse’go - Weil’a

Udowodnimy teraz najwazniejszy rezultat niniejszej pracy, mianowicie twier-
dzenie Hasse’ego - Weil’a. Zostalo ono sformutowane przez Emila Artina, natomiast
pierwszy dowdd, w przypadku ciat rodzaju 1, opublikowal Hasse (por. [8]) w 1933
roku. Przypadek cial dowolnego rodzaju zostal rozwiklany przez Weil’a (por. [18]).
Prezentowany tutaj dowdéd pochodzi od Enrico Bombieri’ego (por. [1]).

Ustalmy liczbe naturalng (bedaca potega liczby pierwszej) ¢ i niech F/F, bedzie
cialem funkcji algebraicznych o rodzaju g. Niech:

N\ (A ={A€Dp:A>0ndegA=n}|)
neN

oraz niech Zr : C — C bedzie funkcja dzeta ciala funkeji algebraicznych F'/FF, dana
wzorem:

o0
Zp(t) =)  Ant"

n=0

zas:
Lp(t) = (1 =1)(1—qt)Zp(t)
bedzie L-wielomianem ciala funkcji algebraicznych F/F,. Oznaczmy przez:
aq,...,02¢g
odwrotnosci pierwiastkéw L-wielomianu.
TWIERDZENIE 3.2.1. (HASSE'GO - WEIL'A) Przy powyzszych oznaczeniach:
A (il =va)
i€{1,... ,2g}

Zanim przejdziemy do dowodu, pokazemy prawdziwo$é¢ dwoch lematow. Pierw-
szy dotyczy ogblnych wlasnosci grup i jest potrzebny gtéwnie do wykazania drugiego
z nich, przedstawiajacego pewna konstrukcje rozszerzen cial, ktéra okaze sie klu-
czowym argumentem w dowodzie twierdzenia Hasse’go - Weil’a.
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LEMAT 3.2.1. Rozwazmy grupe G’ bedacq produktem:
G'=<o>xG

grupy cyklicznej < o > rzedu n i grupy G rzedu m, przy czym m|n. Niech H C G’
bedzie takqg podgrupg, Ze:
|[Hl=n-eoraz | HNG|=¢
Wowczas istnieje doktadnie e podgrup U C H takich, Ze:
U jest cykliczna rzedu n oraz UNG = {1}

D o w 6 d : Na poczatek zauwazmy, ze z produktowej struktury grupy G’ w
oczywisty sposéb wynika, iz kazdy element A grupy G’ ma jednoznaczne przedsta-
wienie w postaci A = o'p, gdzie i € {0,... ,n} oraz p € G.

Teraz pokazemy, ze w grupie G’ istnieje dokladnie m rozlgcznych podgrup
cyklicznych U rzedu n takich, ze U N G = {1}. Istotnie, ustalmy element 7 € G i
rozwazmy grupe cykliczng < o -7 >C G’. Wobec struktury grupy G’ widzimy, ze
70 =o-1,rzad r(o) = nir(r)|m, tak wiec r(o-7) = n (korzystamy tu ze znanych z
kursu algebry wlasnosci rzedu grupy, por. [16] zadanie 53.(f)). Ponadto, korzystajac
z udowodnionego przedstawienia elementéw grupy G’, < o -7 > NG = {1} oraz
<o-t>*oc-7dlat# 7, 7,7 € G, co - poniewaz |G| = m - kohczy te czesé
dowodu.

W dalszym ciagu pokazemy, ze grupa H zawiera doktadnie e podgrup cyklicz-
nych o zadanych wtasnosciach. Korzystajac z pokazanej postaci elementéw grupy
G’ oraz dyskutowanego juz faktu przemiennosci elementéw podgrupy < o > z
elementami podgrupy G, bezposrednio z definicji zauwazamy, ze G jest podgrupa
normalna G’. Na mocy II twierdzenia Noether o izomorfizmie (por. [16] zadanie
144) mamy zatem, ze H/H NG = HG/G. Stad - skoro |H| = ne, |H NG| = e,
|G| = m i |G| =nm - otrzymujemy, iz HG = G’ oraz H/HNG =2 G /G =< 0 >.
Wybierzmy zatem warstwe grupy H/H N G rzedu n i niech \g € H bedzie jej
reprezentantem. Zapiszmy A9 w postaci A\g = 0% - 7/, gdzie a € Z oraz 7' € G.
Zauwazmy, ze NW D(a,n) = 1; istotnie, w przeciwnym wypadku istnialaby liczba
de{l,...,n—1} réwna co do wartosci W@w) taka, ze 0% = 11 - korzystajac z
przemiennoéci elementéow podgrupy < o > z elementami podgrupy G - dostalibysmy
zaleznosé \d = 7/ ‘e HN G, co staloby w sprzecznoéci z rzedem warstwy \gH NG.
Wobec tego (por. [16] zadanie 61.(f)) dla pewnej liczby ¢ mamy o' = o, wigc
jeszcze raz korzystajac z przemiennosci elementéw podgrupy < o > z elementami
podgrupy G otrzymujemy, ze A = A\ = o - 79 dla 79 € G. Jezeli teraz oznaczymy
przez Y1, ... ,¥. wszystkie elementy grupy H N G, to mozemy zdefiniowaé grupy:

UV =< ompp; > dlaje {1,... e}
zawarte w H, cykliczne rzedu n, parami rozlaczne i na przeciecie z G réwne {1}.

Dla zakonczenia dowodu pozostaje wykazac, ze w grupie H nie ma innych grup
cyklicznych rzedu n réwnych na przeciecie z G grupie jedynkowej {1}. Faktycznie,
ustalmy grupe cykliczng U C H rzedu n i niech U N G = {1}. Argumentujac
podobnie jak przed chwila mozemy w grupie U wskazaé¢ generator postaci o - 71,
gdzie 71 € G. Poniewaz o - 71 € H oraz, z definicji \g, 0 - 19 € H, korzystajac tez z
przemiennoéci elementéw podgrupy < o > z elementami podgrupy G mamy:

7—0_1 ST = (0'7'0)71(0'7'1) eHNG = {1#17--- 51/}6}

Stad 71 = 79-%j, dla pewnego jo € {1,...,e} iU =< 01y >=< 0-79-1j, >= U
co konczy dowéd. QED
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LEMAT 3.2.2. Niech L/F, bedzie cialem funkcji algebraicznych, niech E/Fy D
L/F, bedzie rozszerzeniem Galois i zaldimy, ze Fy jest cialem stalych zardwno dla
E jak i dla L. Oznaczmy przez m stopien rozszerzenia [E : L] i ustalmy dowolng
liczbe naturalng n € N takg, ze m|n. Rozwazmy rozszerzenia cial stalych E' =
EFyn [Fgn D E/F, oraz L' = LEgn [Fgn D L/F, stopnia n = [Fgn : Fy]. Wowczas:

(1) E' D L jest rozszerzeniem Galois stopnia m -n o grupie Galois G' =< o >
X G, gdzie:
G=Gal(E'/L) = Gal(E/L)

zas o jest automorfizmem Frobeniusa rozszerzenia E' O E.

(2) G’ zawiera dokladnie m podgrup cyklicznych Uy, ... Uy, rzedu n takich, ze
UNG=A{1}, dlaie{1,...,m}.

(3) L ma dokladnie m rozszerzen stopniam E, ..., E,, takich, Ze [E' : E;] = n,
E' D E; jest cykliczne oraz Gal (E'/E;) 2 U; dla i € {1,...,m}. Mozemy
przy tym zalozyé, e Fh = E.

(4) F, jest cialem stalych dla E;/F,.

(5) Jezeli oznaczymy przez g(E;) rodzaj ciala E;, i € {1,...,m}, a przez g(E)
rodzaj ciala E, to:

E' = ETF,, [Fpm oraz g(E;) = g(E) dlaie{l,...,m}

(6) Jezeli oznaczymy przez N (L) liczbe punktéw stopnia 1 ciala L, a przez N(E;)

liczbe punktow stopnia 1 ciala E;, i € {1,... ,m}, to:

m-N(L)= Y N(E)

D ow éd: (1) Pokazemy najpierw, ze Gal (E'/L) = Gal (E'/E) x Gal (E/L).
Zdefiniujmy w tym celu odwzorowanie ® : Gal (E'/E) x Gal (E/L) — Gal (E'/L)
wzorem:

(6, 1) = do Y, dla (6, ) € Gal (E'/E) x Gal (E/L)
gdzie odwzorowanie g : E' — E’ okreSlone jest nastepujaco:
a jezelia € E'\ E

Y (a) = { ¥(a) jezelia € E '
Bez trudu sprawdzamy, ze odwzorowanie ® jest dobrze okreslonym homomorfizmem
grup (zauwazmy tu, ze skladanie automorfizméw ¢ i ¥ g/ jest przemienne, jako
ze ich no$niki sa rozlaczne). W oczywisty sposéb @ jest bijekcja, a wiec réwniez
poszukiwanym izomorfizmem grup.

Korzystajac z tezy (1) lematu 3.1.3 stwierdzamy, ze Gal (E'/E) =< o >,
gdzie o jest automorfizmem Frobeniusa rozszerzenia E’ O E. Ponadto | < o >
xGal (E/L)| =n-m = [E’ : L], wiec istotnie rozszerzenie E’ D L jest typu Galois
o grupie Galois < o > xGal (E//L).

Dla  zakonczenia tej czeéci dowodu  wystarczy  sprawdzié¢, ze
Gal (E/L) = Gal(E’/L'). Poniewaz E' = EFm DO L jest typu Galois i L' =
LF,» D L, wigc wobec ze znanego z kursu algebry twierdzenia (por. [3] twierdzenie
I11.2.3.11 (3)) rozszerzenie EFyn LFyn = EFgn = E’ D L' jest Galois o grupie Galois
Gal (E’ /L") izomorficznej z pewna podgrupa grupy Gal (E/L). Ponadto, z réwnosci:

m-n=[E' :L=[E:L)-[L':L]=[E':L]-n
widzimy, ze |Gal (E'/L")| = m i skoro |Gal (E/L)| = m, to Gal (E’/L") = Gal (E/L).
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Teza (2) wynika bezposrednio z lematu 3.2.1, natomiast teza (3) jest bezpo-
$rednia konsekwencja zasadniczych twierdzen teorii Galois znanych z kursu algebry
(por. [3] twierdzenia I11.3.1.1 i 111.3.1.2).

(4) i (5) Pokazemy - co okaze sie gléwnym argumentem w tej czesSci dowodu
- ze dla dowolnych ¢ € {1,...,m} E' = E;Fyn. Ustalmy w tym celu liczbe i €
{1,... ,m} i rozwazmy dwie wieze cial: E' O E; D L i E' O L' O L. Korzystajac
ze znanego z wykladu algebry twierdzenia (por. [3] twierdzenie I11.3.1.5 (1)) otrzy-
mujemy:

Gal (E'/E;L') = Gal (E'/E;) N Gal (E'/L') = U; N G = {1}

A wiec E' = E;L’. Stad od razu otrzymujemy E' = E;L' = E;LF;» = E;Fn, co
oznacza, ze E' jest rozszerzeniem ciala statych Fy» o cialo E;.

Aby pokazaé¢ pozostale tezy tej czeSci twierdzenia, zauwazmy dla ustalonego
i e{l,...,m}, iz Gal (E;Fyn /E;) = Gal (E'/E;) = U;. Tak wigc E;Fgn D E; jest
rozszerzeniem cyklicznym stopnia n i poniewaz - wobec tezy (1) lematu 3.1.3 -
rozszerzeniem takim jest E;Fyn /Fyn D E;/F,, wigc cialem stalych dla E; jest F,.
Ponadto - wobec tezy (3) lematu 3.1.3 - E/ = E;Fy» /F;» ma ten sam rodzaj, co
E;/F, i E' = EFyn /Fyn ma ten sam rodzaj co E/F,, wiec g(E;) = g(E') = g(E)

(6) Przechodzimy teraz do ostatniej, najtrudniejszej czesci lematu. Oznaczmy:

X ={PePy:degP =1}
X, ={Q€Pg, :degQ=1}dlaie {1,...,m}

Poniewaz grupy Uy, ... , U, sa parami rozne, wiec na mocy zasadniczych twierdzen
teorii Galois ciala FEi,..., E,, sa parami rézne i zbiory Xi,...,X,, sa parami
roztaczne. Zatem wystarczy pokazaé, ze:

U Xl =m-|X]
i=1

Postaramy sie nieco uprosci¢ ten warunek tak, aby do zakonczenia dowodu
wystarczyto pokazac¢ zachodzenie dwéch wzajemnie jednoznacznych odpowiednio$ci
miedzy punktami. Ustalmy zatem punkt P € X i niech Q' € Pps bedzie jego
rozszerzeniem, Q'|P. Zauwazmy, ze f(Q'|P) = n.

W rzeczy samej, oznaczmy tez przez P = Q' N E punkt ciala E (istnienie
stosownych punktéw i poprawnosé okreslen uzasadnia twierdzenie 2.1.3). Wobec
tezy (2) twierdzenia 2.3.1 e(Py|P) - f(P1|P) - {R € Py : R|P}| = [E : L] = m,
wiec w szcezegblnosei f(P1|P)|m, a zatem réwniez f(Pi|P)|n. Ponadto, wobec tezy
(5) twierdzenia 2.2.1, Ef, = Ep Fyn oraz - z definicji - Ep, 2 F,. Tak wigc skoro
[Ep, : F;] = [Ep, : Ep|-[Ep : Fy] = f(P1|P) - deg P|n - 1 = n stwierdzamy, ze
Eg, = Fgn. Na koniec policzmy:

f(QI|P) = [E/Q/ : LP] = [Fqn : LP] = [Fqn : LP] -1 = []Fqn : LP] . degP =
= [Fgn :Lp|-[Lp :Fy]=[Fp :Fyl=n

Dokonamy teraz zapowiadanego uproszczenia zagadnienia. Oznaczmy wiec
przez e = e(Q'|P) dla dowolnego punktu @’ € Pg/, Q'|P (liczba ta jest - wobec
tezy (1) twierdzenia 2.3.1 - stala dla dowolnych rozszerzen punktu P) oraz przez
r=|{Q € Pg : Q'|P}| (przypomnijmy, iz - wobec tezy (2) twierdzenia 2.1.2 zbiér
{Q' € P : Q'|P} jest skonczony). Korzystajac z tezy (2) twierdzenia 2.3.1 mamy:

m-n=[E: L =eQ|P)- f(Q'|P) - r=ec-n-r
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skad - dzielac obustronnie przez n - otrzymujemy réwnos¢ m = n - r. Jezeli udo-
wodnimy teraz wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy punktami ze zbioru
X; lezacymi nad punktem P i ich rozszerzeniami w ciele E’ oraz - z drugiej strony
- takg sama odpowiednio$¢ miedzy rozszerzeniami punktu P z ciala E’ a kazdymi
e réznymi rozszerzeniami wybranymi ze zbioréw X;, to zakonczymy dowdd.

Po pierwsze wiec, pokazemy, ze dla kazdego punktu @Q € X; lezacego nad
wezedniej ustalonym punktem P istnieje dokladnie jeden punkt Q' € Pg/ taki,
ze Q'|Q, przy czym ¢ € {1,... ,m} jest wybrane dowolnie. Wezmy wigc pod uwage
punkt @ € X; lezacy nad punktem P - istnienie takiego punktu wynika z tezy
(1) twierdzenia 2.1.2. Podobnie rozwazmy punkt Q' € Pg, rozszerzajacy punkt Q.
Mamy:

1 =degQ = [Eiq : Fp] = [Eiq : Lp] - [Lp : Fy] = f(Q|P) - deg P = f(Q|P)

Zatem:
HQ'Q) = f(Q'1Q)- f(QIP) = [Eg : Eigl-[Eiq : Lr] = [Eg : Lp] = f(Q'|P) =n

Poniewaz jednoczesnie [E’ : E;] = n, wiec po raz kolejny stosujac teze (2) twierdze-
nia 2.3.1 dostajemy, ze:

e(@Q1Q)-n- Q' €Pr : QQ} =e(QQ) - F(QQ) - HQ" € P : Q'|Q} =1

wigc zbiér {Q' € Pg/ : Q'|Q} jest jednoelementowy.

Po drugie pokazemy - i to zakonczy juz dowdd - ze dla kazdego punktu Q' € Pg,
lezacego nad wezesniej ustalonym punktem P istnieje doktadnie e réznych punktéw
Q € X, X; takich, ze Q'|Q. Ustalmy wiec punkt Q" € Pp lezacego nad punktem
P i wprowadzmy skrécone oznaczenia H = G z(Q'|P), Z = Z(Q'|P). Niech ponadto
Pz € Py oznacza punkt Q' N Z.

Zauwazmy najpierw, ze |[H| = e-n. W tym celu wystarczy zastosowaé teze (1)
twierdzenia 2.3.2 i otrzymac:

[H| =e(Q'|P)- f(QP)=e-n

Zauwazmy dalej, ze podgrupie H NG grupy Galois Gal (E’/L) odpowiada cialo
posrednie ZL' - wynika to wprost ze znanego z kursu algebry twierdzenia (por. [3]
twierdzenie I11.3.1.5 (1)), jako ze:

HNG=Gal(E'/Z)NGal (E'/L') = Gal (E'/ZL)

Teraz zauwazmy, ze |H N G| = e. Faktycznie, wobec tezy (3) twierdzenia 2.3.2
f(Pz|P) =1, skad:
[ZPZ :]Fq] = [ZPZ : Lp] . [Lp : ]Fq] = f(Pz|P) . degP =1-1=1
a wiec F, jest cialem stalych dla Z. Zatem ZL' = ZLF,y» = ZF, DO ZF, jest -
wobec tezy (1) lematu 3.1.3 - rozszerzeniem cyklicznym stopnia n i mamy:
[E: Z] |H | e-n

.77 — _ _&cn_
HNGI =12l = o =2 n ©

W dalszym ciagu zauwazmy, ze ZL' jest cialem bezwladnoéci punktu Q' nad
P itym samym H NG jest grupa bezwladno$ci tego samego rozszerzenia. Ustalmy
punkt P, € Pz lezacy nad punktem Pz. Poniewaz - tak jak stwierdziliémy - ZL’
jest rozszerzeniem ciala stalych Fyn o cialo Z, wiec na mocy tezy (2) twierdzenia
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2.2.1 zachodzi réwnosé¢ e(P}|Pz) = 1. Ponadto - wobec tezy (3) twierdzenia 2.3.2 -
e(Pz|P) = 1, wigc korzystajac tez z twierdzenia 2.1.4 mamy:

e(Q'|Py) = e(Q'|Py) - e(Pz|Pz) = e(Q'|Pz) = e(Q'|Pz) - e(Pz|P) = e(Q'|P) = e

skad e(Q'|P}) = e = |H NG| = [E’ : ZL']. Dalej, poniewaz oczywiscie ZL' D Z,
wiec wobec tezy (2) twierdzenia 2.3.3 Q' jest jedynym punktem ciala E’ lezacym
nad Pz i - tym razem wobec tezy (4) tego samego twierdzenia - ZL' 2 T(Q'|P).
Aby wykazaé inkluzje przeciwna, zauwazmy, ze - wobec tezy (2) twierdzenia 2.2.1
i twierdzenia 2.1.4 - e(P,|P) = e(P},|Pz) - e(Pz|P) = 1-1 =1 i zastosujmy punkt
(3) twierdzenia 2.3.3.

Wobec lematu 3.2.1 doktadnie e grup cyklicznych U;,, ... ,U;, rzedu n sposréd
grup Uy,...,Up, takich, ze U; NG = {1}, i € {1,...,m}, jest zawartych w H.
Oznaczmy Q;, = Q' NE;;, je{l,... e} iustalmy j € {1,... e}

Zauwazmy, ze Q;; € UL, X, czyli ze deg Qi; = 1. Rzeczywiscie, poniewaz H
jest grupa Galois rozszerzenia E’ O Z, U;; jest grupa Galois rozszerzenia £’ O I,
oraz Uy, jest podgrupa grupy H, wiec E' 2 E;; O Ziw szczegdlnosci E;, 2 Z. Teraz
wystarczy zastosowaé punkt (2) twierdzenia 2.3.3 aby przekonaé sie, ze Q' € Pg»
jest jedynym punktem ciata E’ lezacym nad Q;;. Dalej, wobec udowodnionego juz
punktu (5) niniejszego lematu, £’ jest rozszerzeniem ciata statych Fy» o ciato E,
a wigc - na podstawie tezy (2) twierdzenia 2.2.1 - e(Q’|Q;;) = 1. Wykorzystajmy
jeszcze raz punkt (2) twierzenia 2.3.1; mamy:

f(Q'1Qs;) = e(Q'Qs,) - f(QQi;) - HQ € P : Q'|Qs, } = [E' : Eij] =n
Zatem n = f(Q'|P) = [Eg : Lp] = [Eg : EijQij] : [EijQij : Lp] = f(Q'Qi;) -

(B, Q. Lp]l=n-[E; o, Lp] skad [E, Q" Lp] = 1. Ostatecznie:

degQ;; = [EijQij :Fpy] = [EifQij :Lp|-[Lp:F,]=1-degP =1

Dla zakoficzenia dowodu pozostaje wykazaé, ze skonstruowane dla danego Q' e
punkty Q;; € U2, Xy, j € {1,... e}, takie, ze Q'|Qs,, j € {1,... ,e}, sa jedynymi
mozliwymi punktami o tej wlasnodci. Ustalmy wiec liczbe ¢ € {1,... ,m} i punkt
Q € X; lezacy pod punktem Q’. Wobec tezy (2) twierdzenia 2.3.2:

_1Gz@1P)| _ _H| _mn-e

- =n

CGr(@IP)  [HNG| e
skad [Eg, : Fp| = [Eg : Lp] - [Lp : Fy] =n-deg P =n-1=n, a zatem:
By K n

f(Q'|Q)=[E£gHEQ]:m:T:”

(Bl : Lp] = |Gal (Ef, /Lp)]

Korzystajac ponownie z udowodnionej juz czesci (5) lematu, E’ jest rozszerzeniem
ciala stalych F;» o cialo E;, tak wiec - wobec tezy (2) twierdzenia 2.2.1 - ¢(Q’|Q) =
1. Zatem na podstawie tezy (2) twierdzenia 2.3.1:

n-{Q €Pp : QQ} = f(QQ) - e(Q'Q) - {Q" € Pr : Q'|Q} = [E": Ei] =n
skad Q' € Pps jest jedynym rozszerzeniem punktu @ € Pg,. Tym samym - korzy-
stajac z tezy (2) twierdzenia 2.3.3- E; O Z i w konsekwencji E' O F; O Z. Skoro H
jest grupa Galois rozszerzenia E' D Z i U; jest grupa Galois rozszerzenia E’' D E;,
to U; jest podgrupa cykliczna rzedu n grupy H taka, ze U; NG = {1}, a wiec jest
jedna z podgrup Ui, , ... ,U;,, co konczy dowdd catego lematu. QED
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)

Dowodd twierdzenia Hasse
podzielimy na kilkanascie krokow.

Dla r > 1 niech F, = F - F,r /F,» bedzie algebraicznym rozszerzeniem ciala
funkcji algebraicznych F/F,. Oznaczmy:

A Anr = {A€Dr, : A> 0/ degA = n}|
neN

go-Weil’a: Dowdd

Zp (t) = i Ay t"
n=0

Lp () = (1 =t)(1 - qt)Zp,(t)
Krok I: Dla ustalonej liczby r > 1 niech 3i,..., 324 beda odwrotnosciami
pierwiastkow L-wielomianu L g . Wowczas:

/\ie{l,...,zg} loi| = @<= |Bi| = 4" 1

Dowéd kroku I: Wobec punktu (6) twierdzenia 3.1.8 odwrotnos$ciami pier-
wiastkow L-wielomianu L, sg liczby of, ..., aj,, skad wynika teza. 1

Tak wiec w kroku I stwierdziliSmy, ze aby udowodni¢ twierdzenie Hasse’'go -
Weil’a dla ciala F', potrzeba i wystarcza udowodnié¢ je dla dowolnie wybranego
rozszerzenia ciala statych Fy- o cialo F. Pozwoli to nam w znacznym stopniu
uprosci¢ dalsze zalozenia i wprowadzi¢ przygotowany w lematach aparat. W nas-
tepnym kroku pokazemy, ze twierdzenie wynika bezposrednio z oszacowan liczby
punktéw stopnia 1 w takich rozszerzeniach. Oznaczmy:

/\ M. = |{P € P, : degP = 1}
reN
przy czym zamiast IV pisa¢ bedziemy N.

Krok II: Jezeli:
VAN = (@ + 1) <V
cERreN

to:

/\iE{L...,?g} il = /g 2
Dowéd kroku II: Zalézmy, ze istnieje stata ¢ € R taka, ze:

NN =@+ D) < evg
reN

Na podstawie wniosku 3.1.2 N, — (¢" + 1) = — Z§i1 o, wiec:

29
A1 ol <eva

reN i=1
Zdefiniujmy funkcje H : C — C wzorem:
H(t) =32, %t dlateC

i=1 1—q;t
Funkcja ta jest meromorficzna w C (tj. analityczna w C poza ewentualnie zbiorem
punktéw, w ktérych ma bieguny). Niech:
p=min{|a; ! :1<i<2g}

Wobec tego funkcja H jest analityczna w kole K (0, p), poniewaz al_l, e ,aggl s
jej jedynymi biegunami. Na podstawie twierdzenia o zmianie kolejno$ci sumowania
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wyrazow szeregu zbieznego jednostajnie (w szczegdlnosci szeregu potegowego) (por.
[9], str. 18):

29 a;t 29 2
A HO = 37T =Y () =
teK(0,p) i=1 i=1r=1
- 2(3)r

Wobec twierdzenia Cauchy’ego - Hadamarda o promieniu zbiezno$ci szeregu pote-
gowego (por. [9], str. 49), promien zbieznosci szeregu > -, (3i_,) ¢" jest réwny:
1 1 1

lim sup,_, o, 1/| Zfil arl limsup, ., {/eva™ V4

Zatem % < p i wobec tego |a;| < /g dla wszelkich i € {1,...,2g}. Aby pokazaé

réwnosé, zauwazmy, iz wobec tezy (5) twierdzenia 3.1.8:

29
HOZZ':OQ'...'OAQQZOQ'O&ngl'OéQ'Oéngg'...'Oég'OéQg:qg
i=1

skad wynika, ze |o;| = /g dlai e {1,...,2¢}. 0
Krok ITI: Warunek:

VAN =@+ <evq

ceERreN

jest robwnowazny warunkom:

Veer Aren Ne @7+ 1+ 1y
Ve,er ArenNe 2 ¢" + 1= c1/q" 0

Dowdd tego kroku jest oczywisty. Jak wiec widzimy, dalszy dowdd bedzie
polegal na znalezieniu dwdch - gérnego i dolnego - oszacowania liczby punktéw
dla odpowiednich rozszerzen. Pierwsze z nich otrzymamy wykonujac pewne dosy¢
elementarne operacje na odpowiednio zdefiniowanych przestrzeniach liniowych, na-
tomiast drugie wykorzysta subtelng konstrukcje rozszerzen cial, przygotowang w
lematach.

Wobec kroku I, twierdzenie Hasse’'go - Weil’a wystarczy pokazaé¢ dla pewnego
ciala F,./F,r. Wybierzmy wiec takie rozszerzenie, dla ktérego ¢" jest kwadratem i
spelnia zaleznosc ¢" > (g + 1)*. Aby uproscié zapis, zamiast ¢" pisa¢ bedziemy po
prostu ¢ i rozwazaé cialo F/F,. Niech wigc ¢ bedzie kwadratem i:

g>(g+1)*

Oznaczmy:
Q=4 m=q —1,n=29+q,r=q—1+(29+ 1)q
Niech @ € Py bedzie punktem stopnia 1. Oznaczmy:
T={ic{0,...,m}: \/ (@) =iQ}
zEF
BZ{UZ' EFZ(’U,Z')OO :iQ,iET}

i niech:

L=L(mQ)- - LnQ)T
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oznacza najmniejsza przestrzen liniowa zawierajaca zbidr:

{zy® 2z € L(MQ),y € L(nQ)}
Krok IV: Przy powyzszych oznaczeniach:

(1) T =m + nqo,

(2) L={>zyP :z, € LIMQ),y, € L(nQ)},
(3) Zbiér B jest baza przestrzeni £(m@),

(4) LS L(rQ) D

Dowdéd kroku IV: (1) Policzmy:

r o= qg—1+(29+1)qg = (q0)>—1+ (29 + 1)go =
= ()’ —1429q0+q =q — 1+ (29 + q0)q0 =
— m+ngo

(2) Oznaczmy L1 = {d> z,yL : z, € L(MQ),y, € L(nQ)}. Bez trudu spraw-
dzamy, ze L1 jest przestrzenia liniowa i £1 O L. Dla pokazania przeciwnej inkluzji
ustalmy > z,y% € L4, gdzie z, € L(MQ), y, € L(nQ), dla v € N. Wéwczas dla
wszystkich v € N z,y% € L, a wieci Y. z,yl € L.

(3) Pokazemy najpierw, ze zbiér B jest liniowo niezalezny. Ustalmy wiec
Ut, ..., Up € B, (Uj)oo = iQ dla i € {1,...,p} i p € Noraz zi1,...,z, € F,
nie wszystkie réwne zeru. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze xiuy + ... +
xpup = 0.Wowezas vg(x1ur + . .. +xpup) = v (0) = co. Z drugiej strony, poniewaz
vo(xiu;) # vo(xju,) dlai # 34, 4,5 € {1,...,p}, twierdzenie 1.1.3 daje:

volziur + ...+ zpup) = min{vg(zrur),. .. ,vo(xpuy)} =
= min{vg(u1),... ,vo(up)} < 0
co daje sprzecznosc.

Pokazemy teraz, ze |B| = 1+ m — g. Istotnie, wobec twierdzenia Weierstrassa
o dziurach 1.3.4, istnieje dokladnie g takich liczb i, ze (x)in ey # 1@ dla dowolnych
x € F. Zatem |B| = |T|=1+m —g.

Na koniec pokazemy, ze dim L(m@Q) = 14 m — g. Faktycznie, poniewaz deg Q) =
1, wiecdeg(mQ) =m=qo—1>(g+1)>—1=g¢>+2g9+1—1>2g— 2. Zatem
stosujac teze (2) twierdzenia 1.3.3 dostajemy dim £(m@Q) = dim (mQ) =1+ m —g.

(4) Rozpiszmy z definicji:

NLtQ) = {zeF:(z)>-tQU{0}=

teN

= {xeF: Z UP($)>—tQ}U{O}:

PePp

= qreF: /\ vp(x) 20| A(vg(z) > —t) p U{0}
PePr\{Q}

Ustalmy wiec Y z,y% € L, gdzie z, € L(mQ), v, € L(nQ), dla v € N. Mamy
WwOWCzas:

A N (r(zy) > 0) A (vg(,) > —m)

veN \ PePr\{Q}
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A A wrlyw) >0 A(vg(y) > —n)

veN \ PePr\{Q}
i wobec tego:

/\ vp (Z :El,yg“) > min{vp(z,yl): v e N} =

PePr\{Q}
= min{vp(z,) + qvp(y,) : v €N} >
0

V

oraz:

Q (Z wuyﬁ“) > min{vg(z,yl) v EN} =
= min{vg(z,) + qovg(y,) : v € N} >
> —m—qon=—rd
Krok V: Dowolny element y € £ ma jednoznaczne przedstawienie postaci:
S0
Y= eruizl ,ui €B,z € L(nQ)1
Dowéd kroku V: Pokaiemy najpierw istnienie stosownego przedstawienia.

Ustalmy wiec y(@ = Zx,(,o) € L, gdzie 2V € L(mQ), y y e L(nQ), dla

v € N i niech x,(jo) =D ier Quit, gdzie a,; € By, u; € B, dla v € N. Mamy wtedy:

> <Z aw’“i) g0 =373 a0 =

€T €T
Z Z ay zuly(o)qo Z (Z ay ly(o)q ) U;
€T =
Poniewaz y(©) € £, u; € L(mQ) oraz L = {3 z,y% : xz, € LMQ),y, € L(nQ)},

wiec dla pewnych z; € L(nQ), i € T, zachodzi réwnosé z° = Za%iy,(,o)qo. Tak
wiec:

(0)

Y

y© = Y ier iz, gdzie u; € B, z; € L(nQ), i € T
Dla dowodu jednoznacznoéci ustalmy y(©) € £ i przypusémy, ze:

y O =3 pual, gdzie u; € B, a; € L(nQ), i €T

y O =3 pub®, gdzie u; € B, by € L(nQ), i €T
sa dwoma réznymi przedstawieniami 3(*). Mamy wiec:

0=y -y = Z wial® — Z u; ¥ = Z u; (al® —bl°)
€T €T i€T

Poniewaz 0 € £, u; € L(mQ) oraz L = {> z,yL : x, € L(MQ),y, € L(nQ)}, wiec
dla pewnych x; € L(nQ), i € T nie wszystkich réwnych zeru zachodzi réwnosé

] = al® — bl Zatem ), ux]® =01 stad:
vQ (Z “z‘wim) = 1g(0) = oo
€T

Z drugiej strony, jezeli x; # 0, to vg(u;zl®) = vg(u;)+qovg (), wiee skoro vg (u;) =
—i€{0,...,—m} CH{0,...,—qo} to vg(u;xz{) = —i(mod qo). Zatem dla i # j oraz
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zi, 25 # 0 mamy vg (uiz®) # vg(u;xi’) i stosujac mocna nieréwnoé¢ tréjkata 1.1.3

otrzymujemy:

vQ <Zuzz30> = g Z wzl | =

€T i€{i€T:x;#0}
= min{vg(uzl®):ie{ieT x; #0}} <

< o0

co doprowadza nas do sprzecznosci.
Zdefiniujmy odwzorowanie A : £ — L((gom + n)Q) wzorem:

)\(Z wizl) = Z ul®z;
ieT i€T
dlaw;, € B, z; € L(nQ),i €T.
Krok VI: Przy powyzszych oznaczeniach:
(1) A jest homomorfizmem grup addytywnych,
(2) ker A # {0} O

Dowéd kroku VI: To, ze A jest homomorfizmem mozna sprawdzi¢ bez wigk-
szych trudnodci, przejdziemy wiec od razu do dowodu punktu (2). Aby wykazaé, ze
A nie moze by¢ réznowartosciowe pokazemy, ze dim £ > dim L((gom + n)Q).

W tym celu zauwazmy najpierw, ze dim £ > (m+1—g)-(n+1—g). Faktycznie,
na podstawie kroku V dim £ = dim (m@Q) - dim (nQ), za$ korzystajac z tezy (2)
twierdzenia 1.3.3 dostajemy:

dim (mQ)
dim (nQ)

Teraz zauwazmy, ze (m+1—g)-(n+1—g) > g+ g+ 1. W rzeczy samej,
wystarczy przeliczy¢:

deg(mQ)+1—g=m+1—g

> g
> deg(n@Q)+1—-g=n+1-—g

m+1—g)-n+1—-9g)>g9g+q+1 <—
— (-9 -29+p+1-9g)>g+q+1
— - +qp—-9g>g+q+1 —
= g >g>+2g9+1 <=
= q>(g+1)*

co jest prawda w my$l poczynionych zatozen.
Na koniec zauwazmy, ze dim L((gom + n)Q) = g + g + 1. Istotnie:
deg ((qom +n)Q) = qom+n=qo(q —1)+ (29 +qo) =
= 29+q>
= 29g—2

wiec na podstawie tezy (2) twierdzenia 1.3.3:

dim((ggom+n)Q) = gm+n+1-—g=
= 29+tq+1—g=
= g+gqg+10
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Odnotujmy tu, iz przeprowadzone powyzej rozumowanie jest chyba najbardziej
pokretnym sposréd znanych autorowi sposobéw sprawdzania nietrywialnosci jadra
homomorfizmu.

Krok VII: Jezeli P € P jest punktem stopnia 1 réznym od @, to:

/\zEker A\{0} ‘T(P) =004

Dowéd kroku VII: Ustalmy punkt P € Pp rézny od punktu @ i stopnia
1. Zauwazmy wpierw, iz dla wszelkich x € £\ {0} z(P) # oo; faktycznie, dla
ustalonego x € L\ {0} z(P) = oo wtedy i tylko wtedy, gdy vp(z) < 0, czyli gdy
P = @, bowiem Q jest jedymym biegunem elementu z.

Dalej, odnotujmy, ze dla wszelkich z € £\ {0} z(P)? = x(P). Rzeczywidcie,
skoro P jest punktem stopnia 1, to Fp =, skad wynika nasze spostrzezenie.

Teraz ustalmy = = Y, u;z]® € ker\, gdzie u; € B, z; € L(nQ), i € T i
policzmy:

z(P)®* = ((Zuz'zzg“)(P)) =

(Zui(P)(Zi(P))%) =
= D ((P) P =
= Y ul(P)u(P) =

= (Zu) (P)=

— 0(P)=0

Tym bardziej wiec z(P)? =01i«(P)=0.0
Krok VIII: Przy powyzszych oznaczeniach zachodzi oszacowanie:

N<(¢g+1)+(29+1),/q0

Dowéd kroku VIII: Jak pokazaliSmy w kroku VII, istnieje niezerowy element
x € L taki, ze dla dowolnego punktu stopnia 1 P € Fp réznego od @ zachodzi
réwno$é x(P) = 0. Wobec tego deg(x)o > N — 1. Ponadto, poniewaz © € £ C
L(rQ), wigc wobec tezy (2) twierdzenia 1.1.6 i definicji przestrzeni £(r@):

deg (z)o = deg (¥)oc <7 =¢q— 1+ (29 + 1)q0

skad N —1<¢q—1+ (29 +1),/q, co dowodzi naszej tezy. 0

Podsumujmy dotychczasowe dokonania. W kroku I pokazaliSmy, ze zamiast
dla konkretnego ciala F/F, twierdzenia Hasse'go - Weil’a mozemy dowodzié¢ dla
dowolnie wybranego rozszerzenia F,/F,~ tego ciala. Wczesniej udowodnili$my, iz
rodzaj ciala przy przejéciu do rozszerzenia ciala stalych nie ulega zmianie. Wybra-
lismy wiec takie rozszerzenie, dla ktérego ¢” jest kwadratem wigkszym od (g+1)%1i -
dla uproszczenia zapisu - ciato takie oznaczali po prostu przez F/F,. W kroku VIII
udowodnili$my, ze dla tak wybranego ciala zachodzi oszacowanie N < (g+1)+(2g+
1)\/q. Zauwazmy jednak, ze jesli ¢ jest kwadratem i ¢ > (g+1)*, to réwniez ¢" jest
kwadratem i ¢" > (g+1)*, dlar > 1, tak wiec takie samo oszacowanie zachodzi dla
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wszelich rozszerzen F, /F, naszego ciala. Pokazuje to gérne oszacowanie z kroku
I dla cial F/F,, gdzie ¢ jest kwadratem i ¢ > (g + 1)*.

Przechodzimy do dowodu dolnego oszacowania. Wr6émy na chwile do pierwot-
nych zalozen, tzn. chwilowo o liczbie g niczego nie zaktadamy.

Krok IX: Istnieje podcialo Fy = F,(t) C F ciala F oraz rozszerzenie E DO F
ciata I takie, ze rozszerzenie F' O Fy jest skonczone i rozdzielcze, za$ E O Fy jest
skoficzonym rozszerzeniem Galois.

Dowéd kroku IX: Korzystajac z twierdzenia 1.1.5 stwierdzamy, ze w ciele
F istnieje co najmniej jeden punkt. Z definicji waluacji istnieje element t € F
taki, ze vp(t) = 1, gdzie vp jest waluacja zwiazana z punktem P. W szczegdlnosei
wiec vp(t) # 0(modg) i na podstawie twierdzenia 2.4.1 rozszerzenie F' DO T, (t)
jest rozdzielcze i skoniczone. Teraz za cialo E wystarczy wzia¢ domkniecie Galois
rozszerzenia F' O [y (¢) (por. [3] twierdzenie I11.2.3.10). O

Przyjmijmy oznaczenia z kroku IX i dla r > 1 rozwazmy wieze¢ rozszerzen:

E/K, D F,/Fyr D FoFgr =Fyr (t)/Fyr
Krok X: Przy powyzszych oznaczeniach, dla wszystkich r > 1:

(1) K, =F4 jest cialem stalych dla E.
(2) E D Fyr(t) jest rozszerzeniem Galois, a F./ D Fy (t) jest rozszerzeniem
rozdzielczym.

Dowdéd kroku X: Ustalmy liczbe r» > 1. Poprawnosé doboru ciat statych
wynika z tez (2) 1 (3) twierdzenia 2.1.1. To, ze rozszerzenie F,/ DO Fgr(t) jest
skoficzonym rozszerzeniem rozdzielczym sprawdzamy powtarzajac argumenty z do-
wodu kroku IX. W koncu fakt, ze E D Fyr(t) jest rozszerzeniem Galois wynika ze
znanego z wykladu algebry twierdzenia (por. [3] twierdzenie 111.2.3.11 (3)). O

W kroku X stwierdziliSmy, ze wlasnosci rozszerzen skonstruowanych w kroku IX
zachowaja sie przy przejsciu do rozszerzen cial statych. Mozemy wiec dalszy dowdd
prowadzi¢ dla rozszerzenia F, /F,- takiego, ze ¢" jest kwadratem i ¢" > (g + 1)%.
Podobnie jak wczesniej, zamiast ¢" bedziemy pisa¢ po prostu gq.

Rozwazmy rozszerzenie Galois E/F, 2 F/F, (jest to istotnie rozszerzenie
Galois, gdyz F jest cialem posrednim rozszerzenia Galois). Niech [E : F] = m,
[E : Fy] = n. Oczywiscie m|n i oznaczmy:

E' = EFgn [Fgn, F' = FFyn, F§ = FFyn

Krok XI: Przy powyzszych oznaczeniach:

(1) E' D F jest rozszerzeniem Galois stopnia m-n o grupie Galois Gal (E'/F) =<
o> xGal(E'/F'") 2< 0 > xGal (E/F) gdzie o jest automorfizmem Frobe-
niusa rozszerzenia £’ D E.

(2) Gal (E'/F) zawiera dokladnie m podgrup cyklicznych Vi,...,V;, rzedu n
takich, ze V; N Gal (B’ /F') = {1}, dlai € {1,... ,m}

(3) F ma dokladnie m rozszerzen stopnia m Eil), . ,Er(,%) takich, ze [E’ :
EZ-(l)] = n, FE' D Ei(l) jest  cykliczne  oraz
Ga (E’/Ei(l)) >V, dlai e {1,...,m}. Mozemy przy tym zalozy¢, ze E%l) =
E.

(4) F, jest cialem stalych dla EZ-(l)/IFq.
(5) Jezeli oznaczymy przez g(Ei(l)) rodzaj ciala EZ-(l), i€ {l,...,m}, a przez
g(E) rodzaj ciala E, to:

E = EZ-(l)IFqn /Fyn oraz g(Ei(l)) =g(F)dlaie{l,...,m}
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(6) Jezeli oznaczymy przez N(F') liczbe punktéw stopnia 1 ciala F', a przez
N(Ei(l)) liczbe punktéw stopnia 1 ciala EZ-(l), ie{l,...,m}, to:

7wmm:iN®%

Krok XII: Przy powyzszych oznaczeniach:

(1) ' D Fy jest rozszerzeniem Galois stopnia m - n o grupie Galois
Gal (E'/Fy) =< o > xGal(E'/Fj) =< ¢ > xGal(E/F,) gdzie o jest
automorfizmem Frobeniusa rozszerzenia E' D E.

(2) Gal(E'/Fy) zawiera dokladnie n podgrup cyklicznych Uy, ... ,U,, rzedu n
takich, ze U; N Gal (B’ /F}) = {1}, dlai € {1,... ,n}.

(3) Fo ma dokladnie n rozszerzen stopnia n E1, ... , E,, takich, ze [E' : E;] = n,
E’' D E; jest cykliczne oraz Gal (E'/E;) = U, dlai € {1,...,n}. Mozemy
przy tym zatozy¢, ze F1 = F.

(4) F, jest cialem statych dla E;/F,.

(5) Jezeli oznaczymy przez g(F;) rodzaj ciala E;, i € {1,... ,n}, a przez g(E)
rodzaj ciala F, to:

E' = E;F,, /Fpn oraz g(E;) = g(E) dlai e {1,... ,n}

(6) Jezeli oznaczymy przez N(Fp) liczbe punktéw stopnia 1 ciala Fp, a przez
N(E;) liczbe punktéw stopnia 1 ciata E;, i € {1,...,n}, to:

n-N(Fo) = ZN(Ei)
i=1

Dowody tych krokéw wynikaja bezposrednio z lematu 3.2.2. Przyjmijmy po-
WYyZzZsze oznaczenia.

Krok XIII: Zmieniajac ewentualnie numeracje mozemy zatozyé¢, ze V; = U;
oraz Ei(l) =E;dlaie{l,...,m}.

Dowéd kroku XIII: Ustalmy ¢ € {1,... ,m}. Zauwazmy, ze E' = Ei(l)Fqn C
EYEF,, = EVF, C F'E = E, czyli B = EVF,. Rozwaimy wieze cial
E'2EY O F D Fyoraz E' O F' O F, O Fy. Na podstawie wielokrotnie juz
wykorzystywanego twierdzenia z kursu algebry (por. [3] twierdzenie II1.3.2.5 (1))
mamy:

{1} = Gal (E'/EWV F}) = Gal (E'/E™) N Gal (E'/F}) = Vi N Gal (E' / F})

wigc V; € {Uy,...,U,} i tym samym Ei(l) e{F,... ,E,}. 0
Krok XIV: Przy powyzszych oznaczeniach i zalozeniach:
N(F) > q+1 - 222 (2(E) +1)/7 0
Dowé6d kroku XIV: Na podstawie rezultatow z krokéw XI - XIIIT mozemy
napisac:

oraz:
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Dalej, poniewaz dla wszystkich i € {1,... ,n} rodzaje cial E; oraz E sa réwne, a
takze cialem statych dla wszelkich E; jest I, to - skoro, zgodnie z poczynionym
zalozeniem, ¢ jest kwadratem i ¢ > (g + 1)* - na podstawie kroku VIII:

N NE)<q+1+29(E)+1)q
ie{l,...,n}
Ponadto, na podstawie uwagi 1.2.1 i twierdzenia 1.2.1 punkty stopnia 1 ciata Fj sa -
jako punkty ciala funkcji wymiernych - we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci
ze zbiorem F, U {oo}, tak wiec N(Fp) = ¢ + 1. Ostatecznie:
m-N(F) = > N(E)+nN(F)-> N(E)=
i=1 i=1
= n(g+1)— > N(E)>
i=m—+1
= nlg+1)—(n—m)(g+1)—(n—m)(29(E) +1)\/q =
= mlg+1)—(n—m)(29(E) +1)\/q

skad:
N(F)>q+1-2-"(29(FE)+1),/q0

Podsumujmy dotychczasowe rezultaty. W kroku XIV pokazalidmy, iz dla ciala
F/F, dla ktérego g jest kwadratem wigkszym od (g + 1)* zachodzi oszacowanie
N > q+1—c1,/q. Oczywidcie przy takich zalozeniach F./Fyr, r > 1, ¢" takze jest
kwadratem i ¢" > (g + 1)%. Tak wiec N, > ¢" + 1 — ¢11/q" dla wszelkich r > 1.
To, w polaczeniu z wynikiem kroku VIII, pozwala stwierdzié, ze dla cial F/F, dla
ktérych g jest kwadratem wigkszym od (g + 1)* zachodza oszacowania:

Vc1€R /\TEN NT < qT +1+ Cl\/q_r

VC26R /\TEN Ny 2q" +1- Cl\/q_T
a zatem - wobec krokéw IT i III - twierdzenie Hasse’go - Weil’a jest prawdziwe dla
takiego rodzaju cial. Ale cialami takimi sg tez rozszerzenia cial staltych dowolnych
cial F//F;, co na mocy kroku I dowodzi twierdzenia w pelnej ogélnosci. To defini-
tywnie konczy dowéd. QED

3. Hipoteza Riemanna dla cial funkcji algebraicznych

Twierdzenie Hasse’go - Weil’a bywa tez nazywane hipoteza Riemanna dla ciat
funkcji algebraicznych. W tym paragrafie postaramy sie w kilku slowach wyjaénié
dlaczego. Tak jak wczesniej ustalmy liczbe naturalna (bedaca potega liczby pierw-
szej) ¢ i niech F/F, bedzie cialem funkcji algebraicznych o rodzaju g. Niech:

N\ (A ={A€Dp:A>0NdegA=n}|)
neN

oraz niech Zp : C — C bedzie funkcja dzeta ciala funkeji algebraicznych F'/FF, dana
wzorem:

Zp(t) = i Apt"
n=0

za$:

Lp(t)=(1—-t)(1 —qt)Zr(t)
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bedzie L-wielomianem ciata funkcji algebraicznych F/F;,. Oznaczmy przez:
Alyenn agg

odwrotnosci pierwiastkéw L-wielomianu. Wprowadzmy dwie nowe definicje:

DEFINICJA 3.3.1. Niech A € Dp. Liczbe N(A) = ¢1°8 4 nazywamy bezwzgled-
na norma dywizora.

DErFINICIA 3.3.2. Funkcje (p : C — C dang wzorem:

CF(t) = ZF(q_t), dlat e C

nazywamy funkcja (-Riemanna ciala funkcji algebraicznych F/Fy.

Funkcja (r jest - mozna tak powiedzie¢ - stuprocentowa analogia ”zwyktej”
funkcji Riemanna ((t) = Y.~ jn~" - zauwazmy, ze mozna ja zapisa¢ w formie:

) =D A== A= > A
n=0 n=0

A€Dp,AZ0
Pokazemy nastepujace twierdzenie, tatwo wynikajace z twierdzenia Hasse’go -
- Weil’a, ktore jest naturalnym analogonem klasycznej hipotezy Riemanna:

TWIERDZENIE 3.3.1. Przy powyzszych oznaczeniach wszystkie zera funkcji (p
lezq na prostej Re (t) = 1

D o w 6 d : Faktycznie, z definicji i z twierdzenia Hasse’go - Weil’a mamy:

(r(t) =0 <= Zp(¢"H =0+
<= ¢'jest odwrotnoscig pierwiastka L-wielomianu =
= ||=vi=
— qRet _ q% —
1
— Ret=_
€=

co konczy dowdd twierdzenia. QED
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ROZDZIAL 4

Krzywe algebraiczne

1. Rozmaitosci afiniczne i rzutowe

W tym paragrafie zdefiniujemy podstawowe pojecia geometrii algebraicznej,
w szczegolnosci powiemy, co to sg zbiory algebraiczne i rozmaitosci algebraiczne.
Podamy tez pewne ogdlnie znane fakty tej teorii, ktore w wiekszosci pozostawimy
bez dowodu, odsylajac tylko do odpowiedniej literatury - autor postugiwal sie
gléwnie podrecznikiem Fultona [7], choé symbolika uzyta w tej pracy rézni sie
istotnie od stosowanej w literaturze i dopasowana jest do przyjetych wczedniej
oznaczen.

Niech F bedzie dowolnym cialem, niech F bedzie jego domknieciem algebra-
icznym. Symbolem A"™(F) oznaczaé bedziemy n-wymiarowa przestrzen afiniczna
nad cialem F', a symbolem P"(F') n—wymiarowa przestrzen rzutowa nad cialem F'.
Przestrzenie dwuwymiarowe nazywa¢ bedziemy po prostu plaszczyznami. Podsta-
wowa dla nas definicja bedzie:

DEFINICIA 4.1.1. (1) Zbiorem algebraicznym afinicznym V nazywamy
zbior:

V ={(a1,...,a,) € A"(F): flay,... ,a,) =0,f € M}

gdzie M jest zbiorem wielomiandw z pierscienia F[X1,. .., X,].
(2) Zbiorem algebraicznym rzutowym V* nazywamy zbidr:

V*={(ar:...:ans1) €EP"(F): f(ai,... ,ans1) =0,f € M}

gdzie M  jest zbiorem  wielomiandw  jednorodnych z  pierscienia

F[Xy,..., Xnpl.

Ogodlnie przestrzegac bedziemy nastepujacej zasady: wszystkie obiekty zwiazane
7z przestrzenia rzutowa wyroéznia¢ bedziemy symbolem ”x”. Majac dany jeden zbiér
algebraiczny mozna zastanawiaé sie, czy zbiér M wielomianéw ja definiujacych
mozna jako$ powiekszy¢. Okazuje sie, ze tak - zbiér wszystkich wielomianéw, ktére
zeruja sie na danym zbiorze algebraicznym tworzy - o czym nietrudno sie przekonac -
ideal w pierscieniu wielomianéw. Uprawomocnia to wprowadzenie kolejnej definicji:

DEFINICJA 4.1.2. (1) Niech V. C A" (F) bedzie afinicznym zbiorem algebra-
icznym. Ideal:

I(V)={f € F[X1,...,X,]: flas,... ,a,) =0, (a,... ,a,) €V}

nazywamy idealem stowarzyszonym ze zbiorem V.

(2) Niech V* CP™(F) bedzie rzutowym zbiorem algebraicznym. Ideal:

vr) = {fe F[Xl,--- y Xnqa] : flax, .o sang1) =0, (a1t ...t angr) € VT,
f jednorodny}
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nazywamy idealem stowarzyszonym ze zbiorem V*.

Zmierzamy teraz do zdefiniowania pojecia rozmaitoéci algebraicznej i podania
pewnej jej charakteryzacji. Najpierw jednak powiemy, co to sa zbiory nierozkladal-
ne.

DEFINICJA 4.1.3. (1) Afiniczny zbidr algebraiczny nazywamy zbiorem nie-
rozkladalnym, jezeli nie jest sumq dwoch wlasciwych, roznych od niego
afinicznych zbioréw algebraicznych.

(2) Rzutowy zbidr algebraiczny nazywamy zbiorem nierozkladalnym, jezeli
nie jest sumgq dwoch wlasciwych, réznych od niego rzutowych zbioréw algeb-
ratcznych.

Rozmaito$¢ algebraiczna okresla sie teraz w calkowicie naturalny sposéb:

DEFINICIA 4.1.4. (1) Afiniczny zbidr algebraiczny nazywamy rozmaitodcia
afiniczna, jezeli jest nierozkladalnym afinicznym zbiorem algebraicznym.

(2) Rzutowy zbior algebraiczny nazywamy rozmaitoscia rzutowa, jezeli jest
nierozktadalnym rzutowym zbiorem algebraicznym.

Przydatne bedzie nastepujace kryterium rozstrzygajace, czy dany zbiér algeb-
raiczny jest, czy tez nie jest rozmaitoscia:

TWIERDZENIE 4.1.1. (1) Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to,
by afiniczny zbidr alebraiczny V' byl rozmaitodciq jest, izby ideal Z(V') byl
ideatem pierwszym.

(2) Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, by rzutowy zbidr alebraiczny
V* byl rozmaitodciq jest, izby ideal Z(V*) byl idealem pierwszym.

D ow 6 d: (por. [15] twierdzenie 6.2.1 dla wersji afinicznej i [7] str. 91 dla
wersji rzutowej).

Mozna pokazaé, ze kazdy zbior algebraiczny jest suma odpowiedniej liczby
rozmaitosci. W dalszym ciggu bedziemy sie wiec zajmowaé wylacznie rozmaitos-
ciami algebraicznymi. W pierwszej kolejnosci wprowadzimy pewne struktury al-
gebraiczne na rozmaito$ci - mianowicie pierscien wspolrzednych i cialo funkcji
wymiernych.

DEFINICJA 4.1.5. (1) Niech V. C A"(F) bedzie rozmaitoécig afiniczng.
Pierscien:

FlV] = FX1,..., X,]/Z(V)

nazywamy pier$cieniem wspolrzednych na rozmaitosci V.
(2) Niech V* CP™(F) bedzie rozmaitoscig rzutowq. Pierscien:
FplV ] = F[X1,..., Xnu1]/Z(V")
nazywamy pierScieniem wspolrzednych na rozmaitosci V*.

W literaturze spotyka sie tez okreslenie ” pierécien funkcji regularnych”, wydaje
sie jednak, ze nazwanie tego pierScienie pierscieniem wspdlrzednych jest bardziej
trafne, nie sugeruje bowiem o jaki rodzaj regularnoéci nam chodzi. Wobec znanego
z kursu algebry twierdzenia (por. [2] twierdzenie 1.2.4.6) jasne jest, ze piericienie
wspolrzednych tak rozmaitosci afinicznych jak i rzutowych sa pierécieniami catko-
witymi, mozna wiec rozpatrywaé ich ciata utamkow.
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DEFINICJA 4.1.6. (1) Niech V C A" (F) bedzie rozmaitoscig afiniczng. Ciato
utamkow pierscienia wspélrzednych nazywamy cialem funkcji wymier-
nych na rozmaitosci i oznaczamy F (V).
(2) Niech V* C P™(F) bedzie rozmaitoscig rzutowq. Cialo utamkéw pierscienia
wspdirzednych nazywamy cialem homogenicznych funkcji wymiernych
na rozmaitosci i oznaczamy Fp (V™). B
(3) Niech V* C P™(F) bedzie rozmaitoscig rzutowg oraz Fp(V*) cialem homo-
genicznych funkcji wymiernych na rozmaitoéci. Podcialo:
F(VY={2€ Fp(V*):z= i, f,9 € Fu[V*],deg f =degg, f, g sq formami}
g
nazywamy cialem funkcji wymiernych na rozmaitosci, przy czym stopien
elementu pierscienia wspotrzednych rozumiemy jako stopien dowolnego re-
prezentanta warstwy, czyli wielomianu.

Bez trudu sprawdzamy poprawno$¢ przyjetych definicji. Jest dosy¢ oczywistym
spostrzezeniem, ze ciala funkcji wymiernych na rozmaitosci sa rozszerzeniami cial
F'. Z koniecznodci tez musza by¢ to rozszerzenia przestepne. Pozwala to wprowadzi¢
nam pojecie wymiaru rozmaitosci.

DEFINICIA 4.1.7. (1) Niech V. C A™(F) bedzie rozmaitoscig afiniczng. Sto-
pieni przestepny rozszerzenia F(V') O F nazywamy wymiarem rozmaitos-
ci.

(2) Niech V* C P"(F) bedzie rozmaitoéciq rzutowq. Stopien przestepny rozsze-
rzenia F(V*) D F nazywamy wymiarem rozmaito$ci.

Wiéréd podpierscieni cial funkcji wymiernych na rozmaitoscich bedziemy chcieli
wyrdznié¢ pewne szczegdlne pierscienie zwigzane geometrycznie z punktami rozma-
itodci.

DEFINICJA 4.1.8. (1) Niech V C A" (F) bedzie rozmaitosciq afiniczng, niech

P € V. Funkcje wymierng na rozmaitosci z € F(V) nazywamy okreélona
w punkcie P wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przedstawienie z = 5, f,g¢€

F[V] dla ktorego g(P) # 0. Zbior wszystkich funkcji okreslonych w danym
punkcie oznaczamy F p[V] i nazywamy pierécieniem lokalnym punktu P.
(2) Niech V* C P*(F) bedzie rozmaitosciq rzutowq, niech P € V*. Funkcje
wymierng na rozmaitoéci z € F(V*) nazywamy okreélong w punkcie P
wtedy @ tylko wtedy, gdy istnieje przedstawienie z = 5, f,g € FrlV*] dla
ktérego g(P) # 0. Zbidr wszystkich funkcji okreslonych w danym punkcie

oznaczamy Fp[V*] i nazywamy pierScieniem lokalnym punktu P.

Bez klopotu sprawdzamy, ze dla danego punktu P € V (P € V*) Fp[V]
(Fp[V*]) faktycznie jest pierscieniem. Mozna sie tez przekonaé, ze istotnie jest to
pierécien lokalny (por. [7] str. 44 dla przypadku afinicznego i str. 93 dla przypadku
rzutowego). Tak wigc pierécien lokalny punktu ma dokladnie jeden ideal maksy-
malny, dzigki czemu mozemy podaé kolejng definicje.

DEFINICIA 4.1.9. (1) NiechV C A" (F) bedzie rozmaitosciq afiniczng, niech
P € V. Jedyny ideal maksymalny pierscienia lokalnego punktu P, F p[V],
oznaczamy Mp(V) i nazywamy punktem ciala funkcji wymiernych F(V) .
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(2) Niech V* C P*"(F) bedzie rozmaitosciq rzutowq, niech P € V*. Jedyny ideal
maksymalny pierscienia lokalnego punktu P, F p[V*], oznaczamy Mp(V*) i
nazywamy punktem ciala funkcji wymiernych F(V*) .

Pojawia sie tutaj pewien klopot z dualno$cia oznaczen. Mianowicie z jednej
strony punktami nazywamy pewne obiekty geometryczne, a z drugiej - pewne
konstrukcje algebraiczne. Klopot ten znika w literaturze anglojezycznej, gdzie punk-
ty na rozmaitosci to po prostu points, a punkty ciata funkcji wymiernych to places -
my, niestety, bedziemy musieli jako$ przyzwyczaié sie¢ do tej drobnej niedogodnosci.
Pod koniec tego rozdzialu okaze si¢ jednak, ze w pewnych przypadkach pojecia te
mozna utozsamiac.

2. Krzywe algebraiczne

Niech, tak jak wczeéniej, F bedzie dowolnym cialem, niech F bedzie jego
domknieciem algebraicznym.

DEFINICIA 4.2.1. (1) Afiniczng krzywa algebraiczng nazywamy rozma-
itos¢ afiniczng C C A" (F) wymiaru 1. Jezeli ponadto jest to rozmaitosé na
plaszczyinie afinicznej, to nazywamy jo afiniczng krzywa algebraiczna
plaska.

(2) Rzutowa krzywa algebraiczng nazywamy rozmaito$é rzutowg
C* C P*(F) wymiaru 1. JeZeli ponadto jest to rozmaitosé na plaszczyénie
rzutowej, to nazywamy jg rzutowg krzywa algebraiczng plaska.

Definicja ta odbiega nieco od naszej intuicji, wyobrazamy sobie bowiem krzywe
na ogb! jako miejsca zerowe wielomianéw wielu zmiennych w ciele algebraicznie
domknietym (na przyktad C). Okazuje sie jednak, ze w tym wypadku intuicja nas
nie zawodzi, poniewaz mozemy podac elegancka charakteryzacje krzywych algebra-
icznych:

TWIERDZENIE 4.2.1. (1) Na to, aby rozmaitosé C C A%(F) byla afiniczng
krzywq algebraiczng plaskq potrzeba i wystarcza, izby C = {(a,b) € A%(F) :
f(a,b) =0}, gdzie f € F[X,Y] jest wielomianem nierozktadalnym.

(2) Na to, aby rozmaitosé C* C P2(F) byla rzutowq krzywe algebraiczng plaskq
potrzeba i wystarcza, izby C* = {(a : b : c) € P*(F) : f(a,b,c) = 0}, gdzie
f € F[X,Y, Z] jest wielomianem nierozkladalnym i jednorodnym.

Dowéd: (por. [7] str. 150). Twierdzenie to uogélnia sie na wszystkie rodzaje
krzywych, mozna bowiem pokazaé, ze dowolna krzywa jest biwymiernie rownowazna
z pewnya krzywa plaska - nie bedziemy jednak definiowaé tu pojecia biwymiernej
rownowaznosci i wchodzi¢ w szczegoty tej teorii.

W $wietle powyzszego twierdzenia wprowadzamy nastepujaca notacje; miano-
wicie symbol:

C:f(X,Y)=0
oznaczaé bedzie afiniczng krzywa plaska C' = {(a,b) € A2(F) : f(a,b) = 0}, gdzie
f € F[X,Y] jest wielomianem nierozkladalnym, za$
C*:f(X,Y,2)=0
oznaczaé bedzie rzutowa krzywa ptaska C* = {(a : b: ¢) € P%(F) : f(a,b,c) = 0},
gdzie f € F[X,Y, Z] jest wielomianem nierozktadalnym i jednorodnym.
Wéréd punktéow na krzywych wyréznimy teraz dwie wazne klasy:
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DEFINICJA 4.2.2. (1) Niech C: f(X,Y) = 0 bedzie krzywq afiniczng. Punkt

P € C nazywamy nieosobliwym, jezeli:
FE(X,Y) Tp# 0 lub (X, Y) [p#£ 0

Punkt nazywamy osobliwym, gdy nie jest nieosobliwy. Krzywaq, ktorej
wszystkie punkty sq nieosobliwe, nazywamy krzywa nieosobliwg.
Niech C* : f(X,Y,Z) =0 bedzie krzywg rzutowq. Punkt P € C* nazywamy
nieosobliwym, jezeli:

SL(X.Y,Z) 1p#0 lub SL(X,Y, Z) [p#£ 0 lub 2L(X,Y, Z) [p# 0
Punkt nazywamy osobliwym, gdy nie jest nieosobliwy. Krzywq, ktorej
wszystkie punkty sq nieosobliwe, nazywamy krzywa nieosobliwg.

Jasne jest, ze w powyzszej definicji symbol rézniczkowania oznacza formalne
rézniczkowanie wielomianéw i nie ma nic wspélnego z rézniczkowaniem rozumianym
w sensie analizy matematycznej - tutaj F jest, najogélniej, dowolnym cialem, w
zwiazku z czym nie sposéb wprowadza¢ w przestrzeniach A?(F) tudziez P?(F)
jakichkolwiek topologii i méwié o ciaglodci.

Whprowadzone pojecia pozwalaja nam podaé teraz kilka przyktadow krzywych
algebraicznych.

Przyktady:

(1)

Krzywe stozkowe. Krzywymi stozkowymi nazywamy krzywe afiniczne (lub
rzutowe) C : f(X,Y) =0 (C*: f(X,Y,Z) = 0, odpowiednio), gdzie [ jest
wielomianem stopnia 2. Szczegdtowa dyskusja dotyczaca wlasciwosci takich
krzywych wraz z pelna ich klasyfikacja przeprowadzana jest na kursowym
wykladzie algebry liniowe;j.

Krzywe szeScienne. Krzywymi szeSciennymi nazywamy krzywe afiniczne
(lub rzutowe) C' : f(X,Y) =0 (C*: f(X,Y,Z) = 0, odpowiednio), gdzie f
jest wielomianem stopnia 3.

Krzywe eliptyczne. Krzywymi eliptycznymi nazywamy nieosobliwe krzywe
postaci C : Y2 — f(X) = 0, gdzie f jest wielomianem stopnia 3 majacym
3 rézne miejsca zerowe w F. Istnieje wiele réwnowaznych definicji krzywej
eliptycznej, my podaliémy tu jedna z nich. Krzywe eliptyczne odgrywaja
szczegblnie wazna role w teorii liczb; postugujac sie zaawansowanymi me-
todami teorii krzywych eliptycznych udowodniono miedzy innymi Wielkie
Twierdzenie Fermata oraz podano warunek konieczny i dostateczny na to,
aby dana liczba naturalna byla liczbg kongruentna. Takze wiele algorytmdow
faktoryzacyjnych (na przyklad algorytmy Pollarda, Lenstry) wykorzystuje
techniki krzywych eliptycznych.

Krzywe hipereliptyczne. Krzywymi hipereliptycznymi nazywamy nieo-
sobliwe krzywe postaci C' : Y2 — f(X) = 0, gdzie f jest wielomianem
rozdzielczym dowolnego stopnia. Jest to pewne uogélnienie pojecia krzywej
eliptycznej.

W przypadku krzywych algebraicznych istnieje bardzo prosta zaleznos¢ miedzy
przypadkiem afinicznym i rzutowym.

DEFINICJA 4.2.3. (1) Niech C* : f(X,Y,Z) = 0 bedzie krzywq rzutowq,

(2)

gdzie f € F[X,Y,Z]. Dehomogenizacja krzywej C* nazywamy krzywg
afiniczng C : f(X,Y,1) =0.

Niech C : f(X,Y) = 0 bedzie krzywq afiniczng, gdzie f € F[X,Y]. Ho-
mogenizacja (lub ujednorodnieniem czy tez domknieciem rzutowym)
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krzywej C' nazywamy krzywaq rzutowg C*, ktérej dehomogenizacjg jest krzywa

C.

Krzywe algebraiczne afiniczne i ich domkniecia rzutowe sg do siebie bardzo
”podobne” w nastepujacym sensie:

TWIERDZENIE 4.2.2. Niech C* : f(X,Y,Z) = 0 bedzie krzywq rzutowg, a C :
f(X,Y,1) = 0 jej dehomogenizacjg. Wowcezas ciala funkcji wymiernych tych krzy-
wych sq izomorficzne, F(C) = F(C*).

D o w 6 d : Istotnie, wystarczy zdefiniowaé¢ odwzorowanie a : F(C*) — F(C)

wzorem:
o g*)

gdzie jesli hx = H* + Z(C*), gx = G* + Z(C*) € Fy[C*], tj. H*,G* € F[X,Y, Z]
sa formami tego samego stopnia, to h = H + Z(C),g = G + Z(C) € F|C], przy
czym H i G sg dehomegenizacjami wielomianéw H* i G*, odpowiednio. Bez trudu
mozna si¢ przekonaé, ze takie odwzorowanie jest dobrze okreslonym bijektywnym
homomorfizmem. QED

h* h
9

3. Punkty F-wymierne na rozmaitosciach

Niech, tak jak wczesniej, F' bedzie dowolnym ciatem, niech F bedzie jego
domknieciem algebraicznym.

DEFINICIA 4.3.1. (1) Niech V C A" (F) bedzie rozmaitosciq afiniczng. Po-
wiemy, Ze rozmaitos¢ ta jest zdefiniowana nad cialem F wtedy i tylko
wtedy, gdy ideat z nig stowarzyszony Z(V) < F[X1, ..., X,] jest generowany
przez wielomiany f1,..., fr € F[X1,..., X,]. V

(2) Niech V* C P*(F) bedzie rozmaitosciq rzutowq. Powiemy, Ze rozmaitosé
ta jest zdefiniowana nad cialem F wtedy i tylko wtedy, gdy ideal z nig
stowarzyszony TZ(V*) < F[X1,. .., Xp11] jest generowany przez wielomiany

flv"' afTeF[Xla"' aXn+1]‘

Interesowac nas beda punkty na rozmaitosciach, ktorych wspotrzedne pochodza
z ciatla F'. W tym celu wprowadzmy kolejng definicje:

DEFINICJA 4.3.2. (1) Niech V. C A"(F) bedzie rozmaitoscig afiniczng.
Punkt (ai,...,an,) € V nazwiemy punktem F-wymiernym, jezeli
a1,...,an € F. Zbior wszystkich punktow F—wymiernych na rozmaitosci
V' oznaczaé bedziemy symbolem V (F).

(2) Niech V* C P*(F) bedzie rozmaitoscig rzutowg. Punkt (ay : ... : any1) €
V* nazwiemy punktem F-wymiernym, jezeli ay,... ,an+1 € F. Zbior
wszystkich punktow F—wymiernych na rozmaitosci V* oznaczaé bedziemy
symbolem V*(F).

Zmnaczna czes¢ wprowadzonych wezesniej definicji przenosi sie w pewien sposob
na zbiér punktéw F-wymiernych na rozmaitosci. Przeprowadzimy krétka dyskusje
tych zagadnien.

Dldeal ten zawsze jest skofczenie generowany, jako ze pierscien F[Xl,... , Xn] jest
noetherowski.
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DEFINICJA 4.3.3. (1) Niech V. C A"(F) bedzie rozmaitoscig afiniczng, a
Z(V) idealem z nig stowarzyszonym. Ideal:

I(V/F)=Z(V)NF[Xy,...,X,)

nazywaé bedziemy F-wymiernym idealem stowarzyszonym z rozmai-
tosciqg V', a pierscien

FV] = F[X1,...,Xa]/Z(V/F)

pierscieniem wspolrzednych F—wymiernych.
(2) Niech V* C P™(F) bedzie rozmaitoscig rzutowq, a Z(V*) idealem z nig
stowarzyszonym. Ideal:

I(V*/F)=Z(V*)NF[X1,..., Xpi1]

nazywaé bedziemy F-wymiernym idealem stowarzyszonym z rozmai-
toscig V*, a pierscien

F,[V¥ ] =F[Xq,...,Xpn41]/Z(V*/F)
piersScieniem wspétrzednych F—wymiernych.

Jest trywialna obserwacja, ze ideal F'—wymierny stowarzyszony z rozmaitoscia
jest ideatem pierwszym. Mozna wobec tego méwic o jego ciele utamkéw i tym samym
wprowadzi¢ definicje cial funkcji F'—wymiernych:

DEFINICIJA 4.3.4. (1) Niech V C A" (F') bedzie rozmaitoscig afiniczng. Cialo
utamkow pierscienia wspolrzednych F—wymiernych nazywamy cialem
funkcji F—wymiernych na rozmaitosci i oznaczamy F (V).

(2) Niech V* C P*(F) bedzie rozmaitosciq rzutowq. Cialo ulamkéw pierscienia
wspolrzednych F—wymiernych nazywamy ciatlem homogenicznych funk-
cji F—wymiernych na rozmaitosci i oznaczamy Fp(V*).

(3) Niech V* C P*(F) bedzie rozmaitoscig rzutowq oraz Fy(V*) ciatem homo-
genicznych funkcji F'—wymiernych na rozmaito$ci. Podcialo:

FV)={z€Fp(V"):z= g,f,g € Fp[V*],deg f =degg, f,9 sq formami}
nazywamy cialem funkcji F—wymiernych na rozmaitosci, przy czym
stopien elementu pierscienia wspolrzednych rozumiemy jako stopient dowol-

nego reprezentanta warstwy, czyli wielomianu.

Nietrudno si¢ przekonaé, ze wprowadzone definicje sa poprawne. Dla zachowa-
nia pelnej analogii z wczesniej rozwazanymi pojeciami, zdefiniujemy jeszcze odpo-
wiedniki pierscieni lokalnych punktéw F—wymiernych oraz ich idealéw maksymal-
nych:

DEFINICJA 4.3.5. (1) Niech V C A™(F') bedzie rozmaitoscig afiniczng, niech
P € V. Funkcje F—wymierng na rozmaitosci z € F(V) nazywamy okres-
long w punkcie P wtedy ¢ tylko wtedy, gdy istnieje przedstawienie z =
5, fyg € F[V] dla ktérego g(P) # 0. Zbior wszystkich funkcji okreslonych
w danym punkcie oznaczamy Fp[V] i nazywamy pierScieniem lokalnym
punktu F—wymiernego P. Jego jedyny ideal maksymalny Mp(V/F) nazy-
wamy punktem ciala funkcji F—wymiernych F(V) .
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(2) Niech V* C P*(F) bedzie rozmaitoscig afiniczng, niech P € V*. Funkcje
F—wymierng na rozmaitoéci z € F(V*) nazywamy okreslona w punkcie
P wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przedstawienie z = 5’ fyg € Fyp[V*] dla
ktérego g(P) # 0. Zbidr wszystkich funkcji okreslonych w danym punkcie
oznaczamy Fp[V*] i nazywamy pierScieniem lokalnym punktu F—wy-
miernego P. Jego jedyny ideal maksymalny Mp(V*/F) nazywamy punk-
tem ciala funkcji F—wymiernych F(V*) .

Odnotujmy tu jeszcze, ze w interesujacym nas przypadku gdy V = C jest
krzywa, zachodzi nastepujace twierdzenie, wynikajace natychmiast z twierdzenia
4.2.2:

TWIERDZENIE 4.3.1. Niech C* : f(X,Y,Z) = 0 bedzie krzywq rzutowq, a C :
f(X,Y,1) = 0 jej dehomogenizacjg. Wowczas ciala funkcji F—wymiernych tych
krzywych sq izomorficzne, F(C) = F(C*).

4. Punkty F-wymierne na krzywych ptaskich

W tym paragrafie przyjrzmy sie nieco blizej punktom F'—wymiernym na krzy-
wych algebraicznych. Pokazemy, ze zaréwno ciato funkcji F'—wymiernych jak i ciato
funkcji wymiernych na krzywej sg ciatami funkcji algebraicznych. Mozemy dzieki
temu zdefiniowaé¢ hipoteze Riemanna dla krzywych algebraicznych w terminach
punktéw na krzywej i do jej rozstrzygniecia wykorzysta¢ twierdzenie Hasse'go -
Weil’a. Ponadto twierdzenie to mozna uzy¢ tez do oszacowania liczby punktéw
F—wymiernych na krzywej, co szczegbétowo przedyskutujemy na przyktadzie krzy-
wych eliptycznych - zajmieny sie tym jednak w kolejnych paragrafach.

Tak jak zwykle, ' niech bedzie dowolnym ciatem, a F jego domknieciem
algebraicznym. W calym tym paragrafie zaklada¢ bedziemy, ze C : f(X,)Y) =
0, gdzie f € F[X,Y] jest wielomianem nierozkladalnym, jest nieosobliwa plaska
krzywa algebraiczna, a C* jej homogenizacja.

UwAGA 4.4.1. (1) Krzywa C jest zdefiniowana nad cialem F; dokladniej,
ideal z nig stowarzyszony I(C) jest idealem gldwnym generowanym przez
wielomian f.

(2) Krzywa C* jest zdefiniowana nad cialem F.

D o w 6 d : Punkt (2) wynika bezposrednio z (1), ograniczymy sie wiec do
wykazania pierwszej tezy. Oczywiscie (f) C Z(C). Dla dowodu przeciwnej inkluzji
przypusémy nie wprost, ze istnieje wielomian g(X,Y) € Z(C) taki, ze g(X,Y) ¢ (f),
tj. f1g. Rozwazmy uklad réwnan:

F(X,Y) =0, g(X,Y) =0

Zauwazmy, ze ma on skonczenie wiele rozwiazan. Jezeli g1(X,Y),... ,9.(X,Y)
sa wszystkimi czynnikami nierozkladalnymi w rozkladzie wielomianu g(X,Y), to
zbiér rozwigzan rozwazanego ukladu réwnan réwny jest zbiorowi rozwiazan ukta-
dow:

f(X,Y)=0,91(X,Y) =0

f(XaY) =0, gr(va) =0
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przy czym f 4t gi,...,f1gr. Mozemy wiec zalozy¢, ze g(X,Y) jest nierozkladalny.
Dalej, jezeli deg x f(X,Y) = 0, to f(a,b) = 0 dla skoficzonej liczby elementéw b € F'.
Woéwezas dla tych samych (ale niekoniecznie wszystkich) b € F' mamy f(a,b) = 0.
Mozemy wigc zalozy¢ takze, ze deg x f(X,Y) > 1. Rozwazmy f(X,Y) jako element
pierscienia F'(Y))[X]. Bez trudu sprawdzamy, ze f(X,Y) 1 g(X,Y) sa nierozkladalne
w F(Y)[X]1i f1g w pierscieniu F'(Y)[X]. Pierscien F'(Y)[X] jest euklidesowy, wiec
skoro NWD(f,9) = 1, to istniejg elementy
a(X,Y),8(X,Y) € F(Y)[X] takie, ze:
Zatem - wracajac z pierécienia wielomianéw jednej zmiennej nad cialem funkcji
wymiernych do pierscienia wielomianéw dwéch zmiennych - istnieja wielomiany
A(X,)Y),B(X,Y) € F[X,Y] oraz H(Y) € F[Y] takie, ze:
Wigce jezeli f(a,b) = g(a,b) = 0 to réwniez H(b) = 0, zatem f(a,b) = g(a,b) =0
dla skoficzonej liczby b € F. Ustalmy wigc b € F' takie, ze dla pewnych a,b € F
mamy f(a,b) = g(a,b) = 0. Jezeli f(X,b) € F[X] jest niezerowy, to z b € F
zwigzanych jest skoficzenie wiele elementéw a € F takich, ze f(a,b) = g(a,b) =
0, wigc uklad ma skonczenie wiele rozwigzan i dowod tej czesci twierdzenia jest
zakoficzony. Przypusémy wige, ze f(X,b) € F[X] jest tozsamosciowo réwny zeru.
Poniewaz wielomian f(X,Y) € F[X,Y] nie jest tozsamos$ciowo réwny zeru, nie jest
tez wiec tozsamoséciowo zerowy w pierécieniu F(X)[Y]. Wobec twierdzenia Bezout:
fX,Y) = (Y =b)-n(Y)
gdze h(Y) € F(X)[Y], a wiee h(Y) = G552, gdzie C(X,Y) € F[X, Y], D(Y) €
F[X]. Stad:

D(X)- f(X,Y) = (Y —b)- C(X,Y)
Poréwnujac stopnie wielomianéw widzimy, ze ft (Y —b), a wiec f|C. Zatem:
C(X,Y)
DIX) = (Y ) 5y
co jest sprzecznoscia, bo po lewej stronie wystepuje wielomian zmiennej X, a po
prawej wielomian zmiennej Y.

Wobec tego rozwazany ukiad ma skonczenie wiele rozwiazan. Jest to sprzecz-
noécia, gdyz skoro f(X,Y),g(X,Y) € Z(C) i F jest algebraicznie domknigte, to
krzywa C' ma nieskonczenie wiele punktéw, wiec wielomiany f(X,Y) i g(X,Y)
zerujg sie rownoczeénie w nieskonczenie wielu punktach. QED

Zdefiniumy teraz nastepujace elementy pierécienia wspolrzednych F'—wymier-
nych:

xr=X+4+ZI(C/F)orazy=Y +Z(C/F)
Jasne jest, ze jezeli g(X,Y) € F[C], to ¢(X,Y) +Z(C/F) = g(x,y), zatem F[C] =
Flz,y] i tym samym F(C) = F(z,y). Pokazemy przy tych oznaczeniach niezmiernie
wazne dla dalszych rozwazan twierdzenie:

TWIERDZENIE 4.4.1. (1) F(C)/F jest cialem funkcji algebraicznych; dok-
tadniej:
¢ z jest elementem przestepnym nad I,
& F(z,y) jest skoriczonym rozszerzeniem ciala F(x).
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(2) F(C)/F jest ciatem funkcji algebraicznych, dokladniej rozszerzeniem ciala
stalych ciala F(C)/F.

(3) F(C*)/F jest cialem funkcji algebraicznych.

(4) F(C*)/F jest ciatem funkcji algebraicznych.

Dowdéd: Tezy (3) i (4) wynikaja natychmiast z tez (1) i (2) oraz twierdzen
4.2.2 1 4.3.1. Z kolei warunek (2) jest oczywisty, o ile udowodnimy warunek (1).

Pokazmy wiec najpierw, ze element z jest przestepny nad F'. Przypu$émy dla
dowodu nie wprost, ze jest elementem algebraicznym. Oznaczmy:

T=X+Z(C)orazy=Y +Z(C)
Tak jak wczesniej jest oczywiste, iz jedli g(X,Y) € F[C], to g(X,Y) + Z(C) =
9(Z,7), zatem F[C] = F[Z,7] i tym samym F(C) = F(z,y). Zauwazmy, ze T jest
przestepny nad F.

Zalézmy a contrario, ze T jest algebraiczny. Wéwczas istnieje wielomian g(X) €
F[X] taki, ze g(T) = 0 oraz g # 0. Wéwezas g(X) € Z(C), ale zgodnie z uwaga
4.4.1Z(C) = (f), wiec f|g co doprowadza nas do sprzecznosci, gdyz f(X,Y) jest
wielomianem dwéch zmiennych, zas g(X) - jednej.

Wobec tego T jest przestepny nad cialem F. Niech ¢ : F — F bedzie za-
nurzeniem danym wzorem é(z) = x, za$ ¢, : Flz,y] — F[T,7] jedynym jego
przedluzeniem o tej wlasnosci, ze ¢, (x) = T oraz ¢, (y) = Y. Poniewaz przypudcilis-
my, ze x jest algebraiczny, wiec dla pewnych aq, . .. ,a, € F nie wszystkich réwnych
zeru zachodzi warunek ag + a1x + ... + a,z™ = 0. W takim razie:

0 = ¢r(aptarz+...+apz™) =ap+a1d- () + ...+ an(ep ()" =
= ay+amT+...+a,T"
co daje sprzeczno$é¢ z zalozeniem, ze T jest przestepny nad F, a wiec i nad F.

Dla zakoficzenia dowodu pozostaje sprawdzié, ze rozszerzenie F(z,y) 2 F(z)
jest skonczone. W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze y jest elementem algebraicznym
nad F(z,y). Istotnie, zapiszmy f(X,Y) w postaci:

fX,Y)=ao(X)Y" 4+ a(X)Y" ' + ... +4a,(X) € F[X,Y]
gdzie a;(X) € F[X] dlai € {0,...,n}. Niech:
h(Y) = ao(z)Y™ 4+ a1 (x)Y" 1 + ... +a,(x) € F(2)[Y]
Woéwezas, skoro x jest elementem przestepnym, a;(z) # 0 dla tych i € {0,... ,n},
dla ktérych a;(X) # 0, a wiec h(Y') # 0 i oczywiscie h(y) = 0. QED

Bedziemy teraz zmierzali do udowodnienia, ze pierécien wspoélrzednych F-wy-

miernych nieosobliwej krzywej algebraicznej jest pierscieniem Dedekinda. Udowod-

nimy w tym celu dwa lematy i wykorzystamy mocne twierdzenie aproksymacyjne.

LEMAT 4.4.1. (LEMAT UNIFORMIZACYJINY) Niech P bedzie punktem nieosobli-
wym krzywej C'. Wowczas istnieje funkcja t € Fp[C] taka, Ze:
(1) 4(P)=0
(2) Dla kazdej funkcji wymiernej ¢ € F(C), ¢ # 0, istnieje dokladnie jedno
przedstawienie postaci:
= thy
gdzie v € U(Fp[C)) il jest pewng liczbg calkowitq. Ponadto:
p€E€Fp[Cl<=120
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D ow 6d : Zalézmy dodatkowo - zmieniajac ewentualnie uktad wspoélrzednych
- ze P = (0,0). Dla uproszczenia zapisu wszystkie rachunki wykonujemy na repre-
zentantach warstw. Dowolny wielomian f € F[X,Y] mozemy zapisa¢ w postaci:

F(X,Y) = aX +bY + g(X,Y)

przy czym kazdy jednomian w ¢g(X,Y) ma stopien nie mniejszy od 2. Ponadto,
skoro punkt P jest nieosobliwy, stosujac wzor Taylora (dla formalnych pochodnych
wielomianéw) mamy, ze a = 2L(X,Y) [p# 0 lub b = 2L(X,Y) [p# 0. Dla
ustalenia uwagi zal6zmy, ze b # 0. Jezeli teraz zapiszemy ¢(X,Y) w postaci
9g(X,Y)=X" f1(X)+Y - f2(X,Y) to dostaniemy:

fX,Y) = X(a+ f1(X) + Y (0 + fa(X,Y))

Poniewaz dla kazdego punktu (z,y) € C mamy f(x,y) = 0, wiec z powyzszego
zwiazku y = Zg‘_(lftimx. Polézmy wiec v(X,Y) = %. Zauwazmy, ze v €
Fp[C]; istotnie b+ f2(0,0) = b # 0. Pokazalidmy wiec, iz istnieje v € Kp[C] taka,
ze dla kazdego punktu (z,y) € C y =x - v.

Pol6zmy t(X,Y) = X. Oczywiscie funkcja ¢ spelnia warunek (1) i pozostalo
nam pokazaé, ze spelnia warunek (2). Ustalmy wiec 0 # ¢ € F(C). Rozwazmy
najpierw przypadek, gdy ¢ jest okreslona w punkcie P. Jezeli p(P) # 0, to kladzie-
my ¢ = 2%p. Zalézmy wiec, ze ¢(P) = 0. Natenczas p(x,y) = Zgzzg, gdzie p,q €
F[X,Y], dla wszelkich (z,y) € C, przy czym p(0,0) = 01 ¢(0,0) # 0. W polaczeniu
7z uzyskana wczesniej zaleznoscia miedzy = a y dla (x,y) € C otrzymujemy:

q(z,y)  q(z,y) q(z,y)
dla wszelkich (z,y) € C, przy czym v € Fp[C] i r € F[X,Y]. Kladac wiec
w(X,Y) = 25;3 otrzymujemy zwigzek ¢ = X -uq, u1 € Fp[C]. Jezeli uy(P) # 0,
to dostajemy przedstawienie, o jakie chodzilo. Jezeli uq(P) = 0, to zastepujac ¢
przez wi otrzymamy, ze u; = X - ug, gdzie ug € Fp[C] - i dalej kontynuujemy
postepowanie indukcyjne. Pokazemy obecnie, ze procedura ta musi si¢ zakonczy¢.

Zauwazmy najpierw, ze f {p w F[X,Y]. Istotnie, gdyby f|p, to dla wszelkich
Q € C byloby, ze p(Q) =0, gdyz p = f - h dla pewnego h € F[X,Y]. Wéwczas ¢
bytaby tozsamosciowo réwna zeru, wbhrew uprzednim zatozeniom.

Skonstruujemy teraz liczbe ! z warunku (2) lematu. Poniewaz f jest nieroz-
kladalny w F[X,Y], wiec jest tez nierozkladalny w F(X)[Y] i skoro F(X)[Y] jest
pierscieniem euklidesowym, to istnieja wielomiany «(X,Y),8(X,Y) € F(X)[Y]
takie, ze a(X,Y) - f(X,Y)+3(X,Y)p(X,Y) = 1, a tym samym istnieja wielomiany
A(X,Y),B(X,Y) € F[X,Y] oraz H(X) € F[X] takie, ze:

AX,Y)- f(X,Y)+B(X,Y) p(X,Y) = H(X)

o(z.y) = py) _pa-v) 1y

Wybierzmy wiec nieujemna liczbe | € Z tak, aby X'|H i X'*! { H. Pokazemy, 7e
przeprowadzona konstrukcja jest poprawna.
Przypu$émy bowiem, ze istnieje przedstawienie:
p=X"-u
gdzie u € U(Fp[C]) i m jest pewna liczba calkowita ostro wigksza od [. Zgodnie z
definicja liczby I, H(X) = X! D(X), gdzie D(X) € F[X] i D(0) # 0. Zatem:

AX,Y)- f(X,Y)+ B(X,Y) p(X,Y) = X" D(X)
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wigc dla dowolnie ustalonego punktu (z,y) € C:

B(z,y) - p(z,y) = a' - D(x)
Dzielac obustronnie przez ¢(x,y) dostajemy:

Blo.y) Py _ 2'D)

q(z,y)  q(z,y)

1 poniewaz ¢ = % =z™ - u dostajemy:

2'D(x)
q(z,y)

B(z,y)-a™ u=

ale skoro u = 1, u1,us € F[C], wige:

B(z,y) - 2™ - ui(z,y) - q(z,y) = 2' - D(x) - uz(z, y)
CO oznacza, ze:

B(X,Y) - X" u1(X,Y) - q(X,Y)= X" D(X)-ua(X,Y)( mod f(X,Y)) w
F[X,Y]

a zatem:
B(X,Y) L xmt cur (X, Y) - q(X,)Y) — -D(X) - uwe(X,Y) = f(X,)Y) - HX,Y)

dla pewnego H(X,Y) € F[X,Y]. Kladac wiec X = 01 Y = 0 otrzymujemy
sprzeczno$¢, jako ze prawa strona sie zeruje, a lewa nie.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy ¢ nie jest okreslona w punkcie P, a wiec dla
wszelkich przedstawieni ¢ = {1 zawsze jest ua(P) = 0. Wezmy wige et = e
- stosujac poprzednie rozumowanie - uzyskamy, ze ¢! = X' . u, gdzie u(P) # 0.
Zatem ¢ = X L. y~L

Zobaczymy teraz, ze wybor stosownego przedstawienia jest jednoznaczny. Przy-
pusémy wiec, ze mamy dwa rézne przedstawienia ¢ = t' - v = t™ - u, v(P) # 0,
u(P) # 0. Gdyby | > m, to t*=™ - v = u, co byloby sprzecznoscia, bo w punkcie P
lewa strona by sie zerowala, a prawa nie. Zatem [ = m, ale wtedy automatycznie v =
u, wiec tez dostajemy sprzeczno$é, gdyz - zgodnie z zalozeniem - rozpatrywaliSmy
dwa rézne rozktady.

Dla zakonczenia dowodu pozostato sprawdzi¢ prawdziwosé ostatniego zdania
lematu. Niech wiec ¢ € Fp[C] i niech ¢ = t! - v, gdzie v(P) # 0. Gdyby [ < 0,
to woéwczas ¢ = t%l - v, co byloby sprzeczne z tym, ze ¢ € Fp[C]. Analogiczny
rachunek prowadzony w druga strone pokazuje rownowaznosé. QED

LEMAT 4.4.2. Pierscien lokalny punktu nieosobliwego na krzywej afinicznej jest
pierscieniem waluacyjnym ciala F(C).
D o w 6 d : Ustalmy funkeje 0 # ¢ € F(C). Na podstawie poprzedniego lematu:
Y= thy
gdzie v € U(Fp[C]) 11 jest pewna liczba calkowita. Jezeli [ > 0, to ¢ jest okreslona
w punkcie P, w przeciwnym wypadku ¢p~! =¢~1. 071 zatem ¢! € Fp[C]. QED
Podamy i udowodnimy teraz zapowiadane wczeéniej twierdzenie.

TWIERDZENIE 4.4.2. Pierscien wspotrzednych F-wymiernych na nieosobliwej
afinicznej krzywej algebraicznej plaskiej jest dziedzing Dedekinda.
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D o w 6 d : Rozwazmy nastepujacy zbiér punktéw ciala F(z,y):
S ={Q € Pp(y,y) : Q = Mp(C/F) dla pewnego P € C}

Na podstawie wczesniejszych dwdch lematéw, zbiér ten jest dobrze zdefiniowany.
Niech teraz:

Py ={Q € Pp(sy) : Q jest biegunem z’a lub y’a}

Pokazemy, ze S jest wlasciwym podzbiorem Pr(, ). Istotnie, jako ze krzywa jest
nieosobliwa, jest niepusty. Aby si¢ przekonac, ze S C Pp(, ) zauwazmy, ze Po ¢ZSs.

Istotnie, przypuséémy, ze dla pewnego punktu P € C, punkt Q = Mp(C/F) jest
biegunem - dla przyktadu - z’a, czyli ze vg(x) < 0. W $wietle lematu uniformizacyj-
nego istnieja t € Fp[C], u € U(Fp[C]) i liczba catkowita I takie, ze = t'u. Wobec
twierdzenia 1.1.4 vg(z) =1 < 0, a wigc - stosujac ponownie lemat uniformizacyjny
- stwierdzamy, ze x ¢ Fp[C], co jest oczywista sprzecznoscia, gdyz funkcja x jest
okreslona w kazdym punkcie na krzywej.

W dalszym ciagu oznaczmy:

Og ={z€ F(z,y) :vg(z) > 0,Q € S} = Npec Fr[C]
Oczywiscie Og jest piercieniem. 2 Pokazemy, ze Og = Flx,y].

Poniewaz F' C Og, z € Og iy € Og, wiec inkluzja Og 2 F[xz,y| jest oczywista.
Dla wykazania inkluzji przeciwnej ustalmy ¢ € Og. Wéwczas vg(¢) > 0dla @ € S.
Dla kazdego @; € S istnieje punkt P; € C taki, ze Q = Mp,(C/F), za$ wobec
lematu uniformizacyjnego istnieja tp, € Fp, [C], up, € U(Fp,[C]) oraz lp, € Z takie,
ze ¢ = t'Piup,. Wobec twierdzenia 1.1.4 vg,(¢) = l,, > 0 dla kazdego Q; € S, a
wiec korzystajac raz jeszcze z lematu uniformizacyjnego mamy, ze ¢ € Fp,[C] dla
wszystkich P; € C.

Pozostaje wiec wykazaé, ze funkcja F'—wymierna okreélona w kazdym punkcie
F—wymiernym jest elementem pierécienia wspélrzednych F—wymiernych. Niech:

I={¢2eF[m,y]:¢=%}u{0}

Bez trudu stwierdzamy, ze I jest idealem pierécienia F[z,y]. Pokazemy jednak, ze
nie jest to ideal wladciwy, a mianowicie I = Flx,y].

Przypusémy zatem, ze I C Fl[z,y]. Niech m bedzie idealem maksymalnym
zawierajacym I, niech k : Flz,y] — F[z,y]/m bedzie homomorfizmem kanonicz-
nym. W punkcie (k(z), k(y)) wszystkie mianowniki wystepujace w przedstawieniach
¢ w postaci % sa wiec réwne zeru, a zatem funkcja ¢ nie jest w tym punkcie
okreslona - co jest sprzeczno$cia.

Tak wiec I = F[z,y] i tym samym w pewnym przedstawieniu ¢ = %, ¢ =1,
a zatem ¢ € Fx,y], co konczy dowdd inkluzji przeciwnej.

Niech teraz:

O ={vg: F(z,y) — ZU {0} : vg jest waluacjg zwiazang z punktem @, Q € S}

O rodzinie waluacji ¥ powiemy, ze jest prawie skonczona, gdy w dowolnym
punkcie z ciala, na ktérym sa okreslone, tylko dla skoticzonej ich liczby v(z) # 0,
v € U. Wobec twierdzenia 1.1.5 rodzina ® jest prawie skonczona. Dalej, powiemy ze
wlasciwa (tj. niepusta i rézna od rodziny wszystkich waluacji okre$lonych na danym
ciele) rodzina waluacji ¥ ciala F' ma wlasno$é¢ silnej aproksymacji, gdy spelnia

2)Pierdcienie tego typu nazywamy dziedzinami Hasse’go.
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nastepujacy warunek: dla vy,...,v, € ¥, z1,... ,2, € F oraz ny,...,n, € Z
istnieje element = € F taki, ze:

vi(e — ;) =n;

gdy i€ {1,...,r} oraz

v(x) =0
gdy v € U\ {v1,...,v,}; oczywiscie - na podstawie mocnego twierdzenia aproksy-
macyjnego - rodzina ® czyni zado$¢ tej wltasnosci. Na podstawie znanego z teorii
pierscieni Dedekinda twierdzenia (por. [2] twierdzenie V.3.2.3) przekrdj pierdcieni
waluacyjnych odpowiadajacych prawie skonczonej rodzinie waluacji o wlasnosci
silnej aproksymacji jest pierécieniem Dedekinda, skad otrzymujemy teze. QED

5. Punkty F-wymierne na krzywych eliptycznych

Skonstruowany w poprzednim paragrafie aparat mozna wykorzystaé¢ do oszaco-
wania liczby punktéw F-wymiernych na krzywych plaskich. Podamy teraz przyktad
takiego zastosowania studiowanej teorii - ograniczajac sie wszakze tylko do szczegdl-
nego rodzaju krzywych, do krzywych eliptycznych. Przeprowadzone tu rozumowanie
nie podaje oczywiscie metody oszacowania liczby punktéw na dowolnej krzywej, ale
ze wzgledu na swa prostote godne jest poswiecenia mu uwagi. Stosunkowo tatwo
mozna je przenie$¢ na przypadek krzywych hipereliptycznych, czego nie bedziemy
tu jednak robi¢. Dodatkowo zalézymy, ze cialo F' ma charakterystyke rézna od 2.
Dla cial charakterystyki 2 troche inaczej definiuje sie ciato funkcji F-wymiernych
- musieliby$my wprowadzi¢ tu pojecie ciala funkcji eliptycznych i po$wieci¢ nieco
miejsca teorii rozszerzen Galois typu Artina - Schreiera, co zbytnio odbiegaloby od
gléwnego nurtu niniejszej pracy.

Niech F bedzie dowolnym ciatem charakterystyki réznej od 2, a F' jego domk-
nigciem algebraicznym. Niech E : Y2 = f(X) bedzie krzywa eliptyczna (tj. krzywa
nieosobliwa i taka, ze wielomian f jest rozdzielczy), a E* jej homogenizacja. Niech:

x=X+ZI(E/F)orazy=Y +Z(E/F)

i tym samym niech F(z,y) oznacza cialo funkcji F-wymiernych na krzywej E. 3)
Jest dobrze znanym faktem, ze w przypadku krzywych eliptycznych domkniecie
rzutowe E* mozna rozpatrywacé jako zbiér E'U {O}, gdzie E jest czesdcig afiniczna
krzywej E, a {O} punktem w nieskonczonoéci, ktérego wspoirzedne oznaczaé bedziemy
przez (00, 00). Aby zbytnio nie komplikowaé oznaczen, stosowaé bedziemy terminologie
afiniczna, a w razie koniecznosci o punkcie (00, 00) bedziemy méwili jak o pewnym
”dodatkowym” punkcie krzywej.

UWwAGA 4.5.1. Niech f(X) = c¢[[;_, pi(X), gdzie 0 # ¢ € F oraz p;(X) €
F[X], 1 € {1,...,r}, bedzie rozkladem wielomianu f na czynniki nierozkladalne.
Niech P; oznacza punkt ciala F(x) odpowiadajgcy wielomianowi p;(X) a Py, biegun
elementu © w ciele F(x) (por. uwaga 1.2.1). Wéwczas:

(1) F(z,y) O F(x) jest rozszerzeniem Galois stopnia 2.

(2) Kazdy z punktéw Pi,...,P.,Ps ma dokladnie jedno rozszerzenie
Q1. ,Qr, Qoo w ciele F(x,y), przy czym e(Q;|P;) = e(QxlPx) = 2,
degQ; = degP; oraz degQ- = 1. Ponadto Q1,... ,Qr, Qs s¢ jedynymi
punktami rozgalezionymi w F(x,y).

3) Ciata o whasnosciach takich jak to cialo nazywamy ciatami funkcji eliptycznych.
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D ow 6 d: (por. [14] Proposition VI.1.3) Dowdd tezy (1) jest bardzo prosty
- wystarczy zauwazyé, ze wielomian Y? — f(X) € F(X)[Y] jest rozdzielczy, a
wiec element y jest rozdzielczy i tym samym rozszerzenie F(z,y) 2O F(x) jest
rozdzielcze. Jest tez oczywiscie kwadratowe, a wiec normalne, skad wynika, ze jest
rozszerzeniem Galois (por. [2] zadanie I1.2.1.1 i twierdzenie 11.2.3.1). Dla dowodu
tezy (2) wykorzystujemy fakt, ze dla rozszerzen Galois zachodzi twierdzenie 2.3.1,
skad tatwo wydedukowa¢ jedynos$¢ punktow rozszerzajacych Py, ... , Pr, Qoo. Wsze-
lako aby udowodnié wszystkie zachodzace miedzy punktami odpowiedniosci, musie-
liby$my zaglebi¢ sie nieco w teorie rozszerzen typu Kummera, co wydaje si¢ zanadto
odbiegaé¢ od dyskutowanej tu tematyki.

Udowodnimy teraz kluczowe dla tego paragrafu twierdzenie. Dla walucji v :
F(z,y) — Z U {oc} przez @, oznaczaé¢ bedziemy odpowiadajacy jej punkt ciala
F(z,y).

TWIERDZENIE 4.5.1. Niech E : Y? = f(X) bedzie krzywq eliptyczng zdefinio-
wang nad cialem F charakterystyki réznej od 2, a F(x,y) jej cialem funkcji F—wy-
miernych. Niech v : F(x,y) — Z U {oo} bedzie waluacjg tego ciala. Wowczas:

(1) Waluacja v i punkt Q. sq jednoznacznie wyznaczone przez wartosci funkcji
algebraicznych x iy w punkcie Q..

(2) ((Qu),y(Qy)) € E(Fg,) 2 E(F), przy czym punkt (00, 00) interpretujemy
jako punkt w nieskonczonosci O.

W szczegdlnosci odwzorowanie:

Qv — (2(Qu), y(Qyv))

ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é miedzy zbiorem punktow stopnia 1
ciala F(x,y) a zbiorem punktéw F—wymiernych krzywej E, E(F).

Dowo6d: Niech Qq,...,Q,, Qs beda punktami opisanymi w poprzedniej
uwadze i niech v, oznacza waluacje odpowiadajaca punktowi @ . Poniewaz jest to
jedyna waluacja rozszerzajaca waluacje ciala F(z) odpowiadajaca biegunowi z’a,
wiec jest to jedyna waluacja, ktérej pierScien waluacyjny nie zawiera pierécienia
wspOlrzednych F[z,y]. Punktowi temu przyporzadkowujemy punkt (co,00). Dla
wszelkich innych waluacji, punkty im odpowiadajace nie sa biegunami z’a ani y’a.

Ustalmy wiec dowolna waluacje v 16zna od v, odpowiadajaca punktowi stopnia
1. Wéwczas z,y € Og,. Niech ® : F(z,y) — Fg, bedzie dane wzorem ®(z) =
2(Qy), z € F(x,y). Bez trudu sprawdzamy, ze ¥ jest homomorfizmem F—algebr.
Zatem:

¢ (z(Qv)ay(Qv)) € E(FQv)

¢ 2(Q,) jest jednoznacznie wyznaczone przez wartosci z(Py) 1 y(P,).

Niech M = ker ® [p[, . Poniewaz Flz,y]/M jest podpierscieniem ciata, wiec M
jest idealem pierwszym pierscienia F'[z, y|. Jednak poniewaz F'[z, y| jest pierScieniem
Dedekinda, wiec M jest tez maksymalny. Niech F[xz, y] s bedzie lokalizacja pierécie-
nia Flz,y] wzgledem idealu M. Korzystajac ponownie z tego, ze F[x,y] jest piers-
cieniem Dedekinda mamy, ze F'[z,y]ap = Oq, (por. [2] wniosek z lematu V.3.2.6).
To dowodzi, ze nasze odwzorowanie jest roznowartosciowe.

Ustalmy teraz (a,b) € E(F)\{(c0,00)}. Niech M = (z—a,y—b) < Flx,y]. Bez
trudu sprawdzamy, ze jest to ideal maksymalny i niech F[x,y]as bedzie lokalizacja
pierscienia F'[x, y] wzgledem idealu M. Wéwczas Fz,y|pm = Oq, (por. [2] wniosek z
lematu V.3.2.6) dla pewnej waluacji v. Ponadto - z okrelenia idealu M - z(Q,) =
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1 oraz y(Q,) = b, skad deg@, = 1. To dowodzi, ze rozpatrywana funkcja jest
surjekcja. QED

Udowodnione twierdzenie wykorzystamy teraz do oszacowania liczby punktow
na rzutowej krzywej eliptycznej E* zdefiniowanej nad cialem skoniczonym charak-
terystyki r6znej od 2. Niech wiec g bedzie potega pewnej liczby pierwszej p # 2 i
rozwazmy cialo funkeji algebraicznych F/F; o rodzaju g. Wyprowadzmy nastepu-
jacy prosty wniosek z twierdzenia Hasse’go - Weil’a:

TWIERDZENIE 4.5.2. (0SZACOWANIE HASSE'GO -WEIL'A) Liczba N punktéw
ciata F/F, stopnia 1 moze byé oszacowana w nastepujacy sposéb:

IN —(¢+1)| <29v4q

D ow 6 d: W rzeczy samej, jezeli a, ... , ag 0znaczaja odwrotnosci pierwiast-
kéw L-wielomianu ciata F/F,, to wobec wniosku 3.1.2:

29
N—(g+1)=-> a
=1

skad - na podstawie twierdzenia Hasse’go - Weil’a - natychmiast wynika teza. QED
Tak wiec wobec twierdzenia 4.5.1 N = card E*(F,).

6. Hipoteza Riemanna dla krzywych algebraicznych

Rozwazmy krzywa afiniczna C : f(X,Y) = 0 zdefiniowang nad cialem F, dla
pewnej liczby q bedacej potega liczby pierwszej p i niech x, y beda - tak jak wczedniej
- warstwami elementéw X i Y wzgledem ideatu Z(C/F,). Zdefiniujmy funkcje (¢ :
C — C wzorem:

Ce(t) =22, (p)~" dlaRe(t) > 1

gdzie suma przebiega po wszystkich ideatach pierwszych pierscienia wspétrzednych
F,-wymiernych krzywej C, za§ M(p) oznacza moc ciala Fy[z, y]/p (jest to istotnie
cialo, gdyz Fy[z,y] jest pierscieniem Dedekinda, a w nim kazdy ideal pierwszy
jest maksymalny, jest to tez ciato skofczone). Korzystajac z tego, ze Fy[z, y] jest
pierécieniem Dedekinda mozemy wywnioskowaé - rozumujac tak jak w dowodzie
twierdzenia 4.5.1 - ze funkcja (¢ jest réwna funkcji (r zdefiniowanej w rozdziale 3 -
jest wiec dla niej spelniona hipoteza Riemanna. W tym sensie hipoteza Riemanna
zostala potwierdzona dla krzywych algebraicznych. Zauwazmy przy tym, ze jest to
jedno z owych ”porzadnych” uogélnien funkcji ¢ Riemanna, o ktérych mowa bylta
we wstepie.

7. Uogdlnienia i przypadki szczegdlne

Przestudiowane w toku pracy zagadnienia pozwalaja nam teraz z wlasciwym
zrozumieniem spojrze¢ na rozwoj twierdzenia Hasse'go - Weil’a i pospekulowaé na
temat mozliwych jego uogélnien. Problem znajdowania liczby rozwiazan kongruencji
zadanych przez wielomian jednorodny po raz pierwszy byl szerzej dyskutowany -
podobnie jak wiekszo$¢ znanych probleméw w teorii liczb - przez Gaussa. Artykutl
358 jego Disquisitiones Arithmeticae zawiera dow6d nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 4.7.1. (GAUSS’A) Niech My oznacza liczbe rzutowych rozwigzar
rownania:
Pyt +28=0
gdzie x,y, z sq elementamsi ciala skoriczonego Iy .
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(1) Jezeli ¢ £1(mod3), to My =g +1
(2) Jezeli ¢ = 1(mod 3, to wowczas istniejg liczby calkowite A i B takie, Ze:

4q = A? 4+ 27B?

oraz wyznaczone jednoznacznie z dokladnoscig do znaku. Ustalajgc znak A
w ten sposéb, aby A = 1(mod 3) mamy:

My=q+1+A

Odwotujacy sie tylko do elementarnych pojeé, acz mimo to dosyé¢ skompli-
kowany dowdd tego twierdzenia znalezé mozna w [13] na stronach 111 - 118.
Mozna pokazaé (por. [14] str. 186 - 193) ze w przypadku, gdy krzywa C* jest
krzywa eliptyczna, rodzaj ciala funkcji wymiernych nad ta krzywa réowny jest 1.
Wspomniany wcze$niej dowdd Hasse’go z roku 1933 dotyczyt takich wlasnie cial.
W tym przypadku dowdd ten mozna w pewien sposoéb zelementaryzowaé tak, aby
nie odwolywaé sie do zaawansowanych pojeé teorii cial funkeji algebraicznych (por.
[10] str. 95 - 97 lub [4] paragrafy 24 i 25). Inne spojrzenie na twierdzenie Hasse’go
- Weil’a, skupiajace sie wylacznie na jego aspekcie teorioliczbowym, znalez¢é mozna
w [12].

O wiele ciekawsze wydaje si¢ jednak patrzenie na twierdzenie Hasse’go - Weil’a
z aspektu hipotezy Riemanna. PokazaliSmy, ze twierdzenie to mozna zinterpretowaé
jako jej potwierdzenie w przypadku cial funkcji algebraicznych jednej zmiennej nad
skonczonymi cialami statych. Wylozona w tym rozdziale teoria pozwala spojrzeé¢
na twierdzenie Hasse’'go - Weil’a jako na potwierdzenie hipotezy Riemanna dla
cial funkcji wymiernych nad krzywymi algebraicznymi nad cialami skoficzonymi.
Naturalne pytanie, ktére powinno si¢ w tym momencie pojawi¢, brzmi: czy w
podobny sposob hipoteze Riemanna mozna potwierdzi¢ tez dla ciat funkcji wymier-
nych na, najogélniej, dowolnej rozmaitoséci? Intuicyjnie czujemy, ze zastosowany
wczesniej aparat nie zda w tym przypadku egzaminu - analizujac bowiem dowdd
twierdzenia 4.4.1 widzimy, ze stopien przestepny ciala funkcji wymiernych na do-
wolnie wybranej rozmaitosci bedzie wiekszy od 1, nie bedzie to wiec cialo funkcji
algebraicznych jednej zmiennej. Tym nie mniej hipoteze Riemanna dla rozmaito$ci
mozna sformulowaé - po raz pierwszy na doniosto$é¢ takiego uogdlnienia zwrdcit
uwage Weil w roku 1949 (por. [17]) - a nawet udowodnié¢ - co udalo sie w roku 1974
Deligne (por. [6]), za co otrzymal medal Fieldsa.
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