O pewnej regule alokacji jako sposobie
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1 Podstawowe pojecia teorii gier dwuosobowych

Strategia gracza to regula okreslajaca wybér przez gracza poszczegdlnego
ruchu. Zbiorem strategii gracza jest zbidr wszystkich mozliwych poczynan, jakie
moze on wykonaé jako swéj ruch. Funkcjg wyplat gry nazywamy funkcje,
przyporzadkowujaca kazdej wybranej przez obu graczy parze strategii wyplate
przypadajaca graczowi 1, nalezng od gracza 2. Grag G w postaci strategicznej
nazywamy tréojke (A, B,®), gdzie A jest zbiorem strategii gracza 1, B jest
zbiorem strategii gracza 2, za§ ® = {¢;;} jest macierza wyplat ¢;; = ¢(a;, b;) dla
ie{l,...,m},j€{1,...,n} okredlonych dla kazdej pary strategii (a;,b;), gdzie
a; € A, b; € B. Gre¢ G nazywamy skoniczong, gdy zbiory A i B sa skoficzone.
Staregie ai,...,a,, nazywamy czystymi strategiami gracza 1, a by,...,b, -
gracza 2, odpowiednio.

Dolng wartos$cig gry G nazywamy liczbe:

= b
v = maxgrg};(ﬁ(a )

Goérng wartoscig gry G nazywamy liczbe:

vy = %Iélnmlg ¢(a,b)
Strategie ag € A odpowiadajaca dolnej wartosci gry v nazywamy maksiminowa
dla gracza 1, a stategie by € B odpowiadajaca gérnej wartosci gry ve nazywamy
minimaksowg strategia gracza 2. Jedli dla gry G zachodzi réwnoséé¢ v = vy = va,
to v nazywamy warto$cig gry. Strategia ag € A oraz by € B odpowiadajace
wartoéci gry (o ile takowa istnieje), nosza nazwe strategii optymalnych.
Znalezienie strategii optymalnych nazywamy rozwigzaniem gry.

Jesli wartoé¢ gry nie istnieje , to gracz chcac wygraé jak najwiecej, lub
przegra¢ jak najmniej, musi stosowaé z okreSlong czestoscig poszczegdlne
strategie czyste. Méwimy wtedy, ze gracz stosuje strategie mieszana. Zatem
strategia mieszang gracza 1 nazywamy rozklad prawdopodobienistwa okreslony
na zbiorze A strategii gracza 1, odpowiednio strategia mieszana gracza 2
nazywamy rozklad prawdopodobienstwa okreslony na zbiorze B strategii gracza



2. Zrandomizowang strategie gracza 1 okreslaja prawdopodobienstwa x(a;),
i€ {l,...,m} z jakimi gracz 1 ma stosowaé poszczegdlne swoje strategie czyste
a; € A:

x(a;) > 0, Zm(ai) =1
i=1

Analogicznie definiujemy zrandomizowang strategie gracza 2. JeSli strategia
mieszana danego gracza jest rozkladem jednopunktowym z(a;) = 1, to staje sie
strategia czysta. Jezeli G = (A, B, ®) jest gra skonczona, to gre I' = (X, Y, H)
nazywamy mieszanym rozszerzeniem gry G, przy czym X jest zbiorem
wszystkich strategii mieszanych gracza 1, Y - gracza 2, zas H jest srednig funkcjg
wyplat oreslong wzorem:

n

H(xa y) - Z Z x(ai)¢(ai7 b])y(bj)

i=1 j=1

Poniewaz zbiory X i Y sa nieskonczone, wiec dolng hy i gérna hs warto$é gry
I' definiujemy nastepujaco:

hi = supinf H(z,y)
x Yy

ho = inf sup H(z, y)
Yy =z

2 Gry statystyczne

Moéwimy, ze gra jest o sumie zerowej, gdy suma wyplat jest réwna zeru -
w przeciwnum wypadku méwimy o grze o sumie niezerowej. Rozwazmy gre
dwuosobowg o sumie zerowej, gdzie graczami sg S (statystyk) i N (natura). Gre
te tworza nastepujace elementy: © - przestrzen zdarzen, czyli standéw natury,
0 - stan gracza N, A - zbiér strategii (akcji) gracza S i a - decyzja, a € A.
Zakladamy, ze przestrzenie © i A sg mierzalne i powiedzmy, ze przed podjeciem
decyzji a € A gracz S obserwuje pewng zmienng losowa X, ktorej rozktad zalezy
od pownego parametru 6 (niekoniecznie znanego), okreslajacego pewien stan
gracza N. Oznaczmy przez F(z|f) dystrybuante warunkowa rozkladu zmiennej
losowej X, ktora gracz S moze obserwowac.

Zbiér wszystkich wynikéw préob n—elementowych nazywamy przestrzenia
préb i oznaczamy przez X. Tak wiec z = (z1,...,2,) € X jest wektorem
wynikéw eksperymentu. Kazda funkcje d : X — A nazywamy
niezrandomizowang funkcja decyzyjna. Zbior funkcji decyzyjnych oznaczamy
symbolem D. Dla kazdego parametru 6 € © i dla kazdej decyzji a € A, liczba
J(0,a) jest kosztem, jaki ponosi gracz S w zwiazku z podjeciem decyzji a € A
przy ustalonym parametrze § € © (stanie gracza N). Gre okreslona jako tréjka
(0, A, J) nazywamy pierwotng gra strategiczng odpowiadajaca statystycznemu



problemowi decyzyjnemu. Funkcje R(6, d) okre$lona na © x D wyrazona wzorem:

R(0,d) = EJ(0,a) = / J(0,a)dF(z|0)
X
nazywamy funkcja ryzyka. Dla ustalonego parametru 6 i ustalonej funkcji
d € D ryzyko R(0,d) jest nielosowe i odgrywa role wyplaty w grze pomiedzy
graczem S a graczem IN. Wyplata jest srednim kosztem, jaki ponosi gracz S
stosujacy wielokrotnie funkcje decyzyjna d € D, gdy parametr § € ©. Trdjke
(©, D, R) nazywamy gra statystyczna.

3 Gra na gieldzie

Zakladamy, ze ,gra na gieldzie” jest dwuosobowa gra losowa prowadzona
przez gracza S, czyli statystyka, oraz gracza N, czyli ,nature”. Gieldy nie mozna
jednak zaliczyé do gier o sumie zerowej - bardziej odpowiednim modelem jest
model przetargu (por. referat ,,Problem przetargu”). Reguly gry sa ustalone
z gy i nie ulegaja zmianom losowym.

Istnieje wiele sposobdéw inwestowania na gieldzie, dzieki ktym mozna
zminimalizowaé¢ ryzyko przegranej, lub zmaksymalizowaé wygrana. Sa to na
przykitad metody: regularnego inwestowania, statej kwoty kapitatu, statej relacji
dwoch portfeli, metoda cenowo-wskaznikowa itp. Zaprezentujemy tu strategie
gry na gieldzie bazujaca na pewnej regule alokacji, ktéra mozna zaadoptowaé
jako strategie inwestora, zamierzajacego przegra¢ jak najmniej. Regule taka
nazywamy asymptotycznie efektywnag adaptacyjng regula alokacji.

Gra na gieldzie jest typowg gra statystyczna. Wyrdzniamy w niej nastepujace
elementy: zbiér stanéw gracza N - ©, pokrywajacy sie z przestrzenig nieznanych
parametréw, zbidr decyzji gracza S - @, funkcje kosztu zwiazana z gra J.
Zakladamy wiec, ze gra na gieldzie jest tréjka (O, @, J).

Zalézmy, ze gracz S gra N > 1 spétkami wybranymi spos$réd ognej liczby
sp6lek notowanych na gieldzie. Dodatkowo zalézmy, ze w dowolnym momencie
t gracz S posiada akcje m, 1 < m < N, spétek. Gra j—tg spétka daje graczowi
S ciag wyplat Y{,Y3, ..., ktéry jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
o rozkladzie f(y;67), gdzie 67 jest nieznanym rzeczywistym parametrem takim,
ze #7 € O. Role wyplat odgrywaja réznice kurséw; dla gietdy warszawskiej:

v/=x)-X/, je{l,...,N},ieN

Znacznie gorzej jest w przypadku gietdy np. nowojorskiej, tutaj wygodniej jest
przyjac: _
. )¢
Y! =log =tk
i—1




Gracz S wybiera w kazdym momencie decyzyjnym m spélek, a swéj wybor
uzaleznia od poprzednich notowan w taki sposéb, by zmaksymalizowaé
spodziewana wyplate w dlugim horyzoncie czasowym. Zakladamy, ze spelniony
jest warunek:

+oo
/ (s 0)dn () < o0

—00

i érednia spodziewana wyplata wynikajaca z gry j—ta spétka wynosi:
u®) = [yt o))

gdzie 1(0) jest $cisle rosnaca funkcjg parametry 6.

Adaptacyjna reguta alokacji ¢ jest ciggiem wektoréw losowych (¢i)z‘eN €

{0, 1}NN, informujgcych, ktérymi m, 1 < m < N spo$rdéd N spdlek gracz S
powinien gra¢ w chwili £, ¢ € N. W momencie decyzyjnym ¢ regula ¢ zalezy od
historii gry ¢1,...,¢;—1 oraz wyplat Y{,..., Y%_(t), gdzie

J

¢
Ti(t) =Y ¢!
i=1
oznacza czas gry spotka j—ta do chwili ¢.

Niech

bedzie sumg wyplat, ktérg zgromadzi gracz S do chwili ¢. Sredni spodziewany
zysk wynikajacy ze stosowania reguly ¢ wynosi:

EgSy =Y u(6?)EgTy(t)

j=1

Zauwazmy, ze gdyby gracz S znal prawdziwe parametry
Q% = (9%1,6%1,...,6%N), to gratby walorami o najwyzszej wartoéci statystyki
1(0). Poniewaz jednak ich nie zna i gra wedlug pewnej z géry ustalonej strategii,
wiec zamiast o zysku mozna méwié o koszcie, ktéry jest rowny réznicy miedzy
zyskiem wynikajacym z gry m najlepszymi spétkami, a zyskiem wynikajacym
ze stosowania strategii ¢ € .

Niech p oznacza permutacje {1,..., N} taka, ze:

u(gﬂ(l)) > u(gp(Z)) > > N(QP(N))



Jezeli p(6°™) > pu(@°m*tD) to o spétkach p(1),...,p(m) méwimy, ze sa
m—liderami, a spo6tki p(m + 1),..., p(N) sa m—najgorszymi.

Koszt gry wynosi:
m .
JOt)y =t>  p(e°™) - ES,
i=1
Problem polega na minimalizacji funkcjonalu powyzszego kosztu.

W przypadku, gdyby gracz S gral zawsze spétkami takimi, ze pu(6%) > u(6?)
dla kazdego 1 < i < moraz m—+1 < j < N, to koszt bylby zerowy. Jezeli jednak
wybralby takie m spélek, dla ktérych u(0%) < p(67) dla pewnych 1 < i < m
oraz m+ 1 < j < N, to koszt bytby proporcjonalny do ¢.

O regule alokacji mozemy powiedzieé, ze jest jednostajnie dobra, jesli dla
kazdej konfiguracji parametréw spelniony jest warunek J?(t) = o(t%), ktéry

zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej a > 0.

Niech I(0, \) oznacza liczbe Kulbacka - Leiblera:

+oo .
1.0 = [ or Bk (3:0)at )

Zauwazmy, ze 0 < I(#,\) < oo oraz spelnia nastepujace warunki:

Al: 0 < I(6,)) < o0 jezeli A > 0;

A2: Jezeli dla wszelkich € > 0,0, \ takich, ze p(\) > u(0) istnieje d(e,6,A) >0
taka, ze |I(0,\) — I(6, )] < ¢, to wéwezas:

w(A) < p(N) < p(A) +6
A3: I(6, ) jest ciagla ze wzgledu na A > 6 dla pewnego ustalonego 6.

Moéwimy, ze adaptacyjna regula alokacji jest asymptotycznie efektywna,
jezeli dla kazdej konfiguracji parametréw © = (61,...,0Y), dla ktérych pu(67),

j€{1,..., N}, nie sa réwne, koszt daje sie przedstawi¢ w postaci:
0) — (o)
I JO(t) = pom log t
im sup J7(£) = ( > T(@7, 7o) ) log

je{o(m+1),...,0(N)}

W celu zdefiniowania strategii gry ¢ € ®, ktéra moze by¢ traktowana jako
jeden ze sposobdéw inwestowania na gieldzie papieréw warto$ciowych, postuzymy
sie dwiema funkcjami pomocniczymi: g : R® — R, t € N, i € {1,2,...,t} oraz
h; : R — R, i € N. Funkcje te musza spelniaé¢ nastepujace warunki:



Dla kazdego 8 € O istnieja A, & € O takie, ze:

Po{gu(Ya,....Ys) > p(€) \} =1-o(t™")

i<t
dla kazdego u(§) < u(6).

e Dla dostatecznie matych € > 0:

o S Po{gu(Ya,....Y) > p(\) — €} 1
lim 1 1= <
P log? RNIODY)

® g; jest niemalejaca dla t > i dla pewnych stalych i € N

h; < gy dla kazdego t > i

Dla kazdego 8 € O statystyka h; powinna spelnia¢ warunek:

_ N _ _ (-1
Pg{égr%%étm i(Y1,...,Y)) —u(@)| > et =o(t™)

dla kazdego € > 0 oraz 0 < 6 < 1.

Funkcje g¢; interpretujemy jako gérna granice przedziatu ufnosci dla Sredniej
wyplaty u(6), zas funkcje h; jako statystyke punktowa h;(Y1,...,Y;) dla
oczekiwanej wyplaty pu(6).

Dobrym estymatorem spelniajacym ostatni warunek jest $rednia:
przy zatozeniu, ze Ey(Y1)? < oo.

Niech Ylj,...,Y%_(t) oznacza obserwacje wyplat spétki j—tej do chwili ¢.
J
Definiujemy dwie statystyki pomocnicze:

'U'(t) = th (t) (Ylja cee aYTJ;j (t))

Uj(t) = ge.1,0) (Y7 -+ Y2 )
Strategia inwestowania na gieldzie papieréw wartosciowych jest nastepujaca:

1. Przez pierwsze N ruchéw gracz S testuje m < N razy kazda ze spélek w
pewnym ustalonym porzadku (czyli m z N stanéw posiada akcje kazdej z
nich).

2. W chwili (¢t 4 1) gracz S musi podjaé¢ decyzje, ktérymi sposréd N spétek
bedzie gral. Przez m—lideréw w chwili £ + 1 rozumiemy te spotki, ktore w
chwili ¢ mialy najwyzsze wartosci statystyki ug(t), k& € {1,..., N}, gdzie
,uk(t) = hi(Yika cee 7T%J(t))



Niech j € {1,..., N} bedzie spéika, ktéra gracz S bada w chwili ¢ + 1
taka, ze j = (t + 1)modN. Oblicza statystyke U;(t):

U;(t) = 9,7y (¢) (Yy,..., Y%j(t))
po czym podejmuje jedna z nastepujacych decyzji:

a) jezeli spdlka j—ta jest jednym sposréd m—lideréw, to w stanie ¢t + 1
gracz S gra w dalszym ciagu m—liderami (nie zmienia stanu swego
posiadania);

b) jezeli spdlka j—ta nie byla jedna z m—lideréw, czyli jedna z tych,
ktére posiadal gracz S przed podjeciem decyzji, oraz U;(t) < px(t)
dla kazdej k—tej spotki, ktéra jest m—liderem, to gracz S ponownie
gra m—liderami (nie zmienia stanu swego posiadania);

c) jezeli spétka j—ta nie byla jednym sposréd m—lideréw oraz Uj(t) >
wj, (t), gdzie j; jest najgorszym sposréd m—lideréw, to gracz S gra
ponownie m — 1 najlepszymi sposrod m-lideréw, a akcje spoétki j;-tej
wymienia na j—ta.

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 3.1 (ANANTHARAM, VARAYIA, WARLAND) Regula alokacji ¢
jest asymptotycznie efektywna.

4 Przyktad

Zalézmy, ze ciag wyplat Yz-j, jeA{l,...,N}, i € N jest ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych postaci takiej, jak na gietdzie nowojorskiej. Woéwczas mozna
przyjaé, ze zmienne te maja rozklady normalne. Przyjmiemy réwniez, ze wyplaty
maja jednakowe wariancje o2 i ze nie jest znana $rednia EY? = 7. Wowczas
w(0) = 0, a gestos¢ wyraza sie wzorem:

1 y—6)2

Fy,0) = Zm=5e 2

Funkcja Kulbacka-Leiblera wynosi:

ww:%%f

i spelnia ona warunki A1 - A3.
Niech a4, t € N, i € {1,...,t} bedzie funkcja niemalejaca dla t > i oraz istnieje

€; — 0 takie, ze:
log t Viogt
la;, — ——] < e =
(3 \/Z

dla kazdego i < t. Dla j € {1,..., N} definiujemy:

Y, =(Y/ +...+Y))/i



oraz

h(Y{,. . Y =7

(3

gti(YIj, . ,Yij) = 7: + J(ZCLM)%

dla t > 4. Statystyki powyzsze spelniaja zadane warunki.
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