WOKOL 17 PROBLEMU HILBERTA

PAWEL GLADKI

Wszystko zaczelo si¢ od Hilberta... Ponizsza fotografia przedstawia matematyka
z okresu, w ktérym sformulowatl liste swoich 23 problemoéw:

RYSUNEK 1. Dawid Hilbert okoto roku 1900

Jak wiadomo, jezeli wielomian f € R[Xy,...,X,] jest suma kwadratéw wie-
lomianéw, f = fZ+ ...+ fZ, fi,---,fr € RX1,...,X,], to dla wszystkich
(1,...,xn) € R* f(x1,...,2n) > 0. Naturalne jest pytanie, czy implikacje te

mozna odwrécic:

PROBLEM 1. Czy jezeli f(x1,... ,xn) = 0 dla wszystkich (x1,...,z,) € R*, f €
R[Xl,...,Xn], tOf:flg—i-—{-f]?, fl,...,ka]R[Xl,...,Xn]?

Na pytanie to stosunkowo tatwo odpowiedzie¢ w przypadku n = 1, mianowicie:
Uwaga 1. Jezeli f(z) >0 dlax € R, f € RIX], to f =g*+h?, g,h € RIX].
Dowdd. Niech

FX) =d[[(X —a)® [ = 1"((X = 4;)* + )"
i=1 j

bedzie rozkladem wielomianu f na czynniki nierozktadalne. Wéwczas bez trudu
stwierdzamy, ze d > 0 oraz ki,...,k, sa parzyste. Zauwazmy ponadto, ze dla
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p,q,7, s € R zachodzi tozsamos$¢:
(P° +*)(r* + 5%) = (pr — ¢5)* + (ps +qr)*.
Korzystajac z tej réwnosci przedstawiamy jako sume kwadratow:
o (X =0+, jefl,... ,n},
o (X — ai)%-(to, co otrzymalismy), i € {1,... ,min{m,n}},
e (to, co otrzymali$my) - (to, co zostalo).
([l

Niestety, ogélnie dla n > 2 odpowiedz jest negatywna, co udowodnit sam Hilbert w
roku 1888 (por. [6]). Dowdd Hilberta nie byt efektywny, pierwszy przyklad podal
Motzkin w roku 1967 (por. [11]):

Przyk’ad 1. Niech f(X,Y)=1-3X2Y?%+ X?Y* + X*Y? € RIX,Y]. Wowczas
f(x,y) >0 dla (z,y) € R?, ale f nie jest sumq kwadratéw wielomiandw.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze f(x,y) > 0 dla (z,y) € R?. Zauwazmy w tym celu,
ze dla a,b,c > 0:
a+b+c
3

Kladac a = 1, b = 22y*, ¢ = 2*y? otrzymujemy teze.

Aby zobaczyé, ze f nie jest sumg kwadratéw wielomiandéw przypusémy, ze jest
na odwrét, czyli ze f =" f2, fi € RIX,Y]. Oczywiscie deg f; < 3, tak wigc kazdy
fi jest kombinacja liniowa wielomian6ow:

1,X,Y, X% XY, Y? X3 X%, XY? V3.

> vabe.

Zauwazmy, ze X3 nie wystepuje w zadnym z f; (bo wéwczas w f wystepowaloby
X©). Podobnie zauwazamy, ze Y3, X2 Y2 X,Y nie wystepuja w zadnym z f;.
Wobec tego:

fi=a;i+b; XY + ¢, X?Y +d; XY2

Ale w takim razie Y b7 = —3, co daje sprzecznosé. O

Wobec powyzszego, Minkowski zaproponowal Hilbertowi nastepujaca modyfika-
cje zagadnienia:

PROBLEM 2. Czy jezeli f(x1,...,xn) = 0 dla wszystkich (x1,...,z,) € R*, f €
R[le"' 7Xn]7 tof:f12++f]?; f17"' sy Jk E]R(le"' 7Xn)?

Hilbert przedstawil ten problem na stynnym zjezdzie matematykéw w Paryzu w
1900 roku i odtad zagadnienie to znane jest jako 17ty problem Hilberta. Oto, co o
zagadnieniu méwil sam Hilbert:%)

Rzeczywista funkcja catkowita 2) lub forma dowolnej liczby zmien-
nych o wspotczynnikach rzeczywistych taka, ktora nie przyjmuje
wartosci ujemnych zwana jest dodatnio okreslona. Zbiér form do-
datnio okreslonych jest zamknigty ze wzgledu na operacje dodawa-
nia i mnozenia, ale rowniez iloraz dwéch form dodatnio okreslonych
— rozwazany jako funkcja calkowita tych samych zmiennych — jest

D) Cytat za [9].
2)To znaczy funkcja analityczna na calej plaszczyznie zespolonej o wspdtczynnikach

rzeczywistych.
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dodatnio okreslona. Kwadrat dowolnej formy jest niewatpliwie for-
ma dodatnio okredlona. Ale odkad, jak pokazalem,® okazalo sie,
ze nie kazda forma dodatnio okreslona moze by¢ otrzymana przez
dodawanie kwadratow form, pojawia sie pytanie — na ktére twier-
dzaco odpowiedzialem w przypadku form trzech zmiennych?® —
czy kazda forma dodatnio okredlona moze by¢ przedstawiona jako
iloraz sum kwadratéw form. Odtad wydaje si¢ réwniez pozadane,
na przyktad przy prébach odpowiedzi na pewne pytania dotyczace
wykonywalnosci wybranych konstrukcji geometrycznych, aby wie-
dzieé, czy wspolczynniki form uzytych w szukanym przedstawieniu
moga zawsze by¢ wzigte z ciala, z ktérego pochodza wspdlczynniki
danej formy.")

Problem ten zostal rozwiazany pozytywnie przez Emila Artina w roku 1925 (por.
[1]). Byl to jeden z najbardziej spektakularnych sukceséw wspélczesnej algebry,
ktéra w owym czasie wlasnie zaczynala sie formowaé. Rozumowanie Artina mozna
stresci¢ nastepujaco:

Niech P bedzie wielomianem, ktéry nie jest suma kwadratéw funkcji wymier-
nych o wspélczynnikach rzeczywistych.

Przez pre-uporzadkowanie ciala rozumiemy zbiér:

(1) zamknigty na dodawanie,

(2) zamknigty na mnozenie,

(3) zawierajacy wszystkie kwadraty.

Jasne jest, ze pre-uporzadkowanie jest wlasciwe (tj. rézne od calego ciala),
gdy nie zawiera —1.

Skoro P nie jest suma kwadratdw, istnieje pre-uporzadkowanie ciata rzeczy-
wistych funkcji wymiernych, ktére nie zawiera P.

Wobec lematu Kuratowskiego - Zorna istnieje maksymalne pre-uporzadkowa-
nie o powyzszej wlasnosci.

Za pomocy takiego pre-uporzadkowania wprowadzamy w ciele funkcji wy-
miernych porzadek, w ktérym P jest ujemny.

Cialo nazwiemy formalnie rzeczywistym, gdy —1 nie jest sumg kwadratow.
Cialo nazwiemy rzeczywiscie domknietym , gdy jest rowne kazdemu swe-
mu rzeczywistemu rozszerzeniu algebraicznemu.

Konstruujemy cialo rzeczywiécie domkniete i uporzadkowane, zawierajace
cialo funkcji wymiernych ze zdefiniowanym przez nas porzadkiem i takie, ze
jego porzadek indukuje” nasz porzadek. W ciele tym P przyjmuje wartosci
ujemne.

Pozostaje sprawdzié, ze jesli P przyjmuje wartosci ujemne w skonstruowanym
powyzej ciele rzeczywiscie domknietym, ktére zawiera ciato R, to przyjmuje
réwniez wartosci ujemne w ciele R.

W zwiazku z pozytywna odpowiedzig Artina pojawily si¢ nowe pytania. Mozna
pogrupowaé je nastepujaco:

Jak mozna oszacowaé liczbe kwadratéw w otrzymanej sumie?
Jak efektywnie wyznaczyé¢ dany rozklad? (Dowdd Artina korzysta z pewnika
wyboru)

3)Por. [6].
YPor. [7].
5)Por. [8], zwlaszcza rozdzial 7, ustep 38.
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e Jakie sa mozliwie najlepsze oszacowania stopni wielomianéw wchodzacych w
sktad sumy?

Jezeli chodzi o oszacowanie liczby kwadratow, najwazniejszymi dotad poznanymi
twierdzeniami sa nastepujace dwa: Cassels w 1964 roku udowodnil, ze dla wielo-
mianéw z R[ X1, ... , X,;] liczba kwadratéw w sumie jest nie mniejsza od n+1 (por.
[2]), za$ w 1967 Pfifster, ze nie wigksza od 2™ por. [12]. Istnieje hipoteza, ze liczba
ta jest réwna 2", ale jedyny postep w jej zweryfikowaniu zostal poczyniony dla
n = 1 (por. powyzszy przyklad) i dla n = 2 - bardzo trudny dowdd tego faktu
opublikowali w 1971 Cassels, Ellison i Pfifster (por. [3]).

Problem znalezienia algorytmu rozkladu wielomianu na sume kwadratow funkcji
wymiernych jest réwniez niezmiernie skomplikowany. Pierwsze dowody konstruk-
tywne podali Habich i Kreisel, przeglad obecnej wiedzy na ten temat znalez¢é mozna
w [4] i [5].

17 problem Hilberta moze by¢ rozpatrywany tez jako fragment o wiele wiekszej
i ogdlniejszej teorii, jaka jest skonstruowanie ,stownika” pomiedzy geometria i
algebra w przypadku rzeczywistym. Jak wiadomo, w przypadku geometrii zespo-
lonej (lub, ogdlnie, uprawianej nad dowolnym cialem algebraicznie domknigtym)
istnieje bardzo czytelny stownik pomiedzy pojeciami geometrycznymi - tj. zbiorami
algebraicznymi - a pojeciami algebraicznymi - tj. ideatami radykalnymi. Klasyczne
twierdzenie geometrii algebraicznej - twierdzenie Hilberta o zerach, zwane Nullstel-
lensatz - w jednej z licznych wersji, w ktérych bywa formulowane, brzmi:

Twierdzenie 1. Niech S = {fi,...,fs} bedzie skoriczonym podzbiorem
C[X1,...,Xy], a A zbiorem algebraicznym zwigzanym ze zbiorem S:

A={(ay,...,an) €C": f(ar,...,a,)=0,f €S}
Niech f € C[Xq,...,Xn]. Wowczas:

/\ flar,...,an) =0= \/ \/ ™= fihi 4+ ...+ fshs.

(a17...7an)€A mENhl,...,hSGC[X17...7Xn]

W podobny sposéb wynik Artina wiaze nieujemno$é, ktora jest wlasnoscia geo-
metryczna, z sumami kwadratéw, co jest wlasnoscia algebraiczna. O wiele glebszym
i ogélniejszym faktem jest twierdzenie Stengle’a z roku 1974 (por. [13]), ktére
pokrétce omdéwimy. Rozwazmy mianowicie przestrzen R i pierécien R[ X7, ... , X,,].
Dla danego skoficzonego podzbioru S zbioru R[X1,...,X,] pre-uporzadkowa-
niem generowanym przez S nazywamy najmniejsze pre-uporzadkowanie zawie-
rajace zbior S, tj. najmniejszy zbiér zawierajacy zbior S, zbiér wszystkich kwadra-
tow oraz zamkniety ze wzgledu na sume i iloczyn. Przyjmujemy oznaczenie

S R[Xi,...,Xs]?[S]. Twierdzenie Stengle’a, zwane Positivenstellensatz, orzeka co
nastepuje:
Twierdzenie 2. Niech S = {fi,...,fs} bedzie skoriczonym podzbiorem
R[X1,...,Xy], a W zbiorem semialgebraicznym zwigzanym ze zbiorem S':
W ={(a1,...,an) € R" : f(a1,...,an) =0, f €S}

Niech ST R[X1, ..., Xn)?[S] bedzie pre-uporzqdkowaniem generowanym przez zbidr
S, niech f € R[X1,...,X,]. Wiowczas:

N fla.an)>20=\/ \V fg=f+h

(a1,...,an)EW mEN g, he " R[X1,...,.Xn]2[S]
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Dowéd Stengle’a wykorzystuje pewnik wyboru. Naturalne pytanie, ktére sie
pojawia, to kwestia efektywnego sprawdzania, czy dany wielomian spelnia wymie-
nione zaleznosci. Na tym polu osiagnicto dotychczas niewielki postep - przyktadowy
efektywny algorytm podany jest w pracy Lombardiego z roku 1990 (por. [10]), tym
nie mniej daleo mu do doskonalosci.

1]

BIBLIOGRAFIA

E. Artin, Uber die Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate, Hamb. Abh. 5 (1927), 110 -
115.

J. W. S. Cassels, On the representation of rational functions as sums of squares, Acta Arith.
9 (1964), 79 - 82.

J. W. S. Cassels, K. Ellison, A. Pfifster, On sums of squares and on elliptic curves over
function fields, J. Number Theory 3 (1971), 125 - 149.

C. N. Delzell, Kreisel’s unwinding of Artin’s proof, w: Kreiseliana: about and around Georg
Kreisel, A K Peters, 1996, 113 - 246.

C. N. Delzell, L. Gonzales - Vega, H. Lombardi, A continuous and rational solution to Hilbert’s
17th problem and several cases of the Positivstellensatz, Computational Algebraic Geometry,
materialy z konferencji w Nicei, 21 - 25 kwiecienn 1992, Progr. Math. 109, Birkhauser, Boston,
1993.

D. Hilbert, Uber die Darstellung definiter Formen als Summe von Formenquadraten, Math.
Ann. 32 (1888), 342 - 350.

D. Hilbert, Uber ternire definite Formen, Acta Mathematica 17 (1893), 169 - 198.

D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig, 1899.

D. Hilbert, Mathematische Probleme, Arch. Math. Physik 1 (1901), no. 44 - 63, 213 - 277.
H. Lombardi, Nullstellensatz reel effectif et variantes, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I Math. 310
(1990), no. 8, 635 - 640.

T. S. Motzkin, The arithmetic - geometric inequality, Inequalities (Proc. Sympos. Wright -
Patterson Ait Force Base, Ohio, 1965), Academic Press, New York, 1967, 205 - 224.

A. Pfifster, Zur Darstellung definiter Funktionen als Summe von Quadraten, Invent. Math. 4
(1967), 229 - 237.

G. Stengle, A nullstellensatz and a positivenstellensatz in semialgebraic geometry, Math.
Ann. 207 (1974), 87 - 97.



