
Algebry Liego w �zyce
Opracowaª na podstawie cytowanej bibliogra�i:

Paweª Gªadki

Referat wygªoszony na ¢wiczeniach z Matematycznych Problemów Fizyki dn. 9.I.2002r.

W roku 1928 Hermann Weyl w ksi¡»ce Gruppentheorie und
Quantenmechanik jako pierwszy zwróciª uwag¦ na znaczenie symetrii w opisie
zjawisk �zycznych. Od tego momentu datuje si¦ »ywioªowy rozwój nowoczesnej
teorii grup, dla której potrzeby �zyków staªy si¦ najpowa»niejszym bod¹cem
rozwojowym. Obecnie olbrzymi zasi¦g poj¦¢ i metod teorii grup w �zyce sprawia,
»e teoria ta nie mo»e by¢ ju» traktowana jako dziaª matematyki, który interesuje
tylko specjalistów. Elementy teorii grup s¡ dzisiaj nieodzown¡ cz¦±ci¡
wyksztaªcenia �zyka teoretyka.

Celem niniejszego referatu jest podanie kilku podstawowych faktów
dotycz¡cych algebry Liego grupy obrotów o(3;R). Grupa ta ma ogromne
znaczenie w �zyce - wystarczy powiedzie¢, »e budow¦ atomu wodoru mo»na
niemal caªkowicie opisa¢ w terminach reprezentacji algebry Liego o(3;R).

Niech V; V1; : : : ; Vn;W b¦d¡ przestrzeniami liniowymi nad ciaªem K.

Definicja 1 Odwzorowanie F : V1 � : : : � Vn ! W nazywamy n�liniowym,
gdy dla wszelkich i 2 f1; : : : ; ng oraz (v1; : : : ; vi�1; vi+1; : : : ; vn) 2 V1 � : : : �
Vi�1 � Vi+1 � : : :� Vn odwzorowanie

edgeVi 3 v 7! F (v1; : : : ; vi�1; v; vi+1; : : : ; vn) 2W
jest liniowe.

Definicja 2 Odwzorowanie n�liniowe F : V � : : :�V ! K nazywamy form¡
n�liniow¡.

Definicja 3 Odwzorowanie Q : V ! K nazywamy form¡ kwadratow¡, gdy:
(i) Q(�v) = �2Q(v), dla v 2 V , � 2 K

(ii) Odwzorowanie:

V � V 3 (v1; v2) 7! B(v1; v2) := 1
2(Q(v1 + v2)�Q(v1);�Q(v2)) 2 K

jest 2-liniowe.
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Uwaga 1 Je»eli Q : V ! K jest form¡ kwadratow¡, to odwzorowanie:

V � V 3 (v1; v2) 7! B(v1; v2) 2 K
jest form¡ 2-liniow¡. Nazywamy j¡ form¡ 2�liniow¡ odpowiadaj¡c¡ formie
kwadratowej Q.

Przykªady:

(1) Odwzorowanie Q : R3 ! R dane wzorem:

Q(x1; x2; x3) =
3X
i=1

x2
i

jest form¡ kwadratow¡. Nazywamy j¡ form¡ kanoniczn¡. Odpowiadaj¡ca
jej forma dwuliniowa wyra»a si¦ wzorem:

B((x1; x2; x3); (y1; y2; y3)) =
3X
i=1

xiyi

Definicja 4 Je»eli Q : V ! K jest form¡ kwadratow¡ a B : V � V ! K
odpowiadaj¡c¡ jej form¡ 2-liniow¡, to wektory u; v 2 V nazywamy
ortogonalnymi wzgl¦dem formy Q, gdy B(u; v) = 0

Przykªady:

(2) Je»eli Q : R3 ! R jest form¡ kanoniczn¡, to ortogonalno±¢ wzgl¦dem tej
formy jest po prostu zwykª¡ ortogonalno±ci¡.

Definicja 5 Je»eli Q1 : V1 ! K jest form¡ kwadratow¡ a B1 : V1 � V1 ! K
odpowiadaj¡c¡ jej form¡ 2-liniow¡ oraz Q2 : V2 ! K jest form¡ kwadratow¡ a
B2 : V2 � V2 ! K odpowiadaj¡c¡ jej form¡ 2-liniow¡, to odwzorowanie liniowe
F : V1 ! V2 nazywamy ortogonalnym wzgl¦dem form Q1, Q2, gdy:^

u;v2V1

B1(u; v) = B2(F (u); F (v))

Uwaga 2 Je»eli Q : V ! K jest form¡ kwadratow¡, to zbiór:

O(Q) := fF 2 End(V ) : F jest ortogonalneg
jest grup¡. Nazywamy j¡ grup¡ ortogonaln¡ formy Q.

Przykªady:

(3) Je»eli Q : R3 ! R jest form¡ kanoniczn¡, to jej grup¦ ortogonaln¡
oznaczamyO(3). Grupa ta jest izomor�czna z grup¡ rzeczywistych macierzy
ortogonalnych stopnia 3.
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Uwaga 3 Je»eli dimV = n, je»eli Q : V ! K jest form¡ kwadratow¡ a
B : V � V ! K odpowiadaj¡c¡ jej form¡ 2-liniow¡ oraz odwzorowanie:

V 3 v 7! B(v; �) 2 KV
jest ró»nowarto±ciowe, to odwzorowanie det : O(Q) ! K n f0g jest
homomor�zmem grup. Jego j¡dro nazywamy specjaln¡ grup¡ ortogonaln¡
formy Q i oznaczamy SO(Q)

Przykªady:

(4) Je»eliQ : R3 ! R jest form¡ kanoniczn¡, to jej specjaln¡ grup¦ ortogonaln¡
oznaczamy SO(3) i nazywamy grup¡ obrotów.

Definicja 6 Struktur¦ algebraiczn¡ (g; [�; �]) nazywamy algebr¡ Liego, gdy g
jest przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem K, za± [�; �] : g � g ! g odwzorowaniem
2-linowym, zwanym nawiasem Liego lub komutatorem, o wªasno±ciach:

(i) [x; y] = �[y; x], dla x; y 2 g (antysymetria)

(ii) [x; [y; z]]+[y; [z; x]]+[z; [x; y]] = 0, dla x; y; z 2 g (to»samo±¢ Jacobiego)

Algebr¦ Liego (g; [�; �]) oznaczamy krótko g.

W naturalny sposób na teori¦ algebr Liego przenosz¡ si¦ poj¦cia podalgebry
Liego, homomor�zmu algebr Liego itp.
Przykªady:

(5) (End(V ); [�; �]) gdzie [F;H] := F �H�H �F jest algebr¡ Liego. Nazywamy
j¡ ogóln¡ liniow¡ algebr¡ Liego i oznaczamy gl(V ).

(6) (Mn
n (K); [�; �]) gdzie [A;B] := AB �BA jest algebr¡ Liego. Oznaczamy j¡

gl(n;K).

Teoria algebr Liego wi¡»e si¦ ±ici±le z teori¡ grup Liego. W tej teorii, któr¡
si¦ za chwil¦ zajmiemy, wyst¦puj¡ jedynie algebry Liego sko«czonego wymiaru.
Odt¡d zakªadamy, »e dim g = n. W tym przypadku oczywi±cie algebry Liego
gl(V ) i gl(n;K) s¡ izomor�czne.

Uwaga 4 Je»eli (g; [�; �]) jest algebr¡ Liego i (x1; : : : ; xn) jest baz¡ g, to:

(i) Komutator jest wyznaczony jednoznacznie przez warto±ci przyjmowane na
elementach xi; xj , i; j 2 f1; : : : ; ng

(ii) Niech:

[xi; xj ] =
nX
k=1

ckijxk

Elementy ckij 2 K nazywamy staªymi strukturalnymi lub generatorami
algebry Liego g, a powy»sze równo±ci zwi¡zkami komutacyjnymi.
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Maniera de�niowania algebr Liego za pomoc¡ ich generatorów jest szeroko
rozpowszechniona w±ród �zyków, dlatego warto o niej pami¦ta¢.

Jak wspomnieli±my, algebry Liego s¡ ±ci±le zwi¡zane z grupami Liego. Jest
to poj¦cie z pogranicza analizy i topologii. Niewybaczalnym grzechem byªaby
próba naszkicowania tej pi¦knej i bogatej teorii w ramach tak krótkiego refetatu,
ograniczymy si¦ zatem do teorii grup algebraicznych. Okazuje si¦, »e ka»da
grupa algebraiczna jest grup¡ Liego. Odt¡d zakªadamy, »e dim V = n
i K 2 fR;Cg.
Uwaga 5 Je»eli X i Y s¡ przestrzeniami liniowymi nad tym samym ciaªem i
dimX < +1, dimY < +1, to:

X �= Y wtw dimX = dimY

Odt¡d zakªadamy, »e V = Kn

Uwaga 6 Przestrze« V z norm¡ k � kn: V ! R dan¡ wzorem:

k (x1; : : : ; xn) kn=
nX
i=1

xixi

jest przestrzeni¡ Banacha. Mówi¡c o topologii w przestrzeni V b¦dziemy zawsze
mieli na my±li topologi¦ wyznaczon¡ przez t¦ norm¦.

Uwaga 7 Je»eli X i Y s¡ przestrzeniami Banacha nad tym samym ciaªem i
dimX < +1, to:

' : X ! Y jest liniowe wtw ' : X ! Y jest liniowe i ci¡gªe

Odt¡d zakªadamy, »e L(V; V ) = End(V )

Uwaga 8 Przestrze« End(V ) z norm¡ k � k: End(V )! R dan¡ wzorem:

k F k= supfk F (x1; : : : ; xn) kn: (x1; : : : ; xn) 2 V g
jest przestrzeni¡ Banacha. Mówi¡c o topologii w przestrzeni End(V ) b¦dziemy
zawsze mieli na my±li topologi¦ wyznaczon¡ przez t¦ norm¦.

Uwaga 9 Mówi¡c o topologii w grupie GL(V ) = Aut(V ) = GL(n;K) = fA 2
Mn
n (K) : detA 6= 0g b¦dziemy zawsze mieli na my±li topologi¦ indukowan¡

z przestrzeni End(V ). Podobna uwaga dotyczy wszystkich rozwa»anych dalej
podgrup grupy End(V ).

Definicja 7 Je»eli G � GL(V ) jest podgrup¡ grupy GL(V ), to zbiór:

f
(t) 2 G : t 2 [a; b]g
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gdzie 
 : R ! G jest pewnym odwzorowaniem, nazywamy krzyw¡. Krzyw¡
nazywamy krzyw¡ ró»niczkowaln¡, gdy odwzorowanie 
 jest ró»niczkowalne
w [a,b], to znaczy:^

t02[a;b]

_
't02L(R;End(V )) ĥ2R


(t0 + h)� 
(t0) = 't0(h) + r0(t0; h)

przy czym:
lim
h!0

k r(t0; h) k
jhj = 0

Odwzorowanie 't0 : R ! End(V ) nazywamy pochodn¡ odwzorowania 
 w
punkcie t0 i oznaczamy d


dt (t)jt=t0 . Odwzorowanie:

R 3 t0 7! d

dt

(t)jt = t0 2 L(R;End(V ))

nazywamy pochodn¡ odwzorowania 
 i oznaczamy d

dt .

Uwaga 10 Je»eli Y jest przestrzeni¡ Banacha, to L(R; Y ) �= Y

B¦dziemy zakªada¢, »e d

dt (t)jt=t0 2 End(V ) oraz d


dt : R! End(V )

Definicja 8 Je»eli G � GL(V ) jest podgrup¡ grupy GL(V ) i f
(t) 2 G :
t 2 [a; b]g jest krzyw¡ ró»niczkowaln¡, to endomor�zm d


dt (t)jt=t0 2 End(V )
nazywamy endomor�zmem stycznym do krzywej 
 w punkcie 
(t0).
Zbiór wszystkich endomor�zmów stycznych w punkcie g 2 G do wszystkich
krzywych ró»niczkowalnych z grupy G przechodz¡cych przez punkt g 2 G
nazywamy przestrzeni¡ styczn¡ do grupy G w punkcie g, a jej elementy
endomor�zmami stycznymi do grupy G w punkcie g 2 G.

Uwaga 11 Je»eliG � GL(V ) jest podgrup¡ grupyGL(V ), to przestrze« styczna
do grupy G w punkcie g 2 G jest przestrzeni¡ liniow¡.

Przykªady:

(7) Przestrzeni¡ styczn¡ do GL(V ) w punkcie idV 2 GL(V ) jest przestrze«
End(V ).

Uwaga 12 Je»eli F 2 End(V ) to szereg:
1X
n=0

1
n!F

n

jest zbie»ny. Jego sum¦ oznacza¢ b¦dziemy exp(F )

Uwaga 13 Je»eli F;H 2 End(V ) to zde�niujmy odwzorowanie  : R! End(V )
wzorem:

 (t) = exp(tF ) � exp(tH) � exp(�tF ) � exp(�tH)
Wówczas:
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•  (0) = idV

• d 
dt (t)jt=0 = 0

• d2 
dt2 (t)jt=0 = [F;H]

Wniosek 1 Je»eli G � GL(V ) jest podgrup¡ grupy GL(V ), to przestrze«
styczna do grupy G w punkcie idV 2 G ma naturaln¡ struktur¦ algebry Liego,
je»eli: ^

F - styczny do G w idV t̂2R
exp(tF ) 2 G

T¦ algebr¦ Liego nazywamy algebr¡ Liego grupy G i oznaczamy g.

Twierdzenie 1 Je»eli G � GL(V ) jest domkni¦t¡ podgrup¡ grupy GL(V ), to:^
F - styczny do G w idV t̂2R

exp(tF ) 2 G

Dowód tego twierdzenia jest trudny i wykorzystuje pewne nieelementarne
fakty z teorii zbiorów algebraicznych (geometrii algebraicznej).

Definicja 9 Je»eli P 2 K[X1; : : : ; Xn2 ] to funkcj¡ wielomianow¡ na Kn2

(na End(V )) nazywamy funkcj¦ P : Kn2 ! K dan¡ wzorem:

P

0B@264 a11 � � � a1n
... . . . ...
an1 � � � ann

3751CA = P (a11; : : : ; ann)

Definicja 10 Je»eli G � GL(V ) jest podgrup¡ grupy GL(V ), to nazywamy j¡
grup¡ algebraiczn¡, gdy istnieje ukªad funkcji wielomianowych fPi : i 2 Ig
taki, »e G jest zbiorem ich wspólnych miejsc zerowych.

Mo»na wykaza¢, »e dla grupy algebraicznejG istnieje sko«czony ukªad funkcji
wielomianowych, dla których G jest zbiorem wspólnych miejsc zerowych - dowód
jest trudny i wykorzystuje twierdzenie Hilberta o bazie.

Przykªady

(8) Grupy O(Q), SO(Q), SL(V ) s¡ grupami algebraicznymi.

Definicja 11 Ci¡gªy homomor�zm ' : R ! GL(V ) nazywamy
jednoparametrow¡ grup¡ automor�zmów przestrzeni liniowej V . Ci¡gªy
homomor�zm ' : R ! GL(V ) nazywamy jednoparametrow¡ podgrup¡
grupy liniowej G � GL(V ), gdy '(R) � G
Uwaga 14 (i) Dla ka»dego F 2 End(V ) odwzorowanie:

t 7! exp(tF )

jest jednoparametrow¡ grup¡ automor�zmów przestrzeni liniowej V .
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(ii) Dla ka»dej jednoparametrowej grupy automor�zmów ' : R! GL(V ):

{ ' jest ró»niczkowalne
{ Je»eli:

F := d'
dt

(t)jt=0

to:
'(t) = exp(tF )

Endomor�zm F nazywamy tworz¡c¡ lub generatorem
jednoparametrowej grupy automor�zmów przestrzeni liniowej '.

Twierdzenie 2 Je»eli G � GL(V ) jest grup¡ algebraiczn¡, a g jest jej algebr¡
Liego, to g jest zbiorem generatorów jednoparametrowych podgrup zawartych w
G.

Uwaga 15 Je»eli B : V � V ! K jest form¡ 2-liniow¡ oraz odwzorowanie:

V 3 v 7! B(v; �) 2 KV
jest ró»nowarto±ciowe, to endomor�zm F 2 End(V ) taki, »e:^

u;v2V
B(u; v) = B(F (u); B(v))

nazywamy endomor�zmem zachowuj¡cym form¦ B. Zbiór:

G(B) := fF 2 Aut(V ) : F zachowuje form¦ Bg
jest grup¡ i nazywamy j¡ grup¡ automor�zmów zachowuj¡cych form¦ B

Uwaga 16 G(B) jest grup¡ algebraiczn¡

Przykªady:

(9) Je»eli B : V � V ! K jest form¡ 2-liniow¡ odpowiadaj¡c¡ formie
kwadratowej Q, to G(B) = O(Q).

(10) Je»eli B : V �V ! K jest iloczynem skalarnym, to G(B) oznaczamy U(V )
i nazywamy grup¡ unitarn¡ przestrzeni V .

Uwaga 17 Je»eli B : V � V ! K jest form¡ 2-liniow¡ oraz odwzorowanie:

V 3 v 7! B(v; �) 2 KV
jest ró»nowarto±ciowe, je»eli ' : R ! GL(V ) jest jednoparametrow¡ grup¡
automor�zmów przestrzeni liniowej V a F 2 End(V ) jest generatorem grupy ',
to:
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' jest jednoparametrow¡ podgrup¡ grupy liniowej G(B) � GL(V )

wtw

(*) V
u;v2V B(F (u); v) +B(u; F (v)) = 0

Wniosek 2 Je»eli B : V � V ! K jest form¡ 2-liniow¡ oraz odwzorowanie:

V 3 v 7! B(v; �) 2 KV
jest ró»nowarto±ciowe, to algebr¡ Liego grupy G(B) jest:

g = g(B) := fF 2 End(V ) : F ma wªasno±¢ (*)g
Przykªady:

(11) Algebr¦ Liego grupy O(3) oznaczamy o(3) i nazywamy ortogonaln¡
algebr¡ Liego rz¦du 3.

(12) Algebr¡ Liego grupy SO(3) jest o(3).

(13) Algebr¦ Liego grupy SL(V ) oznaczamy sl(V ) i nazywamy specjaln¡
liniow¡ algebr¡ Liego. Je»eli V = Cn to stosujemy oznaczenie sl(n).

(14) Algebr¦ Liego grupy U(V ) oznaczamy u(V ) i nazywamy unitarn¡ algebr¡
Liego.

(15) Algebr¦ Liego grupy U(3)\SL(V ) oznaczamy su(V ) i nazywamy specjaln¡
unitarn¡ algebr¡ Liego. Je»eli V = Cn to stosujemy oznaczenie su(n)

Definicja 12 Je»eli g jest algebr¡ Liego nad ciaªem K, to homomor�zm algebr
Liego � : g! gl(V ) nazywamy reprezentacj¡ algebry Liego g w przestrzeni
liniowej V .

Uwaga 18 (i) Macierze:

R1 =

24 0 0 0
0 0 �1
0 1 0

35 ; R2 =

24 0 0 1
0 0 0
�1 0 0

35 ; R3 =

24 0 �1 0
1 0 0
0 0 0

35
tworz¡ baz¦ algebry Liego o(3).

(ii) Jednoparametrowe grupy generowane przez Ri, i 2 f1; 2; 3g maj¡ posta¢:

R 3 t 7! exp(tRi)
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na przykªad:

R 3 t 7!
24 1 0 0

0 cos t � sin t
0 sin t cos t

35 2 SO(3) � O(3)

Nazywamy je jednoparametrowymi grupami obrotów wokóª osi
Ox; Oy; Oz.

Uwaga 19 (i) Macierze:

S1 = 1
2

�
0 i
i 0

�
; S2 = 1

2

�
0 �1
1 0

�
; S3 = 1

2

�
i 0
0 �i

�
tworz¡ baz¦ algebry Liego su(2).

(ii) Jednoparametrowe grupy generowane przez Si, i 2 f1; 2; 3g maj¡ posta¢:

R 3 t 7! exp(tSi)

na przykªad:
R 3 t 7!

�
cos t2 i sin t

2
i sin t

2 cos t2

�
Uwaga 20 Macierze:

J+ = �(S2 + iS1); J� = (�S2 + iS1); J3 = �iS3

tworz¡ baz¦ algebry Liego sl(2)

Uwaga 21 SU(2) jest 2-krotnym nakryciem grupy SO(3), tj. istnieje
homomor�zm grupy SU(2) na SO(3) taki, »e ka»dy punkt z SO(3) jest obrazem
dokªadnie dwóch punktów z SU(2) i SU(2) jest lokalnie homeomor�czna z
SO(3)

Definicja 13 Endomor�zm Casimira reprezentacji � : sl(2) ! gl(V )
okre±lamy wzorem:

C� := �(�(S1)2 + �(S2)2 + �(S3)2)

W mechanice kwantowej C� nazywamy operatorem kwadratu momentu
p¦du, a �i�(Sk), k 2 f1; 2; 3g operatorami rzutów momentu p¦du na
osie wspóªrz¦dnych. Warto±ci wªasne endomor�zmu �(J3) nazywamy
warto±ciami rzutu momentu p¦du - przykªadowo dla opisu atomu wodoru
u»ywamy nazwy magnetyczna liczba kwantowa
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