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Referat wygloszony na éwiczeniach z Matematycznych Probleméw Fizyki dn. 9.1.2002r.

W roku 1928 Hermann Weyl w ksiazce Gruppentheorie und
Quantenmechanik jako pierwszy zwrécil uwage na znaczenie symetrii w opisie
zjawisk fizycznych. Od tego momentu datuje sie zywiolowy rozwdj nowoczesne;j
teorii grup, dla ktérej potrzeby fizykéw staly sie najpowazniejszym bodzcem
rozwojowym. Obecnie olbrzymi zasieg pojeé i metod teorii grup w fizyce sprawia,
ze teoria ta nie moze by¢ juz traktowana jako dzial matematyki, ktory interesuje
tylko specjalistow. Elementy teorii grup sa dzisiaj nieodzowna czeScig
wyksztalcenia fizyka teoretyka.

Celem niniejszego referatu jest podanie kilku podstawowych faktéw
dotyczacych algebry Liego grupy obrotéw o(3,R). Grupa ta ma ogromne
znaczenie w fizyce - wystarczy powiedzie¢, ze budowe atomu wodoru mozna
niemal calkowicie opisaé¢ w terminach reprezentacji algebry Liego o(3, R).

Niech V,Vq,...,V,, W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K.

DEFINICJA 1 Odwzorowanie F : Vi x ... XV, — W nazywamy n—liniowym,
gdy dla wszelkich i € {1,...,n} oraz (v1,...,0;-1,Vi41,-.-,0n) € VI X ... X
Vic1 X Vig1 X ... XV, odwzorowanie

edgeV; 3 v F(v1,...,0i-1,0,0i41,-..,Up) € W
jest liniowe.

DEFINICIA 2 Odwzorowanie n—liniowe F : V x ... xV — K nazywamy forma
n—liniowq.

DEFINICJA 3 Odwzorowanie @ : V — K nazywamy forma kwadratows, gdy:
(i) Q) = N2Q(v), dlav eV, A € K
(i) Odwzorowanie:

V xV 3 (vy,v2) — B(vy,v2) := %(Q('Ul +v2) — Q(v1), —Q(v2)) €K

jest 2-liniowe.



Uwaga 1 Jezeli Q : V — K jest formg kwadratowa, to odwzorowanie:
V xV 3 (vy1,v2) — B(v1,v2) € K

jest forma 2-liniowa. Nazywamy ja formg 2—liniowg odpowiadajgcg formie
kwadratowej Q.

Przyktady:
(1) Odwzorowanie @ : R* — R dane wzorem:

3

Q(Ilax27x3) = Zx?

i=1

jest forma kwadratowa. Nazywamy ja forma kanoniczng. Odpowiadajaca
jej forma dwuliniowa wyraza sie wzorem:

3
B((z1,22,23), (Y1,Y2, ¥3)) = inyi
i=1

DEFINICIA 4 JeZeli Q : V — K jest formq kwadratowg a B : V xV — K
odpowiadajgeq jej formg 2-liniowq, to wektory wu,v € 'V  nazywamy
ortogonalnymi wzgledem formy Q, gdy B(u,v) =0

Przyktady:

(2) Jezeli Q : R® — R jest formg kanoniczng, to ortogonalno$é wzgledem tej
formy jest po prostu zwykla ortogonalnoscia.

DEFINICIA 5 JeZeli Q1 : Vi — K jest formq kwadratowg a By : Vi x Vi — K
odpowiadajgcq jej formq 2-liniowq oraz Qo : Vo — K jest formqg kwadratowg a
By : Vo x Vo — K odpowiadajgcq jej forma 2-liniowq, to odwzorowanie liniowe
F: Vi — Va nazywamy ortogonalnym wzgledem form @1, Q2, gdy:

/\ Bl(u, U) == BZ(F(U)vF(U»

uWEVY
Uwaga 2 Jezeli Q : V — K jest formg kwadratowa, to zbiér:
O(Q) :={F € End(V) : F jest ortogonalne}
jest grupa. Nazywamy ja grupg ortogonalng formy Q.
Przyktady:

(3) Jezeli Q : R® — R jest formg kanoniczng, to jej grupe ortogonalna
oznaczamy O(3). Grupa ta jest izomorficzna z grupa rzeczywistych macierzy
ortogonalnych stopnia 3.



Uwaga 3 Jezeli dimV = n, jezeli Q : V — K jest forma kwadratowa a
B :V xV — K odpowiadajaca jej forma 2-liniowa oraz odwzorowanie:

Vv~ Bv,-) eKY

jest réznowartosciowe, to odwzorowanie det : O(Q) — K \ {0} jest
homomorfizmem grup. Jego jadro nazywamy specjalng grupg ortogonalng
formy @ i oznaczamy SO(Q)

Przyktady:
(4) Jezeli Q : R® — R jest forma kanoniczna, to jej specjalna grupe ortogonalna

oznaczamy SO(3) i nazywamy grupg obrotéw.

DEFINICJA 6 Strukture algebraiczng (g, [-,-]) nazywamy algebra Liego, gdy g
jest przestrzeniq liniowg nad cialem K, za$ [-,+] : g X g — g odwzorowaniem
2-linowym, zwanym nawiasem Liego lub komutatorem, o wlasnosciach:

(i) [z,y] = —[y,z], dla z,y € g (antysymetria)
(i1) [z, [y, 2]]+]y, [z, ]| 4]z, [z, y]] =0, dlaz,y, z € g (tozsamosé Jacobiego)
Algebre Liego (g, -, ']) oznaczamy krétko g.
W naturalny sposéb na teorie algebr Liego przenosza sie pojecia podalgebry

Liego, homomorfizmu algebr Liego itp.
Przyktady:

(5) (End(V),[-,+]) gdzie [F, H] := FoH — HoF jest algebra Liego. Nazywamy
ja ogblng liniowa algebra Liego i oznaczamy gl(V).

(6) (MI(K),[,]) gdzie [A, B] := AB — BA jest algebra Liego. Oznaczamy ja
gl(n, K).

Teoria algebr Liego wiaze sie §icisle z teorig grup Liego. W tej teorii, ktora
sie za chwile zajmiemy, wystepuja jedynie algebry Liego skonczonego wymiaru.
Odtad zakladamy, ze dimg = n. W tym przypadku oczywiscie algebry Liego
gl(V) i gl(n,K) sa izomorficzne.

Uwaga 4 Jezeli (g, [-,-]) jest algebra Liego i (z1,...,z,) jest baza g, to:

(i) Komutator jest wyznaczony jednoznacznie przez warto$ci przyjmowane na
elementach z;,z;, 1,5 € {1,...,n}

(ii) Niech:

n
[, x;] = Z ci-cjack
k=1

Elementy cfj € K nazywamy stalymi strukturalnymi lub generatorami
algebry Liego g, a powyzsze rownosci zwigzkami komutacyjnymi.



Maniera definiowania algebr Liego za pomocg ich generatoréow jest szeroko
rozpowszechniona wéréd fizykéw, dlatego warto o niej pamietaé.

Jak wspomnielismy, algebry Liego sa Scisle zwiazane z grupami Liego. Jest
to pojecie z pogranicza analizy i topologii. Niewybaczalnym grzechem bylaby
préba naszkicowania tej pieknej i bogatej teorii w ramach tak krotkiego refetatu,
ograniczymy sie zatem do teorii grup algebraicznych. Okazuje sie, ze kazda
grupa algebraiczna jest grupa Liego. Odtad zakladamy, ze dimV =n
iK e {R,C}.

Uwaga 5 Jezeli X i Y sa przestrzeniami liniowymi nad tym samym cialem i
dim X < 400, dimY < 400, to:

X=2Y wtw dimX =dimY

Odtad zakladamy, ze V = K"

Uwaga 6 Przestrzen V z norma || - [|,: V — R dana wzorem:

n
| (@1, ) =Y 27
i=1

jest przestrzenia Banacha. Méwiac o topologii w przestrzeni V bedziemy zawsze
mieli na mysli topologie wyznaczona przez t¢ norme.

Uwaga 7 Jezeli X 1 Y sg przestrzeniami Banacha nad tym samym cialem i
dim X < 400, to:

¢ : X — Y jest liniowe wtw ¢ : X — Y jest liniowe i ciagle

Odtad zakladamy, ze L(V,V) = End(V)

Uwaga 8 Przestrzen End(V) z norma || - ||: End(V) — R dana wzorem:
I {l=sup{| F(z1, ..o 20) [ln: (21, 20) €V}

jest przestrzenia Banacha. Méwiac o topologii w przestrzeni End(V') bedziemy
zawsze mieli na mysli topologie wyznaczona przez te norme.

Uwaga 9 Moéwiac o topologii w grupie GL(V) = Aut(V) = GL(n,K) = {A €
MM(K) : det A # 0} bedziemy zawsze mieli na mysli topologie indukowana
z przestrzeni End(V'). Podobna uwaga dotyczy wszystkich rozwazanych dalej
podgrup grupy End(V).

DEFINICIJA 7 Jezeli G C GL(V) jest podgrupg grupy GL(V), to zbidr:

{7(t) € Gt € [a,b]}



gdzie v : R — G jest pewnym odwzorowaniem, nazywamy krzywa. Krzywg
nazywamy krzywa rézniczkowalna, gdy odwzorowanie v jest rozniczkowalne
w [a,b], to znaczy:
/\ \/ /\ Y(to + h) —(to) = @10 (h) + ro(to, k)
to€la,b] o, e L(R,End(v)) heR
przy czym:
[ r(to, h) |l

lim

—0
h—0 ‘h|

Odwzorowanie ¢y, : R — End(V) nazywamy pochodng odwzorowania v w
punkcie ty i oznaczamy %}(t)\t:to. Odwzorowanie:

d
R > to — d—Z(t)\t — to € L(R,End(V))

nazywamy pochodng odwzorowania v i oznaczamy Z—Z.
Uwaga 10 Jezeli Y jest przestrzenia Banacha, to L(R,Y) @Y

Bedziemy zakladaé, ze %X (t)|;—y, € End(V) oraz 4 : R — End(V)

DEFINICJA 8 Jezeli G C GL(V) jest podgrupg grupy GL(V) i {y(t) € G :
t € [a,b]} jest krzywq rdéiniczkowalng, to endomorfizm %}(tﬂt:to € End(V)
nazywamy endomorfizmem stycznym do krzywej v w punkcie v(tg).
Zbior wszystkich endomorfizméw stycznych w punkcie g € G do wszystkich
krzywych rézniczkowalnych z grupy G przechodzgcych przez punkt g € G
nazywamy przestrzenia styczng do grupy G w punkcie g, a jej elementy
endomorfizmami stycznymi do grupy G w punkcie g € G.

Uwaga 11 Jezeli G € GL(V) jest podgrupa grupy GL(V), to przestrzen styczna
do grupy G w punkcie g € G jest przestrzenia liniowa.

Przyktady:

(7) Przestrzenia styczng do GL(V) w punkcie idy € GL(V) jest przestrzen
End(V).
Uwaga 12 Jezeli F € End(V) to szereg:
o0
1
> —F"
n=0
jest zbiezny. Jego sume oznaczaé bedziemy exp(F’)
Uwaga 13 Jezeli F, H € End(V) to zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : R — End(V)

wzorern:

Y(t) = exp(tF) o exp(tH) o exp(—tF) o exp(—tH)

Woéwezas:



o ¥(0) = idy
o« L(t))im0 =0

o TE())mo = [F, H]

dt2

Whniosek 1 Jezeli G € GL(V) jest podgrupa grupy GL(V), to przestrzen
styczna do grupy G w punkcie idy € G ma naturalng strukture algebry Liego,

jezeli:
/\ /\ exp(tF) € G
F - styczny do G w idy teR
Te algebre Liego nazywamy algebra Liego grupy G i oznaczamy g.
TWIERDZENIE 1 JeZeli G C GL(V') jest domknietq podgrupe grupy GL(V), to:
/\ /\ exp(tF) € G
F - styczny do G w idy teR

Dowdd tego twierdzenia jest trudny i wykorzystuje pewne nieelementarne
fakty z teorii zbioréw algebraicznych (geometrii algebraicznej).

DEeFINICJA 9 Jezeli P € K[X;,...,X,2] to funkcja wielomianowg na K™
2
(na End(V)) nazywamy funkcje P : K" — K dang wzorem:

[an st Qin -‘
P : ‘. : =:}j(a11,...,ann)

[ ap1 - Gpn J

DEFINICJA 10 Jezeli G C GL(V) jest podgrupg grupy GL(V'), to nazywamy jqg
grupg algebraiczna, gdy istnieje uklad funkcji wielomianowych {P; : i € I}
taki, Ze G jest zbiorem ich wspdlnych miejsc zerowych.

Mozna wykazaé, ze dla grupy algebraicznej G istnieje skoniczony uktad funkcji
wielomianowych, dla ktérych G jest zbiorem wspélnych miejsc zerowych - dowdd
jest trudny i wykorzystuje twierdzenie Hilberta o bazie.

Przyktady
(8) Grupy O(Q), SO(Q), SL(V') sa grupami algebraicznymi.

DEFINICJA 11 Ciggly homomorfizm ¢ : R —  GL(V) nazywamy
jednoparametrowsg grupa automorfizmdéw przestrzeni liniowej V. Ciggly
homomorfizm ¢ : R — GL(V) nazywamy jednoparametrowa podgrupa
grupy liniowej G C GL(V), gdy ¢(R) C G

Uwaga 14 (i) Dla kazdego F' € End(V') odwzorowanie:
t — exp(tF)

jest jednoparametrowg grupg automorfizméw przestrzeni liniowej V.



(ii) Dla kazdej jednoparametrowej grupy automorfizméw ¢ : R — GL(V):

— ¢ jest rozniczkowalne
— Jezeli:

d
F:jﬁmﬁo

to:
¢(t) = exp(tF)

Endomorfizm F nazywamy tworzaca lub generatorem
jednoparametrowej grupy automorfizméw przestrzeni liniowej ¢.

TWIERDZENIE 2 JeZeli G C GL(V) jest grupq algebraiczng, a g jest jej algebrg
Liego, to g jest zbiorem generatorow jednoparametrowych podgrup zawartych w

G.
Uwaga 15 Jezeli B:V x V — K jest forma 2-liniowa oraz odwzorowanie:
Vv Bw,-) eKY

jest réznowartosciowe, to endomorfizm F' € End(V) taki, ze:

A B(u,v) = B(F(u), B(v))

u eV
nazywamy endomorfizmem zachowujacym forme B. Zbiér:
G(B) :={F € Aut(V) : F zachowuje forme B}
jest grupa i nazywamy ja grupa automorfizméw zachowujacych forme B
Uwaga 16 G(B) jest grupa algebraiczna
Przyktady:

(9) Jezeli B : V xV — K jest forma 2-liniowg odpowiadajacg formie
kwadratowej @, to G(B) = O(Q).

(10) Jezeli B : VxV — K jest iloczynem skalarnym, to G(B) oznaczamy U (V)
i nazywamy grupa unitarng przestrzeni V.

Uwaga 17 Jezeli B: V x V — K jest forma 2-liniowa oraz odwzorowanie:
Vv Bv,-) eKY

jest réznowartosciowe, jezeli ¢ : R — GL(V) jest jednoparametrowa grupa
automorfizméw przestrzeni liniowej V a F € End(V) jest generatorem grupy ¢,
to:



@ jest jednoparametrowq podgrupg grupy liniowej G(B) C GL(V)
witw

(") Nuwev B(F(u),v) + B(u, F(v)) = 0
Whiosek 2 Jezeli B:V x V — K jest forma 2-liniowa oraz odwzorowanie:
Vv Bv,-) eKY
jest réznowartosciowe, to algebra Liego grupy G(B) jest:
g =9¢(B) :={F € End(V) : F ma wlasnos¢ (*)}
Przyktady:

(11) Algebre Liego grupy O(3) oznaczamy o(3) i nazywamy ortogonalng
algebrag Liego rzedu 3.

(12) Algebra Liego grupy SO(3) jest o(3).

(13) Algebre Liego grupy SL(V) oznaczamy sl(V) i nazywamy specjalnag
liniowg algebra Liego. Jezeli V = C" to stosujemy oznaczenie sl(n).

(14) Algebre Liego grupy U (V') oznaczamy u(V') i nazywamy unitarna algebra
Liego.

(15) Algebre Liego grupy U(3)NSL(V') oznaczamy su(V') i nazywamy specjalng
unitarng algebra Liego. Jezeli V = C" to stosujemy oznaczenie su(n)

DEFINICIA 12 JeZeli g jest algebrq Liego nad cialem K, to homomorfizm algebr
Liego m : g — gl(V) nazywamy reprezentacjg algebry Liego g w przestrzeni
liniowej V.

Uwaga 18 (i) Macierze:

P Bl I

[01 oJ

tworza baze algebry Liego 0(3).
(ii) Jednoparametrowe grupy generowane przez R;, i € {1,2,3} maja postaé:

R >t — exp(tR;)



na przyktad:

[ 1 0 0 ]
Ro>t— | 0 cost —sint | € SO(3) C O(3)
[ 0 sint cost J

Nazywamy je jednoparametrowymi grupami obrotéw wokél osi

O0z,0y,0..

Uwaga 19 (i) Macierze:

S RIS F R
tworza baze algebry Liego su(2).
(ii) Jednoparametrowe grupy generowane przez S;, i € {1, 2,3} maja postaé:
R >t — exp(tS;)

na przyktad: . .
cos= tsing

2 2
isint cosi ]

]RB)H—)[
2 2

Uwaga 20 Macierze:
Tt = —(Sy+iS1),J7 = (=S +iS),J* = —iSs
tworza baze algebry Liego sl(2)

Uwaga 21 SU(2) jest 2-krotnym nakryciem grupy SO(3), tj. istnieje
homomorfizm grupy SU(2) na SO(3) taki, ze kazdy punkt z SO(3) jest obrazem
dokladnie dwéch punktéw z SU(2) i SU(2) jest lokalnie homeomorficzna z
SO(3)

DEeFINICJA 13 Endomorfizm Casimira reprezentacji m : sl(2) — gl(V)
okreslamy wzorem:

Cr = —(m(S1)? +7(S2)? + 7(S3)?)

W mechanice kwantowej Cr nazywamy operatorem kwadratu momentu
pedu, a —in(Sk), k € {1,2,3} operatorami rzutéw momentu pedu na
osie wspoélrzednych. Wartosci wlasne endomorfizmu w(J3) nazywamy
wartos$ciami rzutu momentu pedu - przykladowo dla opisu atomu wodoru

uzywamy nazwy magnetyczna liczba kwantowa
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