KILKA SEOW O ALGEBRZE ROZNICZKOWEJ

PAWEL. GLADKI

1. PODSTAWOWE WIADOMOSCI O PIERSCIENIACH ROZNICZKOWALNYCH
1.1. Rézniczkowania.

Definicja 1.11. Rézniczkowaniem w pierscieniu A nazywamy odwzorowanie
"t A — A spelniajgce warunki:

(1) (a+b) =d +¥V, abeA,

(2) (ab) =a’b+al/, a,be A
Ponadto oznaczamy: (a') =d”, ((a')) =d", ..., ((d')...) =a™.

Uwaga 1.1.1. Dla dowolnego piericienia A i rézniczkowania ': A — A zachodzq
zwiqzki:
(1) (wzér Leibniza) (ab)™ =37 _, (Z) a"kpk a,b € A,

(2) (@) =na™ld/, ac€A,
(3) 1’=0,01le A ]est pierscieniem z jedynkq,
(4) (@'Y =—a"'da™', a€ A, oilea jest odwracalny.

Dowéd. Cw. O

Twierdzenie 1.1.1. Niech A bedzie pierscieniem calkowitym, ': A — A réznicz-
kowaniem. Wdéwczas istnieje dokladnie jedno przedluzenie rézniczkowania’ na cialo
ulamkdéw (A) pierscienia A.

Dowdd. Por. [1] str. 7. |
1.2. PierScienie rézniczkowalne.

Definicja 1.21. PierScieniem rézniczkowalnym  nazywamy  pierscien
przemienny z jedynkq, w ktérym okreslono pewne rézniczkowanie.

Przyktady:
(1) Niech A bedzie dowolnym pierscieniem przemiennym z jedynka, a rézniczko-
wanie niech bedzie okre$lone wzorem:

a =0, acA.

Jest to pierécien rézniczkowalny.

(2) Niech D*°(C) bedzie pierscieniem funkcji zespolonych nieskoficzenie wiele razy
rozniczkowalnych, a rézniczkowanie bedzie okreslone w zwykly sposéb. Jest
to pierscien rézniczkowalny.

(3) Niech I(C) bedzie pierscieniem funkcji zespolonych catkowitych, a réznicz-
kowanie bedzie okreslone w zwykly sposob. Jest to pierécien rézniczkowalny.
Jest to tez pierdcien catkowity.
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(4) Niech M (C) bedzie pierscieniem funkcji zespolonych meromorficznych, a réz-
niczkowanie bedzie okreslone w zwykly sposéb. Jest to pierscien rézniczko-
walny. Jest to ciato utamkow pierscienia I(C).

(5) Niech A(C) bedzie pierscieniem funkcji zespolonych analitycznych, a réznicz-
kowanie bedzie okreslone w zwykly sposéb. Jest to pierscien rézniczkowalny.

(6) Niech A bedzie pierdcieniem rézniczkowalnym. Rézniczkowanie z tego piers-
cienia rozszerzamy na pierécien A[X] definiujac X’ jako dowolny element,
a (X™) = nX" 1X’. Jest to piericien rézniczkowalny. Wobec twierdzenia
1.1.1 réwniez A(X) jest pierscieniem rézniczkowalnym.

(7) Niech A bedzie pierécieniem rézniczkowalnym. W pierécieniu A[{X;}ics] wie-
lomianéw nieskonczenie wielu zmiennych definiujemy:

Xi = Xiy1
i oznaczamy:
Xo=X, X,=Xm,

Otrzymany pierécien rézniczkowalny oznaczamy A{X} i nazywamy piers-
cieniem rézniczkowalnych wielomianéw zmiennej X, a opisany wyzej
proces dolaczeniem zmiennej rézniczkowalnej. Jezeli A jest cialem,
to A{X} jest pierscieniem calkowitym i jako taki ma cialo ulamkéw, ktére
oznaczamy A < X > i nazywamy cialem rézniczkowalnych funkcji wy-
miernych zmiennej X. Analogicznie definiujemy pierscienie rézniczkowal-
nych wielomianéw wielu zmiennych A{Xy,...,X,} i ciala rézniczkowalnych
funkcji wymiernych wielu zmiennych A < Xq,...,X, >.

Uwaga 1.2.1. Niech A bedzie pierscieniem rézniczkowalnym.
(1) Zbior:
C={acA:d =0}
jest podpierscieniem pierscienia A.
(2) Jezeli A jest cialem, to zbidr:
C={acA:d =0}
jest podcialem ciala A.

Dowéd. Cw. O

Definicja 1.22. Niech A, B bedq pierscieniami rézniczkowalnymi.
(1) Podpierscien
C={acA:d =0}
nazywamy pierScieniem stalych pierscienia A.
(2) Ideal I < A nazywamy idealem rézniczkowalnym, jezeli
/\ acl=ad el
acA
(3) Homomorfizm ¢: A — B nazywamy homomorfizmem rézniczkowalnym,
jezeli

N\ ¢(d) = (d(a))"

a€cA
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Uwaga 1.2.2. Niech A bedzie pierscieniem rézniczkowalnym, I < A idealem rdz-
niczkowym. Wowczas pierscien ilorazowy A/I jest dobrze okreslonym pierscieniem
rozniczkowalnym, gdzie:

(a+I) =d +1
Dowéd. Cw. |
Twierdzenie 1.2.1. Niech A, B bedq pierscieniami rézniczkowalnymi, ¢: A — B

homomorfizmem rozniczkowalnym. Wowczas ker ¢ jest idealem rézniczkowalnym,
A/I pierscieniem rézniczkowalnym oraz A/I = Img.

Dowéd. Cw. d

1.3. Idealy radykalne.

Uwaga 1.3.1. Niech A bedzie piericieniem, I < A idealem. Zbior
{a € A: \/ a eI}
neN

jest idealem pierscienia A.

Dowéd. Cw. O

Definicja 1.31. Niech A bedzie pierscieniem, I <1 A idealem.
(1) Ideal
{a € A: \/ a eI}
neN
nazywamy radykatem idealu I i oznaczamy rad 1.

(2) Ideal I nazywamy ideatem radykalnym, jezeli I = radI.

Uwaga 1.3.2. Przekroj radykalnych idealow réziniczkowalnych jest radykalnym i-
dealem rézniczkowalnym.

Dowdd. Cw.

Wskazdéwka: Udowodnié, ze jezeli I jest radykalnym idealem rézniczkowalnym
oraz a,b € I, to ab’ € I oraz a’b € I. Wykorzystujac ten fakt pokazaé, ze jesli I jest
radykalnym ideatem rézniczkowalnym i S C A, to zbiér

{reA:xSCI}

jest radykalnym idealem rézniczkowalnym. O

Definicja 1.32. Niech A bedzie piericieniem rézZniczkowalnym, niech S C A. Naj-
mniejszy radykalny ideal réziniczkowy zawierajgcy zbior S nazywamy radykalnym
idealem rézniczkowalnym generowanym przez zbior S i oznaczamy {S}.

Uwaga 1.3.3. Niech A bedzie pierscieniem rézZniczkowalnym, niech S, T C A.
Wowezas {S}H{T} c {ST}.

Dowéd. Cw. O
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1.4. Algebry Ritta.

Definicja 1.41. Algebra Ritta nazywamy pierscien réziniczkowalny zawierajgcy
ciato liczb wymiernych.

Twierdzenie 1.4.1. Niech A bedzie algebrg Ritta, I idealem rézniczkowalnym.
Wowczas rad I jest radykalnym idealem rézniczkowalnym.

Dowéd. Cw.
W skazdéwka: Udowodnié najpierw, ze jezelia € Aia™ € I, to (a')?* '€ 1. O

Powyzsze twierdzenie nie jest na ogdl prawdziwe w dowolnym pierécieniu réz-
niczkowalnym - stosowny przyktad por. [1].

2. TWIERDZENIE O BAZIE I JEGO ZASTOSOWANIA

2.1. Twierdzenie o bazie. Twierdzenie Hilberta o bazie orzeka, ze jesli pierscien
R jest noetherowski, to réwniez pierécien R[X] taki jest; innymi stowy, jezeli w
R spelniony jest warunek wstepujacego lancucha idealdéw, to jest on spelniony
réwniez w pierscieniu R[X]| powstalym przez dodanie do pierscienia R elementu
algebraicznie niezaleznego. Rézniczkowym analogonem tego twierdzenia jest naste-
pujace:

Twierdzenie 2.1.1 (Ritta - Rodenbacha o bazie). Niech R bedzie algebrq Ritta,
w ktorej kazdy wstepujacy lancuch radykalnych idealow rézniczkowalnych jest skon-
czony. Wowczas w algebrze Ritta R{X} réziniczkowalnych wielomiandw zmiennej
X kazdy wstepujgacy lancuch radykalnych idealéow rézniczkowalnych jest skonczony.

Dowdd. Por. [1] str. 59 - 63. O

Whniosek 2.1.1. Niech R bedzie algebrg Ritta, w ktorej kazdy wstepujgcy lancuch
radykalnych idealéow rozniczkowalnych jest skonczony. Wowczas w algebrze Ritta
R{X1,...,X,} rézniczkowalnych wielomianéw zmiennych X1,... , X, kaZdy wste-
pujacy lancuch radykalnych idealéw rozniczkowalnych jest skoriczony.

2.2. Uklady réwnan rézniczkowych.

Definicja 2.21. Algebraicznym réwnaniem rézniczkowym nad cialem roz-
niczkowalnym F nazywamy rownanie powstale przez przyrownanie do zera rézinicz-
kowalnego wielomianu o wspdlczynnikach z ciata F'.

Twierdzenie 2.2.1. Dla dowolnego nieskonczonego uktadu algebraicznych réwnan
rézniczkowych nad ciatem rézniczkowalnym F' charakterystyki 0 o skoniczonej liczbie
zmiennych rézniczkowalnych istnieje skonczony poduklad, ktorego rozwigzania pok-
rywajq sie z rozwigzaniami wyjsciowego ukladu.

Dowéd. Cw. O
2.3. Twierdzenie o rozkladzie.

Twierdzenie 2.3.1. Niech R bedzie pierscieniem rozniczkowalnym, w ktérym kaz-
dy wstepujacy tancuch radykalnych ideatow rozniczkowalnych jest skorczony. Wow-
czas kazdy radykalny ideal rozniczkowalny mozna przedstawié¢ jako przekroj skon-
czonej liczby ideatow pierwszych i rézniczkowalnych.

W szczegolnosci, jezeli F jest cialem rézniczkowalnym charakterystyki 0, to w
pierscieniu F{X1, ..., X,} rézniczkowalnych wielomiandéw zmiennych X1, ..., X,
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kazdy radykalny ideal rozZniczkowalny mozna przedstawic¢ jako przekrdj skornczonej
liczby ideatow pierwszych i rozniczkowalnych.

Dowdd. Por. [1] str. 64. O

Twierdzenie 2.3.2. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z jedynkq. JeZeli
ideal I ma dwa nieskracalne (tj. takie, z ktdrych nie mozna usungé Zadnego czyn-
nika) przedstawienia w postaci przekroju idealéw pierwszych:

I=PN..NP-=Q:1N...NQ,
tor = s i- po ewentualnej zmianie numeracji - P; = Q;.
Dowdd. Fakt ogdlny. O
2.4. Zastosowanie do réwnan o jednej niewiadomej.

Twierdzenie 2.4.1. Niech F bedzie cialem rézniczkowalnym charakterystyki 0,
niech A bedzie wielomianem rézniczkowalnym jednej zmiennej X stopnia n, niech
S = 24 Wowczas zbidr

ay () -
J=1{BeF{X}:BSc{A}}

jest idealem pierwszym i rézniczkowalnym. Ponadto, jezeli {A,S} = Py N ...N
P, jest nieskracalnym przedstawieniem idealu {A, S} w postaci przekroju idealdw
pierwszych i réiniczkowalnych, to w nieskracalnym przedstawieniu idealu {A} w
postaci przekroju idealéow pierwszych i rozniczkowalnych wystepuje ideat J i niektérw
z idealéw Py, ..., Py.

Dowdd. Por. [1] str. 65 - 67. O

Przyktady:

(1) Niech F =C, A= (X')? —4X. Wéwczas S = 2X’. Zauwazmy, ze {4, S} jest
maksymalny (éw.), a zatem pierwszy. Niech J = {B € C{X} : BS € {A}}.
Zauwazmy, ze X' ¢ J; istotnie, przypusémy, ze X' € J. Wéwezas, skoro
X" € {4,8}, to X’ € {A}. Wobec tego A|X’ (¢éw.), co doprowadza nas do
sprzecznosci. Dalej, zauwazmy, ze skoro A’ = 2X'(X" —2) € {A} oraz J jest
pierwszy, to X” —2 € J. Ponadto K = {(X’)?~4X, X" —2} C J jest ideatem
pierwszym (éw.). Oczywiscie {A} = J N {A,S} N K. Stad i z poprzedniego
twierdzenia wynika, ze {A} = {4, S} N K jest nieskracalnym przedstawieniem
idealu {A} w postaci przekroju idealéw pierwszych i maksymalnych.

Rozwiazmy teraz réownanie (X’)? — 4X = 0. Jezeli t jest rozwiazaniem, to
2t/ =0 lub ¢ — 2 = 0. Zatem ¢/ = 0 lub ¢’ = 2, skad - co latwo sprawdzié¢ -
t=01lubt=(y+c)*
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