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Wstep

W niniejszej pracy zajmiemy sie jednym z wariantéw 17-tego Problemu Hilberta.
Przypomnijmy, ze w oryginale stawial on nastepujace pytanie: czy jezeli wielomian
f € R[Xq, ..., X,,] przyjmuje wartosci nieujemne, to jest suma kwadratéow funkeji wy-
miernych? Problem ten w 1927 roku pozytywnie rozwigzal Artin w klasycznej pracy
[1], ktéra dzi$§ uwazana jest za poczatek rozwoju rzeczywistej geometrii algebraicz-
nej. Od tego czasu 17-ty Problem Hilberta znalazt wiele uogélnien. W szczegdlnosci
mozna sie zastanawiac¢, co sie stanie, jezeli warunek ,f > 0”7 zastapimy ,f > 0 na
zwartym zbiorze semialgebraicznym”.

Zdefiniujmy wersje 17-tego Problemu Hilberta, ktora bedziemy sie zajmowac,
bardziej formalnie. W tym celu wprowadzmy kilka oznaczen. Dla uproszczenia no-
tacji w pracy tej bedziemy pisa¢ R[X] dla oznaczenia pierscienia R[ X7, ...X,], Q[X]
dla oznaczenia pierscienia Q[X7, ...X,,] itp. Symbol X (odpowiednio z) bedzie nato-
miast oznaczal uporzadkowana n-ke (X7, ...X,,) ((z1,...2,), odpowiednio).

Niech S bedzie skoriczonym podzbiorem R[X], natomiast Y R[X]? niech oznacza
zbior wszystkich sum kwadratéw elementéw pierscienia R[X] oraz > Q[X]? oznacza

zbior wszystkich sum kwadratéw elementéw pierdcienia Q[X|. Niech

Ks={r € R": gi(2) > 0,.... gn() > 0}

bedzie zbiorem semialgebraicznym wyznaczonym przez zbiér S oraz niech

Ty — {Zg g ie=(e1, . em) €{0,1}" 0. € ZR[XF}

bedzie preporzadkiem generowanym przez zbiér S, gdzie ¢¢ := g7, ..., 5. Ponadto,

niech
Mg = {Uo + 0191+ ... + OpGm 1 0; € ZR[X]Q}

bedzie modutem kwadratowym generowanym przez zbiér S. Przypomnijmy tez, ze

zbiér A C R[X] nazywamy zbiorem archimedesowym jezeli

/\ \/b+n€A.

bER[X] nEN

Prawdziwe sa dwa klasyczne twierdzenia:
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Twierdzenie 1 (Schmiidgen). Niech Kg bedzie zbiorem zwartym. Jezeli f € R[X]
oraz f(x) >0 dlax € Kg to f € Ts

Twierdzenie 2 (Putinar). Niech modul kwadratowy Mg bedzie zbiorem archimede-
sowym. Jesli f € R[X] oraz f(z) >0 dlaxz € Kg to f € Mg.

Oczywiscie Mg C Tg, tak wiec twierdzenie Putinara jest rezultatem subtel-
niejszym, niz twierdzenie Schmiidgena, nie moze jednak by¢ traktowane jako je-
go uogoblnienie: mozna skonstruowaé przyktady zwartych zbioréw Kg, dla ktorych
modul kwadratowy Mg nie jest archimedesowy [4][Example 7.3.1]. Okazuje sie, ze
prawdziwe sg tez twierdzenia odwrotne do powyzszych. Tym samym twierdzenia
Schmiidgena i Putinara dostarczaja kryteriéw potwierdzajacych, ze dany wielomian
jest dodatni na zbiorze Kg — kryteria te nazwane zostaly przez Powers certyfikatami
dodatniosci”.

Gloéwnym celem niniejszej pracy bedzie sformutowanie i udowodnienie tak zwa-
nego ,wymiernego certyfikatu dodatniosci” dla twierdzenia Putinara. Bedziemy roz-

2

wazali sytuacje, gdy w zatozeniu twierdzenia Putinara warunek ,f € R[X]” zasta-

2

pimy warunkiem . f € Q[X]” i sprobujemy odpowiedzie¢ na pytanie czy w takiej
sytuacji mozna pokazac, ze f jest elementem pewnego modutu kwadratowego M
w pierdcieniu Q[X|, a wiec czy wielomian f mozna przedstawié¢ jako kombinacje
liniowg,

f=00+0191+ ... + OmIm

dla pewnych g, ..., gm € Q[X] oraz oy, ...,0m, € >, Q[X]?>. W istocie tak jest, o ile
dla pewnego N € N wielomian N — " 27 jest elementem modutu kwadratowego M.

Doktadniej, udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3. Niech S C Q[X] oraz niech N € N bedzie takie, ze N—Y x? € Msg.
Jesli f(x) € Q[X] oraz f(x) > 0, dla wszystkich v € Kg, to istniejg og,...,0m,0 €
STQ[X? takie, ze:

f= Uo+0191+~-+0m9m+‘7(N_Z$?)'

Dowdd twierdzenia 3 zaczerpniety zostal z pracy Powers [5] i opiera sie w znacz-
nym stopniu na lemacie Schweighofera z pracy [7]. Z kolei sam lemat Schweighofe-
ra jest wersja klasycznego twierdzenia Poyla, ktorego dowdd zostal zapozyczony z

ksiazki Hardy’ego, Littlewooda i Pélya [2]. Definicje i notacje preporzadku, zbioru
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archimedesowego itp. zostaly przedstawione tak, jak w ksiazce Marshalla [4], za$
wykorzystane twierdzenia z analizy, matematyki dyskretnej oraz teorii liczb tak, jak
w podrecznikach Kolodzieja [3], Rossa i Wrighta [6] oraz Sierpinskiegol[8].

W pierwszym rozdziale znajdziemy podstawowe definicje i twierdzenia potrzebne
do zrozumienia rozwazan zawartych w gtéwnej czesci niniejszej pracy. Przede wszyst-
kim skoncentrowali$my sie w nim na szczegétowym omoéwieniu lematu Schweighofera
i twierdzenia Pdéyla. Z kolei drugi rozdziat poswiecony jest dowodowi Twierdzenia
3.



Rozdziat |

Pojecia wstepne.

W rozdziale tym zawarta zostata cata teoria, dzigki ktorej bedziemy mogli zro-

zumie¢ pozniejsze rozwazania.

I.1. Podstawowe definicje.

W tym miejscu, raz jeszcze zgromadzimy wszystkie potrzebne definicje i ozna-

czenia, niezbedne dla niniejszego opracowania. Niech:

1.

R[X] oznacza pierscien wielomianéw R[ X7, ...X,,], podobnie niech Q[X] ozna-

cza pierscienn wielomianéw Q[X7,...X,],

STR[X]? bedzie zbiorem wszystkich sum kwadratow w R[X] oraz > Q[X]?

bedzie zbiorem wszystkich sum kwadratéw w Q[X],

S =A{g1, ., gm} € Q[X] bedzie ustalonym zbiorem wielomianéw o wspdtczyn-

nikach wymiernych,

Ks = {x e R": ¢1(x) >0,...,9m(x) > 0} bedzie zbiorem semialgebraicznym

wyznaczonym przez zbior S,

Mg = {00+ 0191 + ... + OmGm : 05 € Y. R[X]*} bedzie modutem kwadrato-

wym wyznaczonym przez zbior S,

Ts = {d 0 g°:€=(e1,...,em) € {0,1}", 0. € S.R[X]?} bedzie preporzad-

kiem generowanym przez zbiér S, gdzie ¢¢ := g7, ..., go.
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1.2. Teoria wykorzystana w dowodach.

Ponizszy lemat wykorzystamy pozniej do udowodnienia lematu Schweighofera.

Lemat I.1. [7, Lemma 7]
Dla y € [0,1] oraz k € N,

(y —1)*y < S .
y Y=>\2k 11 % +1°

Dowéd. Niech F(y) = (y — 1)**y. Wéwcezas:
F(y) =2k(y — D"y +(y - 1" = (y - D" " [2ky +y - 1].

Wobec tego F(y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy y = 1 lub 2ky +y — 1 =0,

to znaczy y = 52— Jezeli y = 1, to F(y) = 0. Jezeli y = to

2k+1°
1 *
Fly) = —1 .
) <2k+1 ) 2k + 1

Zatem F(y) przyjmuje maksimum w punkcie

_1
2k+17

1 . . ’ ya
77 | tym samym nieréwnos¢ jest

udowodniona. ]

Nastepnie szczegétowo omowimy lemat Schweighofera, ktory znalazt zastosowa-

nie w gtéwnym twierdzeniu niniejszej pracy.

Lemat 1.2 (Schweighofer). [7, Lemma 8]

Niech D C R™ bedzie zbiorem zwartym, niech, dla kazdego i € {1,...,m}, g; € R[X]
bedq ustalonymi wielomianami takimi, ze g;(x) < 1 dla x € D. Niech p € R[X]| oraz
p(z) > 0 dla x € Kg. Wtedy istnieje A € N takie, Ze, dla kazdego k € N, spelniona
jest nastepujgcea nierownosc:

m

p(z) — )\Z(l — gi(x))*g;i(z) > 0, dla x € D.

i=1

Dowdd. Skoro Kg jest zbiorem zwartym, to na mocy twierdzenia Weierstrassa [3,

Rozdzial 17 Twierdzenie 8] mozemy wybra¢ ¢ > 0 takie, ze p(z) > ¢ dla xz € K.
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Zauwazmy, ze A := {z € D : p(z) < e} jest domknigtym' podzbiorem zbioru
zwartego D i jest rozlaczny ze zbiorem Kg. Wobec tego co najmniej jeden g;(z) jest

ujemny dla pewnego x € A. Ustalamy ¢ > 0 taka, ze
(1) min{g1(x), ..., gm(x)} < =4, dla kazdego = € A.

Wielomian p przyjmuje minimum na zbiorze zwartym D, mozemy wiec wybra¢ liczbe

naturalng A € N taka, ze:

Y
(2) p(x) + 5 > 0.
Ponadto, mozemy wybra¢ liczbe k£ € N na tyle duza, aby
3) ) S m- 1

2 7 2k+1

oraz

Am
4 > )
(4) =kt 1

Wykazemy, ze spetniona jest nierownosé:
p(a) = A (1= gi(x))*gi(x) > 0 dlaz € D.
i=1

Skoro AN Kg = 0, wiec, dla z € A, w sumie Y ;" (1 — g;(x))**g;(x) jest najwyze]
m — 1 sktadnikéw nieujemnych. Jezeli, dla x € D, g;(x) € [0, 1], to wobec
Lematu I.1

1 ko 1
— gi(x) g (x) < —1 < :
(5) (1—gi(z)*gi(z) < (2k+1 ) % +1 = 2%k +1

Zatem sktadniki nieujemne sumuja si¢ do co najwyzej % Jednoczesnie, dlax € D,

co najmniej jeden sktadnik w sumie > (1 — gi(x))?**g;(x) jest nieujemny, a nawet,
wobec (1), mniejszy badz réwny (1—g;(x))*(—5) < —§ gdzie (1—g;(x)) > 1. Zatem
sktadniki ujemne sumujg sie do co najwyzej —d.

Powotujac si¢ na (2), (3) oraz (4) otrzymamy:

() = A1~ i) g,() > i) ~ A (m 1 6)

2k+1
m— 1 m—1 X A
> — > — i i
(6) Z @) = AT F A2 p) mAgEa S
pY) 6 m-—1
> _ _ — .
> p(x)+2—|—/\<2 2k+1)>0,dlax€A

Niech (z,) € A oraz x, — x. Wéwczas p(z,) < € dla kazdego n € N, a wiec p(x) < € co

oznacza, ze T € A.
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W przypadku gdy = € D\ A wszystkie wyrazenia w sumie > ;" (1 — g;(z))*g;(z)

moga by¢ nieujemne, a wiec wobec (5)

m

1 - gi(2))*g; i
>0 < g
Jednoczesnie p(z) > 0, dla z € D\ A, a zatem:
(7) p(z) — A;(l — gi(2)%g;(z) > e — A%”i ->0dlazeD\A

na mocy (4).

W rezultacie, dla wszystkich z € D, otrzymujemy:

p(x) =AY (1= gi(x))*gi(x) > 0.
i=1
O
Roéwniez waznym twierdzeniem, ktore zostato zastosowane w dowodzie gtéwnego
twierdzenia niniejszej pracy, jest twierdzenie Poélya.

Twierdzenie 1.4. (Pdlya) [2, Theorem 56]

Niech F' € R[X] bedzie wielomianem jednorodnym stopnia m i niech
U={(x1,....;2n) ER™ 2, >0,i € {1, ...,m},in > 0}.
i=1
Jezeli F(x) >0, dla x € U, to istniejg wielomiany jednorodne G, H € R[X]
o dodatnich wspotczynnikach takie, Ze
F-H=aG.

Dowéd. Twierdzenie udowodnimy w przypadku m = 3. Idea dowodu dla wyzszych
m jest taka sama.

Funkcja F(z1, 29, x3) jest dodatnia i ciagta na zbiorze W, gdzie
W = {(x1,22,23) €R® : 2y > 0,25 > 0,55 > 0,y + 25 + 23 = 1},

Zauwazmy, ze W jest zbiorem domknietym? i ograniczonym?®, a wiec jest zbiorem
zwartym. Zatem F' przyjmuje minimum g dla pewnego x € W. Ponadto W C U, a
wiec p > 0.

2Niech funkcja g : R? — R bedzie dana wzorem g((z1,22,23)) = 1 + 2 + x3. Jest to funkcja
ciagla, {(x1,72,23) : @; € [0,00),21 + x2 + 23 = 1} = g~ ({1}), a wiec zbiér W jest zbiorem
domknietym jako przeciwobraz zbioru domknigtego {1}.

37biér W jest zawarty w kuli K((0,0),1), a wiec jest zbiorem ograniczonym.
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Niech
w0 ]
(8) F(z1, 22, 23) :ZAWVW’
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich trojkach liczb naturalnych (a, 3, v) takich,
ze a+ [+ v = n. Niech

1 —1 -1
(9) (w1, 9,03, 74) = F Y Ay ( 13124 > ( m? > ( x3j4 ) |

~1
xx
gdzie z, > 01 ( 54 ) definiujemy nastepujaco:

wxy! )L gdy 6 =0,
) x(%“)‘“({g*(“‘sfl)), gdy 6 €N, zy, >0iz eR.

Gdy x4 — 0, to ¢(z1, 29,3, 24) —> F (21,22, 23). Mozemy wobec tego przedtuzyé

¢ do funkcji ciggtej na zbiorze Z zdefiniowanym wzorem:
Z ={(x1, 2, x3,24) : (x1,22,23) € W 4 € [0,1]}

przyjmujac ¢(x1, xe, x3,0) = F(x1,x9,z3). Funkcja ¢ jest wobec tego przedzialami
monotoniczna [3, Rozdzial 31 Lemat 2], a zatem mozemy dobraé € > 0 takie, ze dla

x4 € (0, €) zachodzi:

1 1 1
(10) ¢(x1,$2,$3,$4) > gb(l’l,ﬂfg,fg,()) - 5#’ F(x17x27x3) - 51“ > 21u > O

dla (x1, 9, 23) € W.

Zauwazmy, ze wobec uogdlnionego wzoru dwumianowego Newtona [6]:

[—n
(11) (1 4+ 2y + 23 +24)7" = Z < ) wiwyy

K+ A+n
Z (l — n _ 'Z N ZL'QI?)
HlAlnl P

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich tréjkach liczb naturalnych (x, A\, ) takich,

ze K+ A+mn=1—n. Mnozac (8) i (10) otrzymujemy:
a+l-: e ]

Ty T3
(12) (21 + 29 + 3)"" (Il —n)! ZZ WW’
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gdzie pierwsze sumowanie przebiega po wszystkich tréjkach liczb naturalnych (o, 5, 7)
takich, ze a + 8 + v = n oraz drugie sumowanie przebiega po wszystkich trojkach

liczb naturalnych (k, \,n) takich, ze k + A+ n=1—n.

Niecha = a+ kK, b=+ X\, ¢ =v+1n Wowczas a > 0, b > 0, ¢ > 0 oraz
a+b+c=a+k+pB+A+7+n=n+l—n=1[ Ponadtoa>a>0,b> >0,
¢>v>0oraz a+ 4+ v =mn wzdor (11) mozna przedstawié¢ jako:

(w1 + @2 +23) " F = (I —n)! Zx;;?ZSZAaM< ><Z><§>,

gdzie pierwsze sumowanie przebiega po trojkach liczb naturalnych (a,b,c) takich,
ze a+b+c =1, asuma Z/ po tréjkach liczb naturalnych («, ,7) takich, ze
a>a>0,b>p>0¢c>v2>0oraz a+ [+ v = n. Ponadto, poniewaz

b
(CL):O,(B):O,(C):0,dlaaZa,ﬁzb,WZC,moZemypoprostu
o 8

’ " a b &
zastapi¢ sume Y suma y, Aup, ( ) ( 8 ) ( ), gdzie sumowanie przebiega
a v

po trojkach liczb naturalnych (o, 3, ) takich, ze a +  + v = n.

Ostatecznie, wobec (9) otrzymujemy:

a,.b,.c b c
lan — (] - ‘ T{XoTg ,,Aa a
(@1 422+ 73) C=m'Y "\a)\5)\y
(13) = (l_n),zw‘fxgxg "4 71 bl e
B L alble! oy | 8 .

riabrs abcl a b c 1 zixbx§
= (l—n)! 273”7 T Ty (1 ) a b c 1 T1TyTs
( n>z a|b|c| ¢(l7l7l7l) ( n) Z(é(l,l,l?l) a'b‘c'

gdzie, dla x4 € (0,¢), wobec (10) ¢(x1, 9, x3,24) > 0. Zauwazmy tez, ze dla I
dostatecznie duzych (doktadniej takich, ze ; < € oraz | —n > 0), wobec (9) i (10)

wielomiany jednorodne
H(l’l, T, 1'3) = (1’1 + i) + 1‘3)l_n

oraz

" abclzx
G($1,$2,$3) = (k?—TL)'Z Z¢(7777777) alblel
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gdzie suma w G przebiega po tréjkach liczb naturalnych (a, b, ¢) takich, ze

a + b+ ¢ = n maja dodatnie wspoétezynniki i zachodzi

F-H=GaG.

7 powyzszego twierdzenia Polya wynika nastepujaca uwaga:

Uwaga L.1. Zauwaimy, Ze wielomian H skonstruowany w dowodzie twierdzenia

Polya jest w nastepujgce) postaci:
H(zy, ) = (21 + .+ 2,)F,

dla pewnego k € N.
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Gftéwny rezultat.

Rozdzial ten zawiera dowod twierdzenia, ktore stanowi uogolnienie

17-tego Problemu Hilberta na zwartych zbiorach semialgebraicznych.

Twierdzenie I1.5. [5, Theorem 6]

Niech S C Q[X] oraz niech N € N bedzie takie, ze N — > x? € Mg.
Jesli f(z) € Q[X] oraz f(x) >0, dla wszystkich v € Kg, to istniejq

00y oy Omy 0 € Y Q[X]? takie, ze:

f=00+01g1+ ..+ Ongm + (N =D a?).

Dowéd. Niech [ : R?*"* — R" bedzie funkcja okreslong wzorem

Y1 — Yn+1 Yn — Yon
l<y17~--7y2n) = < 2 + g eeny 2 >

i niech zbior C' C R" bedzie zdefiniowane przez

O =1(A)

gdzie:

1
A = {(yl, s Yon) 2 Y €10,00), 51 + oo + Yo, =21 <N+ Zl)} C R?",

Zauwazmy, ze A jest zbiorem niepustym, gdyz dla dowolnego n € N liczba

2n(N + i) jest sumg 2n liczb rzeczywistych nieujemnych. Zauwazmy réwniez, ze A

jest zbiorem domknietym* i ograniczonym?, czyli jest zbiorem zwartym.

4Niech funkcja h : R2® — R bedzie dana wzorem h((y1, ..., Yan)) = Y1 + ... +Yon. Jest to funkcja
ciagta, {(y1,....,y2n) 1 ¥i €[0,00), 41 + .. + y2n = 2n (N + 1)} = b7 ({20 (N + 1)}) a wiec zbiér
A jest zbiorem domknietym jako przeciwobraz zbioru domknietego {2n (N + i)}

SZbior A = {(y1, .., Y2n) : ¥i € [0,00),y1 + ... + Y2 = 2n (N + 1)} C R?" jest zawarty w kuli

domknietej K= ((0,0),2n(N + 1)), a wiec jest zbiorem ograniczonym.
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Zbiér C rowniez jest zbiorem zwartym, gdyz jest ciggltym obrazem zbioru zwartego.
Na mocy twierdzenia Weierstrassa [3, Rozdzial 17 Twierdzenie 8] wiemy, ze kazdy z
wielomianéw g;, i € {1,2,...,m}, jest ograniczony i przyjmuje swoje kresy w zbiorze
C'. Zatem mnozac g;(x) przez odpowiednig liczbe wymierna mozemy zatozy¢, ze
gi(z)<ldlazeC.

Na podstawie Lematu Schweighofera 1.2 wiemy, ze istnieje A € Q. takie, ze
q(x) Azg, ) — 1)*g;(x) >0 dlaz e C.

Poniewaz wielomian stopnia d mozemy zapisac¢ jako sume d wielomianéw jednorod-
nych stopni 1,..., d, odpowiednio, to wielomian ¢ przedstawiamy jako q¢ = Z?:l Qi,
gdzie d = st(q) oraz @Q; jest wielomianem jednorodnym stopnia i.

Niech Y = (y1, ..., Y2n). Zdefiniujmy nastepujacy wielomian w Q[Y]:

d d—i
Y1 — Yn+1 Yn — Yon Y1+ ...+ Yo

F(y1’ "'7y2n) - Q'L < PER ) ) *
; 2 2 2n (N + 1)

F jest wielomianem jednorodnym stopnia d. Zauwazmy, ze F'(Y') > 0 dla

Y € A\ {0}.° Korzystajac z twierdzenia Pélya (a dokladniej z Twierdzenia 1.4 i
Uwagi 1.1) wiemy, ze istnieje k € N takie, ze wszystkie wspétezynniki wielomianu

(y1 + .. + yon)" - F(Y) sq dodatnie.

k
Niech G(Y) = {%} - F(Y). Wielomian G ma wszystkie wsp6lczynniki

dodatnie i wymierne. Zdefiniujmy homomorfizm pierscieni ¢ : Q[Y] — Q[X]| wa-

runkami:

Y(r)=r, dlar e Q,

1
$(Y) = (N + )+ X, jeseli i € 1,.m

oraz

Y(Ynii) = (N + 1

1)~ Xijezelii €1,...m

6Jezeli  (y1,...,42n) € A, to (yr;’"“,...,y";y%) € C, z czego wynika, ze

q (yﬁg"“ e y”}"’z”) > 0 oraz, ze suma wielomianéw Q1 + ... + Qg > 0 a wigc F(Y) > 0.

7 drugiej strony otrzymujemy ¢ (yﬁg”“ ey Yngtom ) ZZ 1 Qi (y1 Potd y”;’”"). Ponadto

(Y1, -, y2n) € A\ {0}, co oznacza ze (W) > 0.
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k
o)
| +o ’ d bty )
_ Y1 Yon yl—yn+1 Yn — Y2n Yr + ... ™ Yon
_ _w<2n(N+ )] w(;cz« LS )(%(m@) )
+ ot F +oty )
_ Y1 y2n yl—yn+1 Yn — Yon ] Yr ... 7 Yon
- w( Z}[w o )) w<<2n(N+i)> )]

2n (N +§)

k

(N+D+o+ o+ N+ hH+a, + N+ Do+ +(N+ D) -,
2n(N+ )

Zauwazmy, ze ¥(G) = q:

Y1 + ...+ Yan
2n (N + i)

U + ...+ Yan

H(G(Y)) =9 ( on (N + 1)

)-w(F(Y))

((N+ D4z —(N+3)+z (N+ ) +xn— (N+ )+,
5 5

A

@
Il
-

'M&'
2 1

N

d—1
+ D4+ N+ D+, + N+ -+ + (N +3) -2,
2n(N+i)

Il
-
o
0

@
Il
-

vy L) = ¢

Jako ze kazdy wspoétczynnik wielomianu G jest dodatni i wymierny, jest sumag
kwadratow liczb wymiernych wobec twierdzenia Lagrange’a [8, Theorem 4]. Ponadto
iloczyn wyrazen postaci Y Q[X]* +7(N — 3 x7), gdzie r jest sumg kwadratéw liczb

wymiernych, jest tej samej postaci. Wobec tego

¢( )‘Z gz - 1 2" ( )
mozemy zapisacé jako

0o+ 6(N =Y a?), gdzie 6,6 € Y _ Q[X]?

a zatem

f=o00+011+ ... +0mGm + (N — Zﬁ)

jest zadanej postaci. O



Skorowidz

Lemat, 6

lemat Schweighofera, 6
modut kwadratowy, 5
preporzadek, 2.5
TWIERDZENIE, 3, 12
twierdzenie Pélya, 8
twierdzenie Putinara, 3
twierdzenie Schmitidgen, 3
zbior archimedesowy, 2
zbior semialgebraiczny, 2, 5
zbioér sum kwadratow, 5
zbior wielomianow, 5

Uwaga, 11
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