PROPOZYCJE TEMATOW PRAC MAGISTERSKICH

PAWEYL. GEADKI

1. WIELOMIANY DODATNIE NA PASKACH I POL-PASKACH.

W Kklasycznej pracy z 1888 roku Hilbert [1] pokazal, ze istnieja rzeczywiste wielomiany o dwoch
zmiennych dodatnie w kazdym punkcie ptaszczyzny, ktore nie sg sumami kwadratow. Najbardziej znany
przyktad takiego wielomianu to wielomian Motzkina:

M(z,y) =1 —3z%y* + 2*y* + 2%y*.

Do dzi§ w znacznej mierze otwarte pozostaje pytanie, czy takie samo twierdzenie zachodzi dla wielo-
mianéw dodatnich na pewnych podzbiorach plaszczyzny R2. O ile przypadek podzbioréw zwartych i
semialgebraicznych jest kompletnie opisany przez eleganckie i zarazem gtebokie twierdzenie Putinara,
o tyle przypadek zbiorow niezwartych jest o wiele bardziej skomplikowany. Wychodzac od zagadnien
zwigzanych z problemem momentu, Powers i Scheiderer w pracy [4] postawili pytanie o posta¢ wielo-
mianéw dodatnich na nieskonczonym pasku [0, 1] x R. Pytanie pozostawalo otwarte przez nieomal 10
lat, a zostalo rozstrzygniete przez Marshalla, ktéry w artykule [2] wskazal, ze kazdy taki wielomian jest
postaci

f(xa y) = O'([l?,y) + T(l‘, y)[L’(l - :I")a
gdzie ¢ i 7 sg sumami kwadratow w Rz, y].
Rozwijajac idee ze swojej rozprawy doktorskiej pisanej pod opieka prof. Vicki Powers z University
of Atlanta, prof. Ha Nguyen z Wesleyan College w pracy [3] uogélnita metode Marshalla i otrzymala
szereg nowych, interesujacych charakteryzacji wielomianéw dodatnich na nieskonczonych paskach i pot-

paskach. Celem pracy bedzie szczegétowe przestudiowanie rezultatéw pracy [3] i ich zreferowanie. Temat
adresowany jest do studentéw wszystkich specjalnosci.
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2. HERMITOWSKIE ODPOWIEDNIKI 17-TEGO PROBLEMU HILBERTA.

17-ty problem Hilberta, rozwigzany w 1927 roku przez Artina, pyta czy rzeczywisty wielomian dodat-
ni daje sie przedstawi¢ jako suma kwadratéw. Naturalne jest zapytac¢, czy problem ten mozna uogo6lnic
na liczby zespolone — jest to, whrew pozorom, zadanie nietrywialne, albowiem ciato liczb zespolonych
nie jest, jak wiadomo, uporzadkowane, trzeba wiec dobrze zastanowic si¢, co to znaczy, ze wielomian
zespolony jest dodatni. Najprosciej jest ograniczy¢ klase rozwazanych wielomianow do tzw. wielomia-

now zespolonych hermitowsko symetrycznych. Niech bowiem ¢ bedzie wielomianem rzeczywistym o 2n
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zmiennych, powiedzmy (z,y), gdzie z i y oznaczaja uporzadkowane n-ki. Przyporzadkowanie z = 252,
Yy = Z;? okresla wielomian zespolony f o 2n zmiennych dany wzorem

fem) = g2 200,

Jak nietrudno sprawdzi¢, wielomian f spelnia nastepujacy warunek symetrii, ktéry nazwiemy syme-
trycznoscig hermitowska w n zmiennych:

f(sz) = f(w,E).

Okazuje sie, ze dla wielomianu zespolonego f o 2n zmiennych nastepujace warunki sg réwnowazne:

(1) f jest wielomianem symetrycznym hermitowsko w n zmiennych,
(2) funkcja z — f(z,Z) przyjmuje wartosci rzeczywiste.
Wielomian hermitowsko symetryczny nazwiemy dodatnim, jesli funkcja z +— f(z,%Z) jest dodatnia oraz
kwadratem hermitowskim, jesli f(z,%z) = |p(z)|? dla pewnego wielomianu zespolonego p o n zmiennych.
W 1968 roku Quillen [3] udowodnit, ze kazdy wielomian dodatni na sferze euklidesowej w przestrze-
ni C" odpowiada sumie hermitowskich kwadratéw na tej sferze. Ten klasyczny rezultat zostal ostatnio
wzmocniony przez prof. Clausa Scheiderera z Uniwersytetu w Konstancji i prof. Mihaita Putinara z Uni-
wersytetu Kalifornijskiego w Santa Barbara we wspdlnej pracy [4]. Autorzy scharakteryzowali wszystkie
rzeczywiste zbiory algebraiczne X w przestrzeni C" na ktorych kazdy wielomian dodatni jest suma
kwadratéw hermitowskich. Skonstruowali tez przyktad obszaru pseudowypuklego o gtadkich brzegu al-
gebraicznym, dla ktorego istnieje wielomian dodatni stopnia 2, ktéry nie jest suma kwadratéw hermitow-
skich, dajac w ten sposéb negatywna odpowiedz na problem postawiony w 2006 roku przez prof. Johna
D’Angelo na konferencji “Complexity of mappings in CR geometry” w Palo Alto (por. [1] oraz [2]).
Celem pracy bedzie szczegdtowe przestudiowanie rezultatéw Putinara i Scheiderera [4] i ich zrefero-
wanie. Temat adresowany jest do studentéw wszystkich specjalnosci.
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3. SUMY KWADRATOW WIELOMIANOW WYMIERNYCH.

Nastepujace pytanie zostato postawione przez prof. Bernda Sturmfelsa z Uniwersytetu Kalifornijskie-
go w Berkely: zatézmy, ze wielomian f € Q[X] jest suma kwadratéw wielomianéw o wspélezynnikach
rzeczywistych. Czy jest tez suma kwadratéw wielomianéow o wspotezynnikach wymiernych? Pytanie to
mozna zilustrowaé¢ nastepujacym, trywialnym ale pouczajacym przyktadem: wielomian 222 ma wspot-
czynniki wymierne i jest kwadratem wielomianu o wspotezynnikach rzeczywistych, bo 222 = (v/2x)2. Ale
jest tez suma kwadratéw wielomianéw o wspoétezynnikach wymiernych, bo 222 = 22 + 2. Troszke mniej
trywialny przyktad pochodzi od Hillara:

f=3—12y — 623 + 18y> + 325 + 1223y — 62y> + 62%y*
jest, jak nietrudno przeliczy¢ (stosujac wzory skréconego mnozenia) suma trzech kwadratow w Rz, y].

Okazuje sig, ze f jest tez suma kwadratéw w Q[z, y]:

3 5 3
f=0@+zy+ 5V~ 1)? + (2® + 2y — 1% + (2 — 2y® + 5V~ 1)? + (2y — xy?)* + 53/2 + 327y
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(tutaj % i 3, jak kazda dodatnia liczba wymierna, przedstawiaja sie jako sumy kwadratéw).

Jakkolwiek odpowiedZ na pytanie Sturmfelsa nie jest znana, znane sa pewne rezultaty czastkowe.
Po pierwsze, juz Landau [2] w 1906 roku udzielit odpowiedzi twierdzacej w przypadku wielomianow
jednej zmiennej. W czasach nieco mniej zamierzchtych Pourchet [4] pokazal, ze w istocie w powyzszym
przedstawieniu wystarczy pie¢ kwadratéw. Z kolei catkiem niedawni Hillar [1] wykazal, ze odpowiedz
na problem Sturmfelsa jest pozytywna w przypadku, gdy f jest suma kwadratéw z pewnego totalnie
rzeczywistego rozszerzenia ciata liczb wymiernych oraz podal maksymalng liczbe sktadnikéw w takiej
sumie. W pracy prof. Ronana Quareza z Uniwersytetu w Rennes [3] rezultat Hillara zostal udowodniony
metodami elementarnymi, udalto sie takze poprawié¢ ograniczenie liczby sktadnikow.

Celem pracy bedzie szczegblowe przestudiowanie rezultatow Quareza [3] i ich zreferowanie. Temat
adresowany jest do studentéw wszystkich specjalnosci.
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4. WIELOMIANY DODATNIO OKRESLONE NA RZECZYWISTYCH KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH.

Od czaséw Hilberta wiadomo, ze nie kazdy rzeczywisty wielomian o n zmiennych, ktéry jest dodatnio
okreslony, daje si¢ przedstawi¢ jako suma kwadratéw wielomianow rzeczywistych, poza przypadkiem,
gdy n = 1. Fakt ten mozna uogdélni¢ na wielomiany zdefiniowane na rzeczywistych rozmaitosciach alge-
braicznych V. Scheiderer w pracy [2] pokazal, ze istnieja wielomiany dodatnio okreslone, ktére nie sa
sumami kwadratéw, jezeli wymiar V' réwny jest co najmniej 3, co pozostawia przypadek wymiaru co
najwyzej 2 w pewnym stopniu otwarty. Jesli V' = C' jest rozmaitoscia jednowymiarowa, czyli jesli C' jest
krzywa rzeczywista i jesli C' jest nierozktadalna, Scheiderer w pracy [3] udowodnit, iz wielomian dodatnio
okreslony jest sumag kwadratow wtedy i tylko wtedy, gdy C' jest krzywa wymierna, dla ktorej istnieje
funkcja f € R[C] rézna od stalej taka, ze |f| < n na C dla pewnego n € N. R[C] oznacza tu pierscien
funkcji wymiernych na krzywej C'.

Rezultat Scheiderera zostal ostatnio istotnie polepszony w pracy Daniela Plaumanna [1] pracujacego
na uniwersytetach w Konstancji i Berkeley. Udalo sie mianowicie pokazaé, ze jesli C’ oznacza sume
mnogosciowa wszystkich nierozktadalnych sktadowych krzywej C', dla ktérych nie istnieje funkcja f €
R[C] rézna od stalej taka, ze |f| < n na C dla pewnego n € N, to wowczas dodatnio okreslone funkcja
wymierna na krzywej C' jest suma kwadratow wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa nastepujace warunki:

(1) wszystkie rzeczywiste sygnatury krzywej C' sa zwyklymi punktami o krotnosci wyzszej od 1 o
niezaleznych stycznych,

(2) wszystkie punkty przeciecia na krzywej C' sa rzeczywiste,

(3) wszystkie sktadowe nierozktadalne w C” sa nieosobliwe i wymierne,

(4) w konfiguracji krzywych w C’ nie pojawiaja sie petle.

Celem pracy bedzie szczegbétowe przestudiowanie artykutu [1] i zreferowanie jej gtéwnego twierdzenia.
Temat adresowany jest do studentéw wszystkich specjalnosci.
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5. DODATNIOSC, SUMY KWADRATOW 1 “POSITIVSTELLENSATZE” W *—ALGEBRACH

Stynny 17-ty problem Hilberta, postawiony w 1900 roku, pyta, czy prawda jest, ze jezeli wielomian
f € Rlzy, ..., x,] przyjmuje nieujemne wartosci, to jest suma kwadratéw funkeji wymiernych. Pozytywna
odpowiedz na powyzsze pytanie zostata udzielona w 1927 roku przez Artina, ktory tym samym stworzyt
podwaliny nowej dziedziny algebry — rzeczywistej geometrii algebraicznej. Rezultat Artina doczekal sie
wielu uogolnien.

Niech A bedzie piersciniem przemiennym z jedynka, w ktérym 2 jest elementem odwracalnym. Pod-
zbiér M C A nazywamy modutem kwadratowym jezeli M +M C M, a>M C M dla wszelkich a € A,
oraz 1 € M. 7 kolei preporzadkiem nazywamy podzbiér T' C A taki, ze T +T C T, TT C T oraz
a’? € T dla wszelkich a € A. Oczywiécie kazdy preporzadek jest modutem kwadratowym. Porzadkiem
nazwiemy podzbiér P C A taki, ze P+ P C P, PP C PPU—P = A, oraz PN —P jest idealem
pierwszym w A — widzimy, ze kazdy porzadek jest tez preporzadkiem.

Rozwazmy sytuacje, gdy A = R[zy,...,x,]. Niech S bedzie skonczonym podzbiorem R[zy, ..., x,] i
zdefiniujmy zbidr semialgebraiczny wyznaczony przez S:

Ks={(x1,...,2,) € R" : g(x1,...,2,) > 0,9 € S}
oraz preporzadek wyznaczony przez S:
TS:{0191+...+amgm:01,...,0m€ER[xl,...,xn}Q,gl,...,gm € S,m e N},

gdzie YR[zy,. .., z,]* oznacza zbiér wszystkich sum kwadratéw pierécienia R[z1, ..., z,]?. Nastepujace
twierdzenie, pochodzace od Stengle’a, jest przyktadem rezultatu o umownej nazwie “positivstellensatz”:
niech f € Rlxy, ..., x,])*. Wowczas:

(1) f > 0 na zbiorze Kg < istnieja p,q € T takie, ze pf =1+ ¢;
(2) f > 0 na zbiorze Kg < istnieja m € N oraz p, ¢ € Ty takie, ze pf = f*™ + ¢;
(3) f = 0 na zbiorze Kg < istnieje m € N takie, ze —f?™ € T.

Zauwazmy, ze w szczegdlnym przypadku, gdy S = 0, cze$é (2) twierdzenia jest réwnowaznym sformuto-
waniem 17-tego problemu Hilberta.

Pojecia takie jak dodatnio$¢, moduty kwadratowe, zbiory semialgebraiczne, porzadki oraz klasyczne
twierdzenia takie, jak “positivstellensatz” weszly juz na state do kanonu rzeczywistej geometrii alge-
braicznej i zdazyly doczekaé sie szeregu uogoélnien. Dzialem rzeczywistej geometrii algebraicznej, ktory
szczegolnie zywiolowo rozwija sie od ostatnich 2-3 lat jest tzw. nieprzemienna geometria rzeczywista, w
ktorej prowadzone sg proby wprowadzenia uogoélnien klasycznych rezultatéw geometrii rzeczywistej na
przypadek, gdzie A jest pierécieniem nieprzemiennym. Sytuacja, w ktérej A jest x—algebra jest szcze-
goélnie wazna i byta ostatnio badana m.in. przez profesora Konrada Schmiidgena z Lipska.

Celem pracy bedzie szczegdtowe przestudiowanie artykutu [2] i zreferowanie jej gtéwnego twierdzenia,
jakim jest wersja “positivstellensatz” dla x—algebr. W tym celu konieczne bedzie tez zaznajomienie sie
z praca przegladowa [1]. Temat adresowany jest do studentéw wszystkich specjalnosei.



PROPOZYCJE TEMATOW PRAC MAGISTERSKICH 5

LITERATURA

[1] K. Schmiidgen, Noncommutative real algebraic geometry - some basic concepts and first ideas; rozdzial w: Emerging
applications of algebraic geometry. M. Putinar i S. Sullivant (redaktorzy), Springer 2009

[2] K. Schmiidgen, Algebras of fractions and strict Positivstellensdtze for *-Algebras, preprint, 2009

[3] M. Marshall, Positive polynomials and sums of squares, AMS Math. Surveys and Monographs 146 (2008) 1874xii
stron

6. WALUACJE NA CENTRALNYCH ALGEBRACH PROSTYCH

Klasyczna teoria waluacji zajmuje sie waluacjami cial, czyli funkcjami v : k — ['U {00}, gdzie k jest
pewnym ciatem, a I' uporzadkowana grupa abelowa, ktore spetniaja nastepujace warunki:

(1) v(a) = oo wtedy i tylko wtedy gdy a = 0,

(2) v(ab) = v(a) + v(b),

(3) v(a+b) > min{v(a),v(b)}.
Zmnanym wszystkim przyktadem waluacji jest waluacja p—adyczna ciata Q. Centralnym problemem teorii
waluacji jest zagadnienie rozszerzania waluacji, a wiec opis waluacji ciata K, ktore jest rozszerzeniem
ciata k, K O k, w oparciu o charakteryzacje waluacji ciata k.

Strukturami algbraicznymi ogélniejszymi niz ciata sg algebry — przypomnijmy, ze jesli R jest pier-
Scieniem, to R—algebra nazywamy pierscien A taki, ze (A, +) jest (lewym) unitarnym R—modutem,
oraz k(ab) = (ka)b = a(kb) dla wszelkich k € R oraz a,b € A. R—algebra A, ktéra dodatkowo jest
pierscieniem z dzieleniem nazywana jest algebra z dzieleniem, za$ jezeli spelnia warunek RA # 0 i nie
zawiera wlasciwych podmoduléw, to nazywana jest algebrg prosta. Na koniec k—algebre A nazywamy
centralng algebra prosta jesli k jest ciatem, A jest k—algebra prosta, oraz centrum A réwne jest
doktadnie ciatu k. Odnotujmy tu, ze klasyczna teoria algebr zajmuje sie specjalnym przypadkiem, w
ktorym pierscien R jest cialem. W takim wlasnie klasycznym ujeciu zbudowalo w potowie lat 40-tych
XX wieku teorie waluacji dla algebr z dzieleniem: dla danej algebry D mozna zdefiniowa¢ waluacje jako
rozszerzenia waluacji okreslonych nad centrum F' algebry D (F jest tu ciatem). Klasyczne sa tu trzy
twierdzenia:

(1) pochodzace od Schillinga [3], orzekajace, ze jedli waluacja v ciala F' jest henselowska, to ma
doktadnie jedno rozszerzenie do waluacji algebry D,

(2) pochodzace od Ershova [1] i Wadswortha [5], podajace warunek konieczny i wystarczajacy na to,
aby dang waluacje ciata F' dato sie rozszerzy¢ na D,

(3) pochodzace od Morandiego [2] i podajace alternatywny warunek do warunku Ershova-Wadswortha.

W badaniach prowadzonych ostatnio przez profesorow Jeana-Pierre’a Tignola z Louvain-la-Neuve oraz
Adriana Wadswortha z San Diego skupiono si¢ na rozszerzeniu teorii waluacji na algebrach z dzieleniem
na przypadek centralnych algebr prostych. Celem pracy bedzie przestudiowanie najnowszej pracy Tignola
i Wadswortha [4] i przedstawienie analogonéw twierdzen (1)-(3) dla centralnych algebr prostych. Temat
adresowany jest do studentéw wszystkich specjalnosci.
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7. PIERSCIENIE WIERNIE KWADRATOWE

Jak wiadomo, przy pewnych ogélnych zatozeniach formy kwadratowe mozna diagonalizowac — a zatem
badajac teorig¢ form kwadratowych mozna ograniczy¢ si¢ do form diagonalnych ¢(zy,...,x,) = a;2? +
...+ a,x?, ktére bedziemy prosto zapisywac jako ¢ = (aq, ..., a,). W szczegdlnym przypadku, w ktérym
rozpatrujemy formy kwadratowe ¢ i ¢ nad ciatlem liczb rzeczywistych, kryterium Sylvestera orzeka, ze
¢ = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ oraz ¢ maja takie same wymiary i sygnatury. Rezultat ten jest
podstawa do zdefiniowania tzw. zredukowanej teorii form kwadratowych nad ciatami uporzadkowanymi,
w ktorej kryterium Sylvestera przyjete jest jako definicja izometrii form kwadratowych.

Dokladniej, porzadkiem w ciele k nazywamy zbiér P (ktory mozemy utozsamiaé ze zbiorem elementér
nieujemnych) taki, ze P+ P C P, PP C P, PU—P = k oraz PN —P = {0}. Sygnature sgnp¢ formy
¢ = (ay,...,a,) wzgledem porzadku P definiujemy jako réznice miedzy liczba tych elementéw ay, .. ., a,,
ktore naleza do P, a tych, ktére nie naleza — jezeli oznaczymy przez Xj, zbior wszystkich porzadkéw ciata
k, to w zredukowanej teorii form kwadratowych zdefiniujemy dwie formy tego samego wymiaru ¢ i ¥
jako izometryczne, jesli sgnpp = sgnpy) dla wszelkich P € Xj.

Zdefiniujmy grupe Gy, = k*/(2k?)* klas sum kwadratéw ciala k. Pare (X}, G)) nazywamy przestrze-
nig porzadkoéw ciata k. Badanie zredukowanej teorii form kwadratowych rownowazne jest badaniu
przestrzeni porzadkow ciata k, w ktérej wlasnosci arytmetyczne ciata k£ ttumacza sie na wtasnosci aryt-
metyczne grupy Gi. Od lat 70-tych XX wieku prowadzone sg proby wprowadzenia aksjomatycznej teorii
przestrzeni porzadkow — owocem tych préb jest stworzenie teorii abstrakcyjnych przestrzeni porzadkow
przez profesora Murraya Marshalla oraz teorii zredukowanych grup specjalnych przez profesoréw Ma-
xa Dickmanna i Francisco Miraglie. Obydwie te teorie doczekaty sie licznych rozwinieé¢ i uogdlnien, w
szczegblnosci uogodlnien na teorie form kwadratowych nad pierécieniami, niekoniecznie za$ nad ciatami.

W ostatniej pracy Dickmanna i Miraglii [1] rozwazana jest szeroka i bardzo ogdlna klasa pierscieni
nazwana przez autorow pierscieniami wiernie kwadratowymi. Dla takiej klasy pierscieni zbudowana jest
wersja zredukowanej teorii form kwadratowych, a nastepnie pokazane jest, w jaki sposéb teoria ta moze
zosta¢ zaksjomatyzowana w jezyku zredukowanych grup specjalnych.

Celem pracy bedzie szczegblowe przestudiowanie artykuty [1] i zreferowanie opublikowanych tam re-
zultatow. Temat adresowany jest do studentow wszystkich specjalnosci, cho¢ nalezy pamietad, ze praca w
tematyce form kwadratowych bedzie wymagala opanowania dos¢ zaawansowanego aparatu pojeciowego.
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8. GRUPY WITTA GRASSMANNIANOW

Niech k bedzie ciatem charakterystyki réznej od 2. Przestrzen dwuliniowa M nad ciatem k nazywamy
przestrzenia metaboliczna, jezeli

M=~p 1. . 1P,

gdzie Py, ..., P, sa ptaszczyznami symetrycznymi, a symbol | oznacza sume prosta ortogonalng. Dwie
przestrzenie dwuliniowe U i V nazwiemy podobnymi w sensie Witta, jezeli istnieja przestrzenie
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metaboliczne M; i M takie, ze

My LU=M, LV.
Okazuje sie, ze relacja ta jest relacja réwnowaznosciowa — wobec tego mozemy rozwazaé jej klasy réw-
nowaznosci, ktore nazywaé bedziemy klasami podobienstwa przestrzeni U i oznacza¢ przez < U >.
Jezeli A jest macierza U w pewnej bazie, to bedziemy tez pisa¢ < A >, za$ jesli A jest macierza diago-
nalng o wyrazach aq,...,a,, bedziemy po prostu pisali < ay,...,a, >. Jesli na klasach podobienstwa
wprowadzimy operacje dodawania wzorem:

<V>a<U>=<V LU >,

to otrzymamy grupe, ktora nazywac¢ bedziemy grupa Witta ciata k.

Grupa Witta jest pierwszym z przyktadéw K —funktorow, ktérymi zajmuje sie algebraiczna K —teoria.
Takie og6lniejsze spojrzenie na grupy Witta pozwala zdefiniowa¢ grupy Witta pierscieni, rozmaitosci al-
gebraicznych, czy, ogdlnie, schematow, w szczegdlnosci rozmaitosci Grassmanna zwanych tez grassman-
nianami. Cho¢ grupy Witta schematow zostaly zdefiniowane juz kilkadziesigt lat temu, a grassmanniany
sa klasycznymi obiektami badanymi w geometrii algebraicznej, dopiero w ostatnich latach udato si¢
opracowaé narzedzia, dzigki ktorym mozliwe stato si¢ obliczenie grup Witta grassmannianéw: we wspot-
czesnym ujeciu obliczanie grupy Witta (czyli K —teorii, lub kohomologii, lub grup Chow) rozmaitosci
komoérkowych (ktérych szezegdlnym przypadkiem sa grassmanniany) opiera sie na czterech gléwnych
filarach:

(1) dlugim doktadnym ciagu lokalizacyjnym dla kohomologii rozpatrywanego schematu,
(2) twierdzeniu o dévissazach,

(3) niezmienniczos$ci homotopijnej,

(4) rozszczepianiu dtugich doktadnych ciagéw lokalizacyjnych w pewien specjalny sposéb.

Celem pracy bedzie przestudiowanie artykutu [1] i przedstawienie obliczenia grup Witta rozmaitosci
Grassmanna. Konieczne bedzie tez opanowanie i przedstawienie zaawansowanego aparatu pojeciowego
potrzebnego do zrozumienia dyskutowanej problematyki. Temat adresowany jest do studentéw sekcji
teoretycznej.
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