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ROZDZIAL 1

Wstep

W niniejszej pracy zajmujemy sie przedstawianiem wielomianéw o
wspotezynnikach wymiernych f, ktére sg sumami kwadratow wielomia-
noéow o wspotezynnikach rzeczywistych fi, ..., fin, jako sum kwadratow
wielomianéw o wspoélczynnikach wymiernych gy, ..., 9. Wstepne pra-
ce z zakresu omawianego zagadnienia pochodza z poczatku XX wieku,
kiedy Landau [6] wykazal, ze wielomian jednej zmiennej o powyzszych
wtasnosciach daje sie zapisa¢ w postaci sumy kwadratow wielomianow
o wspoétczynnikach wymiernych. Twierdzenie Landaua ma tez aspekt
ilo$ciowy, a mianowicie w latach siedemdziesiatych Pourchet [9] udo-
wodnil, ze mozna wybraé¢ wielomiany g1, ..., g € Q[z] tak, aby [ < 5.

Rezultat Landaua w naturalny sposéb prowadzi do nastepujacego
pytania, postawionego po raz pierwszy przez Sturmfelsa [12] w 2000 ro-
ku, a mianowicie czy analogiczne twierdzenie zachodzi nie tylko dla wie-
lomianéw jednej zmiennej f € Q[z], ale ogdlnie dla f € Q[xy,. .., x,]?
OdpowiedZ w znacznej mierze nie jest znana. Okazuje sie jednak, ze
jezeli wspotezynniki wielomianéw fi, ..., f, € Rlzy,. .., x,] nie sa wy-
brane catkiem dowolnie, ale naleza do pewnych klas rozszerzen ciata
Q, twierdzenie Landaua daje sie uogélni¢. W szczegblnosci Hillar [3]
pokazal, ze jesli fi,..., fm € Klx1,...,2,], gdzie K jest totalnie rze-
czywistym rozszerzeniem Galois ciata Q (to znaczy rozszerzeniem Ga-
lois K = Q(#) D Q takim, ze dla wszystkich ¢ € G(K/Q) zachodzi
o(0) € R, gdzie G(K/Q) oznacza grupe Galois rozszerzenia K O Q;
na przyktad rozszerzenie Galois Q(v/2) D Q jest totalnie rzeczywiste,
gdyz jego grupa Galois sklada si¢ z dwoch automorfizméw, idg, 5, oraz

o:Q(V2) — Q(v2) danego wzorem o(a 4 bv/2) = a — bv/2 i jest
jasne, ze idQ(ﬁ)(\/ﬁ) =2 € R oraz 0(\/5) = —/2 € R; 7 kolei roz-
szerzenie Q(v/—2) D Q nie jest totalnie rzeczywistym rozszerzeniem
ciala Q poniewaz id@(\/jz)(\/__2) = v-2 ¢ R), to f jest suma nie

[Ki‘ng) -4m kwadratow w Q[z1, ..., x,].

wiecej niz 21K+ . (

Przedmiotem mojej pracy bedzie analiza jednego z uogélnien twier-
dzenia Hillara. Mianowicie w pracy [10] Quarez zauwazyt, ze w powyz-
szym twierdzeniu totalnie rzeczywiste rozszerzenie Galois ciata Q moz-
na zastapi¢ domknieciem Galois totalnie rzeczywistego rozszerzenia Q.

Zauwazmy, ze rozszerzenie Q(3/2) D Q nie jest Galois (poniewaz, jak

tatwo sprawdzi¢, G(Q(v2)/Q) = {idgy gz}, ale [Q(V2) : Q] = 3), ale
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trywialnie jest totalnie rzeczywiste. Z kolei rozszerzenie Q(i, v/2) =
Q(i + v/2) D Q, w ktérym znajduja sic wszystkie pierwiastki wie-
lomianu z® — 2 i ktére wobec tego jest najmniejszym rozszerzeniem
Galois ciala Q zawierajacym podciato Q(+/2), oczywiscie nie jest to-
talnie rzeczywiste; tym samym widzimy, ze rezultat Quareza istotnie
uogolnia wezesniejszg prace Hillara. Quarez poprawia réwniez oszaco-
wanie podane przez Hillara dotyczace liczby sktadnikéw w reprezentacji
f jako sumy kwadratéw wielomianéw wymiernych i pokazuje, ze jesli
f € Q[xq,...,x,] jest suma m kwadratéw wielomianéw o wspotezyn-
nikach z domkniecia Galois K pewnego totalnie rzeczywistego rozsze-
rzenia ciata Q, to f jest suma nie wiecej, niz m + 4[F[([K : Q] — 1)
kwadratéow w Q[zq, ..., x,).

Niniejsza praca sktada sie z czterech rozdzialéw. W pierwszym z
nich zapoznajemy si¢ z kilkoma kanonicznymi rozktadami macierzy o
szczegolnych postaciach, w szczegdlnosci macierzy symetrycznych i do-
datnio okreslonych oraz macierzy symetrycznych o nieosobliwych mino-
rach gtéwnych. Punktem wyjscia do prowadzonych tam rozwazan jest
rozktad LU (ang. lower-triangular, upper-triangular) macierzy jako ilo-
czynu macierzy dolnotréjkatnej i gérnotréjkatnej. Pokazujemy, ze przy
bardzo ogélnym zatozeniu nieosobliwosci minoréw gtéwnych danej ma-
cierzy, istenieje jej jednoznacznie wyznaczony rozktad LU — jest to dosé¢
powszechnie znany rezultat, ktory, ze wzgledu na pdzniejsze zastosowa-
nia, udowadniamy w szczegélnym przypadku dotyczacym macierzy o
wspoétezynnikach wymiernych. W pozostatej czesci tego rozdziatu wy-
korzystujemy udowodnione twierdzenie do otrzymania innych, bardziej
specjalizowanych rozktadow macierzy, w szczegélnosci pokazujemy, iz
kazda dodatnio okredlona macierz o wspoétczynnikach wymiernych da-
je sie jednoznacznie rozlozyé na iloczyn macierzy LDLT, gdzie L jest
macierza dolnotréjkatng o samych jedynkach na glownej przekatnej,
za$ D jest macierzg diagonalng o dodatnich wspotrzednych — bedzie to
najwazniejsze twierdzenie z tego rozdziatu wykorzystywane pozniej w
dowodzie gtéwnego rezultatu pracy. Przy okazji dowodzimy tez kilku
pobocznych faktow dotyczacych macierzy, na przyktad pokazujemy, iz
macierz symetryczna o dodatnich warto$ciach wtasnych jest dodatnio
okreslona. Prezentowane dowody sg catkowicie elementarne i w zasadzie
mozna je traktowa¢ jako wariacje na temat metody eliminacji Gaus-
sa, a najbardziej zaawansowanym technicznie twierdzeniem na jakie
sie powotujemy jest twierdzenie spektralne w wersji dla rzeczywistych
macierzy symetrycznych znanej z kursowego wyktadu algebry liniowe;j.

Rozdziat drugi poswiecony jest pierwiastkom rzeczywistym wielo-
mianéw i metodzie Hermite‘a ich zliczania. Zastosowanie metody Her-
mite‘a pozwala udowodni¢ twierdzenie dotyczace rzedu i sygnatury ma-
cierzy bedacej sumag kwadratéw wielomianéw wymiernych. Rozdzial
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trzeci przedstawia algebraiczna metode Hillara okreslenia liczby kwa-
dratow wielomiandéw o wspotczynnikach wymiernych uzytych w dowo-
dzie gléwnego twierdzenia. W rozdziale tym wykorzystujemy twierdze-
nie Lagrange‘a o 4 kwadratach. Dow6d Quareza w twierdzeniu na liczbe
kwadratow wielomianéw wymiernych uzytych przy zapisie wielomianu
o wspotcezynnikach wymiernych, ktéry jest suma kwadratéw wielomia-
now z pewnego totalnie rzeczywistego rozszerzenia Galois jest zmodyfi-
kowang wersja dowodu Hillara, jednak zapewnia on lepsze oszacowanie
liczby sktadnikéw. Rozdzial ten jest najwazniejszym elementem calej
pracy i stanowi podsumowanie rozwazan dotyczacych sum kwadratow
wielomianéw wymiernych. Ostatnia cze$¢ pracy przedstawia przyktady
oszacowan przedstawiania sum kwadratéw wielomiandéw wymiernych
bazujacych na dekompozycji LU oraz na metodzie Hillara.
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Rozklady macierzy kwadratowych

W rozdziale tym przedstawiamy szereg twierdzen dotyczacych roz-
ktadu macierzy symetrycznych na iloczyny macierzy o pewnych szcze-
gblnych postaciach. Pierwszy z prezentowanych wynikéw dotyczy roz-
ktadu macierzy na iloczyn macierzy gornotrojkatnej i dolnotréjkatnej;
pokazemy, ze przy pewnych dodatkowych zatozeniach rozktad taki jest
jednoznaczny. W dalszej kolejnosci pokazemy, w jaki sposob rezultat
ten mozna poprawi¢ i ostatecznie uzyska¢ rozktad danej macierzy G
na iloczyn macierzy dolnotrojkatnej o samych jedynkach na przekat-
nej L, macierzy diagonalnej D i macierzy LT, przy czym wspotrzedne
macierzy L i D mogg by¢ wybrane z tego samego ciala, z ktoérego po-
chodza wspoétrzedne macierzy G. Tak sformutowane twierdzenie jest
w istocie wariantem znanego z literatury rozktadu macierzy Cholesky-
ego, przy czym interesowac nas bedzie wytacznie przypadek, w ktérym
wspotrzedne wszystkich rozwazanych macierzy pochodza z ciata liczb
wymiernych Q. Opisane w niniejszym rozdziale rozktady zostang wy-
korzystane w poézniejszych rozwazaniach, gdzie sumy kwadratow be-
dziemy zapisywali jako wartosci pewnych funkcjonatéw dwuliniowych
zadanych macierzowo — aby moc wygodnie wykonywa¢ obliczenia na
macierzach takich funkcjonatéow, niezbedne okazg sie rozktady dysku-
towane w niniejszym rozdziale. Prezentowane twierdzenia zostaty za-
czerpniete z podrecznika Watkinsa [11], a ich dowody nieznacznie do-
stosowane do naszych zastosowan.

2.1. TWIERDZENIE ([11, Theorem 1.7.19]). Niech G € Q' bedzie
macierzq, ktorej wszystkie minory gltowne sqg nieosobliwe. Wowczas ist-
niejq jednoznacznie wyznaczone macierze dolnotrojkgtna L € Q7 o sa-
mych jedynkach na glownej przekgtnej i gornotréjkgtna U € Q) takie,
ze:

G=1LU.

Rozktad macierzy G opisany w powyzszym twierdzeniu bedziemy
nazywa¢ rozktadem LU (z ang. lower-triangular, upper-triangular).

Dow&D. Ustalmy wektor b € Q" i rozwazmy uklad roéwnan:
(2.1) Gx =0b,z € Q".

Przypomnijmy, ze chcac rozwiazaé¢ uklad (2.1) za pomoca znanego z
kursowego wyktadu algebry algorytmu eliminacji Gaussa, wybierajac

5
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w kolejnych wierszach niewiadome bazowe i eliminujac je z pozostatych
wierszy, sprowadzamy uktad (2.1) do postaci:

(2.2) Ur =y

dla pewnego y € Q", gdzie U € Q) jest macierza gornotrojkatna. Po-
niewaz wszystkie minory gtéwne macierzy G sa nieosobliwe, mozemy
przyja¢, ze macierz U ma same jedynki na gtownej przekatnej. Zauwaz-
my, ze wektor y € Q" zostal otrzymany z wektora b € Q" przez za-
stosowanie tych samych operacji elementarnych, jakie zastosowaliSmy
do wierszy macierzy G aby otrzymaé¢ macierz U. Wykonanie kazdej
z takich operacji elementarnych jest rownowazne pomnozeniu wektora
b z lewej strony przez pewng elementarng macierz gérnotréjkatna. 7
kolei iloczyn elementarnych macierzy gornotréjkatnych jest macierza
gérnotréjkatng o samych jedynkach na gltownej przekatnej, mozemy
wiec zapisac:

dla pewnej macierzy goérnotrojkatnej U; € Q' o samych jedynkach na
glownej przekatnej. Dalej, checac rozwiaza¢ réwnanie (2.3) wzgledem b,
wykonujemy szereg operacji elementarnych na wierszach macierzy U
poczawszy od ostatniego a skonczywszy na pierwszym, a wiec innymi
stowy mnozymy (2.3) lewostronnie przez pewna macierz dolnotréjkatna
L € Q o samych jedynkach na gtéwnej przekatnej i otrzymujemy:

(2.4) Ly =1b.

Laczac réwnania (2.2) 1 (2.4) otrzymujemy LUz = b, a zatem LUx =
Gz i w konsekwencji G = LU. Dowodzi to istnienia stosownego rozkta-
du.

Aby dowies¢ jednoznacznosci rozwazmy réwnosé¢ G = LU w szcze-
gbtach:

a1 aiz - Aip 1 o --- 0 Uyp Uz -+ Ulp
Q21 Qg2 -+ A2y loy 1 0 0 uge -+ U,
az; azz -+ A3y = l31 30 0 0 0 - us,
An1 Ap2 - Ann lnl ln2 Tt 1 O 0 e Unn

Pierwszy rzad macierzy L ma tylko jeden niezerowy wyraz. Mnozac
pierwszy rzad macierzy L przez j-ta kolumne macierzy U otrzymujemy:

arj = luyy + Oug; + Ougj + -+ - + Oupy,

a zatem a;; = ui;. Widzimy wiec, ze pierwszy rzad macierzy U jest
jednoznacznie wyznaczony przez ;.

Zauwazmy, ze przy okazji wyznaczyliSmy tez pierwsza kolumne ma-
cierzy U, a jedynym niezerowym wyrazem jest u1;. Mnozac i-ty wiersz
macierzy L przez pierwsza kolumne U otrzymujemy, ze:

apg = lpun, 1=2,...,n.
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Zalozenie, ze macierz G jest nieosobliwa powoduje, ze U jest roéwniez
nieosobliwa. Stad ug, # 0 dla k = 1,...,n i w szczegdlnosci uq; # 0.
To powoduje, ze pierwsza kolumna L jest wyznaczona jednoznacznie
wedtug wzordw:
lil = aZI,i:2,...,n
U1

Postepujac analogicznie mozna wyznaczy¢ kolejne rzedy U i kolum-
ny L. Istotnie, zat6zmy, ze jednoznacznie wyznaczone jest pierwsze k—1
rzedéw macierzy U i kolumn macierzy L. Indukcyjnie pokazemy, ze k-
ty rzad macierzy U i k-ta kolumna L tez sg wyznaczone jednoznacznie.
Zauwazmy, ze k-ty rzad macierzy L jest rowny

[lkb lkg, Ce lk’kfl, 1, 0, . ,O]

Mnozac powyzszy rzad przez j-ta kolumne U, 7 > k — 1, otrzymujemy
kolejno:

agr = lpun
ary = lpiuig + louo
g k-1 = g1 +louop—1 + ..o+ L p—1Up—1 51
Poniewaz u,,;, m,7 € {1,... k—1} sa juz jednoznacznie wyznaczone
mj, T, ] ) ) y 5§ JuZz ] )
powyzsze wzory pozwalajg jednoznacznie wyznaczy¢ g1, lk2, - - ., lp g—1-

Dalej, zauwazmy, ze k-ta kolumna macierzy U jest rowna:

Uik

Mnozac j-ty wiersz macierzy L, j > k — 1, przez powyzsza kolumne
otrzymujemy kolejno:
ay, = luy

agry, = loyug, + ugy

p—1, = le—1gig + lk—12Uok + . 4 o1 p—2Up—2. + Uk—1 k-

Poniewaz [,,,;, m,j € {1,...,k— 1}, sa jednoznacznie wyznaczone, po-
wyzsze wzory pozwalaja jednoznacznie wyznaczy¢ uyy, Ugg, - - -, Uk—1 k-
Na koniec, mnozac k-ty wiersz macierzy L i k-ta kolumne macierzy U
otrzymujemy:

ark = Uik + lpotog + - 4 L pm1Up—1 g + gy
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Poniewaz wyznaczyliSmy juz jednoznacznie wspotrzedne Iy, ..., lg -1
oraz Ui, . .. ,Uk—1%, POWYyzsza rownosc¢ jednoznacznie okresla ug,. U

Powyzsze twierdzenie jest punktem wyjscia do dalszych rozwazan,
w ktoérych bedziemy modyfikowaé rezultat Twierdzenia 2.1 zaleznie od
naszych potrzeb.

2 -1 2
2.2. PRZYKLAD. Rozpatrzmy macierz G = | 23 =1 |, ktorej
2 2 -3
rozktadem LU bedzie iloczyn macierzy odpowiednio dolnotréjkgtnej o
1 00
samych jedynkach na gtownej przekgtnej L= | 1 1 0 | i gornotroj-
1321
2 -1 2
kgtnegU | 0 4 =3
0 0 —&

4

2.3. TWIERDZENIE ([11, Theorem 1.7.28]). Niech G € Q' bedzie
macierzq, ktorej wszystkie minory glowne sqg nieosobliwe. Wowczas ist-
niejg jednoznacznie wyznaczone macierze dolnotréjkgtna L € QF o
samych jedynkach na gtéwnej przekatnej, diagonalna D € Q' i gor-
notréjkgtna V- € Q) o samych jedynkach na gltownej przekgtnej takie,
ze:

G =LDV.

Rozktad macierzy G opisany w powyzszym twierdzeniu bedziemy
nazywac rozktadem LDV

DowOD. Wobec Twierdzenia 2.1 istnieja dolnotrdjkatna macierz
L o samych jedynkach na gtéwnej przekatnej i gérnotrdjkatna macierz
U = [uy], 4,5 € {1,...,n}, takie, z2 G = LU. Macierz G jest nie-
osobliwa wiec, argumentujac jak w poprzednim dowodzie, ux, # 0, dla
k € {1,...,n}. Niech D bedzie macierza diagonalna o wspotczynnikach
Uiy, - - -, Uny Na gléwnej przekatnej. Wtedy D jest nieosobliwa, a ma-
cierz D7! jest macierza diagonalng, ktorej wspolczynniki na gléwnej
przekatnej to uy', ..., u!. Niech V = D7'U. Wéwczas G = LDV.

Pozostaje wykazaé, ze rozkltad ten jest jedyny. Przypusémy, ze G =
L1D1‘/1 = LQDQ‘/Q. Niech U1 = D1‘/1 oraz U2 = DQ‘/Q Wtedy U1 1 U2 Sq
macierzami gérnotrojkatnymi, a G = L1U; = LyUs. 7 jednoznacznosci
rozktadu LU mamy, ze L, = Lo oraz Uy = Usy. Zatem DV = DyV5 i
dlatego:

DDy = VRVt

Poniewaz V) jest macierza gérnotréjkatng o samych jedynkach na gtow-
nej przekatnej, wiec V; ! tez. Poniewaz V; oraz Vi ! sa gérnotrojkat-
nymi macierzami o samych jedynkach na gtéwnych przekatnych, to ich
iloczyn réwniez. Z drugiej strony, iloczyn D, D; jest macierza diago-
nalng. Wtedy VoV, ! jest réwniez macierza gérnotrojkatna i diagonalng
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o samych jedynkach na gléwnej przekatnej, a wiec po prostu VoV ! = 1,
czyli Vo = V1 i w konsekwencji Dy = D;. ]

2.4. PRZYKEAD. WeZmy macierz G i L jak w poprzednim przykla-
dzie.Macierz G ulega rozktadowi LDV gdy macierz diagonalna D jest

20 0
postact D= | 0 4 0 a macierz gornotrojkgtna V- jest nastepu-
11
00 —5
1 —% 1
. . _ 3
Jeca: V=10 1 —%
0 0 1

2.5. WNIOSEK ([11, Theorem 1.7.30]). Niech G € QI bedzie macie-
rzq symetrycznag, ktorej wszystkie minory glowne sg nieosobliwe. Wow-
czas istniejq jednoznacznie wyznaczone macierze dolnotrojkgtna L €
Qo samych jedynkach na gtownej przekgtnej i diagonalna D € QF
takie, Ze:

G=LDL".

DowOD. Majac dany rozkltad G = LDV z Twierdzenia 2.3 wystar-
czy wykazaé, ze przy zalozeniu symetrycznosci macierzy G zachodzi
V = LT. Mamy, ze G = GT = (LDV)T = VIDTLT. VT jest ma-
cierzg dolnotréjkatng o samych jedynkach na gléwnej przekatnej, DT
jest diagonalna, LT jest gérnotrojkatna o samych jedynkach na gléwnej
przekatnej, a zatem VI DT LT jest rozkladem LDV macierzy G. Wobec
jednoznacznosci takiego rozktadu V = LT, U

2.6. PRZYKLAD. Przyktadem ilustrujgcym rozktad jest LDLT jest

1 20
dekompozycja macierzy G = | 2 1 0 | na iloczyn macierzy dolno-
00 3
1 00 2.0 0
trégkatnej L= | 1 1 0 | i macierzy diagonalnej D= | 0 2 0
001 00 3

Przeniesiemy obecnie czes¢ uzyskanych rezultatéow na przypadek
macierzy dodatnio okreslonych. Bedziemy tu milczaco zaktadaé, ze
wszystkie macierze dodatnio okreslone sg symetryczne i nie bedziemy
zajmowac si¢ patologicznymi przypadkami macierzy dodatnio okreslo-
nych i niesymetrycznych.

2.7. UWAGA. Niech G € Q] bedzie macierza dodatnio okreslona.
Wowcezas jej minory glowne rowniez sg macierzami dodatnio okreslo-
nymi.

DowOD. Przypu$émy nie wprost, ze G jest macierzg dodatnio okre-
slong, a jej minor gltéwny B rzedu m < n nie jest dodatnio okreslony.
Oznacza to, ze istnieje wektor z € R™ taki ze Bz < 0 oraz x # 0.
Rozwazmy wektor y € R™, ktory ma pierwsze m wspotrzednych takie
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same jak wektor x i pozostate n —m wspotrzednych réwnych 0. Wow-
czas y jest wektorem niezerowym. Poniewaz vy’ Gy = 27 Bz < 0, stad
G nie jest dodatnio okreslona, co daje sprzecznosc. U

2.8. UWAGA. Niech G € Q! bedzie macierza dodatnio okreslona.
Woéwcezas G jest nieosobliwa.

DowOD. Przypusémy nie wprost, ze G jest macierza osobliwg. Wow-
czas istnieje taki niezerowy wektor z € Q", ze Gx = 0. Ale wowczas
tym bardziej 27 Gx = 0, wiec G nie moze by¢ dodatnio okreslona, co
doprowadza nas do sprzecznosci. Il

Kluczowy do dalszych zastosowan okazuje si¢ nastepujacy rezultat,
ktorego dowod tatwo otrzymujemy taczac dowiedzione powyzej twier-
dzenia.

2.9. TWIERDZENIE ([11, Theorem 1.7.31]). Niech G € QI bedzie
macierzq dodatnio okreslong. Wowczas istniejg jednoznacznie wyzna-
czone macierze dolnotrojkgtna L € Q) o samych jedynkach na gtownej
przekgtne] © diagonalna D € Q) o dodatnich wspétczynnikach na gtow-
nej przekgtnej takie, ze:

G=LDL".

DowOD. Wobec Wniosku 2.5 1 Uwag 2.7 i 2.8 wystarczy wykazad,
ze wspotezynniki macierzy diagonalnej D, ktore — zgodnie z notacja z
dowodu Twierdzenia 2.3 oznaczamy przez uiq,. .., U,, — sa dodatnie.
Oznaczmy przez e; wektor, ktory ma na i-tej wspotrzednej jedynke, a
na pozostatych zera. Poniewaz G = LDLT, wigc D = L7'G(LT)™ ' i
wowczas:

uz = el L'G(L) ey =el LT'G(L ™) ey
= [(LHTe)" G (LY e] = 2 Ga.

S

~~ ~~
T €T
J?i )

Poniewaz G jest dodatnio okreslona, wiec u; = 27 Gx; > 0, dla i €

{1,...,n}. d
Powyzsze twierdzenie poprzemy nastepujacym przyktadem:
10 -1 2
2.10. PRZYKEAD. Macierz G postaci G = | —1 1 0 | jest ma-
2 0 1
cierzq dodatnio okreslong. Wowczas ulega ona rozkladow: na macierz
1 00
L = —1%0 % 0 | o samych jedynkach na glownej przekgtnej oraz
5 9 1
10 0 0
macierz diagonalng D = | 0 % 0 | o dodatnich wspotczynnikach
0 0 2
9

na gtownej przekgtnes.
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Na marginesie powyzszych rezultatéw odnotujmy tu jeszcze jedno
twierdzenie dotyczace wtasnos$ci macierzy symetrycznych, ktére wyko-
rzystamy w pozniejszych rozwazaniach, aczkolwiek ktérego dowod jest
catkowicie niezalezny od przedstawionego powyzej wyktadu.

2.11. TWIERDZENIE. Niech G € Q) bedzie macierzqg symetryczng,
ktorej wszystkie wartosci wtasne sq dodatnie. Wowczas G jest macierzg
dodatnio okreslong.

DowOD. Macierz G mozemy rozpatrywaé jako macierz funkcjonatu
dwuliniowego symetrycznego £ : Q" xQ — Q. Wobec twierdzenia spek-
tralnego w wersji znanej z kursowego wykladu algebry liniowej (por.
na przyktad [4, Twierdzenie IX.3.2, str. 268]) istnieje baza ortogonalna
przestrzeni Q" ztozona z wektoréw wtasnych macierzy GG, a wigc istnieja
macierze ortogonalna P € Q) oraz diagonalna D € Q7, ktérej wspot-
rzednymi na gtéwnej przekatnej sa wartosci wtasne dy, . .., d,, macierzy
G takie, ze G = PDPT. Ustalmy teraz wektor z € Q" i policzmy:

2TGx = 2"PDPTx

= (PTo)" DPTy
—_—— =
T Y

y
= y%dl —|—...—|—y721dn,

gdzie y = [y1,...,yn)T € Q" Poniewaz d; > 0,...,d, > 0, wiec jest
jasne, ze 7Gx > 0 i tym samym G jest dodatnio okreélona. U
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Metoda Hermite’a zliczania pierwiastkow
wielomianéw rzeczywistych

W niniejszym rozdziale udowodnimy twierdzenie Hermite’a pozwa-
lajace obliczac liczbe rzeczywistych i zespolonych pierwiastkow wielo-
mianu jednej zmiennej o wspotezynnikach rzeczywistych bez ich expli-
cite wyznaczania. Metoda uzyta w dowodzie bedzie zarazem ilustracja
do metod, ktorych bedziemy uzywac¢ w nastepnych rozdziale, gdzie dos¢
czesto bedziemy postugiwaé sie rachunkiem macierzowym do skrocenia
i uproszczenia notacji w obliczeniach o typowo algebraicznym charak-
terze. Prezentowany material zostat opracowany w oparciu o notatki
do wykltadu Coste’a [2] z rzeczywistej geometrii algebraiczne;j.

Niech u € R[X] bedzie wielomianem stopnia r, niech 6y,...,0,
oznaczaja wszystkie jego pierwiastki zespolone (liczone wraz z krot-
nosciami). Niech

r

_ § s+t—2
Qg = 9]' )

Jj=1

gdzie s,t € N,| beda sumami kolejnych poteg pierwiastkow u. Zauwaz-
my, ze na sumy te mozemy patrze¢ jak na wielomiany symetryczne
zmiennych 6y,...,60, o wspoétczynnikach catkowitych. Zauwazmy tez,
ze przy przyjetych oznaczeniach g = agy, o ile tylko s +¢ = s + ¢
— wybor tej, na pozér doé¢ ekstrawaganckiej, notacji znajdzie swe uza-
sadnienie w kolejnym rozdziale, w ktérym bedziemy przeprowadzaé ob-
liczenia z wykorzystaniem sum .

3.1. UWAGA. ag4 € R, dla s,t € N.

DowOb. Niech u(z) = apz” +. .. +a,. Wowczas u(z) = ap(x —6,) -
- (z — 0,) i wobec wzoru na pochodna iloczynu otrzymujemy:

u(z) = agl(x —0s)(x—03)...(x—6,)+

+ (z—0)(x—03)...(x—0,_1)]
13
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a zatem wykorzystujac znany wzor na sume szeregu geometrycznego
otrzymujemy

u'(x) 1 1 1
3.5 ..
( )u(:r) r—0, x—0 +:c—0T
1111 11
oz 1-4 12 r 1-t
R TS R 1S (6,
- () (B) e (B)
=0 =0 1=0
00 . 1 i+1 00 ' 1 i+1 0o 4 1 i+1
= 0 | — 05 | — 0. —
2a(:) +2a) ez ()
0o 1 i+1 ' ' '
= Z(5> (0 4+ 05+ ...+ 67)
=0
/1y !
)
=0 L

dla pewnych s;,t; € N takich, ze s; + t; = 1. Z drugiej strony

u'(z) = aprz” t Far(r — )" 2 4.+ ar

skad mozemy w inny sposéb wyrazi¢ iloraz

u'(x)  agra” ai(r— 12"+ 4 a,

3.6 =
(3:6) u(x) apx” + "+ ..+ a,

Poréwnujac teraz réwnania (3.5) i (3.6) otrzymujemy:

aprz” ' +ai(r— 12" 2+ .. +a,, i (1>i+1 N
= - * Gty
x
=0

apr” + "+ +a,
dla pewnych s;,t; € N takich, ze s; +t; = i. Wobec tego

agre”t +ay(r — )"+ a,

o 1\t
= (anT + alx’"_l + ...+ ar) : Z (_) sty

x
i=0
o o (e.9]
_ r—i—1 r—i—2 —i—1
= aox Qg,t; + a1 x Qg + ...+ T gt
i=0 i=0 i=0

r—1 r—2 r—3
= (aox Qgoty T Q0T “Qgip, + Q0T “Qgyty + . . )

r—2 r—3 r—4
+ (alx Aoty T 1T “Qgit; T A1T Qgty, + . )

-1 -2 -3
+ (arx Qsoty T QrT “Qgypy + AQrT “Qlgopy 1 .. )
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r—
Ag&gyto L

r—2
(aoasltl + alasoto) z

+

r—3
((IOO{52t2 + alasltl + a2a50t0) X

_I_

(aoasrfltrfl + alasr,2t7-,2 +...+ a’T‘floéSOto)
—1

+

(aoozsrtr +aas, g+ F arozsoto) x
2

_I_

(aoasrﬂtr“ + a0y, + ...+ arasltl) T

—i-1
+ (a0a57'+itr+i + A1, i 1ty +..o+ aTO‘Siti) z

Poréwnujac wspotezynniki przy kolejnych potegach x po obydwu stro-
nach powyzszego rownania otrzymujemy zatem:

aogr = CL()OésOtO
ar(r—1) = apas, + @105,
CLQ(T - 2) = QpQsyty + a1ty + A2t
Ar—1 = aoas,,',ltr,1 + alaST72t7~72 + ...+ aT—1a80t0
0 = aoo, i, T @10 14, T+ apagy, dlac > 0.

skad bezposrednio dostajemy nastepujace wzory rekurencyjne na o, ,
dla pewnych s;,t; € N takich, ze s; +t; =

(3.7) Qgpry =T

ay
gyt = ——
1t1 a/o
B sy t, Q1 + 209
aSQtQ -
ap
s, 1t; 11+ Qs ot Q2 + .o+ Qg Qi1 + 204 .
Qsit; = — — — dla ¢ <r
Qo
As;_1t;_101 + Os;_ot; 202 +.o. 7+ As;_t;_ Qr .
s, = — ” dla i > 7.
Poniewaz wspoétczynniki ag, ..., a, wielomianu u sg liczbami rze-

czywistymi, ze wzoréw (3.7) wynika w szczegdlnosci, ze as;:, € R, dla
pewnych s;,t; € N takich, ze s; +t; = i oraz ¢ € N. Z kolei poniewaz
s;, t; € N zostaly wybrane dowolnie sposrod liczb naturalnych spetnia-
jacych warunek s; + t; = 7, oznacza to, ze ay € R, dla s,t € N, czego
nalezalo dowies¢. Il
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Rozwazmy forme kwadratowg () : R" — R dang wzorem
Q) =UTGU, UcR’,
gdzie G € R jest nastepujaca macierza:
arp g s Qgp
G =
Qr1 Qpg - Oy

Zauwazmy, ze w swietle Uwagi 3.1, () jest dobrze okreslong formg o
wspotezynnikach rzeczywistych.

Gléwnym rezultatem niniejszego rozdziatu jest nastepujace twier-
dzenie:

3.2. TWIERDZENIE ([2, Theorem 1.14]). Sygnatura formy Q jest
rowna liczbie roznych rzeczywistych pierwiastkow wielomianu u, a jej
rzqd réwny jest liczbie réznych pierwiastkéw u (rzeczywistych i zespo-
lonych).

Wystepujacy w wypowiedzi twierdzenia rzad formy kwadratowej ()
jest oczywiscie réwny rzedowi macierzy G. Zauwazmy, ze rzad formy
kwadratowej mozemy wygodnie oblicza¢ zgodnie z nastepujaca obser-
wacja:

3.3. UWAGA. Forma kwadratowa @ : R" — R jest rzedu s wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieja formy liniowe Ly, ..., Ls € Flz1,...,x,], gdzie
F' jest pewnym rozszerzeniem ciata R, liniowo niezalezne nad F' i takie,
ze

QU)=L3(U)+ ...+ LX), UeR".

DowOD. Zalézmy najpierw, ze @ jest formg rzedu s. Wowczas, na
mocy twierdzenia Lagrange’a o diagonalizacji formy kwadratowej, w
pewnej bazie B przestrzeni R () przyjmuje postac:

Q<$1""’$T):x%+"'+x;2;_x;2)+1+'“—332

p+q
gdzie p + ¢ = s. Przyjmijmy (ciagle w bazie B)
Lj(l‘l, c. ,.’ﬂr) =Ty
dla1 <7 <p, oraz
Lj(l’l, SN ,ZET) = ZZEJ
Wowezas formy {L;}5_; sa liniowo niezalezne, oraz () ma posta¢ jak w

tezie uwagi.
Zalozmy teraz, ze forma () jest postaci

Q) = Li(U) + -+ + LY(U)
dla s liniowo niezaleznych form liniowych Ly, ..., Ly € Flxy,..., ;]
gzie I jest pewnym rozszerzeniem ciata R. Poniewaz wszystkie odwzo-
rowania L; sa formami linjowymi, to kazde z nich da si¢ zapisa¢ w
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postaci:

Lj = aﬂxl —+ -+ CLjTJ}T
gdzie a;, s pewnymi elementami F'. Z liniowej niezaleznosci form L;
wynika, ze macierz

_an a2 - alr-

_ |Gs1 As2 v Qg
A= 0 o --- 0

i 0 o --- 0 |

wymiaru r X r (gdzie ostatnie r—s wierszy zawiera same zera) jest rzedu
s. Zauwazmy, ze macierz AT A jest macierzg formy (. Pokazemy, ze
macierze A i AT A maja ten sam rzad. W tym celu wystarczy pokazaé,
ze ich jadra sg takie same. Jezeli Az = 0, to oczywiscie AT Az = 0.
Jezeli zag AT Az = 0 to réwniez 27 AT Ax = 0, czyli |Az]? = 0, stad
Ax = 0. Q ma rzad réwny rzedowi swojej macierzy AT A, czyli s. [

Przechodzimy teraz do dowodu Twierdzenia 3.2.

DowOD. Zauwazmy, ze:

11 192 T a1 r—1
G =
L Op—1,1 Qp—12 " Qp_1,-1
o1 1 1 1 6, - (971“*1
04 Oy -+ 0, 1 6y --- o5t
_0{’1 eg* st 16, - 0!
Niech
1 6, --- 71“*1
1 6, -.. grt
Gi=|. " g
16, --- 9:—1
Wowczas
G:GlTGl.
Oznaczmy
Li(U) = U1 +0;Us+ ...+ 07U, € C[Uy, ..., U], jed{l,....r}.
Tym samym
(3.8) Q) = U'GU =U"GTGU
= (GU)"(G\D)

= Li(U)+...+ LXU), UeR".
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Zmieniajac ewentualnie numeracje mozemy zatozy¢, ze 6q,...,0,
sg wszystkimi parami roznymi pierwiastkami u, s < r. Zauwazmy, ze
formy liniowe

Ly, Ly,... L,

s liniowo niezalezne nad C. Istotnie, zat6zmy, ze dla pewnych skalaréw
c1,...,cs € C zachodzi:

ClLl(U> + CQLQ(U) + ...+ CSLS(U) =0

dla wszystkich U € C". W szczegélnosci biorage za U kolejno wektory e;
o jedynce na j-tej wspoOlrzednej i zerach na pozostatych, j € {1,...,s},
otrzymujemy uktad réwnan:

1 + Co + ...+ Cr =0
C191 —+ C2(92 + ... + Crer =0
ald™t el L+ e =0
0 macierzy
1 1 ... 1
6, Oy - 0,
eifl ‘9571 . ‘92—1

ktorej wyznacznik jest réwny [, o;,<,(05, — 0;,), a wiec # 0, gdyz
0, # 0j, dla ji1 # jo. Wobec Uwagi 3.3 rzad formy (@) jest wigc réwny
liczbie s parami réznych pierwiastkéw wielomianu wu.

Przypomnijmy, ze sygnatura formy kwadratowej Q(U) zmiennych
U= (Uy,...,U,) o wspbtezynnikach rzeczywistych jest obliczana na-
stepujaco: rozktadamy forme Q(U) jako réznice sum kwadratow

QU) = _ZLZ(U)? —~ 'Z Li(U)?,

gdzie L; sa niezaleznymi formami liniowymi o wspotczynnikach w R, i
wowezas sygnatura Q(U) jest réwna réznicy p — g. Dalej zauwazmy, ze
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jesli 0;, oraz 0}, oznaczaja 2 sprzezone pierwiastki wielomianu u, to:
39) LZWU)+L3U)=(U+0,U+...+06,'U,)?
+ (Ui +0,U+...+0,'U,)?

= DUE ) UGG
=1 k=1,1=1,k#l

r

— D (U 2> U6 U
=1 k£l

- Z 2U7Re(07")” +2 ) UiRe(85 ) UpRe(0%)
k;él

= 2ZUlRe U —2ZUZIm G

— Z UIm (05" ) Im(0%7)
k£l

+ > UiRe(0')UpRe(057)
k£l

= Y URe(0)7")UpRe(6%") + 2(U Uz Re(051)
k+#l

+ U1U3R6(9]2-1> + ...+ UlUTRe(G;Tfl

= 2[U1 + R€(9j1>U2 + ...+ Re(&?{l)Ur]z
— [Im(0;,)Us + ...+ Im(0; U, J%.

i poniewaz wspotczynniki form liniowych po prawej stronie réwnosci
(3.9) sa rzeczywiste, sumy kwadratéw form L, , L;, w rozktadzie (3.8)
odpowiadajace parom sprzezonych pierwiastkéw zespolonych wielomia-
nu v nie majg wplywu na sygnature. Z drugiej strony kazdy rzeczywisty
pierwiastek wielomianu u, wobec réwnosci (3.8), zwieksza sygnature o
1. Tym samym sygnatura @) jest rowna liczbie roznych pierwiastkow
rzeczywistych wu. U

3.4. PRZYKLAD. Niech wielomian v = (X —2)(X? — 2z + 3). Pier-
wiastkami wielomianu u sg —iv/2+1, iv/2+ 1, 2. Wtedy macierz G =
3 4 2 1 —iv2+1 —2ivV2-1
4 2 =2 |, natomiast macierzG1 = | 1 iv/2+1 22 — 1
2 =2 2 1 2 4
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Metoda Hillara przedstawienia wielomianéw w
postaci sumy kwadratow

W tym rozdziale, ktory jest gtowna czescig pracy, zaprezentujemy
zmodyfikowana przez Quareza metode Hillara przedstawiania wielo-
mianéw o wspotczynnikach wymiernych, ktére sg sumami kwadratow
wielomianéw o wspotezynnikach rzeczywistych, jako sum kwadratow
wielomianéw o wspotczynnikach wymiernych. Prezentowane dowody
pochodza z pracy Quareza [10] i korzystaja z przygotowanego we wcze-
Sniejszych rozdziatach warsztatu pojeciowego. Zacznijmy od doprecy-
zowania kilku podstawowych definicji:

4.1. DEFINICJA. Rozszerzenie algebraiczne K = Q(6) D Q, spel-
niajgce warunek
Vo € G(K/Q) [o(f) €R],
gdzie G(K/Q) oznacza grupe Galois rozszerzenia K O Q nazywamy
rozszerzeniem totalnie rzeczywistym.

4.2. UWAGA. Zauwazmy, ze wobec twierdzenia Abela o elemen-
cie pierwotnym, kazde skonczenie generowane rozszerzenie algebraiczne
ciala Q jest postaci K = Q (0).

Na potrzeby dalszych rozwazan ustalmy totalnie rzeczywiste rozsze-
rzenie Galois K = Q () D Q. Niech r = [K : QJ; wowczas oczywiscie
K= {ag+ab+. +a_107"': a,€Q, ic{0,..r—1}}

4.3. UWAGA. Zauwazmy, iz dowolny automorfizm o € G(K/Q)

przedtuza sie jednoznacznie do automorfizmu pierscienia Kz, ..., x,]
danego wzorem

€ € € €
4 E Qey,....en) L1 Llx,™ | = g o (aEly,_,,en) r1tx,

(€15ep6n ) ENT (€15-5€n ) ENT

dla ktorego, dla uproszczenia notacji, rowniez bedziemy uzywacé sym-
bolu o.

Ponadto dla € = (e, ..., €,) € N" bedziemy pisali z¢ dla oznaczenia
jednomianu x' - z5? - ... 25, Tym samym

o (Z a5x5> = Z o(ac)ze.
eeNn eeNn

21
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Przy przyjetych oznaczeniach zaczniemy od udowodnienia nastepu-
jacej prostej obserwacji.

4.4. STWIERDZENIE ([10, 2 Hillar‘s method]). Niech f € Q|x1, ..., T,]
bedzie sumqg m kwadratow:

f=R+ft+
gdzie f; € K[y, ...,x,], 1 € {1 ...,m}. Wowczas:
R, o
k=1 ceG(K/Q)

Przed podaniem dowodu zilustrujmy powyzsze stwierdzenie pro-
stym przyktadem:

4.5. PRZYKEAD. Niech K = Q(v/2). Jak juz sygnalizowaliémy we
wstepie, jest to prosty przyktad totalnie rzeczywistego rozszerzenia Ga-
lois, ktorego grupa Galois sklada si¢ z dwoch automorfizmow, idg, ) 1

o : Q(v2) = Q(v/2) danego wzorem
o(a+bv2) = a—bv2.
Wowcezas wielomian
flx,y) =20 + 29 = (V22)° + (V2y)

da sie zapisa¢ w postaci
f= %[(id@(ﬁ)(ﬁﬂy +(0(V2)2)* + (Z'Ci(@(\/i)(\/é)y)2 +o(vV2)y)’].

Przechodzimy obecnie do dowodu Stwierdzenia 4.4.

DowOD. Zauwazmy, ze dla dowolnego wielomianu o wspdtczynni-
kach wymiernych g € Q[z1, ..., z,], zachodzi:

(4.10) Yo alg= ) g=I|GE/Q)g

ceG(K/Q) oceG(K/Q)
7, drugiej strony:

Y. o) = o(fjfz)

k=

= > o)
oeG(

= > > e

k=1 0cG(K/Q)

—_

W szcezegblnosei podstawiajac wielomian f we wzorze (4.10) i wstawia-
jac rezultat z lewej strony powyzszego réwnania, a nastepnie dzielac
obustronnie przez |G(K/Q)|, otrzymujemy teze. O
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Gléwnym twierdzeniem, ktére bedziemy chcieli udowodnié, jest na-
stepujacy rezultat:

4.6. TWIERDZENIE ([10, Theorem 2|). Niech f € Q[z1,...,x,] be-
dzie sumg m kwadratéow:

f=R+H5+.+1

gdzie f; € K[y, ...,xy), i € 1,...,n. Wowczas f jest sumg

m o+ A[T1(K Q- 1)

kwadratéw w Q[xy, . .., x,)."

Dowo6D. Wobec Stwierdzenia 4.4 wielomian f mozemy zapisaé ja-
ko:

(4.11) f= K/@ |Z > o

k=1 0€G(K/Q)
Poniewaz

K ={ag+ a0+ ayf* + ...+ a,_10"" : ag, ...,a,_, € Q},

wiec wielomiany fp € K[zy,...,x,],k € {1,...,m}, mozna zapisaé
jako:
fk = Zagk)x€:Z( (k)+a616+ +aer 19T 1)
eeNn ecNn

(Z ag{())ﬁ) <Z ae 1(L’ ) (Z aer 13;.697”_1>
eeNn eeN"™ eeN"™
r—1
7 eia
; dik

gdzie g, = > cnn ag?xﬁ € Qlxy,...,xy], 1€ {0,...,r—=1} ke {l,...,m}.

ISymbolem [-] oznaczamy funkcje "sufit” []: R — Z taka, ze [x] = min{k €
Z:k>ux}
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Dla uproszczenia notacji powiedzmy, ze G(K/Q) = {oy,...

[gj

=0

Wowezas:
(4.12) S lo(P =D los(f)P =D
s€G(K/Q) =1 =1
-3 [So )
= Z ZUJ<Qik)Uj(0i)]
= Z i%k(‘fj(e))i] :

r—1
(Z girt’

0}

I

Zauwazmy, ze prawa strone réwnosci (4.12) mozemy przedstawié ja-
ko iloczyn skalarny dwoch wektorow, do ktorych w dalszej kolejnosci
zastosujemy proste operacje macierzowe:

r

(113) [i qz-k<aj<e>>i]

7=1 =

= [ X0 qnlo;(0))

[ S qin(o(0)) ]
S (o, (0))
(S (o (0)) ]
| S o (0)
i 1 0'1(9) 01(9)7"_1 ]
_ 1 0'2(0) 02(9)’”_1
1 0.(0) o, ()" |
M1 0'1(0) 0'1(0)1"71 ]
1 0'2(9) 0’2(9)7171
1 o.(0) o, (0) 1 |

> im0 qin(o(0))" ]

S gikl(oi(6))

S g0 (0))'

qok
q1k

L QT—l,k i

qok
q1k

L QT—Lk _
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C g 11 @) - (@)
— q1k ] L ooy(0) -+ (020)) "
o] L1 a®) o e
(1 oou(@) - (o(9) ! Qo
1 oy(0) (2(0)) " Quk
1 o.(0) (:(0)) Gr—1,k
Oznaczmy
L) oo
G |10 (o)
L oo, (0) -+ (on(0))!

Macierz G = GT G, wystepujaca powyzej nazywaé bedziemy macierza
Grama sumy kwadratéw (4.12). Niech u(x) bedzie wielomianem
minimalnym elementu § € K = Q(#) i niech ay oznacza wspdlrzedna
s-tego wiersza i t-tej kolumny macierzy G. Zauwazmy, ze:

T

(4.14) ag =Y (0;(0)"",

J=1

a zatem wspolrzedna s-tego wiersza i t-tej kolumny macierzy G jest
suma s + t — 2-gich poteg pierwiastkow wielomianu u. Wobec Twier-
dzenia 3.2, rzad macierzy G jest rowny liczbie réznych pierwiastkéw
wielomianu u, a wiec 7.

Ustalmy o € {o1,...,0,}. Poniewaz {o1,...,0.} ={co00y,...,00
o}, wiec:

o) = o<2<aj<e>>s+”>

J=1

= (o)

Jj=1
= O

i tym samym oy nalezy do ciala elementéw stalych rozszerzenia K D
Q, czyli do Q. Innymi stowy, G € Q.
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Zauwazmy, ze macierz G jest symetryczna. Istotnie, wobec réwnosci
(4.14) otrzymujemy:

T T

= (0 = D (0,(0) 7 = a,

j=1 j=1

Zauwazmy tez, ze wszystkie warto$ci wtasne macierzy G sa dodatnie.
Faktycznie, niech v = (vq,...,v,),v # 0 bedzie wektorem wlasnym
macierzy G, zas A odpowiadajaca mu wartoscia wlasna. Wowczas:

Ml = GoT,

a zatem
2! =aTap?.

Mnozac powyzsza rOwnos¢ obustronnie z lewej strony przez wektor v
otrzymujemy

viw! = vGTG”
czyli

(4.15) Aol? = |G|

Dalej, podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 3.2 sprawdzamy, ze wy-
znacznik macierzy Gy jest réwny [],; i, (05, (0)—0;,(0)), a wige # 0,
gdyz zgodnie z zatozeniami wielomian u jest rozdzielczy i wszystkie je-
go pierwiastki sa parami rézne. Tym samym réwnosé (4.15) oznacza,
ze A > 0.

Wobez Twierdzenia 2.11 macierz GG jest wiec dodatnio okreslona.
Dalej, wobec Twierdzenia 2.9 istnieja jednoznacznie wyznaczone macie-
rze dolnotrdjkatna L € Q) o samych jedynkach na gltéwnej przekatnej i
diagonalna D € Q] o dodatnich wspoétczynnikach na gtéwnej przekat-
nej takie, ze G = LDL™. Wobec réwnosci (4.12) oraz (4.13):

dok
2 T 41k
(4.16) Z lo(f)? =[x @x -+ @1k | LDL .
oE€G(K/Q)
dr—1,k
Niech gok, g1k, - - - » gr—1.k € Q[x1, ..., x| beda takimi wielomianami, ze:
qok Gok
7 1k _ 91k

qr—1,k gr—1k
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Oznaczmy ponadto przez dy, ..., d, € Q wspdélrzedne na gtéwnej prze-
katnej macierzy D. Réwnanie (4.16) przepisze sie wowczas jako:
T

9ok dl 0 gok

41 S b = | RN
ceG(K/Q) ’ o --- dr

Gr—1,k Gr—1,k

= gopdh + Gipdo + ...+ gy id;

Podstawmy teraz rezultat réwnania (4.17) do wyj$ciowego oszaco-
wania (4.11). Otrzymujemy:

(4.18) f = |GK/@’Z Z

k=1 c€G(K/Q)

—_

= - Z Goxdr + ghde + -+ g7y d)
k=1

<

- d d d
_ 2 %1 2 %2 2 S
= ;:1 (QOkT +glkr +"'+gr1,kr>

Poniewaz L € Q] jest macierza dolnotréjkatna o samych jedynkach
na gléwnej przekatnej, wobec réwnoéci G = LDLT otrzymujemy, ze
wspoétrzedna «oq; z pierwszego wiersza i pierwszej kolumny macierzy G
spelia réwnosé aq; = dy. Z drugiej strony, wobec réwnania (4.14):
an =Y (0,(0) = (0,00)° = 1=,
=1 =1 j=1

a wiec d; = r i rébwnanie (4.18) mozemy uproscié, jak nastepuje:

- dy do d,
(4.19) f= Z (9§k7 + 9%k7 +..+ 931,k7>
k=1

d d,
_ 2 2 92 r
= E (90k+91kr+ +gr1kr>

k=1
= Zg§k+?2zg%k+' ?Z
k=1 k=1 k=1

Pierwszy sktadnik konicowej sumy we wzorze (4.19) jest oczywiscie su-
ma m kwadratéw wielomianéw o wspotczynnikach wymiernych. Jezeli
chodzi o pozostate r — 1 sktadnikow, to kazdy z wystepujacych w nich
wspoOtezynnikow %, j € {2,...,r}, jest dodatnia liczba wymierna, a
wiec wobec twierdzenia Lagrange’a o czterech kwadratach [13] 2, daje

2Kazda nieujemna liczba catkowita jest suma kwadratéw czterech liczb
catkowitych



28 4. ROZKEAD NA SUME KWADRATOW

si¢ zapisaC jako suma co najwyzej czterech kwadratow liczb wymier-
nych. Z kolei Y 7/", g%, j € {2,...,7}, jest suma m kwadratow wie-
lomianéw o wspotczynnikach wymiernych. Iloczyn sumy 4 kwadratow
liczb wymiernych i sumy 4 kwadratow wielomiandéw wymiernych jest
sumg 4 kwadratéw wielomiandéw wymiernych poniewaz mamy réwnosc:

(4.20) (af + a3 + a3 + a3) (b} + b3 + b3 + b3)

= (albl — agby — azbs — a4b4)2

+ (a1b2 + a261 + CL3Z)4 — a4b3)2

+ (a1b3 — a2b4 + CL3b1 + (l4b2)2

-+ (alb4 + a2b3 — ang + a4b1)2.
Wobec tego % oy gf-k, J € 1{2,...,r}, jest sumg 4[| kwadratow
wielomianéw o wspotczynnikach wymiernych.

W konsekwencji, pamietajac o tym, ze r = [K : Q], réwnanie (4.19)

dowodzi reprezentacji wielomianu f jako sumy m + 4[7]([K : Q] —1)
kwadratow wielomianéw wymiernych. U



ROZDZIAY. 5

Przyklady oszacowan

W rozdziale tym przedstawimy dwa przyktady ilustrujace najwaz-
niejsze twierdzenia z calej pracy. Pierwszy przyktad przedstawia wie-
lomian i totalnie rozszerzenie Galois, ktéry jest sumag m + 4[5 | wielo-
mianéw wymiernych. Drugi przyktad przedstawia zapis wielomianu o
wspotezynnikach wymiernych w postaci sumy kwadratow wielomianow
wymiernych wraz z dekompozycja LU macierzy Grama.

5.1. PRZYKEAD. Niech f = (X —0)?+(X+6)2+(2—V3)? = 2X2+
15, gdzie 0 = 14++/3. WeZmy za totalnie rzeczywiste rozszerzenie Galois
k=Q(V3). Wowezas m = 3, 2X2 + 15 jest sumg m +4[2] € Q[X] i
2X?+156=X?+X?+32+2°+1+1+0.

5.2. PRzYKrAD ([10, Example 1]). Rozwazmy nastepujgcy wielo-
mian:
f=3—12y — 62° + 18y> + ex® + 1223y — 621 + 62%y*,
ktory jest sumq kwadratow postaci:
f=@"+y+ Bay® —1)* +
(@ + By +yzy® —1)° +
(2 + 7%z + axy® — 1)%,
w

Q(a)z,y]

gdzie , 8,7y sq rzeczywistymi pierwiastkami wielomianu u(x) = x° —
3r + 1. Macierz G przyjmuje postac:

3 0 6 100 10 2
0 6 -3|=106 0 01 -3
6 —3 18 00 2 00 1

2
Wspotczynniki tej macierzy sqg obliczane przy wykorzystaniu wzorow
Viete‘a.

B=2—a—a% v=2a%-2, awektor ¢ = (qv,q1,q)" wynosi
q = (2% +22y® — 1, —wy?,y — ay*)".

Stad otrzymujemy, Ze

f= (($3+2wy2—1)+2(y—:cy2))2+6(—37y2—%(y—ny))erg(y—xyz)Q,

ktore jest sumq 3 kwadratow.

29
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Poczgtkowo przyktad ten zostal przedstawiony przez Hillara, jednak

wynik, ktory otrzymano to 6 kwadratow. W miejscu m + 4[5 ([K :

[L:Q]+1

5 ), gdzie

Q] — 1) pojawiala si¢ wtedy suma postaci : 4m - 2=+ (
L to domkniecie totalnie rzeczywistego rozszerzenia Galois.
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