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| Przedmowa

Skrypt powstai na IodStawie wykiaiu monograficznego dla studentdw
starszych lat matematykl w Uniwersytecie $1askim w semestrze letnim
roku akademickiego 1978/1919. Celem skryptu jest przedstaW1en1e
dwdch zagadnieﬁ. Pierwsze dotyczy zbioréw»niezaleZnych w algebrach
Boole’ ay & drugle-algebr Boole a szywnych, tzn. = takich, ktdre rfe
maaq nietrywialnych automorfizmm«. Kazde z tych zagadnier przetiuma-
¢'zone na jezyk topologii ogdlnej stanow1 wazny problem topologiczny,
co potwierdza teze, ze duzg czgsé topologli ogblnej mozna zaklasyfi-
kowaé do teorii algebr Boole’a, Z drugie] strbn& jezyk topologii oka-
zuje sig czqstb bardzo dogodny dla_formulowania zagadnien teorii al-
gebr Boolé’a. Swiadcza o tym chocby kwestie zwigzane 2 badaniem ul-
trafiltréw, ktére jednak zostazy pominigte w skrypcies jest im po- -
§wiecona monografia WW, Comfor ta i S, Negrepon~

t d s @ (1974). Nié starczyio takie miejsca na gcharakteryzowanie
wielu innyéh dziazéw teorii algebr Boole'a,. Na przykzad, zostaly cai
kowicie pominiqte~zwiQZki z teoria modeli booleowskich; ktérych wy-
ktad Czytelnlk znajdzie - w ksiazce W, Guzi é kiesg o. i’ P
Zbierskiego (1978). Zastosowanle algebr Boole’a w ,(logice
algebraicznej omdwiono w skrypcie W.A, P ogorze lskiego

i ®, Prucnala (1974



Dwa piérwsze rozdzialj skryﬁtu zawieraja wybodr poné i twierdzed
z. zakresu podstawowego wykla.du teorii algebr Boole’a. Eryterium wy-
boru byZa przydatnosé dla dalszych, mniej elementarnych czgdci wy-
kXadu, Miejsca centralne zajmujg tu:=twierdzenie Stpne a.o reprezen-',
tacji i twierdzenie MacNeille’a ohﬁzuﬁelnianiu.éiggbr Booie’éfirzed-'
stawiony tu zarﬁs teorii‘jest-niekompletny. Hézhé go jednak Zatwo p}i
glgbié korzystajqc Z.innych dostqpnych opracowan wspomnijmy tyl-
ko prace: R. S 1korskiego(1964), D.A. »WIa_dimiro-'
-wa (199), T. Traeczyka(1970) 1 P. Hallmofsa (1974).
‘Do zrozumienia te] czgsci skryptu wystarczy znajomosc elementarnych
faktéw teorii mmogodei i topologii. Wszystkie potrzebne definicje 3
twierdzenia z zakresu- topologii znajdzie Czytelnik - w ksizice - J,
Mioduszewskiego (1971) ludb R.»-E,ngve lkinga
(1975) . v % - il e o | o

W rozdziaXach IV i V' uZywane 83 pojqcia spoza elementarnej teorii
mnogosSci. WypeImieniu tej luki suzy rozdzial ITI, w ktérym. przyto-
czone sg niektore twierdzenia teorii mnogosci, mniej dostqpne w lite-
raturze podrgcznikowej, np. o zbiorach stacjonarnych.

Skrypt powstax 2z lnicjatywy Profesora Jerzego Mioduszewskiego
ktdérego 2yczliwosc, zaintere80wanie i cenne; uwagi bardzo mi pomogly

‘w pracy nad skryptem. Sk¥adam za to Panu Profesorowi serdeczne po-

dziekowanie.



1. Algebry Boole’a a przestrzenie
‘topologiczne -

§ 1. Algebry Boole'a i ciala zbioréw

Zbiér B wraz z dwoma dziataniami dwuargumen towymi Vo1 A (suma
b ¢ iloczyn), dzialaniém‘jednoargumentowym ‘(dopelnienie) oraz elemen-
~ tami wyréznionymi Op i %é naz&wamyilail gebra B ocole’a,
. jesli dla kazdych u,w,zesB speinione sg nastgpujace postulaty:
(1) uyw=wvl, WAW= WAL,
(2) uv(wvsz)= (avw)v z, uiA(waz) = Cuaw)a z,
(3) uwalwvz)s= (u)\w)v'(u/\z},. uv(waz) = (uv w)a(uv z),
(4) uwvu=nu, _uAku = u, ' ’
(5) ;A(uv'w) = u; uy (uav) = u, h
(6): uy0p = u, uAlg =u, ‘
(7) uviy =1, wAOg = 0g,
(8) uv(-u)=1g, wa(-u)=0p
(9) - = (-w) = u,, |
(10) - (uvw)= (-u) A (~w), = (qu) = (-u)v v(=w),
(11) - 0g # 1.
Przedstaw1one tu .aks jomaty teorii algebr Boole'a nie tworzg ukia-
du niezaleznego. Na przykZad: aksjomat (5) wynika z ukadu aksjoma«

- téw (3), (4), (6) 1 (7). Badanie tego typu zwiazkdéw jednak pominie-
my.



z (1) wyniﬁa, te kazda algebra Boole’a B ma przynajmniej . dva
elementjz OB i 1'3. Istnieje algebra Boole’a, ktéra - oprécz tych
dwéch - nie m innych elementdw, Istotnie, niech Bw {0 1} . przy coym
dziaania g3 okredlone naetezpuja,cox :

(12) uvw = 0 wtedy 1 tylko wtedy, zdy,\ u=w=0,

(13) uAw =1 wtedy 1 tylko wtedy, gdy u‘= w= 1,

(14) -0=1 oraz -1 =0, _. ) ‘

Zbiér B z tak okredlonymi dzialaniami mazyvamy algebr g
Boole'’a zero-:jed:ynkowq'lub dwuelemne n-
’itow_é"._ _ ) |

Niech B i C bédat algebrami Booiip_’_g,'. ./Jedli CcCB, OC = 0, 1,

= 13 oraz dziatania w B zacieénione do gbioru C pokrywajs sie
z dziahniami w algebrze Boole’a C, to C nazywamy p o d a 1 g e~
brag algebr y B Za two sprawdzié ze ;)eéli B jJest algebrq
_ Boole’a | oraz C jest podzblorem zbioru B, to C Jest podalgebrq
z dzialaniami indukowanymi z algebry B, jesli 13, 0 €C oraz zbiér‘
C jest domknigty ze wzgledu na dziazania algebry B, W szozegélnoéc“{,
jesli proyjmiemy C = {08 13}, to zbiér C- z dziaaniami indukowa-
'nymi z algebry. B jest algem Boole’a, Zatwo sprawdzié, Ze tak o-
kreélona algebra me wiasnofci (12) - (14). Mozna Wch pPrzyjaé, ze kas
'da algebra Boole® 'a zwiera jako podalgebre algebrez trywialng,

Niech A dezie podzbiorem algebry Boole’a ‘B, Nietrudno spraw-
dzic, 2e A -ﬂ{c C jest podalgebra algebry Boole’a B Zawierajg-~
gha, zbiér A} Jest podalgebrg algebry qule a B ,takg, e ACA. AX
gebra A jest najmniejsza gléebfq Boole’a zawierajaca Aj . bedziemy
Ja nazywali podalgebdr g. gen'ero‘wagq  Przez.
z bidér. A.Czytelnik bez trudu sprawdzi, e A jest zbiorem wézy¢
stkich elemeptéw postaci b1\/ oee vbn,‘ g@zie dla kaAzAde“go ign,
byefagA ...Aakf\-ak;-ﬂx eee =Bt 3;€A dla J<k + m, gdziekm
53 dowolnymi liczbami maturalnymi} . Stad wynika, Ze jesli A  jest

-zbiorem nieskoxiczonym, to I m te samg moc co A,



Waznych przykadéw algebr Boole’a dostarczajg ciaXa zbiordw. Przy-
pomnijmy to pojecie, Niech X bedzie zbiorem miepustym oraz niech
P(X) oznacza rodzing wsz;,:s‘tkichvpodzbioréw zbioru X, Rodzine BcP(X)

pagzywamy ¢ iaxem 2zbior 6w, gdy

~ (15) 8, xeB, -
(16) jedli U, WeB, to TuW, Un¥, U - WeB,

' TWIERDZENIE 1, Jeéli X jest zbiorem niepustyxﬁ, %o kasde eoiako
zbior&t B'-.c P(X) jest algebrq Boole'a, Zerem aigebry B jest ¢, a
Jedynks X DziaZania sg okreslone nastgpujacymi: wzoraml. uvws uywv,
UAW = unw, -u = X-u, dla u,wc—:B ’

Twierdzenle to, jakkolwiek wazne, jest zupelnie oczywiste, Aksjo-
maty (1) - (11) wyrazaja w tym pr"zypadku ogélnie zpane wZasnosci
dziaad mnogosciowych, ' | | "x‘

g Zanwazmy, e dlé. kaZdegb zbioru niepustego X, P(X) “jest algebrs
Boole a (gdyz jest einZon zbiordw), a kazde ciaXo zbioréw Bc P(k)
jest podalgebrs algebry P(X). Algebra P(X)lodgrywa wazng role w
naszych dalszych rozwazaniach,

Zanotujmy Jjeszcze dwa przykiady:

\

PRZYKZAD 1. Niech X- bedzie zbiorem nieskoriczonym. Rodzina 3B =
{ucx' u lub X-u Jest zbiorem skonczonym} jest cialem zbiordw,

Latwo zauwaZyc, %e B # P(X). s

PR 2YKZAD 2, Niech\LcP([O 1}) bedzie rodzinq wszystk:.ch zbioréw
mierzalnych w sensie Lebesque’ a, zawartych w odcinku fo,t]. ,L jest
~cia¥em zbioréw résnym od P([0,1]), bo istniejq zbiory niemierzalne
.(np, zbidr Vitaliegoj patrz R, S 1 k or s k 1 (1958), s. 243), 0 nie-
"~ ktérych wlasm;éciacp algebfy ;L bedzie mowa w dalszych paragrafach.

§ 2. Przestrzenie fopologiczne zwade zero-wymiarowe. Algebry

zblorow domknieto-otwartych
Niech X  |Dbgdzie (niepusta;) przestrzenig topologiczng, Podzbiory
.zbioru X, ktére sg zarazem domknigte i-otwarte (w sensie ustalonej
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w X topologii), bedziemy nazywali domknigto-otwar-
t ¥y m i. Rodzima CO(X) =,{u<:X' u jest zbioren domkniqto-otwartym}
Jjest, jaks/ zatwo sprawdzic, ciaZem zbiorow, a ‘wige algebrg Boole’a,
Algebre CO(X) bedziemy nazywali algebr a zbio rAé v dom
knigto-otwart y ¢ h, Algebra t§. odgrywa| wazng role w
dalszych rozwazaniach, ' , : _

Jedli X Jest przestrzenia spéjng, np. gdy X jest ﬁrzestrieniq
liczb rzeczywistych lub odcinkiem, to CO(X) = {¢,— } Bé*dziej in-
teresuje pas przypadek, gdy CO(X) jest zbiorem nieskoxriczonym, Ma to
_ mlejsce na przyklad wtedy, gdy X Jjest przestrzeniq zero—wymiarowq
nieskoriczong; pr zestrzenhn zZer o-wymia T o wa to
taka przestrzen Hausdorffa ktdra ma bazg zXozong ze zbiorow domknig-
to—otwartych (por. R, E ngelking (1975), 8. 435). Przestrze-
nie dyskretne oraz zbidér €antora 53 przykXadami przestrzenl Zero~wy=-
miarowych, ' < - ‘ ' -

Wag qbv Prze slk‘r z e.ﬁ k topologiczne j’.X e
zywamy liczbe kardynalnq w(X),lnajmnlejszq sposrdéd liczd kardynal-
nych ¢ takich, ze 1stn1eje w przestrzeni X baza mocy 7 (na okre- f
élenie wagi uzywa siq tez terminu "eigzar®y patrz’ R, Enge 1-
king (1975)). ' | | |

LEMAT 1, Jesli X Jest Przestrzenia Zero-wymiarowq, zwvartg i nie
skoriczong, to Iw(X)l: ICO(X)I, gdzie | A | oznacza moc zbioru A,

. Dowéd, Skoro CO(X) jest bazq przestrzeni X, to W(X)<:|CO(X)|
Dla dowodu nierownoéci przeciwnej ustalmy bazg R taka, se [R] =
= w(X), Dla kazdego uc co(x) ;istnieje RcR wkie, Ze u -UR' Sko-
ro u jest podprzestr;ghiq zwartg, to 1stnieje zbidr skonczonyli<:R
+aki s u =\Jh Zatem

lco) < [{R: R'¢R oraz IRISw}ISw IRl = IR] = w(x),
gdzie (w oznéczé najmniejsza liczbe kardynalnq nieskoﬁczonq.

5

Niech 7 bedeie liczba, kardynalng nieskonczona‘. Kos tk ] Can ‘j
tora wagi ¢ bgdzlemy nazywali 1loczyn kartezjanski T egzemplarzy Y
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przestrzeni dyskretnej dwupunktowej; na oznaczenie tej przestrzeni
bedziemy uzywali symboli D?: Zatem.Dt. jes{s' zbiorem wszystkich
funke ji o}creslonych na zbiorze - (liczbe kardynalng T utozsamiamy ze
zbiorem wszystkich liczb porzqdkow:,roh mocy mniejszej niz T 3 patrz
np. T.J ec h (19'73), a takze rozdzia.z 111, § 1) i przyjmujacych wa;r;
' ._ todci w zbiorze b= { 1, 1} Dla kaZdego « € T mamy kanoniczne rzu-
. towanie po(. Dt—-D okreélone wzorem: qa,(x) = x(&). Topologia w
DT'_'. jest najmnie:j_szq topologis, przy ktérej rzutowania sa ciagie,
.tgn.-bézé ,’fopolo‘gii W D'Z stanowig zbiory postaci: |

.. e '-1 0, gt

- gdzie o(1 ,...,,ocne T oraz :i.1 ,....,’ine {-—1 ,1}.

.Przestré;ﬁ € :je_st zwarta, bo jest iloczynem kartezjafiskim prze-

s’/crzeni zwartyc.:h.' Zb;ory postaci (1) sg domkniqto-otwarte, wigc Jjest
to takze przestrzed zex-'o#wym:iarbwa. Na mocy. lematu 1 w(dC) =7,

| KaZda przeétrzeﬁ zwarta zero-wymiérowa wagi nie wicgksze]j niz T

: j’é;t homeomorficzna g pewnym podzbiorem kostki DZ_. Przestrzern DY
jest homeomorficzna ze zbiorem Cantora.

Jesli liczbe kardynalng T wystgpujaca w‘definicji przestrzeni pt
-.zast‘a‘pimy zbiorem réwnolicznym z T, to otrzymamy w rezultacie prze-
sfrzexi h.cnm'aco»morficznt-.JC z DT, Wynika stgd w ézczegélnqéci, ze iloczyn
| ka.;:t'ezjaﬁski DtjxD'c jest (gdy T >w) przestrzeﬁiq homeomorficzng z
Dt, bd suma dwéch zbioréw mocy € ma mocc, . Wiele faktéw dotyczacych
kostek E}antora (takze wyliczone powyzej) mosna znale?é w ksigskach
R, Engelkinga (1975) orazJ Mioduszewskiego
(1971). '

- Zwréémy uwagg na inng jeszcze klasg przesirzeni Mrtych Zero-wy-
miarowyc;h. Sé‘ to rozszerzenia éecha-Ston’e’a przestrzeni dyskretnych
i przestrzeni metrycznych osrodkowych zero-wymiarowych., R o z s z e
rzeni _e'm & echa-Stone’a przestrzeni X bedziemy nz

zywali przestrzend éwartq (_Hausdorffa) f X takg, ze:
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s

(2) X jest podzbiorem ggstym przestrzeni p X, A
(3) dla kazdégo odwzorowania cie;,glego f: X ==Y, gdzie Y jest
przestrzeniq zwaruq, 1stn1eje odwzorowanie ciqgle f: ﬁX——-»Y

takie, ze f]X .

Warunki (2) i (3) okreslajg przestrzed BX z dokl?.dnéécia‘ do homeo-
morfizmu, Przestrzed X ma rozszerzenie pX ,wtedj i tylko ) wted},
gdy Jest carkowicie regularna (R. En g e l'k 1 n_g,' 1975;':3'. 218),-
tzn, gdy Jjest przestrzenia Hausdorffa i ma te wiasxios’é, ze dla kaz-
dego punktu xeX i kazdego otoczehia otwartego U punk tu x ist-
.nieje funkcja ciaggza £ X — {0,1] taka, ze : f(x) = 0 oraz f(y) = 1
dla . y # U. Przestrzenie metryczne i przestrzenie zero-wymiarowe sg

cazkowicie regularne

Niech A dez:Le podzbiorem przastrzexn topologicznej X, Domkniq-
cie zbioru A w Przestrzeni X quziemy oznaczah symbolem - cle.
W przypad}m gdy przestrzen X bedzie ustalona, a z kontekstu dezie
wynilcako, %e mowa o domknleciu w przestrzeni X, symbol cle be-
dziemy slcracali do clA. ' .

LEMAT 2, Jefli U ‘jest podzbiorem &oinkniqto-otwar’cfm w prze-
strzeni cakowicie regularne;) X, to cleU Jest zbiorem domknieto-
-otwartym w p X

Dowéd, Nieoh £, X—-—{_O 1} quzie funkcaq ciggig takg, ze f(x) =
=1 dla xeU oraz f(x) = 0 dla x¢U, Na mocy (3) istnieje funk:
cja ciggta f:PAX— {0;1} taka, ze TI|X = f. 2 ciagXodei T wyni-
ka, ze F(elyyU)c{1} oraz £(clgy(X-0))c {0}, Zaten elpyUncly (X-U) =
= g. Na mocy (2), cllﬁxU Ucle(X-U) BX. Zatem clpxU = fX-cl px(x-u),
co korczy dowdd,

LEMAT 3, Niech ;X‘ bgdzie przestrzenig Hausdorffa Jesli dla kaz-
dych dwéch zbioréw A, B roziacznych i domkniqtych w X istnieje
zbidr dom}migto-otwarty UC‘X taki, Ze AcU oraz BnU = @, to X
';jest Przestrzenig ‘calkowicie regularnq oraz (5 X jest przestrzeniq Ze- |
ro-wymiarows, :



Dowdd. Skoro punkty w przestrzeni X s zbiorami dozknigiymi {to
X .jest przestrzenig Hausdorffa), to z zaXozefslematu wynika, se X
'jest przestrzenig zero-wymlarowq. Zatem X jest przestrzenis caiko-
wicie regularng i ma rozszerzenie Secha-Stone'a pX.

Ustalmy teraz zbiér otwarty UcpX oraz punkt xeU, Przestrze~
nie zwarte (Hausdéfffa) s caXkowicie regulérné(ﬁ.iE ngelXing,
1975, S, 167) Zatem istnleje funkcja cigga g: (3X-—> [0,1] taka , Ze
. g(x) = 0 oraz g(ﬁX—U) = {1} Niech A =Xng 1([b,—]) oraz =B =

=Xng 1(E3,{]) Zbiory AiB sq roz¥aczne i domknigte w X, Ist~
nieje wige zbidr domknigto~otwarty WCX - taki, z2e ACV oraz BnV =
= @, 2 Lenate 2 wynika, ze zbiér cI¥W (domkniqcie W w przestrzeni
px) jest domkniqto-otwarty:—WYétarczj zatem pokazaé, ze xe clW oraz
clY'CU ‘ |
"Skoro ACW o Xng ([o =5-])cw Tym bardzie] —Xﬂgd([O,rl- Ve
C ¢c1lW, Poniewaz T¢lW jest zbiorem domknigto-otwartym i g ([O,
jest zblorem otwartym, a ' jest gbiorem ggsiym w pAX, wige

([0,3))cclw Zatem xeelW bo g(x) = 0.

Skoro BnW = §, wiec Xng ([3-,1])nW = @, Tym  bardziej: X0

'1(§ 1])nv o ¢ Poniewas zbiér X jest gesty w(&l ag ((3,1])0
AW jest zbiorem otwartym, wiqc 1((;—,1])(\ ¥ = @B, Z otwartosci
zbioru g ((3-,1]) wynika, ze g ((3-,1]) NclW = ¢. Zatem cl¥cU,
bo dla y£U, gz) = 1. |

TWIERDZENIE 1, Jedli X Jest przestrzenia dyskretnq, toﬂX~ jest
przestrzenig zero-wymiarowq. | | |

Dowéd. W przestrzeni dyskretnej kazdy podzbiér jest domkrigto-o-
twarty. Zatem twierdzenie wynika z lem§tuA3.

TWIEI}DZENIE.Z. Jedli X j.es‘t przestrzenis zero-wymi'a.;:owq i m
bazg prZelicialnq, to r_przestrzeri pAX Jest zero-:rrymiarowa.

‘Dowéd. Przestrze;xie iero-wymiarowe sg catkowice regularne, zatem
istnié;je rozszerzenie Gecha-Stone’a 2 X. Na mocy lemat_u 3 . wystarczy

pokazaé, ze jedli zbiory A i B sg domknigte i rozXaczne w X, . to
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| istnieje zbidr domknigto-otwarty UcX taki, te AcV¥ oraz Bn
OU = ,6.. . i

Nlech R quzie ustalonq bazg przestrzem X skladajch SlQ ze
zbiordw domkm.Qto-—otwartych Dla. kazdego xéX obierzmy otoczenie
WyeR punktu x tak, aby spehuone byly waru.nki‘ :

(4) jedli xed, +to _V NB = ¢,

(5) jeéli xeB, to W _NA= ¢,
(6) jedli xeX - (A uB), to W CX - (Aus)

Jest to molewe, bo zbiory A 1 B .sg domkniete i roztaczne, Zauwaz-
‘my, ze U'{W : x€ x} = X3 | " » ;
Poniewaz X m baze przeliczalng, wigc istnieje rodzima {wn :
:An<w}c{w . xeX] taka, »zéd{w ":> n<w} = b
Rozwazmy ciag ZblOI‘CW domkniqto-otwartych {V : n<w} gdzie Vv, =
= W1 oraz V ., = W - (W u...uw ) Zbiory V., sgparami roz-
lqczne oraz spelmaja, warunki

(1) vnc W, dla n<2b
(8) U}{Vn _:- n<w} X. | _
Niech U =U‘{V : n<woraz V nA ¢ ¢} z(8) oraz sta,d, ze
‘zbiory Yn 83 domkniqto-otwarte i roquczne wynika %e zbiér U ;jest
domkni¢to~otwarty. Natomiast z warunkdw (4) - (8) wynika, e AcU
oraz BaU = ¢, A - : 4 . . |
Udowodnione wyze] twiérdzehie nie jest prawdziwe dla wszystkich
przesh‘zeni zero-wymiarowych mloZeMe istnienia bazy - przeliczal-
neJ mozna jednak zastqpié znacznie slabszym mlozeniem, e prze-
strzed jest mocno zero-Wymiarowa patrz R,Engelkin g (1975),
8. 438, ¥ rozdziale V, § 1 zastosujemy Przytoczon tu sabszg "wers;jq

twierdzenia,

§ 3 Algebry zbioréw regularnie otwarlych

¥ poprzednim paragrafie rozwazalismy algebry Boole’a, ktére byty

* zarazem ciaXami zbiordw, Obecnie Poznamy algebry Boole’a, ktdérych e-



Wi

iemen‘b.mi 88 podzbiofy przestrzeni topologicznych i ktére na ogdx
nie éq cialami/'podzbioréw tych przestrzeni, -* :
" Niech X bedzie przes'trzénié topologiczna. Operacjg wngtrza w

przeétrzéni X Tbedziemy oznaczali symbolem "int", Zbidér Uc X jest

‘regularnie otwarty, jesli int(elV) = U, Zauwazmy, z2e P oraz X sa

zbiorami regularnie otwartymi. Zbiory regularnie otwarte sz otwarte.

~ Pokazemy, %e czgsé wspdélna dwdch zbioréw regularnie otwartych jest

. zbiorenm r'egularnie‘otwartym. Nietrudno zauwaszyc, ze rodzina zbiorbw

régularnig.otwart},rch niév. tworzy na o0gdéx ciaXa zbiordéw, Przykiadem

- moze byé zbidr (=oe, O)U(O,oa),' ‘ktéry jest sumg dwéch zbioréw regu~

’

larnie otwartych w topologii zbioru l’iczb_ rieczywistych.

LEMAT ‘1. Jegli UcX jest zbiorem otwartym, to §1U=cl(int(clU)).
D;wéd, Inkluzja clUc leint(clU)) jest oczywista, bo U = intlc
c int(elU), Z drugiej strony, int(clU)c clU. Zatem cl(int(clU))cell,
co konczy dowdd. ' ' |

Bezposrednio stad wynlka

' IEMAT 2, JesSli U jest zbiorem otwartym, to int(clU) =
= int(c1(int(cll))). -

IEMAT 3, ’J.es'li EI,VCX sg zbiofami otwartymi, to int(c1(UnV))=
= int(elV) n int(clV). '

Dowéd. Skoro UnVcU, to int(el(UnV))cintlcll). Podobnie
int(c1(Un ")) ¢ int(elV). Zatem int(c1(UNV))cint(cl(U))nint(c2(V)).

Dla dowodu inkluzji przeciwnej zauwazmy wpierw, ze jesli G,HcX
88 zbiorami otwartymi, to 7

(1) -GnelHccl(G:nH); ' _ | _ | _

~

Istotnie, jedli x¢cl(GnH), to istnieje zbidr otwarty WcC X ta-
ki, ze ‘XEW oraz WnGnH ='-¢. Jedli xeG, to WnG jest otocze-
niem otwartym punktu x rozla,czn;ym z H, Zatem x¢G 1lub x¢clH,
co dowodzi warunku (1).

Jesli w (1) i)odstat;fimy G=U oraz H= YV, to otrzymamy inklu-
zjes g ; i
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UnclVeccl(UnV),

czyli X-c1(UnV)c(X-0)u (X=c1V). Zatem c1(X~c1(U 9 V)) ¢ c2(X-U)v .
ucl(X-clV) 'HZechodze'kc. do dopeim.en, otrzymujemy (X-cl(X-U))n
n(x-clcx-olw)éx-el(x-cl(un ¥)). Skore X-cl{X-A) = intd, dla kazde-
go Aex to - . ' '

(2) Unint(clV) c int(c1(TaV)),
bo U Jjest zbiorem otwartym. P

Jedli w warunku (2) podstawimy int(c1lU) w miejsce U, to otray-

mamys -

(3) int(clU) n mt(clv) c int(cl (:mt(clU)r\ 7).

Jedli w (2) zamienimy rolami .U 2 V - to otrzymamy . inklu-
zje int(clU)n Ve int{(c1(W nV)). Zatem wobec (3) oraz lematu (2) ma-

mys . -

int(elU) n in;b (e1V) ¢ int(cl('Un V)) ’

co konczy dowdéd lematu,

BezposSrednim wnioskiem z lematu 3 jest

IEMAT 4, Czgsé wspélna dwéch zbiordw regularnie otwartych jest'
zbiorsm regularnie otwartym.

-

TWIERDZENIE 1, Jesli X jest przestrzenia topologiczng niepusta,
to rodzina RO(X) zXozona ze wszystkich zbiorow regularnie otwartych
w przestrzeni X wraz z dziaZaniami olcrealonymi wzoralni' '

(4) UVV = int(c1(UuV)),

(5) UAY = Unv, |
B (6) ~U=3X - clU,| ala U,veRO(X),
jest algébn_q Boole’a, przy czym zerem tej aigebry jest ¢, a Jjedyn-
kg X | '

Dowéd. Sprawdzimy nlektore sposrod warunkow wystqpu;jqcych w defi
nicji algebry Boole’a (patrz § 1)



17

4, Uv(VvW) = (UyV)v¥, Istotnie, na mocy lematu 1. mamy
- in$(cl(U uint(cl(¥ u¥)))) = int (clVucl(int(cl(Vu¥)))) =
= int(clUv cl(VU¥)) = int(c1(UuVu¥)).

Apalogicznie otrzymmjemy:-
int{el(int(c1(TuV)Iu¥)) = int(c1(UuVu¥)),

co dowodzi Zzcznodci dziaXanja "V ",

2. UA_(‘VV W) = (UAV)vV (UAV).' Na mocy lematu 3 mamy
Unint(cl(VuW)) = int(cll)n in‘t‘;(cl(vruw)) = 1nt(c1(un(vuw)))_-
= a1 (@aMu@EaW) . |

3, Uy (VA\W) ;1(UVV)_A{UVW). Na mocy lematu 3
inf(ci(u u(Vn w).))' - iﬁt(cl((u vV)a (Tuw))) =
= int(c1(Uu")) A int(e1 (@ u¥)).

.4, ~(-U) =1, Istotnie, Skoro U j’est zbiorem regularnie a-

" twartym, to X-cl(X-clU) = int(clU) = U.

5 B = (U vV) = (-U)A(~V), Na mocy lematu 2
Xec1 (int(c1 (U UT)) = X-c1(UUV) = (X-c10) n (¥-c1¥),

6. -(UAV) a(-U)V(—V). Is'totnie; skoro dl§> kazdego AcCX,
int(X-A) = X-clA oraz X-intd = c1(X-4), to N
X-c1(nV) = int(X-@WoV)) = int (X-0)u(x-v)) =
= int((X-int(clU))u(X-int(clv))) = S
= int(cl(x-,ciu)u cl(x-c;v)) = int(cl((X-c10)u(X-e1V))).

PozostaZe aksjomaty algebr BooleA;a speinione sg w spesob oczﬁli-

N

sty.
Algebre RO(X) bedziemy. nazywali algebra Boole’a
Zzbiordéw regularnie otwartych przestrzeni

. X§
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§ 4. Algebry Boole'a zupe‘{t{e ‘
Zouwazmy, Ze W kazdéj algebrze Boole’a d‘ziaiania wyznaczaja“re‘la-‘
¢ je porzadku, PrZyamu;;emy nastepujch defimcaq' - . '
(1) u<w wtedy i tylko wtedy, gdy uA(-w) = O, |
gdzie u, w S3 elementam ustalonej algebry Boole'’ a B (zamlast uA1
A(=W) bedziemy tez pisaé u-w). | ? '
LEMAT 1; Niech B bédzie algebra Boole’a, a h".<" Arrelac;jac okr;;‘
‘$lona warunkiem (1). Jedli ‘u,.W€B, to . &

0, . :
We . - g

Dowod. Poka zemy, Ze jesli u<w, ‘co UAW = u.,Istotnie, 'skoroj

(é.) u<w wtedy i tylko wtedy, gdy uAw

(v) u<w wtedy i tylko vrtedy, gdy uvw

uA(-w) = 0 oraz =0 =1, to (-u)vw— 1. Zatem

a=uAl =un((~u)vw).= (u‘r\(-u)).v (uaw) = Ov(u /\-w) = vu‘/\w.

~

Sprawdzimy.teraz, ze uAnw.=u implikuje uvw = W,| Istotnie sko-!

ro w=wv(wAu) oraz wAu=u, to W= uvw,

it

Sprawdzimy, ze uvw = w implikuje us<w, Skoro uvw=w, to

(-w) A (uvw) = (W)Aw

{1

0, Zatem

un(-w) = ((«)aa)v ((-w) A w) = (W)~ (uvw) = O,

f ¢ ’

Udowodnione wyzej implikacje dowodza jednoczesnie  rdwnowaznosci

! g

(a) i réwnowaznosci (b). £
TWIERDZENIE 1. Dla kazdej algebry Boole’a B~ relacja "<™" okre
§1lona warunkiem (1) jest czeéciowym porzadkiem w zbiorze B, i
Dowéd. Skoro u A (-u) = 0, wiec usu dla kaidego ue B. i

‘ i

Je§li u<w oraz w<u, to, ma mocy lematu 1(a), uAw= u.
oraZ WAu= W, Zatem u'= w, ’
Jes’l{ u<w oraz wg'z,"'-to? Ta mocy lematu 1, uUAWwW=u oraz

»

wve =z, Zatem ' '




0

WA (-2) = @A) A ((n)Al2)) =0,
c.o oznacza, ze u< 2z,

Pozostawiamy bez dowodu nast%pujaccy,. Zatwy lemat.
- IEMAT 2. Jesli B jest algebry Boole’a © oraz u,w,u',weB, to
(a) jesli ugw oraz Wew' , t0 UAWSWAW 0raz uvuwew v,
(o) jesli ugw, to_ -ws<-u,

(¢) u$¢uVW Oraz uUAWSU,

(d) 0<u orag us1

Nlech B bedzie ustalonq algebra Boole a, Jesli AcB oraz wueB,
to méwimy, ze u jest kresenmn gérnym zbioru A (us=

= supA), gdy spelnlone sq warunki°

(2) dla kazdego ach, a<gu,

(3) jedli weB oraz a<gw, dla kazdego ach, to u<w,

-Zatwo sprawdzié, ze kazdy 2zbi¢r AcB moze mieC co najwyzej Je-
' d-en kres gérny. Jasno tez widaé, ze sup{qf} = 0,

Analogicznie ‘okreélamy kres dolny: ueB Jest kresemn dok

nym zbioru ACB (v = ian), gdy speinione sg warunki:

(4) dla ]t:azd.e.go-v .ae_A; ué aj,

" (5) jesli weB orag w<a, dla kazdego ‘aeh, to wgu.

IEMAT 3, W kazdej algebrze Boole’a B zbiory skorczone majg kre-
sye. DokZadniej, jesli u.l,;‘.,,un‘e:B, to .-sup{uv...,un} = WaVoe. VU,
Oraz lnf{u1,oo.,un} = u1/\... /\u .

Dowod. Na mocy lematu 2(c) dla kazdego i<n WS UV eV U
»druglej strony, jesll dla katdego i<n, ui< v, to, na mocy lematu
2(a)y Uy V oo vu <w, Zatem warunki (2) i (3) sg speinione, czyli
WV e vu jest kresem«gérnym zbioru {u1 ,...,un}. Podobnie spraw-

dza sig, ze u, Aese AU Jest lcresem dolnym zbioru {u1 ,...,ung

IEMAT 4, Jedli B jest algebrg Boole’a, AcB oraz u = sup, to
-u = inf {-a: ae:A}. Je$§li w = infA, to -w = sup {-a: aeA}.



20

Dowdd lematu pomijamy, bo wynika Xatwo z defini:s  kresdw i lema-
‘tu  2(b). :

Algebra Boole’a jest zupeiXna, Jesld kaﬁdy;
jej podzbidr ﬁa-kres gérny. 2 lematu 4 wynika, ze W algebrze’ 3°°',
le’a _zupeiﬁej kazdy podzbiér ma takze kres dolny, oraz e w defipiéi
“cji zupeZnodci siowa "kres géfny".moéna zastapié sXowami "kres dold‘
: ny". Dla kazdego zbioru X algebra Boole’a P(X) (tzn. ciao wszy-
stkich pddzbiér6w zbioru X) Jest aigebrq Boole’a zupelna, Istniejq.
takée_aigebry Boole'a, Ktére nie‘§q zupeine, ' ?

PRZYKZAD. Niech B bedzic rodzing wszfstkich pédzb}oréw zbioru
1iczﬁ'naturalnych ktére sa skonczone lub ich dopeinienia 83 skoric zo-
ney 2bidr liczb naturalnych bedziemy odtad oznaczali symbolem M. B
jest algebrg Boole’a; patrz prZykIad 1,81, Dla kazdego né1 niech
u, bedzie zblorem tych. 1iczb nieparzystych, ktdre sq mniejsze lub
réwpe n, Zbiory u sq skonczone, wiec A = {un : n<xu}cB Poka ze-
my, ze zbiér A nie ma kresu gérnego w algebrze B,

Zax6zmy, ze WEB jes% ograniczeniem gdérnym zbioru B (tzn. spe-
nia (2)) . Zatwo widaé, ze zbidr w musi 5yé nieskonczony, Zatem_ﬂV-’
-w jest zbiorem skéﬁczonym. Obierzmy w zbiorze W 1iczbe. parzysta
k. Wéwczas 'w—{k} 3est‘tak2e dgraniczéniem gérnym zbioru A oraz w-
—{k} jest mniejsze od w, co przeczy warunkowi (3). Zatem zbidr A
nie ma kresu gérnego, céyli B nie jest algebra zupeina. »

Zaumatmy jeszeze, fe W rozpatrywane aIgebfze kazdy zbidér ma albo

kres gérny, albo kres dolny. Nietrudno sprawdzic, %e jesli do A na-
lezy pewien zbidr skonczony, tof\{u° uc;A} = ian a jesli wszyst- E
kie elementy zbioru A - sg nieskoliczone, to\){u'lleA} # sup(A)

TWIERDZENIE 2, Dla kasdej niepustej przestrzeni topologicznej X
algebra Boole‘'a RO(X) aest zupeina, ' i
' Dowdd. Skoro w algebrze, RO(X)-dziaanie "A™ pokrywa sig z -iloé

¥

czynem mnog05016Wym zbioréw (patrz § 3, twierdzenie 1), wige, na mo-

cy lematu 1(a), mamy =



(6) usw wtedy i tylko wtedy, gdy ucCW..
Niech AcCRO(X). Pokazemy, ze Zbidr w = int(clU{u:' ueA}) jest kre-
sém gérnym zbioru A; o '

Istotﬁie, jedli ueA, to ucUia: aeAB, czyli ucw, Zatem na.
mocy (6) u<w. | -

Przypusémy, ze w’€RO(X) oraz dla kazdego ue'A_, usw’, Za.tem
w = int(clt){u: uéiA})<:w*, bo w'  Jjest zbiorem regularnie otwar-

tym. To kohczy doﬁéd."

) § 5. Przeshrzenie eksiremalnie niespdjne

~ -~

W poprzednim paragrafie wykazalismy, 2e algebra Boole’a ROCX) jest
zupeina dla kazde]j przestrzeni ’copologiczhej X, Nasuwa sig pytanie,
czy algebra 'tCO(X) (zbiordw domknie to-otwartych w przestrzeni X) jest
takze zupeina, OdpowiedZ jest poéytywna w przypadku,  gdy X jes/t
przestrzenia ekstremalnie niespdjng. '
‘Przestrzelf’l topologiczna jest ekstremalnie n i e;—
s P 6lj na, jesdli kazdy jej pédzbié;; otwarty ma domknigcie otwarte.

IEMAT 1, Przestrzer topologiczma X jest ekstremalnie niesééjna
wtedy i tylko wtedy, gdy dla'kazdych'dwo'ch zbiordw otwartych. rozia-
cznych U,VCX, clUnclV = B

Dowéd.‘q\Z,aléZmy, ze dla kazdych dwdch zpioréw otwartych roziacz-
nych U, VCX, clUnclV = ¢. Niech WcX “bgdzie zbiorem  otwartym,
Skoro Wn (X-cIN) = §, wige -clWn cl(X-cl¥) = 9. Zatem cl¥c¥X-cl
(X=clW) = int(cIV), czyli cl¥W jest zbiorem otwartym w X,

Implikacja przeciwna wynika stqc}, ze. jesli U,ACX oraz U jesf
zbiorem 'otwartym i UnA =@, to Unclh = g, ‘

TWIERDZENIE 1, Przestrzei X jest ekstremalnie niespdjna wtedy i
tylko wtedy, gdy CO(X) = RO(X). -

-
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Dowéd 1., Niech X bedzie przestrzenig ekstremalnie niespdéjng. In
Xluzja co(x)cRo(x) jes¥ oczyw:.sta (w 1stoc1e COX) jest podalgebrq
algebry RO(X) dla kazdej przestrzenl X) Jedli UcX jJest Zbiorem
regularnie otwartym, to U = int(clU). Zbiér ©1U jest otwarty,wiqci
U = clU, Zatem kazdy 2biér regularnie otwarty w i o j‘est . domknieto~
-otwarty. - e ' 7

2, ZaX¥6imy, ze RO(X)-= CO(X). Niech U,VcX beds zbiorami otwar
tymi roztacznymi. Skoro UnV = §, to Un clV ='¢.‘Tym bardziej U o
0 int(elV) = ¢. Podobnie, int(e10) o int(elV) = ¢, | Zoidr| . int(el0)
. Jest regularnie otwarty, a wige jest domkniqto—otwa;rty. Zatem, na mo-~
cy lematu 1 z § 3, |int(clU) = cl(int(plU)) = clU, Analogicznie,
int(clV) = clV. Zatem clUnclV = §, co koriczy dowdéd.,

Skoro algebra qule’a ‘RO(X) Jjest zupeina (patrz twierdzenie 2,

§ 4), to bezposrednim wnioskiém z poprzedniego twierdzenia jest

TWIERDZENIE 2, Jeéli ‘X jest przestrzeniag ekstremalnie-niespoj-

k]

na,. to algebra Boole’a CO(X) jest zupeina.

Je§li przestrzer X jest spéjna, to algedbra CO(X) Yest dwuele-
mentowa, a wigc takze zupeina, Twierdzenia 2 nie mozna wiéé'odwréciéi/
W zakresie przestrzeni zero-wymiarowych twierdzenie odwrotne Jest

jednak prawdziwe, o o

TWIERDZENIE 3, Jedli X Jest przestrzenig zero-wymiarowsg, to al-
_ gebra Boole’ a CO(X) jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy X jesf
przestrzemq ekstremalnie niespojnq. ; =
Dowéd. ZaXéimy, ze algebra CO(X) jest zupelna. Niech . U V<:X be-
da zbiorami oWartymi rozla;cznymi oraz niech

= {‘weco(x) : wcu}' i Q= {weC»O X s wcv}\.-

Poniewaz X Jest przestrzenig zero-wymlarowq, tolJvP = U orazlJ Q =
= V. Niech Heco(x) dezie kresem gérnym zbioru P W algebrze CO(X)
Wewezas 10 = cl(UP)CH, Skoro UnV = ¢, wige Hnol(UQ) = b. zatem
clUnclV = ¢, A . _ .x

-



Implikacja przeciwna wynika z twierdzenia 2,

N

Powstze twierdzenie jest ja.k sig zdaje, wysmrczaja‘cq motyua- ‘
cja do rozwaZania przestrseni ‘ ekstremalnie niespojnych. Zauwa zmy-
. wpierw, ze przestrzenie dyskretne sg ekstremalme niespéjne. W zakre-
: sie metrycznym sg to jedyne takie przestrzenie. Wynika to stacd, ze W
przestrzeni ekstremlnie niespdéjne ) Hausdorffa nie ma nietrywialnych
: ciagow zbieznych, Istotnie, przypusémy, ze X Jest przestrzenig eks-
t:penalxiie niespé;jna, ‘Haus'dofffa ox.-afz xeX jes’c‘granicac ciagu {xn- -
t n< u)}cx'; {x}. Skoro X Jest przestrzenia Hati'sdorffa;' a x 'jest
' 'jedyny'm punktem skupienia zbioru {x T meta] 5istnieje ciag {U :

+ n< w} zbiorow otwartych rozxacznych i takich, e x €U cX - {73,
dla n<w. ZIatwo sprawdz:n_c, ze zbiory W, -U{U : n< w} oraz W, =
“_L.[ {Uznﬂ : o w} sg otwarte 1 rozla,czae oraz xe c1¥, 0 clwz, co prze-

czy ekstremlnej niespéjnoéci.,

LEMAT 2, Rozszerzenie -éecha-Stone.’a przestrzeni catkowicie ;'egu-
larnej ekstremal‘ni-e ‘niespéjnej jest przestrzenisg ekstremalnie nie- '
spéjna. | |

-Dowdd Zauwazmy najpierw, ze jeéli zbiory H, GCX sg domknigto-
-otwarte w X i rozkgczne, to ich domknigcia w przestrzeni X 83
takze rozla,czne. Wynika to stad, ze domknigeia w {5 X  zbiordw H i G

83 zbiorami domlmieto-otwartymi (patrz lemat 2, § 2) oraz X jest
zbiorem ge;stym w B X, .

Jesli zbiory U,Vcﬁx 83 roziaczne i otwarte w $X, to  zbiory
UnX 1 VnX sg rozkaczne i otwarte w X. Zatem zbiory c].X(UnX)' i
ch(VnX) =83 domknj.gto-ptwarée i roztgczne, bo X jest ekstreml-
nie niespéjna. Jak wynika z uwagi poczynionej ma pocza;tku dowodu,
clﬁx(clx(U nX))r\c]pX(clx(VnX)) 4 @, ‘Poniewaz zbiér X jest gesty
wAX, to clﬂx(clx(UnX)) = cl[jX(U) oraz clpx(clx(VnX)) = cﬂX(V)
" Zatem cl X(U)r‘\clﬂx(\f) - ¢ co konczy dowod (patrz lemat 1)
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Z lematu 2 wynika w szczegblnobcl, ze przestrzed B/N - rozszerze-
nie éecha-sté)ne’a' zbioruﬂ liczb paturalnych - Jest przestrzenis ekst-
remlnie niespojna‘ zwartq. _

Jatwo sprawdzié, ze’ podprzestrzenie otwarte i podprzestrzenle ge- i
ste przestrzeni ekstremalnie niespéQnych 83 ekstremJie niespojne.

. Takse suma topologiczna (suma roztgczna) prazestrzeni ekstremalnie nie-.
spojnych jest ekst*‘emalnie niespojna.

Iloczyn mrtezjanski nie zachowuje ekstremalnej niespojnosc:.. Oka-
zuje sig, ze jedli przestrzen XxY Jest ¢kstremalnie niespéjna, a '
przestrzenie X oraz Y sg zwarte (Ha.usdorffa), to przynajmniej je- |
dna spoéréd nich jest skorczona (wige dyskretna). |

. Przypuéé'my, ze tak nie jest. Poniewaz X ;]eé‘c przestrzenig Haus-
dorffa nieskonczong, to istnieje ciaag {U 3 n<w} zbioréw otwartych |
(niepustych) w X i rozlqcznych Podobnie w przestrzem ¥ istnie-
je ciag {V - n<»w} z‘oiorow (niepustych) otwartych rozigcznych.Niech
G = U{U xV : n,k<w oraz n<k} oraz H =U{_U ka : n,k<w oraz
k<n} Zbiory G i H s3otwarte i rozla,czne w XxY., Skoro prze-
strzenie X oraz® Y sag zwarte, wigc istnieje | xeclx(U{Un : n<w})
oraz -YEC1Y<() {Vn-: n< w}. I.;a.two spré;wdzié, ze punkt (x,y) lezy w
domknigeiu zaréwno zbioru G, ' jak i H, co przeczy ekstremalnej nie-
spéjnodci prZestrzeni X XY, ‘

‘g tego, co wykazalidmy, wynika w szczegdlnosci, ze przestrzéﬁ

AIN x BIN nie jest ekstremalnie niespdjina,. ‘



. Przestrzenie Stone’a

§ 1. Homomorfizmy

E o m, omorfizmen algebry Boole’a B w algebrg Boole’a

C nazywamy kazde odwzorowanie h’B—*-'C zachowujqce dziazania, tzn.

- takie, ze dla, kazdych u,weB pelnione sq warunki:

(1) n(uv w) = h(u)vh(w),

(2) h(uaw) = h(u)/\h(w),

(3) n(=u) = -n(),
przy czym dziaXania v, A,. wystepujace po lewej stronie_ réwnoéei (1)
i-' (3 sa; dziaXaniami w algebrze B, a te same znaki wystgpujace po
.pz;awej stronie oznaczaja‘;dzialania w algebrze C, '

Jedli homomorfizm h Jest odwzorowaniem réZnowartos’ciowym, to
nazywamy go monomorfizmem, 2 jeéli jest "na" (tzn,
h(B) = C),} %o nazywamy go e pimor £ i zme m, Homomorfizm,kté
. ry jest zarazem monomorfizmem !i epimorfizmem nazywa sig¢ i 2z o m o r-
rizmem. ; - .

Z warunkéw (1) - (3) wynika ze h(OB) = 0, oraz h(lg) = 1g. 2
~ tem zbidr n(B) - obraz gbioru B przez odwzorowanie h - jest pod
algebrg algebry & przy czym dziaiania w n(B) sg indukowane z al-
gebry C (patrz rozdziaz I, 9‘12_. Jeéli h jest monomorfizmem,to al-
gebra h(B) jesf izomorficzna 2 B.

Zauwaémy, %e homomorfizmy zachowuja porzadek, tzn. jesli u<gw, to
h(u)<h(w). Istotnie, jedli u<w, to uvw = w, Zatem, na mocy (1),

n(u)vh(w) = hiw), czyli h(u)<h(w),



-

IEMAT 1. Odwzorowanie h:B—=C . jest izomorfizmem algebr Boole’a
wtedy i tylko wtedy, gdy h(B) =C 1 dla kazdych u,we¢ B speinio- !
ny jest warunek: - '

4 us‘-‘w wtedy i tylko wtedy, gdy h(u) I< h(wD.

Dowod Izomorfizmy, jak wynika z pocZynionej uwagi, speXniaja (4).

X

Za¥ésmy wiec, ze h(B) = C i _h spelnia warunek 4). ‘
, : i

Odwzorowanie h jest rdznowartodciowe, bo jesli h(u) = h(w), to%

- na mocy (4) -~ u = w, 3
' ¥

Pokazemy, 2e h spe¥nia warunek (1). Istotnie, skoro | u<u\rw,gl

wigce h(u)<h(uvw). Analogicznie h(w)< h(uvw). Zatem h(u) vV h(w)<

SRR,

<h(uvw). Dla dowodu nierdwnoSci przeciwnej oblerzmy z € B takie, ze@'
h(z) = h(u) v hiw) (odwzorowanie h jest "na"). Poniewaz h.(u).{-h(z) %
to usz, Analoglcznie W<z, ,Zatem uv w<z czyli h-{uvw)<h(z —Jf
= h(u)vh(w). A \
Analogicznie do popréedniego sprawdza sieg, ‘2e h spelnia (2).
Sprawdimy 2zatem warunek (3). Zauwaémy”najpi.er‘w, ze h(0g) = O, Is-

C
totnie, skoro h(B) = C, wiec istnieje ue3B takie, 2e h(u) = O,

Poniewas h(0 s) =05, to na mocy (4) u<OB. Zatem u = 0.
sprawdza sig, ze h(1B) = 1g. Skoro h(0) = O, w1qc dla kazdego ueB |

h(u) Ah(-u) = 0, Poniewaz h(1) = 1, to h(u)vh(-u) 1. Zatem h(—u) =

HJ

O
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= -h(u), co konczy dowdd, =

Atomem algebry Bpole’a B nazywahy kazdy element minimal-
ny (w sensie relacji "<") w zbiorze B - {OB} Méwimy, zZe algebra B

jest atomowa, gdy dla kazdego ueB - {031 istnieje atom x taki,

DT T i

e x!<u. Algebry Boole’a skoriczone sg atomowe !

Aaties

TWIERDZENIE 1, Jesdli alge;bra Boole’a B jest zup‘ea:na i at;omowa,
to jest ona izomorficzna z ciaXem zbiordw P(A) , gdzie A j'est'zbio.-
rem wszystkich atoméw algebry Boole’a B, ‘ E
Dowdd, Dla kazdego ueB T02Zviazmy zbior AL = {aeA : asu}. Ho-

momorﬁzm ‘h: B——.P(A) olcreslamy wzorem: ' E

(5) h(U.) =
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fatwo sprawdzié, ze h(0) = @, oraz jesli Achih #4, to
h(sup(Aj) = A, Zatem h jest "na", Na mocy dematu 1 wystarczy
sprawdzxc, Ze odwzorowanie n spelnia‘waru‘nek (4).
- Je$li ugw, to A Ch,, czyli h(ﬁ)é h(w). Pokazemy, ze  jesli
Ac A, %o ugw, Przypuéémy,- e u-w 4 0. Wowezas istnieje a cA ta.—‘
kie, ze a<u-w (B jest algebrs -atomowqj. Zatem a<u oraz aAw =

.0, czyli. agAu o sprzecznosé,

Jak Jjuz Aw:sﬁomnieliémy, kazda algebra Boole’a skoficzona Jest ato-
mowa, Jest ona takze zupeZna. Stqd wynika (twisrdzenie 1), ze kazda
algebra Boole’a skonczona jest izomorficzna z ciaXem ws2ystklch pod
zbior bw zbloru atomow te] algebry. ¥ szczegolnosci, liczba elementdw
ralgebry skonczone;; Jest révina e , 8dzie n Jest liczbg atomdw tej

" algebry,

TWIERDZENIE 2, Dla kazdej przestrzeni calkowicie regularnej X al
‘gebry Boole’a '00(X) oraz CO(BX) s izomorficzne.

Dowdd, Rozwazmy odwzorowanie h 3 CO(@X)'-"—*CO(X) okreslone wzorem:

(65 h(U) = X nU,
gdzie UeCO(BX).

Skoro dla kazdego zbioru domkniQto-otwartego WicX 2zbidr CIﬁX(W )
jest domlcniqto-otwarty w AX (patrz rozdziax I, § 2, lemat 2), to
odwzorowanie h jest "na", Na mocy lematu 1 wystarczy sprawdzié, ze
n speinia ik (4). o o

Jesli U..CW, “to Uan'W nX, Zaxdzmy wige, Ze U,We CO(ﬂX) oraz
UnXcWn X.'Sko‘ro U jest zbiorem otwartym w (X, a zbidr X jest
8€ESty W (51(, to c]ﬁiU = cle(Un XY, Anaiogicznie '°1/5Xw= CI/jX (WoX)
Mamy zatem:

U=cl X(U) = clpx(UnX)c cl X(Wn X) = clpx(W) =V,

co 'konczy dowdd,
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' TWIERDZENIE 3, Algebra Boole’a GO(P/N_) jest izomorficzna z alge- :
bra - P (IV), ' '

5

Dowdd pomija.my, bo wymka w sposéb oczywisty z poprzednierro twier-

dzenia, Zbiér N, jak ratwo zauwaé.yc mozna tu. zastqpic dowolng prze
strzenig dyskretna,.

RS Y VIS _.i emaeiini (.

e S e L

§ 2. ldedly i algebry ilorazowe

Ideazen Q’algébrze Boole’a B 'na_zywamy kazdy 2zbidér Ic3B
épelniajqcy warunkij:

(1) Jesli u,wel, to uvwel,

(2) jesli ueI - weB oraz w<u, to wel,

(3) Ogel oraz BfI

'3
Przykiadem ideaiu .w algebrze P(X), gdzie X jest zbiorem nJ.e_ 1
{

A\
skonczonym, jest rodzina wszystkich podzbiordw 5konczonych zbioru X.

Przyktadem id,eaku w algebrze zbioréw mierzalnych w sensie Lebesque’ a

jest rodzina zbioréw xﬁiary zero. fatwo sprawdzié, ze Jedli h: B——C
Jest homomorfizmem algebr Boole’a, to zbidr ker(h) = {u €B 3 h(u) =
= 04 }‘ jest ideaXem w algebrze -3B. Zbidr ker (h) naZywamy ia d-’f
rem homomorfizmu h, Homomorflzm h' aest monomorfi-
zmem wtedy i tylko wiedy, gdy ker(h) = {0}. Okazuje siq, e kazdy
ideaz jest Jadrem pewnego homomorfizmu.

Z kaédym ideakem mozna zwigzaé pewngy relach réwnowaﬁnosci Jesli
I jest ustalonym 1dealem W algebrze Boole a B to relac] a‘
dzielenia algedbry B przez jdeaz I na
‘zywamy relacje geB.xB ol&eélonac wzorem: | 1

4) u Qv wteély i tylko wtedy, gdy (u-w)v (w-u)el,

tzn, elementy u i w 'sg rdwnowaine, gdy‘réznia, sie¢ o pewien ele-

ment z ideazu I,

sttt AN it 25
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Sprawd Zmy, se wzbr (4) okreéla relacjg réwnowaznoeci. Symetria‘ i
zwrotnodéé relacji ¢ sq\qczywiste. Dla spfawdzenia przechodnioéci'z&
iézmy, se up‘wv oraz \‘{‘gz."Wéwczas ,(u¥w)_v(w-u)eI oraz (w-z)v
v{z-w) e I. Skoro 'u-;zs(u.-w)v(w-z) oraz z-us(z—w)v(w-—u),fo (u=-z)v.
] .,y(z-u)s(u—w)y(w-zv) vig-w)v(w-u)e I, czyii ugaz. . ' |

-Relacja 9 jest'zgodna z dziaZaniami, tzn._spelnia pastgpujace wa-

runki:’ B \
(5) __j‘eéii ugu' oraz wgw', to uvwgu'vw',
(6) ‘;)es’li "ugu' oraz Wwg¢ w', %o qug‘u"A w'y

(7) “jedli uQw, to -u g-w.‘ B

y Qarunek (5) wyniké stéd, ze (uvw) - (v w) = (u\ww)A(—L')A(-w') =

= (uAaGw DAal=w’)) v QW/\(—u'jA(~w’))é (u-g‘)v(w—w'), ‘oraz - analo-

_gicznie - ('vw') - (uvw)g(w=-u)v(w -w), Fodobnie sprawdza sig -
wzory (6) i (7).

. Dla ue&B niech [uj oznacza klase abstrakcji elementu u wzgle-

‘dem relacji @ 6kreéiox;ej wzorem (4), tzn. [u] = {weB 3 ugw}.Zbio'r

. wszystkich klas abstrakec ji oznaczamy symbolém BlI, Dziazania boole

4

- 'owskie w zbiorze ‘B|I okresdlamy nastepujgcymi wzorami:

(8) [ulviwl = [uvwl,
(9) [ulalwl = [wavw],
(10) ~[u] = [~ul. -

Bezposrednio z wiasnofci (5) - (7) wynika,- ze takie rieél_enie dzia~- -
far jest poprawne, tzn. nie zalezy od wyboru reprezentanta. w ‘.klasie
abstrakcji. 2 samych zas okredler (8) - (10) wynika, ze zbidér B|I
wraz z tymi dziaXaniami jest algebrg Boole’a.-Algebrg B|I  nazywamy
aig’ebra, ilorasgowsag algebry B 'przez ideaz I.

Z ka3da algebra ilorazowa jest zwigzany epimorfizm q; B—«-Blll

» I = /
okreslony wzorem:

(1) ar(w) = [ul

To, ze a1 jest istotnie epimorfizmem! wynika bezposrednio ze wzo-
réw (8) - (10). Homomorfizm ten bedziemy pazywali- pro jekc ja

.
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algebry B na algebre B|I wyznaczong PT Zez i-
d ea X I, : ' .

Z okreslenia (4) wynika, 2e [u] [O] wtedy i tylko wtedy, gdy
uel, A wigc jqdrem pro;}ekcji qI jest ideal I.

TWIERDZENIE1 Dla kaédego epimorfizmu h°B——~—C istnieje izo-
morfizm *f:B|ker(h) —=C taki, 2¢ h = foqker(h)’ tzn, nastepujacy"
diagram jest zgodny.

ClIf;er h

“ Blker (n)
Dowdd, Odwzorowénie & Blker(h)—v- C okreélamy wzorem:

(12) £(f]) = nlw). | o :

‘ Okreflenie to jest poprawne, bo jesli [ul = [wl, to h((u-w)V(w-u))=.
= °'i czyli h(u) = h(w) Z warunku (12) wynika, ze 200 er(n) =

—

Oc_iwzorowanie f Jest homomorfizmem: mamy bowiem

~

([ v[w]) -Vf([u vw]) = h(uvw) ='h(u)v h(w) = £(1)v £ {Cwl)..

Analogicznie sprawdza sig, ze f([ulalwl) = £([ul)af ([v\:]) oraz
£(-[ul) = -£(Cul). '

Stad, e h Jest epimorfizmem, oraz z warunku (12) wynika, e £
jest takze epimorfizmem'.' ' 4‘

Pozosta je sprawdzié, ze 2 jest rdznowartoéciowe. Jesli £ ([ul) =
= £([wl), to n(u) = h(w), czyli h(u-w) = h(w-u) = 0. Zatem (u-w)v
v(w-u) € ker(h), czyli [ul = [w], co koniczy dowdd., -

- ¥ § 1 (patrz twierdzenie 3) pokazalidmy, ze algebra CO(B/N) jest
izomorficzna z P (/N). Obecnie pokazemy nastepujace
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TWIERDZENIE 2, Algebra Boole’a CO(QPN'—IN) jest izomorficzna z
aléebrq ilorazowg .P(/N)lFin, gdzie Fin oznagza ideaX  wszystkich
podzbmréw skone zonych zbioru J/ )

Dowod. Rozwa.zmy odwzorowanie h: P(/N) —°CO(/j/N - IN) olcreélone wz&m

~

rem’ v
(13) 1) = (BIN=IN) nc1 (D),

. gizie  UC/N oraz c1(U) jest domkniqciem zbioru U_w przestrzeni
-Aﬁ/N . Zbiér cl(U) jest domkniqto-otwarty w przestrzenl PIN(ratrz roz-

dziax I, § 2, lemat 2). Zatem odwzorowanie h jest poprawnie okre-
~ élone, | | | ' :

SprawdZmy, Ze h jest homomorfizmem, . Z wasnosci operac;jl domk-
niqcia wynlka Ze _ N
(14) B(ULV) = h@) v h(vj.

\ Zauvaizmy, ze jedli UcIN; to
' (15)’ cl(m- U) = BIN=- c1(U).
Istotnie, skoro cl (/N)= BIN, to c1(U)ucl(IN - U) = [fIN, Skoro

"przestrzen AIN jest ekstremalnie niespéjna, to cl(U)necl(W-U) = ¢,
 co dowodzi warunku (15) . Zatem pokazalidmy, 2e

(16) n(-U) = -n(U). _
Z -praw de Morgana oraz warunkéw (14) i (16) wynika,  3ze h(UnV) =
= h(0)n h(¥), co dowodzi, %e h jest homomorfizmem, /

Jesli WcPIN-IN  jest zbiorem domknigto-otwartym, | to 4istnieje
zbidr otwarty UC pHIN taki, ze W = Un(PIN- IN), Zatwo sprawazié,
Ze ‘cl(Um/N)n(_/fllN -=IN) =W, Zatem h jest epimorfizmenm,

Jadrem homomorfizmu h jest ideaX Fin, Istotnie, jesli h(U) = §,
to ¢1(U) jest podzbiorem zwar.tym zbioru'/N o 2atem U musi byé zbio-
rem skonczonym. , b

Z twierdzenia 1 Wymka teraz, ze algebry P(IN) iFin oraz CO(ﬁ/V—

- //V} sa izomorficzne, To konczy dowdd .
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W +tym miejscu wypada stwierdzié, Ze przestrzed PIN - IN nie jest
ekstremalnie niespéjna, tzn, algebra Boole’ a PUN) I Fj_n nie jest m!
pexna, Aby to- wykamé rozvazmy ciag {u : n<w}c1’ (/N) skzada jacy siq

ze zbiorédw nieskonczonych rozXacznych, ZaloZmy, ze [wleP(N) lFini
_oraz [%]é[w] dla kazdego n<w. Wéwczas haZdy ze zbioréw w O W

R L

~jest niepusty. Niech xn,cu nw oraz w! = w—{x H n<w} Zatwo spraw-A
dzic, e [un]<[w ] dla kazdego n<w oraz [w7] < [w]. Zatem nie ist—
nleje kres gérny zbioru {[un] : n<w}, czyli PUN) | FJv.nA nie jest ‘_
algebrg zupeing, . 3 ' |

§ 3. Fillry i ultrafiliry. Twierdzenie Stone’ ao reprezen’hcn -algebr
Boole'a .

Filtrem walgebrze Boole’a B nazywamy kazdy zbiér FcB

speiniajgcy warunki:

i ieni il

(1) jedli -u,weF, to uawe F,

PP

(2) je$li .ueF, weB i u<w, to wePF,

(3) 1€ F oraz O%éF.

Zatem filtr Jjest poje:ciem dwoistym do idealw fatwo spra.wdzic,i ze

B P

zbidr Fc B jest filtrem wtedy i tcho wtedy, gdy {—u' ueF} Jest i~‘
dealem. W szczegolnosci ;jeéli b jest zblorem nieskonczony'm, tc
zbidér tych’ UcX, takich ze X-U jest zbiorem skonczonym, Jest fil--.
trem w algebrze Boole’a P(X). Pododbnie rodzina wszystkieh zbioréw
niary 1 jest filtrem w algebrze zbiordw mierzalnych W sensie Lebes-;i
" que T8 ' |

Zbidér AcB jest scentrowany w algeffze Boole’a B,

jeéli dla kazdego zbioru skoliczonego {u1 gaials ,un} cA, uwA... /\un# 0.

1
Filtry sa,  jak widaé, zbiorami scentrowanymi.

LEMAT 1, Kazdy zbidr scéntrowany w algebrze Boole’a jest zawar- ]
ty w pewnym filtrze tej algebry.

ENARS S VPN
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Dowé6d. Niech zbidér A cB bedzie scentrowany w algebrze Boole'a
B, Zbiér F = {weB: istniejg U\‘ TRRTL A _%akie, ze LIRS
<w] jest filtrem, Zatwe spr'awa'zenie poni jamy,

Wérdéd filtrow waznq rolg odgrywajg filtry maksymalne, czyli ultra~
filtrye. Flltr FcB nazywamy u ltrafiltre m, gesli ‘nie
istnieje filtr F'cB taki, ze FcF i F ,é _F'. '

TWIERDZENIE 1, Kazdyf zbidér scentrowany w algebrze Boole'a (w .
szczegélnodei kazdy filtr) jest zawarty w pewnym ultrafiltrze tej al
gebry. .

Dowéd, Niech B bgdzie algebra Boole’a i niech Ac B bedzie zbio
rem scentrowanym, Na mogy leratu 1 istnieje filtr FcB +taki, se
AcF, Niech S Bqdzie zbiorem wszystkich filtréw_ algebry B zavie-
rajgcym F, Zbié;r S_ jest czgéciowo uporzgdkowany przez relacjg za-
wierania, Hatwo sprawdzié, ze ;jeélli L Jést podzbiorem liniowo upo-
- rzadkowanym gzbioru S, té U {F' F'e L}sS Za.tem, na mocy lematu Ku
'ratowskiego—-Zorna, w S istnieje element maksymalny, Element ten

Jest utrafiltren,

TV IERDZENIE 2, Filtr F jest ultrafiltrem w algebrze Boole'a B
wtedy i tylk;) wtedi, gdy dla kazdego ue€B, albo ueF, albo -uckF,

Dowéd, Przypudémy, z2e FcB jJest ultrafiltrem, oraz dla pewnego
ue B,u¢F i -u¢F, |Rozwazmy gbidr

G = {weB’ istnieje zeF' takie, ze u/\zsw}

Zauwamy, ze FcG, Skoro -ug¢F, wiec 046G, Jedli Wy sW,€ G, to WA
AV, € G, Jesli WS W, i w1eG to W, € G, Zatem G Jest filtrem i
F 4G, bo ueG-F, sprzecznodd, )

Zaxéimy, ze dla kazdego ue B, uEF- lub -uePF, Przypudémy, ze
istnieje £iltr GcB' taki, ze FcG i P 34 G. Niech ueG-F, Skoro

uéF wiec -ueF Zatem u,-ueG, sprzecznosé,
T\uerdzenie o reprezentacji algebr.Bocle’a, udowodnione przez M,H,
Stone'a (1936), jest jednym z podstawowych twierdzer tej teo~

rii., Méwi ono, Ze kazda algebra Boole'a jest izomorficzna 2z ciaZer
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zbiordw domkmqto—otwartych pewne } przestrzeni zwarte] zero-wymiaro 3

wej. Twmerdzenie Stone’a pozwala zatem przekZadaé twierdzenia teori ,_

Mimo %e samo przekladanie nie jes %

algebr Boole’ a na jQZYxC topologii.
o jedna.k pomaga nieraz dostrzec nowe zwiq&

na ogdx zbyt odkrywcze,
ki pomiqdzy twierdzeniami i dodatkowe motywacje. Jest to takze pe
forma "geometryzacji" algebr 3oole a. '

. TWIERDZENIZ 3 (Twierdzenie Stone’a o reprezentacji). Kazda alge
ra Boole’a'jest:;zomorficgna z ciaxem wszystkich pédzbioréw domknié
to-otwartych pewnéj przestrzeni topologiczne] zwartej zero-wymiaro

weje
Dowéd, Niech B Dbedzie algebrg Bdole’a, a S zbiorem wszystxkich

ultrafiltréw w B, Dla kazdego u€B, niech
(4) sC) = {pes: uep_}.

Niech T bedzie topologig w zbiorze S generowané‘ Trzez rodzini

{s(u): ueB}, tzn, niech T bedzie najuniejsza topologig * »2 s,

ktérej zbiory postaci s(u) sg otwarte.

Pokazemy, %e zbiér S 2 topologia T Jest przestrzeniy zwarts |

- ‘?)\J

(Bausdorffa) zero-wymiarows, a rodzina {s(u): ueBS jest bazg topolo»

\

gL, Te )
Zanotujmy Qwie oczywiste wiasnosci:
(5) s(0) = ¢, sQ) =8, -,

(6) s(uaw) = s(u)ns(w). _ﬂ
Jedli” peS, to (na mocy twierdzenia 2) dla kazdego ueB, albé

uep albo -uep. Zatem .
(1) s(-u) = S-s(n). S

Zauwazmy, ze dla u,w€B 3
. ) A e 2 o

(8) s(uvw) = s@)usC),
Wynika to stad, ze jesli peS oraz UVWED, to uep lub wWepP
Istotnie, w brzeci\-mym wypadku (na mocy twierdzenia 2) -u,-v €p. 225

tem -uA(-w)e p, co jest niemozlive.




7 wxasnoSci (5) i (6) wynika, ze {s(u’)_: ue:B_} jest baza w prze-
gtrzeni S, Na mocy (7) baza ta skiada sig ze.sbioréw domknigto-ot-
wartych. ‘ o | ' o

Sprawdémy, ze S jest‘przestrzeniq‘Hausdorffa. JeSli p,qeS’ o-.
raz P # 4, to p-q # ¢ 1udb q-p # 6, Zaxéimy, 2e wep-q. Wéwozas pe
cs(u) oraz q¢s(u), Zbidr s(u) jest domknigto-otwarty, wige punkty
piag mé.jq otdczenia. otwarte rozigczne, A

| Przestrzed S jest zwarta, Przypusémy, Zze tak nie jest, Wiéwczas
istnieje roding: Ric {s(u): usB} taka, #ze \JR = S, oxaz dla Xkazde}

podrodziny skoficzonej R'cR, UR' # S, Rozwazmy 2zbiér A = fueB:
.s(-u)eR}. Zbidr A ° jest scentrowany, bo jesli u, A soe Aw = a, to

na mocy (8) 8(-wy) V..sD s(-ﬁx.z) = 8(1) = S, Fa mocy twierdzenia 1
_istnieje ultrafiltr peS taki, zZe Acp,| Wéwczas -p¢s(u), ala
“s(u)e Ry sprazecznosé. N
Pokazalidmy wiec, ze -S Jest przestrzeni'a‘. Zwarity zerp-vymiarows,
- Pozostaje sprawdzié, ze algebra B jest izomorficzma z ciaXem CO(Sh
7, wiasnodci (6) - (8) wynika, %Ze odwzorowanie s:B—= CO(S) okreélo-
ne wzorem (4), ktdre kaﬁdému ue.-B przyporzadkowuje zbidr s(u)eCO(S),
jest homomorfizmem,. e
! Jesli HcS jest zbiorem domkniqto-otwartym, to istniejsg Uypees
V ...,%eB takie, ¢ H= s(u1) G el s(nn) .~ bo H _jest podprze-
. stz;zeﬁia, zwarty i otwartg. Zatem s jest epimorfizmem,
Aby zakoriczy¢ dowdd, pozostaj’e sprawdzié, 2e s je-st monomorfiz-
mem, Jedli s(u) = s(w), to s(u-vw) = s(w-u) = @, Na mocy twierdze-
-~ nia 1, jedli s(v) = @, to v =0. Wobec tego, u-w = w-u = 0, Zatem

u = w, co kolczy dowéd.

‘Niech X 4 Y beda przestrzeniami topologicznymi, Kazde 0dwzoTo-

wanie ciagte f£:X—=Y wyznacza homomorfizm £¥:00(Y) —= CcO(X) okre-

§lony wzorems __

(9) £y = £



36

(gdzie £ (U) oznacza przeciwobraz zbioru U przez odwzorowanie
tzn. £ (U) = {xex' f(x)eU}) Nietrudno sprawdzié, ze f£* jest
totnie homomorfizmem. Bqdziemy go nazywali homomor 1 'i

menn indukowanym przez odwzorowanig

ciaggze.

7

LEMAT 2. Jesli X i Y sg przestrzeniami zwartymi zero-wymiarowy 5
mi, to dla kazdego homomorfizmu h'CO(Y)—-CO(X) istnie;je dokladni
jedna funkcja ciggla f:X—=Y taka, ze f* = h. ¢
 Dowéd. Zauvazmy wpierw, Ze dla kazdego xeX, F_ = {Ue co(x) x¢
eU} jest ultrafiltrem w C0(X), bowiem '

(10) dla kazdego U€CO(X), UeF  1lub -U€F_,

Skoro h jest homomorfizmem, wige o -
A

(1) 17'(E,) = (Teco@: n( e T ]

jest filtrem v CO0(Y). 2 (10) wynika, ze dla kazdego veco(y), V
(Fx) lub -Veh (Fx)' Zatem h (Fx) jest ultrafiltrem,

'_;usu!@x?}{‘wﬁﬁ!ﬁfﬂhd."."‘.;I‘.‘;.ﬁf;h L»FJ'F,’"}L“M?'%@”‘ — B :'SJ’ 3

Niech Fe CO(Y) bedzie ultrafiltrem. Pokazemy, %e

(12)  jesii yen{V: VeF} i yeuecoQ), to UeF,

b R R

‘Istotnie,‘ zbidr FU{U} jest scentrowany. Na mocy ’cwierdzenia 1 ist-
nieje ultrafiltr ¥’ taki, ze Fu {UJcF’. Jedmak F jest ultrafilt:
ren, wiqc UeF, ' ‘ ’

Poniewaz Y je.,t przestrzenig zwartg, to N {V' Ven (F )} # .
Wykazaliémy, 2e h (Fx) jest ultrafiltrem, Ma mocy warunku (1 2),
N{v: v eh’1(Fx)} jest zbjorem jednopunktowym (bo Y jest przestrze-

‘nig Hauédorffa). Okreélmy funkecj¢ f:X—Y nastgpujacym wzorem:

(13) £(x) = wtedy i tylko vtcdy, y .
J=nfv: ven )]
‘Jak wynika z wczedniejszych vwwag, definicja jest poprawma.,
Aby wykazaé ciggosé funkcji f, wystarczy pokazad, ze

(14) £ (V) = n(v), dla kazdego UecCo(Y).

CRbiabiseeleas.



W tym celu wykazemy dwie inkluzje: f'1(U)gh(U) i h(U)<:f°1(U)e Je-
11 X e£’1(U), to. f(x)e U, Zatem, ﬁa mocy warunkéw (13) 1 (12),
Ueh (F ). Z warunku (11) h(U)eF , czyli xeh(U). 2 drugiej stro-
ny, jeli xeh(U), to h(U)eF czyli Uen™ (F). Zaten, na ooy v
runku (13), f(x)sU czyli xef 1(U)

Ze wzoru (14) wyglka réwnies, e £ = h.v

Funkcja £ 'jest ;yznaqzona jednoznacznie przez homomorfizm  h,
Przypusémy, %e tak nie Jest. Wéwczas.istniejq funke je ciage | -
" ) (L. 4 takie, 2é. f*l— h = g* s B f g. Istnieje zatem punkt xe:X"
taki,Aze £(x) % g(x). Niech UeCO(Y) spexnia f(x)eU i g(x)éﬁ
Wéweczas xe€f (U) = f"‘(U) i ngg (U) = g*‘(U), sprzecznoéé, bo £¥

= g", Dowda jest zakonczony;

TWIERDZENIE 4, Jesli X,Y sa przesirzeniami zwartymi zero-wymia-
rowymi, to dla kazdego homomorfizmu h:CO(Y)—=CO(X) istnieje  (do-
Kradnie jedna) funkcja ciagta T(h):X—Y taka, ze (T(n))'=

(patrz okredlenie (9)) oraz speinione sg nastgpujace wiasnoécis

+ (15) jedli e:CO(X)e—CO(X)i jest mentycznoécig, to T(e):X—X
jest identycznoscig, |
(16) jesli g:c0(z)—=cCO(Y), gdzie 2 jest przestrzenia zwarta
zero-Wymiarowé‘, oraz h:CO(Y)—CO(X), to T(hog) = T(g) o
| o} T(h) . | |

Dowéd. Istnienie i jednoznacznoéé funkcji T(h) wynika z lematu 2.
Pozostaje sprawdzié warunki (15) 1 (16). |

Wxasnosé (15) wynika z jednaznacznoéci i stad, ze jesli i:X—X
jest funkcjg identycznoéciowat, to (i‘)_¥ Jest hox;xomorfizmem identycz~
noéciovyms patrz (14) |

Wxasnosé (16) wynika. takze z jednoznaczno$ci oraz stqd, zZe jesli
£1X— Y oraz k:i¥——13,  to (kof)¥ = £¥ok’,

Wniosek 1, Jedli przestrzenie~ X i Y sg zwarte zero-wymiarowe, o
algebry VCO(X) 1 co¥) sg izomorficzne, to przestrzenie X i ¥ =7

homeomorficzne,
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Dowdd, Niech h-GO(X)——-CO(Y) bedzie izomorfizmem, Na mocy twier-
dzenia 4 T(h ) o T(h) oraz ’i‘(h)o T(h ) sg odwzorowaniami iden-
tycznosciowymi, Zatem T(h) Y—X jest homeomorfizmem.

4 Tw:.erdznnie Stone a mow1, ze dla kazde] algebry Boole’a B istn1e~

je pewna przesu'zen zwarta zero-wymiarowa taka, ze Jed algebra zbio- |

R T e e Sy R O

1

row domknigto-otwartych Jjest 1zomorficzna %z .B, 2 udowodnionego wni&'fff

sku wynika, ze przestrzen “ta jest wyznaczona Zz dokladnoéciq do home&ii

morfizmu, Bedziemy jg mazywacé prze_strzeniq Stonea;

‘algebry Bgole'a B iozmaczaé symbolem S(B)., Izomor-
fizm sB:B—-%GO(S(B)}- Bpisamr w twierdzeniu Stone’a bgdziemy nazy-

wali izomorfizmen Stone’a.

Na.stqpne twierdzenie wynika wprost Z twierdze,nia 4,

.

TWIERDZENIE 5, ‘Dla kazdego homomorfizmu algebr Boole’a hi:B—C
_ istnieje dokXadnie jedna funkcja ciagia s(h):s(C)—8(B) taka, e

 diagranm. ,
B— Cori B :
B 4
co(s (B)) —— co(s (@)
(s(m))* |
jest przemenny,‘ tzn, AC % (s(h))* o 85.. Ponadto, jedli g:C—;——-—D,

to s(goh) = s(h) o s(g) oraz, jesli e jest identycznoéciz npa B,

to s(e) jest identycznoscig na S(B).

Niech /N oznacza (jak zwykie) zbidér liczb naturalnyc}i. Rozwa zmy
przestrzen Stone’a algebry P (V). Na mocy twierdzenia Stone’a P (/N)

jest izomorficzme z CO(S(P(/N))) 7 drugiej strony, na mocy twierdze-
nia 3 z § 1, algebra P (/N)jest izomorficzna z CO(ﬂ/N), gazie pIN 3

jest rozszerzeniem éecha-stone a przestrzeni N . Zatem, na mocy

wniosku 1, przestrzes S(P (/N));jest izomorficzna z /jIN.
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Jesli przesledzimy jeszcze raz dowdd twierdzenia Stonme’a, to zo-
bacgymy, 2e - wobec poczynionej uwag1 - przesiyzen {éi’f\"‘ mozna  defi-
piowaé nastepujaco: ' '

p/N= IN U {pcﬂP(lN.):: P j'est»ultraf‘iltrem in {u: uepi = 9},
przy czym topologia wv-['DIN jest generowanz przez zbiory postaci uwv

o{peBIN -IN: uep}, gazie uciN.

- § 4 Przesirzenie Gleosonu Projektywnos$é przesirzeni zwartych

eks!remalme niespéjnych

Niech X bedzie przestrzenia zwarta. Przestrzen Stone’a algedbry
Boole’a zbioréw regularnie otwartych w X badziemy nazywali Pr z e
strzezniasg G’}easonabr_{:p trzenia X i oznaczali
symbolem G(X), ten. 6(X) = S(rO(X)). tigebra Boole’a RO(X) jest
zupena (patrz twierdzenie 1 rozdzial I, § 3). Zatem, na mocy iwi ier-
dzenia Stone’a i twierdzenia 3 (rozdmaz I, §5), przestrzen G(X)
jest zwarta i ekstremalnie niespéjna. Elementami przestrzeni G(X) s3
ultrafiltry-algebry Boole'a RO:(X).~-, a topolpgia jest generowana przez
zbiory postaci s(U) = {peG(X)‘ Uep.z, gdzie UeRO(X)y patrz dowdd

3

twierdzenia Stone’a,

IEMAT 1. Jedli peG(X), x eN{clU: Uep} i xeWeRO(X), to ¥e D.

Dowdd. Dla kazdego Uep, WnU # P, Zatem zbidr pu{Wg jest scen-
trowany, czyli gjest zawarty w pewnym ultrafiltrze algebdbry RO(X). Sko~
ro p Jest ultrafiltrem, to Wep, '

Z lematu 1 i ze zwartodci przestrzeni X wynika, ie zbidr ﬂ{clU:
H Uep} jest jednopunktowy, dia kazdego pe G(X), Istotnie, prazypus~
émy, Ze' X,y eﬂ{clU: Uep} oraz X 4 y. Wéwczas istniazyby zdbiory rc-
gularx}ie otwar{:é ‘.'«'x, wy takie, ZzZe af r\‘d = d, xewx oraz ye‘w’y.
Na mocy lematu 1, Wx,'v.’y e p, sprzecznosc,

Wobec tej uwagi, dla kazdej przestrzeni zwartej X mozna okres~

1ié \odwzorowanie Gy G(X) —X takie, ze
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(1) Gx(p) = x wtedy i -tylko wtedy, gdy {x} =(\1{01U: Uep}.
Bedziemy Je nazywali odw'zoro'wa:niem Gleasona

przestrzeni G(X) na przestrzen X,

Dla kazdego punktu x€X filtr otoczen regularnle otwartych puni

tu x mozna powigkszyé do ultrafiltru. Za’cem odwzorowanie GX Jest &
"na', - : ' ‘ - _
| Odwzorowanie Gy jest cis'%gle. Istotnie, niech peG(X) oraz niech - :2
UcX bedzie otoczeniem otwartym punktu Gy (p). Obierzmy  zbidr V€
eRO(X) taki, ze Gx(p) e-v celV cU, Na mocy lematu 1 Vep, Zatem pe
es(V). Na mocy (1), jesli qes(V), to Gy(a)leclV, Zatem Gx(s(v))c
cUy co dowodzi ci%glcosci funkeji Gy, )
Odwzorowanie ciag¥e f:X—=Y nazywamy niepr zywied l-

‘n y m, jesli f£(X) = Y oraz nie istnieje 2zbiér domknigty FcX ta

—

ki, 2¢ £(F) =Y i F¢X,

TWIERDZENIE 1. Dla kézdej .przestrzeni zwartej X odwzoroyvanig Gle-
asona GX jest nieprzywiedlne, ) ’7

Dowéd. Jak juz pokazaligmy, GX jest odwzorowaniem ciagiym "na",
Niech FcG(X) bedzie zbiorem domknig¢tym takim, ze F f G(X)s Wéwczas
istnieje zbiér niepusty UeRO(X) taki, ze s(U)nF = ¢,

Zauvasmy, %e G;_(U)CS(U). Istotnie, jesli Gy (p)eU, to na mocy
lematu 1 i warunku (1), Uep, czyli pes(U). |

Stad Gy (U)nF-¢ bo s(U)nF = ¢. Zatem tmcx(f) = ¢, czyli

Gy (F) # X,

Dalsze 1ematy bedg dotyczyly odwzorowan nieprzywiedlnych,

\

IEMAT 2, Jedli’ f'X—-—Y je.;t odwzorowaniem ciaﬁ?cym, £f(X) = 4
przestrzend X Jest zwarta, to istnieje z‘oior zwarty ZcX taki, ze
£(2) = Y, a odwzorovanie f£|Z jest nieprzywiedlne (£|2 oznacza za~ -
cies$nienic odwzorowania -f do zbioru 2).

Dowdd. W zbiorze R wsz’;;stkich podzbiordw dorknigtych prziostrze—_‘

ni X rozwazmy rorzadek okreslony wzoremn:

(2) A<B jedli BchA oraz f(&) = £(B) =
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Jedli LcR jest zbiorem liniowo uporzadkowanym przez relacje n"<w,
t0 ﬂ{A A €L.( Jest kresem gérnym zbioru L, Istotnie, L\ﬂiﬁ.. ACL)')
- Y, bo dla kazdego yeY. zbidr {Anf (y): AeL] jest scentro-
wany, & przestrzen X aest zwarta, Zatem, na mocy lematu Kuratow-_
skiego~Zorna, w R istnieje element maksymalny 2, % | mksymalnosci
gbioru 'Z wynika, ze f(Z) =Y oraz f|Z jest odw;zorowa_.niem nie-
proywiedlnym, | ' |
LEMA;'J,‘ 3.‘;Teéli odwzorowanie f:X—=Y jest nieprzywiedlne, £f(X) =
= Y, przestrzein X Jjest zwarta, a-Y ekstremalnie niespéjna, to f
jest homeomorfizmem, - | N
Dowéd, Wystarczy 'sprawdzié, ze odwzoroyénie £ jest rdéznowartos-
‘ciowe. ¥ tym celu wykazemy, Ze jés’li xeX, a U jJest otoczeniem o~

twartym punktu 'x, to
{3).: f(x)ecl(Y - f(x - U)).
Niech V = Y o LT = U) Skoro
'f(clf (V)u(x - 1) = £(elf T (V))ut(x-U) = clVut(X - U) =
= cl(Y -~ £(X - 1)) v X - U) =

to cl.f-1(V) (X = U) = X, bo odwzorowanie f jest nieprzywiedlne.
¥ A - U5 _
Zatem Uceclf 1(_V), czyli

f(x) e £(U) c£(c1f” (v)) = c1v q]_.(Y - £(x =:U)),

oo donodes warsnks X5
~ Obierzmy dwa‘rdzne punkty x,y €X, Przestrzen X jest Hausdorf-
fa, wige istniejg zbiory rozaczne Ux,Uyex takie, ge x<U i ye

Uy Niech V, =Y - £(X - U,) oraz V =¥ - £(X - U). Skoro U o
”Uy = ¢,. to taksze Vxn Vy =.¢' Zatem clen c:_LVy = ¢, "~ be przestrzen
Y jest ekstremalnie niespéjna, Z drugiej strony, na mocy (3), f(x)e
‘€clV, oraz f(y) e clVy. “Zatem f£(x) # £(y)3 co koriczy dowéd ,

Méwimy, ze przestrzen zwarta P jJest projéktywh;, jeéli dla kas-

¢ych dwéeh przestrzeni zwartyek X i Y oraz odwzorowal ciagych f:



tX—=1 1 gi?® Y, przy czym f(X) = Y, istnieje odwzorowanie cisgg

-

Ye hiP—=I taxie, 2¢ foh= g, t2n. pastepujacy diagram  jesi

zgodnys:

TWIZRDZENIE 2. (A.M'.“G 3 24 & w n, 1958), Przestrzen zwarta jest
vrojektywna wiedy i tylko wtedy, gdy jest ekstremalnie niespé;]haﬁ.

Dowdd., ’#ykéire:y, ze przestrzenie zwarte ekstremalnie niespojne sz
projektywne, Ustalmy w tvm celu przesfrzenie zwarte P,X,Y oraz od-
wzorowania ciagre f£:X—=Y 1 giP—Y, przy czym £X) =¥, 2 7
jest przestrzenia ekstremalnis niespdjna, Rozwaimy zbidr T = .{(X 5L
€X xP: £(x) = g(p)}. Zauwazmy, ze T jest podzbiorem  domknigiym
Przestrzeni ¥ =P, Istotnie, jesli (x,p)éT,‘ to f(x) # g(p). Istnie=
ja zatem zbiory otwarte rozxaczne U,VcY tizkie, 2e f(X)F,U S oraz
gz (p)eV. Zatwo sprawdzié, ze 2zbidr W = :t"'1(U\,><g"1 (V) jest otoczeniem
otwartym punktu (x,p) rozkacznym z T;‘ co dowodzi domknigtosci zbio-
s G ' | '

Skoro XxP jest przestrzenia zwarta_,; a T Jjest zbiorem ‘domkniez-
tym, to T Jest zbiorem zwartym. Niecvh odwzorox-ranié itT—=X |Deg-
dzie okreélone wzorem i(x,p) = x, @ odwzorowanie J:T —F wzZorem

3(x,0) = p, Mamy wéwezas nastgpujacy diagram:

—

—F

&

PRFATS AT



Diagram (4) jest zgodny, tzn,' goj = ézf;,. co wynika wprost z de-
finicji zbioru T, Skoro f jest odwzorcwanien "na', to j Jest tak
- ze "na", Istotnie, dla ka_;Zdegoﬁ‘peP ‘wystarczy obraé x eX takie, ze
f£(x) = g(p)s Wéwczas (x,p)eT oraz j(i,p) = D, '

Na mocy lematu 3 istnieje zbiéfnzwarty ZcT taki, Ze jlz jesf
odwzorowaniem'nieprzywiedlnym oraz 3(2) = P, Na mocy lematu 4 32
gest homeomorfizmem. . . : \

Niech h = i9(3)2)" 1. Ze zgodnosci diagramu (4) wynika, ze th.=
= g, .

Pokazemy teraz, e jesli przestrzen swarta P jest projektywn ,
to jest ekstremalnie niespéjna, Niech e:P—=P 'quzie identyczno-
écia (tzn., e(p) = p, dla p €P) “oraz niech GPuG(P)—~»P bedzie od-
.wzorowanlem Gleasonz, Z projektywnosci P wynika, ze-istnieje odwzo-
rowanie ciagte h:P—=G(P) takie, ze lGPn'h = €, Odwzorowanle h jest
réznowartosciowe i "na", bo GP jest odwzorowanienx nieprzyWLedanm
.Na mocy zwartosgi P, h jest homeomorfizmem. Przggtrzen: 1% jest wige

ekstremalnie niespdjnaj co koriczy dowéd

Projektywnosé jest wazng wasnoscig przastfzeni ekstremalnie nie-
spdinych zwartych. Jednyﬁ z jej zastosowan jest nmastgpujaca charak-

teryzacja odwzorowan Gleasona.

TWIERDZE&IE 3, Jesli odwzorowanie f:¥—=X jesi nieprzywiedlne,
£(Y) = X, przestrzenie X i Y sag zwarte, 2 przestrzen Y jest ekst-
remzlnie niespéjna, to istnieje homeomorflzm lh Y——4sG(X) taki, ze
f=0Ggohs ' - . .

Dowéd. Z tw1erdzen1a 2 wynika, Ze istnieje odwzorowanie ciqgke hs
Y 6(x) takie, ze f = Gyo h, ngnieprzyw1edlno§ci odwzorowania
Gy (patrz twierdzenie 1) 1 stad, ze  £(Y) = X, wynika, ze h(¥)=G(X).
Z nieprzywiedlnoééi odwzorowania f wynika nieprzywiedlnosé odwzo- -

rowania h, Zatem, na mocy lematu 3, h Jest homeomorfizmem, -

TWIERDZENIE 4, Jedli przestrzenie X i Y s3a zwarte oraz X ma oc
wzorowanie nieprzywiedlne na przestrzen Y, to przestrzenie Gleason:’

¢ (x) 'i‘G(I) sa homeomorficzne, . . ,
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Dowdd wynika. z twierdzenia 3 i stad, 2e zXozenie dwu odwzorowan
nieprzywiedlnych Jest odwzorowaniem nieprzywiedlnym,

§ 5. Uzupelnienia cigebr Boole'o

" Podzbiér A algebry Boole’a B Jjest g ¢ s ty wB, Jefli dla

kazdego ueB = {OB} istn;{eje WEA - {QB} takie, #e> w<u; Homomor-

t ¥y m algebry Boole’a B waigebrq Boole’a C, Jedli h jest mo-
nomorfizmem oraz zbidr 1(B) jest gesty w C. Zanurzenie ggste algeb |

ry Boole'a w algebrg Boole'a zupeina pazywamy jej uzupe Xnie g

n i e m. Algebra Boole’a moze mied. (z dok¥adnodcia do izomorfizmu)

tylko jedno uzupeinienie. Istotnie, przypusémy, ze e,:B—=B, "ora.:? _'

e2:3—~132 53 uzupeinieniami glgebry Boble’a B. Okreslmy odivgoro-

wanie h:B,—B, nastepujacym wzorems . ; .

h(u) = sup{e?_(w): wEB ora_é e1(w).-su7},

- gdzie supremum jest rozumiane w sensie porzadku algebry 32. Nietrud

no sprawdzié¢, e h Jjest izomorfizmem oraz, he ey = €4

UzupeXnienie algebry Boole’a’ B Ybedziemy oznaczali symbolem egt

c -
tB——B , lub krdtko Bc. Kwestie istnienia uzupeXnienia rozstrzyga
nastfzpujqcé twierdzenie MacNeille’as |

TWIERDZENIE 1 (H.MM, MacNeille, 1937). Kazda algebra Boo-
le’a ma uzupeXnienie, ‘ \

Dowéd, Niech B bedzie algebra Boole'a, a ~Sf(B) _jesf; przesirze-
nig Stone’a, Algebra RO(S(B)) , zbioréw r,o0. przestrzeni s(B), jest

zupeXna (twierdzenie 2, rozdziax I, § 4), a zb;éf -co(s(B).) jest ges |

ty w RO(S(B)), bo przestrzeid S(B) jest zero-wymiarowa, Zatem 1zo~

&

SR IR TS TR

€ b e ot L SRU TN

Ueipait SR naAle e,

O,

il

e

morfizm Stone’a s:B-—= CO(S(B)) wyznacza zanurzenie ggste algebry B

w algebrg Boole’a zupeing -RO(S(B)). Wystarczy przyjaé B® = ROBE(B))-
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Méwimy, ze homox’norfizm hiB—=C =zachowuje kresy,
je$li spexnia nastepujacy wérune_k: dla kaZdego"';zbioru AcB, jedli u
jest krés"gm gérnym” zbioru A w,algebrze. B, to h(u) jest kresenm
gérnyn zbioru h(A)Vw algebrze C, Latwb wi'daé, Ze izomp‘rfizﬁy zacho= .

wuja kresy. Niet;'udno jednak podaé przyklady homomorfizméw, ktdre nie

majg tej wkasno_éci.' Takim homomorfimnem'jest raturalna projekcja q:

:P (IN)—=P (IN) | Fin, patrz rozdziax II, § 1.°

TWIERDZENIE 2, ‘Uzup;alnienia aiéebr,Boole’a zachowuja kresy.,

. Dowéd, Niech B bgdzie algebdbrsy Boole’a, e:B——»Bc uzupelnieniem
algebry 3B, oraz niech ueB bedzie k:re'sem gérxiym gbioru AcB, BRa
mocy zupenoéci élgeﬁry Bc,» zbiér‘{e(w) : weA} ma kres gérny z 3%
Skoro w<u, dla kazdego welh, to z<e(u), Prz&puéémy,, ze e(u)~z#
4 0, Skoro zbiér e(B) jest gesty w B°, to istnieje xeB-{0} takie,
se e(x)\ée(u)f‘z. Dla.kf?.Zdego weh, e(w)re(x) =0, o e(x)raz = 0
0rez 2z = sup{e(w):iwe}.j-. Poniewaz e jest monomorfizmem, to WA

Ax = 0, dla kazdego wed, Zatem uAx = 03 sprzecznosé, bo e(x) #' 0

oraz e(x)se(m).

Héwimy, ze algebra Boole'a B jest i piektywna, jedli dla
xazdych dwdch algebr Boole’a C i C' oraz homomorfizmu' g:C—= B. 1 mo~
nomorfizmu f3:C—=C' istnieje homomorfizm h:C—=3B taki,2e hof = g,

tzn. nastgpujacy diagram jest zgodny:

(1)

Pojgcie iniektywnoéciv Jjest dwoiste do pojgcia projektywnoéci’ W
tym sensie, ée algebra Boole’a B jest iniektywna wtedy i tylko wie-
dy, gdy jeJj przestrzer Stone'a _S(‘B) jest projekijna’. Wynika to . =z
nastezpuja‘cégo,twie'rdzenia: ’ S
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TWIERDZENIE 3 (R.'S ikorski, 1948) Algetra Boole'a jest
iniektyx&na wtedy i tylko wtedy,- gd;{ Jest zupeir=,

Dowéd, Zaxdzmy, ze 'aléebra Boole’a B jest .;,m.esty'ma. Niech it
:B—= B bedzie homomorfizxﬁem identycznodciowynm {(tzn. i(l.l)i = u, dla
ueB) oraz niech e:B—=3° ‘quzie'uzizpelnienieni algedry B, Na mocy

" iniektywnodci algebry Boole’a B istnieje homomorfizm h:B%—~ B ta-
ki, 2e hoe = i, Zatwo zauwasyé, e h musi byé "na", Aby dowiesc,
2e h jest izomorfigmem, wystarczy sprawdzié, ze ker(h) ={O}. Przy
4pu’éémy, ¢ h(u) = 0 oraz u £ 0O, Wéwczas istnieje §€B-{0.} takig, ze
e(w)<u, Zatem, O<w = h(e(w))<h(u) =‘0, sprzecznoéé. ,

Zaxézmy teraz, %e algebra Boole’ a" B jest zupeima, Niech gl —=

—=B  bedzie .hqmomorfizmem, a £:0—=C’' monomorfizmem, Pokazemy, 2%e

- istnieje h?momc;rfizm h:C—=B taki, %e hof =g (patrz diagram
(1)). Niech B(g):SQZB)——'fS'(C)‘<ora5 .si(f)":s(c')%-s(c) beda odwzoro~
waniami ciqgiymi indukowépymi Przez homomorfizmy g i £ (patrz twier
dzenie 5, rozdziax II, § 3)a Skoro f jest monomorfizmem, to odwzo-
rowanie s(f) jest "né." 'Istotnie w przeciwnym razie istniaby zbidr
domknigto-otwarty U cB(C) taki, ze U 74 ¢ oraz (s() (W) = 4. Z=

- tem Ue ker ((s(ﬂ)*) {o}; sprzecznosc, bo 8y0f = (s(£))¥ o SC (SC
i SC oznaczajq odpowiednie izomorfizmy Stone’ a) -

Skoro algebra Boole a B jest zupeina, to jej przestrzen Stone’ 2

s(B) Jest ekstremalnie niespé;jna j. zvarta. Zatem, na mocy twierdze-

nia Gleasona, S/B) jest przesh‘zeriq projektywnq, tezn, istnieje od-

wzorowanie cic-.,,le 3:5(8)—5(¢") takie, ze s(g) = s(£) o J. Rozwas-
my diagram | )
B———=Co(s®))

(s (g))*

i (2 ‘ & co(s(c))“—; co(s(c))
' : (s i‘)) :

Sg | S |




. ’ .o

obrazujacy nastgpujace réwnoscis "\s(g;)})‘L = 3T elsle)), Spe g =

= (8(g)%e 85 oraz Sy o £ = (8(2)) o Sy, Z'diagramu (2) Zatwo
: o

odezytad, ze g = (sB)°1 03 Sgrof. Jedli przyjmiemy (S5)” 0§ oS, =
=h, to g=hof, co. korczy dowdd, |

Bezposrednim wnioskiem z twierdzenia Sikorskiego jest nzstgpujace

TYIERDZENIE 4, Jesli C Jest algebrg Boole’a zupeXna, to dla kaoi-
. dego nomomorfizmu g:B—=C istnieje homomorfizm ‘a:BC--C taki,zs.

hoe = g, gdzie e:B—=E jest uzupelnieniem algedbry Boole’z 3,



. Uzupetnienia z teorii zbioréw

§ 1. O liczbach porzqdkowych i kardynainych

Celem_tegq paragrafu jest prgeglqd ‘tych pojeé i twierdzen teorii
liczb porza,dko.wych i kardynalnych, kfére beda wjkorzystYwane w dal-
" szej czesSci skryptu. Dowody twierdzen, ktore tu pomi:)a.my, oraz peiny
w-yklad te] teorii Czytelnik znajdzie np. w monografii K, Kur ato
wskiego iA.Mostowskiego (1978)orazwksia‘2kach'l‘
J echa (1973) i (1978).

Liczbag porzagdkowa nazywamy kazdy zbidr g-spelnia-
jacy warunkif 1

(1) JeSlimpedi SeX, to ?'eg,

(2)  jesii m,6eE, top= 6‘1ubv25 G ludb c_Sewz,

(3) jesli xc&oraz x # ¢ » to istnieje element P& x taki,Zeﬂeni =

= §. ' _ ‘

Jak widaé z definicji, zbidér pusty jest liczbg porzé,dkowq. Jesli
g jest'liczbq porzqdkoﬁq, to zb‘iérgu{g} jest tak#e liczba f)orza‘d-'
kowa . Suma.\zbioru liczb porzadkowych jest liczbg porza,dkowq.

/

2 definicji widac, Ze kazda liczba porzadkowa jest zbiorem dobrze
uporzadkowanym przez relacjg “e¥. Wasnosé (1) wyraza przechodniosé
relacji®e", wtasnosé (2) spdjnodé, a wrasnoséé (3) jest specyficznet
dla dobrego' porzatdkﬁ. Stad symbol “e€" bedzie zastqpowany takze symbo-
lem“<" . lea. kazdych dwdch réznych liczd porzqdkoquh mi g y M < §lub
§<q? « W kazdym wbiorze liczb porzgdkowych istnieje liczba najmniej-
sza. | | _ . t : '

Jedld ",‘ jest liczba poréaldkowq oraz p€ § , to m jést takze li=-
czbg porz'acdkowq. Stgd wynika, %e kazda liczba porzadkowa jest rdwna
zbiorowi liczb porzgdkowych mniejszych od niej. . -
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Nietrudno down.eéc, ze kazdy zbidr dobrze uporzatdlrowanv jest izo-
morflczny z dokkadnie ;)ednq liczbq porzadkowsg.’ Sta,d wynika, 2ze prazy-
toczona ‘tu defini cja liczby porza,dkowej aest rownowazna ba:cdz:wa tr

dycyjne] definicji poprzez typy porzqdkowe, ktorq mo zZna znalezc rp

W cytowanej jnz ksiqéce K Kuratowskiego iA. Moetowsklego.

- Liczbe porzza‘dkowzac postaci ?‘; UigngdZiemj nazywali n a stepnt

"kdenmn 1 1 czby E is oznaczali symbolem € + 1. Li czbe; porzgdkows,

ktdra nie jest nastepnikienm tadnej liczby porzqdkowej,lnazywamy 1 i-
czbg porzgdkowsg granicznq.Najmniejszq liczbe

B porzqdkdwq graniczng niézerowq oznaczamy symboleﬁ w . Typ porzgdkowy

-

liczby w jest taki sam jak typ porzqdkm zbioru liczb naturalnych,
Jedli A jest zbiorem Iiczb porzqdkowych, to sup(A) ozna.cza kres .

gérny zbloru A, tzn.| sup(A) jest najmmiejsza wérd tygh ~liczdb po-
rzgdkowych, k-tére 'sq‘ ﬁie miejsze od ’kaZdej }iczby zbi(;ru X, Jedli-E
jest' liczbg po_rzqdkowac_'gi'apiczné‘, to ¥ = sup{f{? : M jest 1liczbg po-
rzgdkowg 1 ’72<§}. ' .

*Liczba kardy nal na to takaiiczba poréatdkowazktéra
nie jest réwnoliczna z 2adng liczbg poréa‘dkowat miejszz od niej. Nie-

trudno zauwazyé, ze kxazda liczba kardynalna nieskoriczona jest liczbg

. porzadkowg grai’licznq. Dla kazdego zbioru A istniefje dok%adnie jedﬁa

liczba kardynalna (Al réwnoliczna ze zbiorem A ; liczbg (Al nazywamy

moca zbioru A.

Niech {0(‘ 53 eI} quzie zbiorem liczb kardynalnycf;;l 1o c z y-
nem 1lic2zbd d‘ ‘nazywamy 1iczbq fT{ : ie: }[, oznaczajic ja, sym

_bolem i {di‘: ieI} (w ten sposéb 1loczyr}.liczb kardynalnych i ilo-

czyn kartezjarski zbioféw oznaczamy tym samym symbolem i, co jednak
nie powinno prowadzié do nieporozumien). Sumg liczb d‘ nazywamy licz
be |U{dix{i} : ie1}l, oznaczajac ja symbolem E{“‘i : iCI}
Latwo sprawdzié, ze jeélid‘-i>1 , to

(4) E{O(‘i : iéI}(ﬁ{d‘i: ieI}. e | — .
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IlocZyn dwéch liczb kardynalnyeh K4 15 oznacmmy symbol.n A .‘1, a.
ich sumg symbolem d‘+p _ : S ‘

Dla kazdej- liczby kardynalne;) nieskonczonej & Jest prawdziw wzcn-

(5} &+& =, : .

Stad wynika, ze JeSli K i p sg liczbami kardymalnymi nieskosczonyad, |
to SR R+ | |
(6) d‘.pn.a‘ﬂ-pu mx{oc‘p} . :
.Syubolem: 4B bedzieny oznaczalil zbi ér wszystkich ‘funke §1 olcreélo.
_nych na zbiorze A 3 prZyjmujqcych wartodci w zbiorze B, Jesli 'Rf'
i g sa liczbami ]m.rdynalnymi, td liczbe kardynalnq’h r’oqdmemy ozna-
czali. symbolem/t i czy‘tali "/udo po’cqgi An, Jesli o, /5 17T sg 1icz-A
bami kardynalnymi, to L
RORC b L) | |
(8) jeslid</5, too(‘ sp ' f
(9) jeslid’</5, to € 4?.'/9

-

Dla kaédej liczby kardynalnej o« . sym’bolem\d':*' .oznaczamy najmnie}
szg liczbe kardynalnq wiekszg nisz OCi nAZyWamy n a s tepnik ie m\

l1iczby kardynalnejo, Liczbe:ka.rdynalna‘, ktéra nie
jest nastqpnikiem mdnej liczby kardynalne;], nazywamy i 1 iczbag

kardynalnq granic zna,. Dla kaZdych dwéch - liezb
kardynalnych nieskonczonych A 1 T jest prawdziwy wzér Hausdorffa- f

(10) (1+) =.1+ R
Dla kazdej liczby 'pbrzqdkov(ej graniczne}j o s liczbe porzadkowa
cf(d)amih{lAl' : Aco i-sup(A) =o(} !

quz:.em_/nazyvali kofinalnoéciq liczbdy «&. Oczy-
wiscie ci‘(&)sot oraz cf(o{‘)jest liczbac kardynalng,. Jedli cf(d) =
to liczbe kardynalnq X nazywamy regularn g. Liczby kardynal-

Nl

ne, ktdre nie sg regularne,nazmmy singul arn y m i, Licg=~

by kardynalne postaci ot sg regularne, co wynika wprost ze  wzoru
(5). " ‘

S s e e O i 1
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Jesli A Jest zbiorem liczb kardynalnych, to sup(A} jest 1licz-
bg kardynalng, Jesli poradto elementy zbioru 4 85 liczbami nieskor
czonymi, to - a
) Dic:d cllm 14l - sup@a) . |

Kastqpuja,ce;dwa twierdzeniz sq juz .ba.rdziej _spéc;}alne. _

NIERDZENiE = Niechf 1 i o bedq liczbami kardyna.lnymi oraz niech
l@' wf_,{!l - b jest liczbq kardynalnq 12‘<a<} Wéwezas mamy wzdr

(12) 3% (A*‘)w |

Dowdd, Wykaszemy wpierw}, ze

_(13)ac<sup{f: T Jest 1iczbs xardynalng i ?:4:(}."
Jedli X‘jéét ‘livczbq graniczna, ,’co % = sup{T:T jest liczbq kardynal-
ng i¢-<"} Wéwezas nier6wnosé (13) wynika stqd, zel< 1 dla kazdego
T<x(zakradamy, zeA>2), JesliX=CTt, soxsF < 25, -Nieréwnoéé (33)
jest whedy oczywista; . |

Z viasmodei (12) 1 (13) wynika, ze

VAT = aip 53 one Fioubs Yewtsmaion 1:,<>c}

Jebli w réwnoded (14) w miejsce A postawimy ?&, o cf()() W miejsce
¥, to otrzymamy:
(15) (R.é) of (%) sup{(i\z'g)'u: 4 Jest liczba kardynalng
orazu< cr(x)}.

Dla dowodu twierdzenia wystarczy zatem sprawdzié, ze
(16) (3\5)#=}L¥ dla u<ct ().

Ustalmy funkcje £ @ .,U-'-“'B.& Na mocy wzoru (14) dla kazdego E < u

" {atiiede 1iczba kardynalna Tp < taka, ze r(g)el’:x Skorou< cf (%),
to 6 = sup{cg §<#}<x Zatem 1stnieje 8< ?ftakie, Ze f(g)ei\d dla
kazdego §£u. s CzZyli funkcja £ odwzorowuje/u w]l Z warunku  (14)
otrzymjemy wigc réwnosé (16), co kordczy dowdd. ‘

TWIERDZENIE 2 (B, Balcar, F.Fran&k, 198" Jesli {xi:
3 :_LeI} jest rodzing zbiordw nieskoz’mzony.ch,' to isthieje gbidr Sc

1
|
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cﬁ{_xi: 11} taki, ze !S| -lﬁ{}(i: 1eI}l, oraz dla Xazdego zbioru

skoriczonego S¢S istnieje i eI takie, ze =x(i) # y(i) dla dowol-

nych  7eS'y x % y.
Dow.d. Jeéli zbidr I jest skoriczony, to istnieje 1ie€I takie, ze -
IXil =l‘17{xj: jel}j'. Wéwcms..jako S mo#Zna przyjad dowo'lny pod- )
" zbidr zdbioru ’h’{xj-. ;jex} taki, ze x(i) # y(d) dla x,yeS takich, |
Ze x # y,

Wobec tego mozemy za.kiadaé,‘ ze 1I] =a>w, Dowdd bedzie indukcyj-
ny. Zakiadamy zatem, 2e twierdzenie Jest prawdziwe dla kazdego zbio-
ru I’ takiego, ze|I'|<¥, Rozbijamy zbiér I. na Klasy réwnowaznodci

wzgledem nastgpujace] relacji g 3

»

193 wtedy i tylko wtedy, gdy Ixil- = I‘le 3 -

Kaz2da z klas réwnowaznodci uporzadkujemy za pomocg relacji  dobrego
porzadku, W zbiorze I wprowadzamy teraz relacjg "<" nastepujacos

1<j jesli X < 1X, b 1ub X, =[x I oraz 1 jest mniejsze od 37

J 3

W Sensie porzadku w klasie rdwnowaznosci elementu i, Otrzymany w ten

SPoscb dobry porzadek w zbiorze I ma nastepujacs wzésnoéé:_

(17) Jedli 1< 3, to fxilslle.

Niech d‘. bgdzie typem porzadkowym zbioru I, tzn, X Jest  izomor-
ficzna ze zbiorem I (w porzadku "<" okresdlonym Wézeéniej)- Skoro
PIl =X, toxcoc. Rozwazmy dwa przypadkis |

Frzypadek 1, Dla kazdegoE< &, | X~ E| = 3, Wéwczas niech 2 o=
Znacza zbidr wszystkich skoiiczonych i niepustych podzbiéréw zbioru K.

Pokazemy, e istnieje funkcja réZnowartoSciowa £ 3 Z— & taka, ze
(18) £(¥)> max(F) dala kazdego F€ Z,

Skoro [z! = 1| =3, to 272 mozna przedstawié w postaci 32 = {FE‘:
=§<¥}. Zaxdzmy, e fQFg) Jjest juz okreslone dla kazdego §<’7<&(. W &
czas obierz.f,y £2(Fe ) tak, abvy f(F?)¢{f(F§) :}347?} oraz f(FQ 5.
2max(Fy ‘). Wybdr taki jest mozliwy, bo i{f(Fg) :glfrﬁjq{oraz (K -

-mx(‘?q)l =, \



¥a mocy warunkéw (17) i (18) dla kazdego Fe Z i dowolmego iekF,’
Y e » . . . Z . » - ~ 'f" .~ .
“i‘l“ ‘Xf(F)l’ a zatem istnieje funkcja rdznowartosciowa Er (0 &zl H
: ieF) —=Xg(p)- Dla kasdego 1€I wybieramy o, €X,. Fuskcje k:
s 9 {’ﬁ{’xi s i eF}: FE Z} — ﬁ{xi: i e@} okreslamy nastepujacym wzo-

) rems:
- . (cy
(19) n(x)(4) =

je$li nie istnieje Fe Z takie, ze i = £(¥F),

&

. '. | gF(x(F)) Jesli 1 = f<F}’

gdzie h(x)(li) jest ’i-taz wspbéirzgdna Punkiu. h(x). Definicja ta

jest poprawna, bo funkcja f jest rdznowartosciowa. Zatwo sprawizid,

ze skoro funkcje gp 83 résnowartosciowe, 40 funkeja h Jest takie
réznowartosciowa,

, i = — — 1 o -

Okreslmy jeszcze funkcje k3 fi {Xi: ie d‘}‘*“!i{__.z{)(‘.; ieFj: Feil:

wZorem:

(20) xx)(F)() = x(1),
gtzie Xéﬁ{xi: ie DC}, FeZ oraz ieF, Zatwo sprawdzié, ze X Yest
funkc ja réznowartosciows, '

Niech S = h(k('ﬁ{xi: iel})) . Skoro funkcje 'h oraz k sa ro:

nowartosciowe, to I1S| =T {I{i: ialh. Pokazenmy, ze zbidr S

i
|
Al
1

dang wiasnosé, Niech X49000X, bgda réznymi punktami ze 2zbi: 5

Z réznowartosciowosci funkcji hok wynikz, Ze istnieje n rdinych

o
e}
o
U

elementdw Yyreooa¥, takich, ze Xp = h(k(yp)) dla F<n.Skoro funk
cje Yygreees¥, sa rézne migdzy sobg, to is?nieje zbidr FE€Z taki,
ze yp!F # yq]F dla p # q. Z;tem, pa mocy ‘(20), _ k(yp) (Fr) #
¥ Ak(yq)(F) dla p # q. Skoro gy Jest funkeja réznowartosciowa
oraz k(yp)(F)e’u‘{x:s 1eF}, ala p<am, o

5§(k(yp) E)¢ gp(ely) (7)), *ala » # a.

Niech 1 = £(F). Na mocy (19) mamy:
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Bl ) 4 nEG)I), a2 p 4 .
Zé.tem, xp(i).i“ xq(i)’ "d_]a P * Qe
Przypadek 2, Istnieje € < X takie, e | ~El<x, Niech & = min{E‘
<.o(":l<x-§kac}. Wowezas dla kazdegoZ<d, IJ- Bl = o, Jes1i | {Xi g
: 164}3-1?:‘{1:1 : iEJ}l, to dowéd sprowadzamy do:pr'zypadku 1; 'Jeé-‘
1415{x, : 1ealy =15{x, 1 1€ 4§71, to stosujeny zatozenie indule

cyJjne,

§ 2. O zbiorach stocjonarnych

Niech ;;‘bfédii;'ﬂ;iczbq“mdynalﬁq regularng i nieprzeliczalna (tzn.
3{;;9). Zbidf';"xc* Jest domknigty i nieograniczoﬁj, Jesli speinia na-
stgpujace wariunki s ) o

(1) Jeslt ycx 4 Iyi<st, to sup(y)ex (tmm. zbiér x Jest * dom-~

kniety), - _ |

(2) sup(x) = ¥ (tzn, 2biér x Jest nieograniczony),

Na przyk¥aq, zbiép liczb porzadkowych granicznych mniejszych niz .
jest domkniety { nieogra.nj.czony w ¥, - .

TWIERDZENIE 1, Niech o bedzie liczbg kardynalng regularng 27 > “
oraz niech ¢ ¢ H— i bedzie funke jg 'spezniaaqc.:a mstepuﬁ%ce warun-,
" kis A . ‘ o A )

(a) -jes’lid“ﬂaf, to fx)< f'(p) ’ . - _

(b) je‘éli A cd‘ oraz & = sup(4), to i‘(Of) = Vsup' {f.(.g) : g 6:5.;)

(e) dla kasdegoof<yr istnieje p<ar takie, ';edél/ﬁ oraz/3< £(p). |
W éwezas zbiér{{caf:' £(¥) =¥} Jest donmknig¢ty i nieograniczony w3,

Dowdd, Niech x ={§<af: £ (¥) ='E}. Domknigtosé zbioru x wyni-
ka wprost z waruniy, (b). Dla dowodu nieograniczonodci ustalmy o< of.Na
mocy (c) 1stnleje f<of takie, e X<p oraz £(p)>p. Rozwaimy ciag 15,
? n< w}olcxfeélony'wlz.orem': | |
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;_E;O' = ﬁ’_’
o1 ’_\f(in) .
Niech m = e.upfﬁn n<w} Skoro cf(3) =H>W ‘to'Q<?f.rPoka2emy, e
£ (M) =M. Skoro ¥, =[5<:f({5) =E1 oraz f(?;') ¥.,4q» to ma mocy
(2) ciag {E s n<w} jest rosna‘cy, tzn. E ¢ ,q dla n<w, Jesdli
'~-<_>iqg{§n : n<w} jest od pewnego mie jsca staty, to dla pewnego n<w
f(gn) =¥, co kofczy dowdds W przeciwnym wypadku, stosujac warunek
(a), otrzymujemy: . . |

f»("fa)= Sﬂp{f(gn) : ngw}:. s1,1p{‘gn:_*_1 . n((_u}':qz’

co takze konczy dow&d.*

Zauwa zmy o Ze warunek (e) nie mo%e byé pominigty - w 'zalozegiach
. twierdzenia 1. Istotnie-,'kazda i‘unkc;ia gstaia speinia warunki (a) o
(v), a jej zbiér punktdw statych jest jednoelementowy. Jesli w warun

¥u (2) nierdéwnodci - "< " zastgpié nierdwnosciami ,"<" to °© warunek

(c) mozma % zalozeﬁ usunats

Jedli ?f;cu1 ;}est liczba, kardynalng regularng, to zbidér Sc3f na-
I’iywaixy stac 3 onaranym, jeéli Snx # ¢ dla ka.zdego gbio~-
ru X domknietego i nieograniczonego Wi

Zbiory domkniézte i niebgraniczone sa; stacjonarne. Wynika to z na-
StQPuJa,cego lemtu:

'LEMAT 1; Jeéli zbiory x,yc ® sa domknigte i nieograniczone, to
xny jest zbiorem domknietym i pieogramczonym. ‘

Dowdd., Domknieztoé-éf zbioru xny Jest oézywista. Dla dowodu nie-
ograniczonoéci ustalmy <€, Skoro zbiory X oraz y 83 nieograni-
c\é.one, to istnieje ciag{¥  : n;w}mki, e .

(3) OC<§< n+1<}e'i dla n<e,
(4) ;jesli n Jest parzyste, tog ex, a jesli n Jest nieparzy
ste, tof ey.
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Niech # = sup{g : n<w} Skoro cf(&;’)>w, torz(x Ba mocy(B) o(<r]
2 (3) i (4) oraz gz dom]cniqtosci x i y wynika, Zefgexny,

Z powyzszego 1ema1:u wynika takze, ze zbiory niestacjonarne (tzn,
takie, ktdre nie s3 stacjonarne) tworza ideak w algebrze P(Qﬁ) Z Xo-

1ejnego lematu wynikn‘ie, ze Jest to ideax x-zupelny, co znaczy, Ze. .

jesli{Ag g<t} (gdzie ?<9€) jesﬁ rodzing zbiorow niestacjonarnych
toU‘{Aé E<t}jest takze zbiorem niestac;]ona.rnym.

CIEMAT 2. Jedli at’>¢u jest liczba kardynalnq regularnq, T< orag '
{ %( t} jest rodzina, -zbioréw domkniéztych nieograniczonych W 2, to

ﬁ{x $<€}jest zbiorem domknietym nieograniczonym w o,

Dowéd Dowdd Przeprowadzimy 1ndukcy;)nie ze wzgle;du na 't ZaX8%m

ny, ze lemat jest Prawdziwy dla kazdego ciqgu{x E<?}’ gdzie q<?
(p 1% s3 liczbami porzqdkowymi) Wykazemy prawdziwosé lematu dla
kazdego ciagu dXugosdci 't’

Je§li T jest liczba kardynalng Postaci g +1, to teza wynika .z le-

matu Jesli T jest liczbg pPorzadkows granicznq, to rozwazmy zbio-
ry yE Fﬂ{x 6<§} dlag<’C' Z zaXozenia indukcy;jnego wynilca ze
- zbiory yg ‘sq domkniegte niecgraniczone 1 ﬂ{y 's(‘c}aﬁ §<t}
Domkniq‘coéc zbioru ﬂ{y g(c} jest oczywmw. Dla dowodu Jego

nieograniczonodci ustalmyakx ‘Metodg induke ji pomskonczonej kone"

s truujemy ciqg {d‘ FE(C}C?( taki, ze

() &y =,

(4) sn.tx.v{a‘ﬁ.;e$<g}<ﬂl‘E dla g<e,

(5)gey  dagcz
Konstrukc;ja taka jest mozliwa, bo 3¢ ;jest liczbq regularnq, a zbiory
yE ‘ 83 domkniete i nieograniczone. Niech /6 = gup {09 g<e} Skc;ro

<= cf (2), to,8<9€. Z warunkdw (3) 1 (4) wynika, 2ed’</3 Poniewas

~ .vglcy .\ dla?<§. wige na mocy warunkéw (4) 1 (5)ﬁ€yg dla kazdego
E< . Zatempef\{x “§<E}; co koniczy dowéd.



" Przedstawimy teraz twierdzenie Ulama-Fodora, ktdre zostaXo sfor-.
muZowane w pracy G.Fod o r a (1966), a ktdsego dowéd oparty jest
pa konstrukcji podane] przez S Ulama (1930). .

TWIERDZENIE 2, Kazdy poﬁzbiér ata{cjénarxiy zbloru @, ;o sma przed-. .
stawié w postaqi sumy. rodziny ‘mocy @ 4 zXozonej ze zbiordw stacjc-

i narnych-roz?.a‘cz.xiych. T ' ‘
Dowéd.‘ Niech SCC«).l bedzie 2biorem stac jonarnym, Dla kazdego w?
<w, c(>w obiermy ﬁmkch fac w*ﬂ"-’rotnowartosciowq i "pats funlke
cjé. taka istn:.eae, bo j&l ='¢y, Dla dowolnych n<w1 E<w, rozwaimy

.zbiory S .
(6) 45 = Sh’{ﬂw; : fo(n). =§} .‘A_

Ustalmyg«o,' i rauwasmy, Ze

) U {Ag : n(&:}z sn{‘a‘«o1 14’)%},

co wynika stad, 2Ze fgf} przeprowadza.'zbio’rca na 00;. - Zatem zbiér

U{A;: n(w} jest stacjonarny. Na mocy lematu 2 istnieje n(E)<w ta

kie, te Ag (&) jest zbiorem stacjonarnym, Skoro OJ1 jest liczba re~

gularna, to istnieje liczba ny<@ taka, ze zbiér Z ={E<w) : n(g)=
} ma moc .. % okreflenia (6) wynika wprost, ze jesli é) # n, to

AénArz ¢ Zatem {A | %E Z} Jest rodzing mocy ca1 rozigcznych gbio- _

réw stacjorarnych zawartych w S, co korczy dowdd.

Jesdli {x :o[‘<9(} jest rodzing zbiordéw domknigtych i nieograniczo-
nych w«?f gdzie jest liczbq kardynalnq regularng nieprzeliczalna,

to iloczynem rrzekgtniowym zbioréw X, nagywamy zbidr:

(1) Alxg -oc<9c’} {g<9€ geN{x, '2<§3}

IEMAT 3, Jesli, :e;wi jest liczbq kardynalnat regularng, 2 {'xac:
.a:‘<9€}:jest rodzz.nq zbiordw domkm.qtvch i nieograniczonych w %, %o
zbidr 4 {x_x HZ ke 9@} jest domkniety i nieograniczony w ¥ .

Dowc’sd\ Dla kazdegog< Jf rozwa zmy zbiory:

©) v ﬂixq 9<E}nfpex: 78l



-

58

Na mocy lematu 2 58§ one domkniqte 1 nieogramczone. Okresdlmy fum;.
cjg f 1% *%nastqpuja‘cym wzorem' '

(9) (€)= min(y_) ? dla§<9¢.

cheiitsad il

AR .

Z warunkéw (7) i (8) wynika, zed{x, :d’<983 {E)<9€- f(g) &} Za-»:g

tem wystarczy sprawdzié, ze fun}:cja : 3 spelnia warunki (a), () i

~

(¢) twierdzenia 1, .
Warunek (a) wynika stacd, zea‘<ﬁ impl:.kuje ybty

g

"

- Aby sprawdzié ‘(b), vstalmy zbiér ACACtaki, ze o = sup(A) Wéw-
czas, na mocy (8), ydlﬁﬂ{y l R A} Skoro f(l;)é y’Z oraz zbior y ;r.

Jest domkniety i nieograniczony, to sup{f(q) QEA}ny, czyld f(a')

'<sup{f(fz) QEA} Nieréwnosé przeciwna wynika z (a) i stad, ze Q(ac
~dla kazdego ne A ' ' ;

\ Warunek (c) wynika wpr.-ost z okreslenia funkecji £, Zatem, na mocy

twierdzenia 1, zbidr {a‘ f(a')=a'} jest domkniqty £ nieograniczony,
co kolczy dowod.

Funke je f:S—2

» gdzie SC¥, be:dmemy nazywali regres'ywna, na

S, jesli f(gkgdlakazdego%es P.S, Aleksanqrow i

P.S.Urysohn (1929) udowodnili, ze jesli £ :1¢o, ~{0J—e jest -

%

funkeja regresywna, to istnieje liczbaa{’<w taka, ze If” 1({%})] 2.
Nastepne twierdzenie Jest wzmocnieniem tego faktu,

TWIERDZENIE 3 (6. F o d o r, 1966), Jeéli x>w1 ljest liczba‘ kar-
dynalng regularng, Scx Jest zbiorem stacjonarnym, a f S—’a\tfunk

clg regresywnq na S, to istnieje zbidr atacjonarny s'c S taki ze
£ jest funkejy stara, '

i

‘Dowéd, Przypuscmy, Ze -dla kaédegoé(?ezbior Zg {0C<9€° f(x)= %}

l'i'.h.'lw.i‘.u i dallat

Jest niestacjonarny. Wéwczas, dla kazdego E<x istnie;le zoiér domknig-

ty 1 nieoganiczony xg taki, ze x%nz = Q. Na mocy lematu 3 zbidr

A{x's €<9t’},jest domkniety i1 nieogranlczony. Zatem is‘tnieae n < 9€ta-
kie, ze I]GSﬂA{x §<9e} Skoro f(Q)(f], to na mocy okreélenia (7)

rzéxf(’}) ‘Poniewaz ,xf(lz)n f(,)) 8, otrzymunemy sprzecznosc.

T Rt 4 L :
b TR A it e, i s o



59
§ 3. O twierdzeniach Marczewskiego

IEMAT 1, Jesli 2¢ jest 1liczba kardynalng regularng nieprzeliczal-
na, 2 R Jest rodzing mocy o€ zbioréw " n-elementowych, n<eq to ist-
nieje rodzina R'CR 1 zbiér 2 takié, 2e’I'R'!=‘]R! oraz dla kaz-.-
dych” awéch réinych élementéw A,BER',ANB = Z, '

Dowdd, Jeéli n =1, t0 R skxada sig ze zbiordéw co najwyzej jed
nop\mktowyoh, wigc teza lematu Jest w tym przypadku oczywis'@..

. Zazéimy, ze lemat jest: prawdziwy dla kazde] rodziny mocy % zbio-

. réw (n = 1)' -elementowych. Niech R bedzie rodzinq mocy ¢ Zoioréw |
_n—elementowych i niech R1C.R bedzie maksymalnq rodzinq rozaczng
zawarta w R (istnlenie rodziny R, wynika z lematu Kuratowskiego-
..Zogna). Jesdli IR1I- =3¢, to lemat jest Juz 'udowoaniony.‘ﬁofzemy viiege

zaXozyé, %e IR, | =2< %, Dla kazdego A€R, viieuh - RELY {BeR 1 4n

NB # ¢}. % maksymalnodoi.rodziny R, wynika, ze U{R(A) : AGRJ = R,
SkoroT< ¥ = cg(a!?;__to istnieje A€ Rj‘ takie, ze lfi(A)l:gg, Niech
A.={a1,..'.,an}‘. istnieje rodzina 'ch R(A) oraz 2, €A takie, e

IR | = o¢ oraz a € B, dla kazdego BER,.

Rozwazmy rodzing P ={B -{ak} : Be Rz}. Poniewasz IP|~=9«: a ele-
mentami rodziny P sg gbiory (n - 1) ~elementowe, wigc iatnieje rodzi-
na P,CP1 zbiér Z takie, %e IP;| =X orag CND =2, dla C,DER,,
G # D. Fech R' ={BER, : B -{a }e?] 1 niech 2= zufe, }. zat-
wo widaé, ze RCR; IR'l =2, oraz dla kazdych B,C er’ jesli B 4 C,
to BnC = 2, '

TWIERDZENIE 1 (E, Marczewski-Szpilrajn, 19413
N, Szan i n'_ 1946). Jedéli R Jjest rodzing zbiordéw skoiczonych,
a |RI jesf liczbg kardynalng regularng niepfzelicmlnac, to istmnieje
rodzina R'CR i zbidér 2 takie, Ze IR'] = IR| oraz dla kazdych dwéch
réznych elementéw A,BeR', AnB = Z,
 Dowéd. Dla kazdego|n<w, niech Ry ={A€R : 1Al = n}. Skoro R =
=U{Rn_: n<'co} 'oraz IRl jest liczba regularng nieprzelicialna,, to ist-
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nieje n<eo takie, ze an! = |R|, Twierdzenie zostaXo wige sprowag
ne do lematu 1, ' -

Bezposrednim wmoskiem z twierdzenia Marezewskiego-Szanina

nas tgpuj qce twierd zenie,

& ’ i . A.V. . & o ) : T
TWIERDZENIE 2, Niech F bedzie rodzing funkcji . ok:res’lonych ["

zbiorach skorczonych i Przyjmujacych wartodci w zbiorze { -1 ,1} 3

811 IF| jest. liczbq regularng nieprzeliczalna, to istnieje

FCF oraz zbiér 2. takie, ze |F'|= [F{ 1 spelniony Jest warunek;

(1) jesli f,g E,F ; § f¥ g, to dom(i’)ﬂdom(g) = 'Z oraz £1% = g

gdzie - dom(f)-oznacza dziedzing funkcji !

Dowod. Niech R = {domcf) £€ F}. Skoro P ¥ rodzing nieskos

czonq, a dziedziny funkc;)i ze zbioru F
IRI = |Fi,

s3 zblorami skonczonymi,
Na mocy twierdzenia .1 istnieje zbidr- skonczony Zx
dzina R'CR o tej wlasnosci, Ze IR'(= IR oraz ANB =
€rR’,

i ro-
Z dla A,B €
A 4 B, Zbidr funkecji okreslonych na. 7 § Przyjmujgcych warto-
$ci w zbiorze {-1 1} ;jest skonczony. Zatem istnieje funkcja h: 2 —
——-»{-1 1} oraz zbidr funkcji FcF o tej wiasnosci, ze |F' In'lF.l,*’
[aom(e) : fEF'}CR' oraz £|2 = n, dla kazdego f €F,

TWIERDZENIE 3 (E, Marczewski-Szpilra;jn, 1941).

Kazda rodzina zbiordéw otwartych rozlqcznych w D -Jest co najwy-
zej przeliczalna. '

Dowdd, Przypus’c’my, ze P ‘;jest rodzing mocy
- tych rozxacznych (niepustych) W przestrzeni D%
golnqéci mozemy zaXozyd,

4 2%bioréw otwar-
. Bez zmnie;szenia 0=

ze elementami rodziny P sg zbiory bazowe,
tzn. zbiory postaci:

(2) u=p (11)0...np (in),

gdz:.e {001,...,a3 }cat’, 1k€{-1 1} dla k<n ’ oraz pazk s D—»{ 1 1]
83 rzu'cowaniami |(patrz rozdziar 1,§ 1), 2 kazdym zbiorem u postaci (2)
zwigzara jest funkeja £ {o(1,...,o< } — - {-1 1} okreslona wzorem:

RN D
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(3) | r('sc)k 1y

:4;7_113011 F = {f : ue?} Poniewaz IFI ==_ g0 wigc na mocy twlerdzenia

e zbidr skonczony 7, funkcja h: Z—={-1, 1} oraz  zbidp

zistmej
?CF taki,ZeIFl- ,oraz jedli f a‘i‘,f fEF to

(4 dom(f )N dom (fv),- 'Z.
(5) A Iz = h. '

7 warunku (2) Xatwo wynika, ze jedli dom(f )ﬂdom (f ) = ¢ to unv#

g #¢ e Z#O. 7 warunkéw (2)-(5) wynlka, ze dla u,ve{w-f €

? eF} unv # ¢ Otrzymalismy w ten sposdb sprzecznosc, bo Zb]_or {w'

E-‘ﬂq ~

s fweF} jest zawarty w zbiqrze P i ma moc co_l
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V. Zbiory elementéw rozi’qcznych
i zbtory niezalezne = |
algebmch Boole'a '

§ 1. Soiurowulnosc algebry - Booleu a. ﬁaba Susfina przesirzem
. topologicznej

. Niech B bgdzie algebrq Boole’a, Méw:uny, zé elementy zbioru Ac
cB ~ {0} sq rozlaczne, jeéli dla kazdych dwéch. rc:?.nych elementdw
v eA, uAw = 0, Liczbe kardynalnq sat(B) = min{T: dla kazdego zbio
ru AcB sklada;)apego sie z elementow rozla,cznych IA$<L}deziemy
nazywali saturowalnoé c igag algebry Boole;’a~B. Za two
) zauwazyc, Ze sat(B)<lBl+‘ Z twierdzenia Marczewskiego—Szpilrajna
(twierdzenie 3, rozdzia¥ ITI, 3 3) wynika, ze sat(Co(d?)) = w,, q1a
kazdej liczby kardynalnejt. w, Fatwo sprawdzié, ze jeéli _C Jest
podalgebrq algebry B oraz C Jest zbiorem gestym w B, to sat(B) =

s sat(C) W szczegélnodci dla. kazdej algebry Boole’a B sat(B) = -

= Sat(B

Podzbiér P algebry Boole’a B bedziemy nazywali | ’: rozb i-
¢ iem algebry Boole’a B, jed1i P skzdda sie z elementéw  roz-
chznych oraz kres gorny zbioru P 1stnieje i Jjest réwny 1, Zatenm
PcB - {O} jest rczbiciem algebry Boole a B wtedy 1 tylko wtedy,
gdy: N ‘

(1) dl1a kézdycl; dwéch réznych u,wéP, WAW = o,

(2) dla kaszdego zeB - P, z £ 0, istniéje ueP" takie, ze zau #

# 0.

LEIIAT1 Jesli D

AcD

jest podzbiorem ngtym algebry Boole®a B oraz

sklada $i¢ z elementdw roziacznych, to istnieje rozblcie P alr
gebry Boole’a B~ takie, Z2e Ac Pc D,

.

PURLIR YO s L e
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Db';zéd. Niéch .2 bedzie rodzing Qszystkieh tych podzﬁioréw zbio-
ru B - fo} ktére skiadaja sig 2z elementéw rozZgcznych 1  zawierajs
zbiér A, Zbidr z jest czesciowo uporzqdkowany przez relacig zawie-
raxiia. Zaatwq sprawdzié, ze jedli LcZ’ ;)est podzbio:em liniowo upo- .
| rzadkowanym, to U{E E eL}éZ Zafem,-na mocy lematu : Kuratowskie-.
go—Zorna, w 2 1stnieje ‘element maksymlny P. Zgod.nie z definicjs

zbioru. 2, A cPcD. Zoiér P sklada sie z elementow rozlqcznych tzn.v
P speinia (1) Dla dowodu, ze P jest rogbiciem, wystarczy spraw-

: dzic, ze speinia waru.nek (2) Przypuécmy, 2e istnieje ze(B-P) - {0}

takie, e zAu=0 dla ]m.zdego u €P, Skoro D jest zbiorem gg-

stym w B, to istnieje deD - {o} takie, Ze d<z. Wowczas Py {a]ez

8Przecznosé -z, maksymlnosciq B

Z udowodnionego powyze} lematu wynika ze saturowalnoéé algebry
Boole’a B Jjest to najmniejsza licgba kandynalna T o te] wlasnps’ci,
se kazde rozbicie algebry Boole’a B ma moc mniejszg niz T,

Ustalmy w ailgebrze Boole’s B element niezerowy u. Niech Blu =
= {w € B: wsu} Zbiér Bfu Jest algebra Boole’a, w ktérej dzizzania
Aliv 83 takie jak w B, elementem przec:.wnym do Ww jest u-w, 2a Jje-
dynka jest u (Zatwe sprawdzenie pomijamy). Algebre Boole’a Bfu be-
dziemy nazywali a lgedbrag czgséciowa algebry Boole’a
B wyznaczong przez eleinent ﬁ. - | |

Méwiiny, Ze ‘algebraA Boole'a B Jest jedno i‘ odna ze

wzglqdu. na saturowalnoéc,jesli sat (B) =

i e = ~ 1

ﬁ sat(Bf‘u) dla kaZdego WEB « {0}

LEMAT 2, Dla kazdej algebry Boole’a B istnieje rozbicie P takie,
%e dla kazdego wue?P' algebra Boole’a czgsciowa ~Blu jest jednorodna
ze wzglqdu na . satm:owalnoéc. - |

Dowdd, Zgodnie z lematem 1, wystarczy wykazaé, ze zbidér tych ele-
mentéw ueB - {0], dla ktérych algebra czgsciowa BMu jest jedno-
Vrodna ze wzgledu na saturowalnosé, jest gqsty w B, '

Zauvasmy, %e sat(BMu)esat(B) dla kazdego ueB - {ol. stad wyni-
ka, e dla ka.zdego ueB - {0] istnieje O<weu takie, Ze sat(BN):

v
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= sat(BMz) dla kazdego z<w, z # 0. W przeci iwnym wypadku istniakby
ciag {w 3 n<w}cB taki, ze sat(Bf‘wn+1)<sat(3"w }s co jest niemosz-
liwe, bo w kaZdym niepusfym zbiorze l1iczb kardynalnych istnleje licz
ba najmaiesza. Za.tem dla kazdego neB-fO} istnieje ch- - {0} ta-r‘
kie, 2e wsu i algebra Bl‘w jest jednorodna zZe wzgle;du na saturo- .

7

walnosé, co konCZy dowéd.

>

TWIERDZENIE 1 (P, Er d 8 s, A. Tars ki, 1943), Jesli B jest
algebra Boole’a nieskoriczona, to sat(B) jest liczba; kardynalng regu-
larng nieprzeliczalna, . N K |

Dowéd, Niech B - bedzie algebra Boole’a nieskoriczong, Polmzemy, _
ze sat(B)> w,. Zauwaimy wpierw, Ze jesli O<uc< 1,|to IBFuI?w lubv '
IBF = wl> w, Zatem istnieje ciagg {un n«wicB taki, ze

3) lBPunI)w,

(4) O<um.1 <u <1,

dla kazdego n<w, Konstrukc;ja ciggu’ '{u : n<wj jest indukcyjna: je-
§14 nlement u, Jest juz okreslony, to oblerzemy dowolne w takie,
- Ze O<w<u.n Jesli lBI"wl)w to Przyjmujemy u e = Ve W przeciwnym

razie, na mocy (3), lBl‘un - w|> w, wige mozemy przyjacc Wiq =0 -V
Z wiasnoéci (4) wynika, Ze { - un n<w§ sk¥ada si¢ z elementéw

rozigcznych, co dowodzi, ze sat (B) >w ¢

Przypusémy, ze sat(B) = T jest llczb% singularna. 2 lematu 2 wy-
. 2 k0 LN
nika, ze istnieje rozbicie PCB  takie, ze algebra' Btu Jest':jedno-

rodna ze wzgledu na saturowalnosé, dla kazdego wue P, SprawdZmy, 26

(5) Su_P{Sat(BPu) : ue P} =T,

~

Ustalmy u<%, Skoro P skiada si¢ z elementdw i*olecznych, to fPl< (
Skoro T jest liczbg singularna, to Jest liczba"grani‘czna‘.Zatem ist-
nieje liczba kardynalna X taka, ze max{a,lPl}<a+<v. Skoro sat(B)>'
>34T, to istnieje zbiér' Q’cB £ {O} sk¥adajacy sie¢ z élencntéw roz-
~lqcznych 1 taki, ze 1Q) =x%, D1a kazdego ué€P niech Q, '{w€Q:
:ouaw # O}. Skoro P ;jest rozbiciem, to Q -U{Q : ue P}. Z regu-



larnodci liczby ** i stad, ze IPlax¥, wynika, ze le | =2" dla peu-
nego ue?P, Zatem ‘sat(BM)>atou, co dowod zi" warunku (5} - ;‘
szpatrzmy dwa— przypadki,

Przypadek 1, Istnieje u€P takie, ze sat(Bhu) = ¢, Rozwazmy
ciag {Zg :E<cf(’€)3 taki, ze T'g'?'!?, dla kazdego §<c_:f('f) oraz sup{ng
s.E<of (Tﬁ} =T, Skoro cf(T)<T = sat(B), to istnieje ! zbidr {ug : -
E gl.kcf(t’)}f:*]éru‘ skkadajqcy_;sie:'z elementéw rozacznych, Dla kaz’:dégo
‘g<cf(2") istnie je zbi 6r {51102:0(< ’C,QcBl*u;é mocy: z',gﬂ, sk¥adajacy sie
z elementédw rozxacznych, bo algebra Blu jest jednorodra ze wzgle-
du ra saturowalnos¢ oraz Z'E<sat(BP@). ' Zbidr {LL o(<¢_‘c-),r <ef (Z‘;’)czs’:‘
sk¥ada si¢ z elementéw roziacznych i ma moc €, sprzecznosé,

Przypadek 2. Dla kazdego 0 €P, sat(BM)<T . Niech T = sup {Zi:
:§<cr(t)}, gdzie Ty<T dla kazdego E<cf(T). Metods indukeji poza-
skoliczonej okreslmy ciag {ug': E')<cf (’C)’BCP oraz ciag {AE 1€ Lof (T)}
tak, aby

(6) jeéli %# s to u;;/\u,]a O; -

3 (7) dla kazdego §<c§(t), A,g cBI‘u‘E sk¥ada sie z elementéw roz-
Yacznych oraz If-.Ela Ce.

Zaxdéimy, 2e uE oraz Aé 58 jué okreslone dla kazdego §Z'7? tak, ze
speirione sg warunki (6) 1 (7)s Skoro sat(BquKL dla¥<m, oraz
P<ef(t), to sup{sat(BPuE) E;Q?}“' Zatem, na mocy (5), istrieje Hge

eP takie, ze sat(B!‘u » max{cq?, sup{sat(BP‘u ;3 5023} Poniewas
sat(Bl‘u )>‘C7, wiec istnieje zbidr A,] cB!‘u,', sk¥adajacy si¢ z elemern
téw rozka,cznych i taki, te IA_’I | = 7 . Jesli)§<7?, _.at(Bl‘ug sat (BN

Na mocy warunkow (6) 1 (7) 2zviér A = U{ Ag §<cf(t,)} skXada/ sig
z elegentév{ rozxacznych oraz Al = sup{6€:§<cf(t)} =C, co jest

sprzeczne z tym, ze sat(B) = C,

VW topologii odpo'wiednikiem saturowalnos$ci jest 1 iczba S w
8 L ina (nazywen2 takZe ce lularnoédc ia). Liczba Sus-

lira przestrzeni topologiczrel X nazywamy liczbe kardynzlna c(X)=

~
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|
= sup {iRl : R jest rodzina podzbiordw rozigcznych i otwartych wzé
przestrzeni X}; Jesli zbilory U,W cX s3 otwarte i rozlqczne,io zbiory-i
iht(clU)oraz iﬁf{élﬁ)éq,regularnie.étwarte i takze rozXgczne (patrz :
rozdziax I, § 3).\Zateﬁ, c(X)= sup {lR{: Rc RO(X) 1 R skiada sig z :

, : , -
elementdw rozlacznych}. Stad wynika fatwo nastepujacy
LEMAT 3. Niech X bedzie przestrzenia topologiczna.

(a) Jesli sat(ROX)) = Z+, to c(X)= 1. '
(b) Jesdli sat(RO(X)) jest liczbdg graniczng, to c¢(X)= sat(RO(X)). ;

.Jednym z pierwszych pytarn, jekie sie pojawia w zwigzku 2z defini- ;
cja liczby Suslina, jest to, c;y "sup" mozna zastgpi¢ przez “max",’
tzn, czy dla kaidej przeétrzen; topologicznej X istnieje rodzina - R
zZbioréw roziadznych i otwartych w X taka, ze |Rl= ¢(X). Okazuje sie,
ze odpowiedZ na to pytanie jest zwiazana z istnieniem 1liczb  siabo
nieosiggalnychy liczba kardynalna T jest sZzabo ,nieqsiagaina,#-jeéli ‘
Jjest regularna, graniczﬁa i nieprzeliczalna, Okazuje sig, ze jeéli
teoria mnogodci Zermelp-Fraenkla-(ZF) jest niesprzeczna, to takze te -’
oria ZFC z doaczonym aksjomatem orzekajacym, Ze nie istnieja liczby
sxabo nigosiqgélﬁe, pozostaje niesprzeézn;;VZatem liczb siabo nieo- .
9isgalnych nie da sig skonstruowad w zwykZej teorii‘ mnogosci (patrz |
np. T, J e ¢ h, 1973).

Z twierdzenia Erdﬁsa—TarSkiego.wynika nastepujagcy wniosek doty-= -

czacy liczby Suslina (patrz takze I. J u h.4 s z, 1975):

TWIERDZENIE 2.Jééli X 3es¥ przestrzenia topologicany oraz{e(x) nie
Jest liczbg skabo nieosiagalna, to istnieje rodzina R ﬁbioréw r;z-v3
Zacznych i otwartych w X taka, Ze IR! = c(X).i> _

Dowdd, Zaléémy, ze c¢(X) nie jest liczbq‘slabo nieosiggalna, Wéwi?
czas z lematu 3 i twierdzenia 1 wynika, %e sét(RO(X)) = (e(XN*. Za- "
ten istniede fodzina R zbieréw regularnié otwérﬁych rozzacznych w X !
taka, ze (Rl = ¢(X); co koriczy dowdd. '

Niech B vedzie algebra Boole’a nieskoficzona, Najmniejsza wsréd -

tyeh liczb kardynalnych, ktére sa mocami podzbiordw gestych algebry

-~
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B, begdziemy nasywali g ¢s t o dcisg alge"bryhodle’a B 4 orwa-
ezall symbolem T (B) (litera T bierse 5ig stad,s e edpowiednikiem ge-
stodeci algebry Boole’a jest w topologil T -waga przestrzeni topolo-
gicznej oznaczapa symbolem 7 (x)). OczywiScie sbiér ‘B jest gesty w
- algebrze Boele a B, satem- 'IJ'(B)SJBI Ilieréméé ta moze byt ostra,
‘Jest tak mp. w przypadks, gdy - B = P(#),
Gestosc i sa*turwalnosc daja, nam wygodne oszacowanie mocy algebry
Boole’a (wykorzys‘_bany jewsd 4).

3T 4 (BJA.J e £ 4mow, 1970). Bla kazdej algebry Boole’a B

zachodzi niermmoé ¢

(8) kBKZ{(u(B)) h(sat(B)}

Dowdd. Ustalmy zbidr gqsty AcB ta.ki, 2e |Al = T(B) Dla kazde-
go u‘eB {0} niéch An bgdzie zbiorem maksymalnym wsrod tych pod
zbiordw zbioru AA IBK‘u9 ktdére sktadajg 8ig Z elementow rozigcznych,
istnienie podzbioru maksymalnego wynika z lematu Ku.ratowskiego—worna..
Z ggstosci zbioru: 4 wynika, ge jJeli u ¢ w, to A, # A Oczywis-
cie |4 l< sat(B), mamy wige funkcje réznowartodciows odwzoﬁpqucq
zbiér B w zbidr {BCA s lEksat(B)} Zatenm !BI<Z{lA\7\ A<
<satLB)}, co kolczy dowsd.

Je$1li sat(B) = ¥ dla pewnej liczby kardynalnej %, to

D{TEN? 1 A<aat®<AG) * sat®.

- Poniewas sat(B)sﬂ (B), wige w tyn przypadku nieréwnos¢ (8) mozna za
stqpié nieréwnoscig prostszq

(9) 'IBISCW(B)). . gdzie aCf = sat(B).
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S 2. Saiurowalnosc i zupehosé a homomeorfizmy

~

Jesli h's B—= 0 ;jest izomorfizmem alge‘m: Boole a,

sat(C). Nietrndno takse zamraZyé %e JeSli h jest
to- sat(B)ssat(C)

30 sa’;(B) o

mencmorfizmen,

LEMAT 1, sat(P(/N) | fin) = (2“’?

. Dowéd. Poniewaz lP(//V)l I:Lnl<2 , wisc wystarczy wykazzé, ze ist
.nieje rodzina R<P(/N) " mocy 2“" taka,

M e aieer m A

ze AnB Jest zbiorem skon-
CZonym dla kazdych dwdch réznych elementow 4,BeR,

Dla kazdej. liezby niewymiernej X obierzmy ciqg
miernych, zbiezny do x, Jedli x # Vs
wyze] skonczany. Niech £ dezie

RO

Cy liczd

to zbidr °xn-°y Jest co naj-

g

_b._.i»;;t-'e

odwzorowaniem roznowaﬁosciom
zbioru liczb wymiernych na /N Rodzina

' niewymlernq} ma Za‘dane wkasnosci
Z lematu 1 wynika,

(R = {f(c) : X jest liczba

AR A A

-

el

ze ep:!.morfizmy mogs powigkszad
) Takim ”przykladem Jest naturalna pro;}ekcaa q 3
sat @MW) =

Niech I

saturowalnosé,
P('?N) — P (H)lnn,bo :

stinet hudati ass

: :

A A

i

o Dbedzie rodzing wszystkich podzbioriw odcinka [o,1] mi

a—
Ty Lebesque’a zero, Przyponmiamy, |

T ingilc Sl

o Jest ideaZem yw algebrze L_-
podzbiordw mierzalnych edcinka [0 1] Skoro zbi

mlerzalne, to sat (I.') = (29", Manmy jednak

LRUAT 2, sat ( Tf1)) mw, |

el

ory Jjednopunktowe 83

Lo e,ijj‘

Dowdd. Rozwazmy zbiér Rc 1 -

To| taki, ze dla kazdych dwéch réz-
nych elementéw A,BE€R, AnBel

o+ Pla dowodu lematu wystarczy Spraw-'
dzi¢, e |Rlsw.

Pla kaidego n<w niech R, = {Acnr : 1(A)>%}, gdzie 1(A) ozna-
+€za miarg Lebesque’a zbiloru A, Poniewaz miara 1 jest

wige kazdy ze zbioréw % Jest skonczony.
zbiorem przelicz&lnym.

Ograniczona
przez 1,

Zatem ' R 'jest

BRE 3 TS SN
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Z lematu 2 wynika, ze epimorfizmy mogg pomniejszyé saturowal-
nos¢, Takim przykiadem jest paturalna ‘projekcja ! -‘ L — I} IO-.‘

Jak wskazuje przykiad algebry E (/NlFin), algebry ilorazowe al-
gebr zupeknych nie muszq "byé zupeine (patrz rozdziax II, § 2, tw;.ef--
dzeme 4), . Z punktu widzema ilorazowania lepszym pojeciem jest M- -z
pelnosc (¥ jest pewng liczbay kardynalng meskoncmnq) Algebra. Boo-
le’a jest ¥-z2upeina, jeéli xazdy jej podzbior mocy mniejszej
niz ¥ m kres gérny. Analogicznie, ideaZ I algebry Boole’a B jest

X-zupelny, jeéli kazd.y ;ego podzbiér mocy mniejszej niz ¥ m
| kres gorny nalezqcy do 771‘ Wypada nadm:.enic, ze m.ektorzy autorzy
pPrzyjmujg nieco innq definioje‘ M-z‘upelnosc:.. Tak wigc np.pojecie -
-zupelnoéci_zawarte w ksigzce ,R, Sikorskiego (1958) 0d-
powiada >f+-zupelnoéci w sensie przyjetej tu definicji.

Oczywiscie xazda algebra Boole’a i kazdy jej ideax sg w—éu‘pelne;

1-zupelnoéé naZy\Qamy takZeli G'-zupeZnos’ciq. Algebry Boole’a zupeine
83 o -zupelne dla kazdej liczby kardynalnej ¥ Wspomnlana wyzej al~
gebra -L jest cu1-zupelna, a jejd ideal IO jest w1-zupelny.

; Pozosmwmy bez dowodu nastquja,cy Zatwy lemat,

IEMAT 3, Niech A Ybgdzie podzbiorem algebry Boole’a B. Jedli A
ma kres gérny, to dla.kaLZdego ueB,. zbidr {u AW 3 weA} ma ‘takze
kres gérny oraz sup{u;;w 2 weﬁ:} E' u Asupd,

TWIEEDZENIE 1, Jedli algebra Boole’a B jest M -zupeina, a ideal
IcB jest ‘:'X-zupelny, to algebra BII jest takze x-zupélna.

Dowod. Nlech q B —= B}I Dbvedzie naturalnq proaekcgq wyznaczong
przez ideal I (patrz rozdziakx II, § 2). Dla kazdego zbioru Ac BII
mocy mniejszej niz M istnieje zbiér C<cB 'mocy mniejszej niz M taki,
ze q(C) = A.. 2 ')1'--zupelnoécill algebry B wynika, ze C ma kres
gérny c.‘\Ijla dowodu tw\ierdzenié‘wysmrczy épmwdzié, ze Q{c) jest
kresem éér_nym zbioru A, Oczywiscie ys< q(c) dla kazdego yeA, Niech
aeBlI bedzie takie, ze y<a | dla kazdego yeA, 6bierzmy beB ta-
kie, ze q(b) = a, Wéwezas - x - bel dla kazdego xeC, bo h(x - b)=
= h(x) - a = 0. Poniewaz I jest ideaXem ¥ -zupeinym, wigc W = sup
{x - b xe€ C}eI. Z lematu 3 wynika, ze w=c - b, Zatem q(c)-a =
= q(c - b) = q(w) = 0, co koriczy dowdd. ,



70

TWIERDZENIE 2. Jeéli ‘algebra Boole’a B jest ¥-zupeina i sat (B}
<¥%, to B jest ‘zupeina, , | |
Dowéd. Ustalmy zbior Ac'B, Hiech Z bedzie rodzmq podzbiorow
ghi o B - {0} skladajqcych 8i¢ 2 elementéw rozlqcznych przy czym

S

(1). jedli Rezg oraz nekR, to 1.stnieje ae‘.A takie, Ze uéa.

Zbiér Z jest czqéciowo uporzacdkowe.ny przez relaejq zawierania, ‘a

kazdy Tadcuch w 3 jest ocfraniczony. Ha mocy lematu Ku:ra’cowsh.ego- |

~-ZOrna w Z istnieje element maksymalny . P, -Skoro P sklada sig z

‘elementow rozigeznych, o lPl< ¥. Zatem zbiér P ma. Kres gérnys za~

¥ézmy, ze z = sup(P). Pokazemy, Ze. gz Jest takze kre‘semgémym zbio-

ra A4,

Zauwaimy wpierw, ze a<z dla katdego aeA. Isto’cnie, gdyby dla
pewnego acA; bylo aez 4 0, to zbigr Pu(a-z} nalezaXby do Z, co
przeczyoby mksymalnosci 53 |

Jedli WeB oras agw |dla- kazdego ach, to na mocy (1) x=<z
da kaZdego xeP, Zatem' z = sup(P)sw

czy dowdd, -

' Z twierdzen 142 wynika, ze jedli algebra B oraz ideaz I c B sg

X-zupeine, a Sat<BlI)<?f te algebra ilorazowa BlI, jest zupelna Wi

8zczegdlnoSci mamys

TVIER.DZEHIE 3. Algebra Boole’a ilorazowa L!Io jest zupelna.

Dowéd. Z twierdzenia 1 wynika, ze algebra LII Jest w1-zupel-

na. Skoro satGI:\l Io) =w1 (1emat 2), to na mocy twierdzenia 2 L]Io
jest algebrq zupelnah 5 .

~

.

Zauwazmy, 2e sama a.lgebra L\nie Jest Zupeina, bo istnie;a, zblory
niemierzalne, a kazdy zbiér jednopunktowy Jest mierzalny, 8

) Bardzo j-1“:'537'3‘9—'8‘13Qca z punld:u widzenia tOpOIOD'ii Jest  przestrzed

Stone’a algebry L’IQ- Z tego,co dotychezas zostazo powiedziane o al-

- gebrze Boole’a I'F 0 wynika, Ze przestrzen S(LFIO) jest zwarta, eks-

‘tremalnie niespojna 1 ma przeliczalnq liczbe Suslina, Poniewaz kazdy

o

Wy czyll 2z = sup(A); co kofi- -

L R Y
M 2
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zbiér-miérzalny rézni sig od pewnego zbioru typu G§ o zbidr =miary
gero, a zbioréw typu Gyg pa odeinku jest 2% swiec (L1 Iohszui Nie-
réwnod¢ przeciwna wynika stad, ze kazda algebra Boole’a zupeina, je-

$1i jest nieskohiczona, to ma moc co~najmniej 2%, Aby sig o tym prze-

Xonaé, wystarczy w algebrze Boole’a nieskonczonej B rozwazy¢ dowol
ny zbidr nleskonczony A gzXozony z elementow ‘roztacznych i  zauwa=~
' Zyé, ze jedli A A"cA oraz A $ A7, to sup(d) $ sup(a”). Zatnm‘ L |
[ Igl = 2%, czyli waga przestrzeni SCI,IIQ) Jest réwna gb

Wymienione dotychczas wkasnoSci przestrzeni SCLIJO) (a wigec:zwar-

to8é, eksiremalna niespéjnodé, przeliczalnoés liczby Suslina 1 waga
2%) ma takze przestrzei hleasona zbloru Cantora, tan, 'przestrzeé
6 (D" )(przeliczalnoss liczby S tna wynika stad, ze G(D*)

= S(RO(D“’YD MogXoby wch powstaé przypuszezenie, te przestrzenie te
53 z sobg homeomorflczne, tzn. przypuszczenie, A al*ebry 1Lf i 3
RO(D¥) sg izomorficzne. ﬂadmlenmv przy tej okazji, ze kazda algebra
Boole’a przellczalna bezatomowa (tzn. nie zawierajaca atoméw, patrz

rozdziaX II, § 1) jest izomorficzna z algebra co(d*) ~ jest to bo-

-

ole'owska wersja znanego twierdzenia, ze kazda przestrzed metryczna-

zwaria zero-wymiarowa, nie zawlerajaca punktéw izolowanych, jest ho-
meomorficzna ZzZe gbiorem Cantora. Okazuje siq jednak, ze przegtrzenie
S (LlIo) oraz G(D°°)n1e 83 homeomorficzne. WXasnoscia topologiczna,
ktéfa Je rozréZnia,jest o8rodkowo$ ¢ (przestrzei jest o-
$rodkowa, gdy zawiera zbiér przeliczalny gésty). -

* Przestrzed IG(D“W jest oSrodkowa, Wynika to stgd, Ze odwzorowanie

Gleasona G ¢ G(D®)—=DW jest nieprzywiedlne; patrz rozdziex II,§ 4

Istotnie, jedli z kasdego zbioru G.1(x7, gdzie x Jjest | elementem
pewnegzo zbioru ggstego w DW i przeliczalneszo, wybierzemy po jednynm
elemencie, to otrzymamy zbiér przeliczalny i ggsty v ¢(p*),
Przestrzen S<L|IO) nie jest oérodkowa. Zauwazmy wpierw, ze kaz-
dy}ultrafiltr w‘.L!I0 zawiera elementy reprezentowane przez zbiory
dowolnie maXej miary, Wystarczy w tym celu podzielié odcinek [o,1]

- na skorczong liczbg odpowiednio malych odcinkédw stykajasych sie co
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najwyzej jednym korcem, Ustalmy teraz zhidr {p : n<w‘cs(x,ll ) Dla g

kazdego n<w oblerzmy element € L'ta.-ci, ze [u}; €2, oraz l(%)s

<3 (l oznacza miare Lebesque’a), Nieen v -U{nh 3 n<w}. Poniewas
1(v)e2™! o Wige w o= [O 1] - v#IO. Zatem zbidr {p : ncw} nie jest

gesty w S(L]I ) bo [wl# 0 oraz [w]#p , dla  n<w,

§ 3. Zbiory elementéw roztgcznych

Niech B quz:.e a.lgebrq Boole’a zupeing, Przypomnljmy, ze . zbior

PCc B - {0§ jest rozbicienm algebry B, gdy skzada siq z elementdw roz~_ !

Xgeznych i sup(P) = 1; patrz § 1.

LEMAT 1, Jeé;q P jest rozbiciem alveca:y Boole a zupe?:ne;j B td'

lBIaSl{IBI‘ul:ueP}] '

Dowéd, Zbiér B jest rownoliczny z iJ.Othnem kartez jariskim zbio-
réw Blu, dla ue P, Iatotnie, niech funkcja f ¢ B—T{BMu s u ¢ Py
" bedzie okreslona wzorems

(£())(w) = “whAu, gdzie weB orag ue?P,
. - il : ¢ ’ .

Jesli w,zeB oraz w# %, to W=z # 0 lub % - W # 0. Zazézmy,

Ze w - z # 0, Poniewaz P jest rozbiciem, wigc (w - Z)Au# 0 dla

pewnego ue€pP, Wowczas wAau # z A, czylli f{w) # £(z). Zatem funk-

cja ‘i’- Jest réznowartodciowa. » .
Jesli ‘pe'ﬁ{BPu ! ueP}, to p= f(w) dla w = Sup{p(u) ueP},

bowiem dla kazdego ueP mamy:

i

_ WAu = aA sup.{p(v) :veP] = sup{b./\p(v) t've P}

{patrz lemat 3, IV, § 2), Skoro P Jdest rozbiciem oraz o(v)sv, to

. wAm = p(u); co konczy dowod lematu,

Bqdziemy méwili, ze algebra Boole’a B jest Jednorodna

e wzgledu na moc, jeSli |B| = [BMu]|. dla f'kaz'zd‘eg_o

i s iR il A0

‘3_3‘: Vxb Y



IEMAT 2. Jedli B . jest algebra Boole’a, to istnieje ‘takie - roz-

‘picie PcB - {0}, e dlakazdego ue?P algebra Boole’a Blu . jest

“nie 1). Zatem |Blul = 2

]

jednorodna ze wzglqdu;na;_'moc.'- :

Dowéd tego lematu przebiega pod_obnj';'e'jak-dowd(f lematu 2 z rozdzia
za IV, § 1. - i |

TWIBRDZENIE 1 - (B Jefimo.w, 1970) ‘Jedli algeb‘ra. Boole’a
B jest zupelna i dla kazdege weB - {0}, sat(Bla)=x, to 1B1%= Bl

Dowéd. Z 1ematow V-4 2 wynika, %e nie gmniejszajac ogdlnodci 'mo-
Zemy zakla;iaé iz algetra B jest jedno odna ze wrgledu na saturo-
walnosé, Skoro sat(B)>X, to istnieje rozbicie Q mocy X. Dla kazde-
go meQq, lB?ul =-|B|. Zatem, na moéy.lematu 1, IBI® = 1B

% twierdzenia Jefimowa wynikai znane twierd'zenie Pierce’at

TWIERDZENE 2. (n.s Pierce, 1958) Jesli B jest algebra Bo-

- ole’a zupelnq, ’co |B1“= |Bl,

Dm?rod. Niech A bedzie zbiorem atoméw algebry Boole’a zupeine
B i niech u = sup(A), Algebra Blau jest atomowa, a wigc jest izo-
morficzna z ciaem zbiordw- P(4) (patrz rozdziax II, § 1, twierdze-
l“. Poniewaz |Bl = max{!B!‘uI, |BD - ul'k ’wiec
pozostaje wdowodnié - twierdzenie w przypa.dku, gdy alge'bra B nie za=-
wiera atoméw.

Jesli B nie zawiera atoméw, to sat (Brw)mdla kazdego we B - {o} Za

s i it

tem, na mocy twierdzenia 1, IBlwa lBl.

~

Niech ¥ bedzie liczba kar&ynalnq, ale= {cd : o€<x} clagiem elemen-
t 6w niezerowych algebry Boole’a B (elementy w ciagu C moga siq po-
wtarzac), Méwimy, ze ciqg {da‘ :0(<K}cB - {O} jest zwgzeniem ciagu C,

© jebli dsscy dla kazdego &<¥., Powstaje pytanie: kiedy ciqg C ma

szienie sk?cadaja,ce si¢ z elementéw rozla,cznych? Wnikliwe studium te-
g0 zagadnienia oraz d.ane bibliograflczne mozna znaleZ¢ W' pracy B,
Balcara, P. Simona i P, Voatéﬁa (198%).



74

TWIERDZENIE 5 (B. Balocax, B, Vo jt4&s, 1977). Jesli g
kazdego: elementu niezerowevo u algebry Boole’a B sat(Bru)>x*
to kazdy ciag {cd 20(‘<JC}CB - {0} ma zwtzzenie sklada;jqce sig z elem
tow rozlqcznych. : T

Istota dowodu tego tw:.erdzenia thwi w nast%pujqcym lemacie:

LEMAT 3, Jedli dla elementu uo algebry Boole’ a = sat(BPuo)>
(% jest liczba kardynalnq nieskonczona,), to dla kazdevo zbioru ACBr
- {0} mocy nie wikazej niz ¥ istnieje zbidr Rc Bl‘uo o {o} mocy'x,
,skladajaey sig¢ z elementow rozigeznych i taki, ze

U) dla kazdego uneA zZbidr {weR H uAw # 0 } ;}ést' pusty lub m

mocx.

Dowod. Poniewaz sat(BI‘uo)>ac 1 w:.ezc istnieje ZbidT PCBI‘uOI-{O}m'i
cy x* »sklada;;acy sig z elementdw rozZgcznych, Dla Al;a;deoo ursA1
niech P = {weP : uAv # 0}. Skoro |Alsx, to ZblOI‘ R=P -U{P :“
L e A8 P st} ma moc st 1 speXnia warunek (1) v -

. Dowéd twierdzenia 3., Niech A = {cot .of<&€} oraz niech Z bgdzie ro-
d21na wszystkich zbioréw RcCB - { } sk;cadaaqcych sig Ve elementowj
roz¥acsnych i speiniajacych warunek (1). Z lematu 3 wynlka, ze B # 4,
42bior Z jest czesSciowo uporzadkowany przez relacje¢ zawierania i j
61i LCZ jest zbiorem liniowo unorzqdkowa.nym, toU{R : RGL} € 2 i
Jest kresem gérnym L, 2 lematu Kuratowskiego-Zorna wynlka, ze w Zi

. istnieje element maksymalny M. 'Z maksymalnoéci zbioru M . 1ematu

S wynlka, ze M Jest rozblciem B, a stad

(2) ala kazdego uea, I{welﬂ P uAw # O}I:x"".

Postugujac si¢ indukcja pozaskoliczong i warunkiem (2), ratwo okre-"?:?
é11<é -clag iwa, : a‘<} c M taki, ze ;}
. ' / ,j

(3) A ?V’py dla x?ﬂ!' \

£
Sl

(4) WA ey # 0, dlad<x.

¥imh

. 2
N TR,
bl O

i

N
"
A

B

L]
3]
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pezpofrednio z warunkéw (3) i (4) wynika, ze clag §wency ta<x] jest
z/wq'zeniem ciggu {cd. :G(‘<}€3 sklada‘jqcym sie =z elémentéw rozXacznych.
powéd twierdzenia 3 zostaX zakoﬁczonj;-

: Spoérdéd wielu zéstosow?.ﬁ '_twierdvzexﬁa .‘Balcara-vojtééa przedstawimy..
. dwa. Jedno z nich pojawi sig w dowodzie twf;erdznﬁia Balcara-Franka w
& 5 Druoie K tych zastosowan pokazemy teraz. "

Przypomljmy, he jeéli b ;lest przestrzenia, topologiczng oraz Xxe.
ex, to basz g przestrzeni topolovxcznej X wpunkcic X nazywa-
my. kazda rodzing R gziozong ze zbioréw otwa.rtych gawierajaecveh punkt
x takq, ze dla kazdego zbioru otwartego UcI zawlierajacego x ist=-
nieje VER takie, ze Ycu,. C harakteren przestrzeni X
w punkcie x nazywamy liczbq kardynalng 7((1 X) = ml:a{ IR 3 jest
-bazy przestrzeni Il_ punkcie ' x} Zatwo zauwazyC, Ze jefli X jest
przestrzeniq ekstrexﬁaln.ie niesPojnq oragz ;ex jest punitem nieizo-
lowanym, to X(x,I‘)éw.i, (poréwnaj uwagi w rozdziale I, § 5).

' mwxmzsmt,(s Baltcar, P Simomn, P.V o j t & 8,1980)
Jesli X Jest przestrzeniq ekstremalnie\niespcjnq zwartg i dla kaz-
dej podprzestrzeni otwarte] vcex, c(B) = ¢X), to A(x,X)zc(X) ala
kaZdego xeX, |
Dowod. Przy'pusémy, Be istn.ie:}e punkt xeX taki, ze A(x,X) = x<
<c(X). Poniewaz przestrzen X jest zero-wymiarowa (bo jeat ekstre~
malnie niespéina), wige istnieje rodzina R = {U, 3d<x§cCO(X) beda-
ca bazq w punkcie x, % lematu 3, § 1 wynika se x¥ < sat(CcO(X) M U).
dla kazdego Ueco(l) - @, ¥a mocy twierdzenia 3 rodzina R ma zwe-
zenie {Wd s o0 <x} skkada;jqce sig z elementow roz¥acznych,  Przestrzel
X nie moze mied punktéw izolowanych, a wiec kazdy zbidr Wi € COJ(I)
mozna przedstawic w postaci sumy zbiordw Ga. i Ha. niepustych, otwar-
' tych i rozlqcznych. Zatwo sprawdzié, ze zbiory G "U{Go(‘ s o< x} oraz
H = U{H : zd‘<9€’} s3 otwa.rte i rozZaczne oraz xecl(G)ncl(»H), jest
niemozliwe, bo przestrzen L Jjest ekstremalnie niespdjna, Otrzyma.na

sprzecznosc koﬁczy dowdd.
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Jak wykazali B, Balcar, P. Simon i P, Vojt4x (1582, rzy zazozé-

niu hipétezy c‘on*é.inuum', W przestrzegi G(BIN=IN) ws——:a4= ol nit X ta

=

ki, 2e fX(x,G(BIN - IV}) ‘=, Poniewas c(G(HIN =IN)) = 2¥=w, (patre
" lemat 1, § 2), wch nieréwnosdé wyst@pujqca W twierf‘vn nin 4 nie moze

byc[popraw:.ona na ostrg. Z drugiej s’crony, §5 no.-:aze:ry, e dla

kazde}j przestrzeni ekstremalnie niespogneg zwa:c"teg \Ab&oxzoneg) X

S
; J.stniege punkt xeX ’caki, zeX(x,X) = w(X), W przypadiu mzpatrywa-%

nej tu przestrzeni ozna.cza to, ze istnieje punkt ye G(AIN-IN) ta.ki ~§_
2 :

Ze Z(y,G([}/N IN)) = 2 J -

§ 4. Zbiory niezdvl-eine, a odyvz-orowc;nio na kosfki Cantora

Podzbidr. A algedbry Boole 'a B nazywamy zbiorem ni e-?

;L'r_wé

zalezny m, jeéli dla kazdego zbioru skoliczonego {u1,...,ungcA i

-1 dla kazdego- cigzu {11,...,11& zXozonego gz 1J_czb 1 1 -1 zachodzi

iuA.. .Ainun # 0,

LB o SR

.

AR

gdzie iu = %, gdy 1, =1 oraz L =

W, gdy. :'Lk = =1, dla
kazgego ‘k<n,

TWIERDZENIE 1, Algebra Boole’a zawiera zbidr niezaleiny

wtedy i tylko W'tedy. g

mocy ’C
dy Jej przestrzen Stone’a ma odwzorowanie ci
X¥e na kosth Cantora DY,

Dowéd ‘

Qg‘

Zalozmy, ze alrfebra. Boole’a B ma zbidr nlezalevny mocy. T

.

4o
G " Py O M AR
s o s a3

Na mocy twierdzenia Stone’a algebra B jest izomorficzna
zbiordw co(s(m)).

Z ciakem :

WS

Zatem w CO(S(B)) 1stm.e3e 2biér niezaleany A mo=-
_ cy . Przedstawmy kostk% Cantora. D%

skiego ﬂ{Du - usA}, \gdzie D,

PR S AT W

W postaci J.loczynu kartezjar-
{ -1 1} dla kazdego wueA, Dla kazde -

s(B)— {-_1,1} bedzie funkcjg okres’lonq wzo~
rem: fu(P).= 1 wtedy i tylko wtedy, gdy peu.

Z0 u€A niech ’fu:

¥ e e
e i

Rodzina funkeji {fu

* wed] indukuje odwzorowanie cigste g : S(B)—vii {D, : uea} oxres- -

lone wzorem: . - '

e Eo ot



glp)u) = fuﬁp).

Odwzorowanie g jest ciagle. Bazg w pfzesﬁrzeni ?T{Du : ue.ﬁ% two~
rza zbiory bgdace przekrojami skoﬁczeﬁie wielu zbiordw postaci:

P{i‘ =.{xg'_fl'{])u :'ueAS: x(w) = li}', ’gdvzie' j.veA' oraz _ie{— 1,1}.
Zatem, dla dowodn ciqgloéqi odwzorowania g wystarczy zauwaZyé; ze
g“(Hg) = u oraz g;1(H;1)='S(B) - u.

Odwzorowanie g jest ™a", Poniewa? zbidr A jest niezalezny,
wigc, dla -kazdego xe?T%Du :116A&, Zbiér {x(u); u :LlEA}-jeSt ro-"
dzing scentrowang podzbiordw domkniqto-ptwartych przestrzeni  S(B).
Przestrzen S(B) jest zwarta,,Wch istnieje_ pe(\{x(u)» u :’ueA&.iat-
wo sprawdzié, ze g(P) = )

_ Zaxdzmy teraz, ze przestrzeﬁ Stone’a S(B) ma odwzorowanie ciagZe
g na kostkez Cantora D& -SI{DO‘. .ofﬁti, gdzie Dy = {- 1 13 dla kaz-
dego e T. Odwzorowanie "T{Dd :&GZB—*’DoC okreélone  wzorem:
p (x)| =-x0xx indukuje w przes*rzeni DZ zbiory domknlqto—otwarte po-
staci p (i ), gdzie {'- 1,1§. Dla kazdego zbioru skoxiczanego
{d‘1,...,0(ﬂ}c'5, jesli (X‘j %ofk dla j # k, to pd1 (10(1)0 ...npocq(%o(n) #

# 0. Popiewazifunkcja g Jest 'na", wigc {g’1<3;1(13) HXeZ}
_zbidrem niezaleznym w algebrze co(s(B)), co korczy dowdd.

Z twmerdzenia 1 wygpika takZe, %e przestrzed zwarta zero-wymla.OVﬂ
X ma odwzorowanie na kostke LCantora DL wtedy i tylko wtedy, gdy
_ alnebra Boole a CO0(X) zawiera zbidér niezalezny mocy s

Czy w kazde] alvebrze Boole’a lstnleae zblor niezalezny tej samej
mocy co ta algebra? Pytanie takie stawiano juz dawno.

G.Fichtenholsz 1 L, Kantorowics (1934) wy-
Yazali, e algebra PU/N) zawiera zbiér niezalesny mocy 2°. Uogélnia-
Aja,c ten 'wgghik, Fo,Hausadorff (1936) vdowodniZ, ze dla kazdego
zbicru (nieskoﬁczonego) M, algébra Boole’a P(M) zawiera ébiér nie-

: zaieZny hocy ZIM'. Zauwazmy, ze twierdzenie Hausdorffa wynika réw-
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niez ze znanego twieruzenia Hewi\..a-’iarczewsme o—Pondlczery ego:dla '5

b e
kagde] liczby kardynalnej czww rcs‘tce Ca.ntova JD‘2 istn.eje zbior

gesty (w sensie topoloviczn,ym) BoCy € (patrz 2. En gelking,

1975, ;\ N 110) Istotnie, wystarczy rozr}efztyc dowolne odwzorowanie £ !

zbioru M 'na podzbiér g%sty kostki D2 e fonolovia w M jest dy=-
Skretna, wiee £ jest edwzorowanien ciaglym. Zatem *stnieje odwzo=
" rowanie cia)gke £ [51'1 — 1P . (B¥  jest rozszerzeniem éecha-—Sto—
ne’a zbioru M) takie, ze FlM|= 2, Skoro zbidr Q1) ;jes‘c geesty W
2.1
'z algebrg P(M), wigc ~ na mocy twierdzenia 1 -w P(M/'istnie;je zb:.or
.niezaleZny mocy o 1M1 ) o '
B. Ba lecar 4 F Franéx (1979) udowodnili, ze  twier-
dzenie Hausdorffa mozna uooolmc na algebry Boole’ a zupelne (patrZ'

i A
D s to E(PM) = D e dlgebra Boole 2 CO([?H) jest izomorficzna

naste¢pny pa.raora_f). ZaXozenie zupetnosci jest tu istotne, bo istnie- |

Ja algebry Boole’s nieprzeliczalne takie, ze kazdy ich podzbiér nie-
zalezny jest €O najwyzej przeliczalny. Zanim przedstawmy stosowny
przyklad udowodnimy twierdzenie Juh4sza, ktére dostarczy nam warun-

ku konlecznego na to, aby przestrzed zwarta miaZa odwzorowanie ciagg-

‘e na kostke¢ Cantora Dz

Ustalmy punkt X przestrzeni top010°'iczne3 I Rodzinqﬁ zblordéw

niepustych i otwartych' w przestrzeni X nazgmamy gf,_ bazg 9‘ w :

punkcie x, gdy ka.Zde otoczenie otwarte punktu X zawiera pe-

wien element rodziny R, L1czb<: kardynalna, l'ff%(x I) = min{IRl R jest

T -vazg przestrzeni X punkcie x} deziemy nazywali f-c h a r a k-~
t erem przestrzeni X w punkcie x, Oczywiscie Tn‘}((x,i)sl(x,x), 5

dla kazdego xe€ X, !

- . -

LEMAT 1, Dla kazdego xe¢ D, s 5 'X,(x Dz) = '; .

Dowdd. Nierdwnosé T A(x,D%)<T Jest oczywista bo wCD ) =T,

Dla dowcdu nierdwnosci przeciwnej ustalmy 5l -bazQ R w punkcie xe

kZadaé, ze elementami rodziny R s3 zbiory bazowe, tzn. zbiory po-
taci C(q(lﬂh...r\p (1 y gdzie {CX‘V...,G(n}cc oraz 1 e{- 1 1}

]

U0 ¥ RV

T il
€07 taka, ze IR| =¥ X(x,D!). Bez zmniejszenia oufolnosci moZemy za=

s ;unﬁ;m“_ﬂ



 (patrz rozdziax I, § 2), Niech S bedzie rodzinq tych wszystkich
zbiordw skonczonych {0%,0..,6(‘ }cc, ‘takich, zZe. pcg (.L )n..,np 1(i )eR
przy pewnym ukladzie {i ,...,i 75 gedynck i minus?-jedynek Przypuscmy
ze [RI<T, Wéwczas [85|<T, a wige lstnleje KeT tak:.e, Xtére nie nalezy
do zadnego elementu roaziny S. Obierzmy ie{-1 1} tak, aby xep(;(i);
Poniewas . dla kazdego zbioru {(fv...,o(‘ }es

‘ pt;: (11) n‘ '.-A..r\ p;;(in)?‘.lgj(i‘)'
(_ni'ezal'eznie od wybor:u Iiczb ik); wige R nie :jes{: W -bazg w punk-
cie x. _Otrzyma;xa.sp'rzeczﬁoéé koliczy dowdd. S
‘TWI.'ERVDZENIE ,2 (1. J uhd s z, 1967). JesSli przestrzen zwarta X
ma‘odwzorowanie ci'a;t,le £ na kostke D'C, to istniéje podprzestrzen
domknieta ZcX taka, ze £(2) = D% oraz TY(x,2)>T, dla kazdego xe
€Z, -
Dowdd. Kazde -odwzorowanie g ciggle na przestrzeni zwartej X moz-
na zacieéni¢ do pewnej podprzestrzeni domknigtej Z< X, tak aby g(2)=
= g(X) oraz g|Z byo odwzorowaniem nieprzywiedlnym; patrz rozdziax .
II1, § 4, lemat 2, Niech 3% bedzie takag wiasnie podﬁrzestr:zenia: dla
odwzorowania f. Niech R dezie Jl ~bazg w punkcie x€Z w2 lfzdem_
przestrzeni Z, Z nieprzywiedlnoscl ‘odwzorowania f|Z wynika, ze ro
| dzina P = {D - f(Z - U) : UeR} skiada sig ze zbiordw otwartych i nie-
| pustych w Dt . Jefli Vet jest otoczeniem’ otwartym punktu f(x), “to
271 (V)nz jest otoczeniem otwartym punktu x. Zatem istnieje UcR ta
‘Xie, ze Uct™ '(Y). Zatwo zauwazyé, ze DC - £(z - U)cV, co pokazuje,
ze P jest ¥ -bazg .'_przestrzeni ¢ w punkcie f£(x). Na mocy lematu
1 IP[>C, Zatem IRI>Z, co koficzy dowdd twierdzenia.

B.E. S zapirows X i (1980) udowodniX, ze jesli przest*‘zen
. zwarta X gzawiera podprzestrzend domknigta Z taka, ze SX(x,2)=>T
"dla kazdegc xeZ, to X ma odwzorowanie cigsXe na kostkg Tichonowa

1%, Warto zaznaczyé przy tej okazji, ze kostka Tichonowa I¢ jest o-
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O SR S

brazem ciggiym kostki. Cantora D"7 dla2w. Nietrudno takze zauwaé:yc 4
ze kostke D¢ wystqujch W twierdzem.u Juhésza mozna zastqplé kost~.
kg %, w tej wersji twierdzexne Juh.é,sza jest odwraca.lne,‘ twierdze-
niem do niego odwrotnym jest wspomniane Juz twierdzen_.e Szaphowskie.
go, -

Z twierdzenia J u.hésza wynika w szczegélnoéol, e warunkiem kcnie-
‘cznym na to, aby a.lgebra Boole a zawierala zbiér niezalezny mocy ey v
Jest, aby Jej przestrzen Stone’a W co najmniej jednym punkcie miala
charakter wikazy badZ :rdwny T (w rzeczwistosci moc zbionu takich
-punktdw nie moze byc mnie;;sza niz 2 ) Opierajqc sig na te;j przesZa.zr
ce, pokazemy przyk¥ad algebry Boole’a mocy 2§ saturowalnosci réw- .
nej Way W ktérej kazdy gzbidr niezale:?.ny jest przeliczalny. '

Przyktad, Niech T [0,1] vedzie przedziarem domkniQtym w -zbio-" ‘|
rze liczb rzeczywistych, a X=1Ix{o, 1}. W zbiorze X oh'eélamy po-
rza‘dek leksykogra.ficzny, tzn, porzqdek okreélony wzorem‘

(x,1)< (y,j).<=n:<'y 1lub x=y oraz i<j (patrz rysunek)

L]
o
o

and
S

—t

h

-

(8] :...-_____J.,'.. ~

Ve S

1

idot

™ (x,0)

Jest to porzadek -liniowy\,‘ a przedziai& w senéie te‘;ro porzgdku : wyzna=-
czajg w zbiorze X topologiq gwartg (Hausdorf.fa) Topologia ta Jest
zero-wymiarowa, bo przedziaty postaci ((x,0), (y,1)) » gdzie x<y, 83
zbiorami domkn}qto-otwartymi Poniewa? w kazdym punkcie przestrzeni X
istnieje baza przeliczalna, wige X(x,X) = w dla kazdego er Zbidr
{(z i) 2 i€{01 oraz z jest liczbg wymierng odéinka - I} Jest ge-
sty w X, Wynika stqd, ze c(I) = w, Pozostaje sprawdzié, ze w(X) =
= 99 Istotnie, jeéli R jest rogzing zbioréw otwartych w przestrze-
ni X "oras [RI<2%, to istnieje punkt (x,1\ w zbiorze I, ktory nie
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jest kresem dolnym 2adnego zbioru z rodziny R 1 takl, Ze x<1. Lat-
wo Sprawdzié, ze w zbiorze R nie istnieje zbd6r otwarty U taki,ze
(x,1)eU i Uc((x,0),(1,1)). Zatem R nie moze by¢ bazg w przestrze-
ni X, ezyli w(x) = 2% | |

z teao co wykazalismy o przestrzeni X, oraz z twierdzed 1 1 2 wy

- nika, ze algebra Boole'a B = C0(X) ma nastquaqce wZasnosSci: lBl = 2%

sat (B) =G, oraz kazdy zblor niezalezny w B jest przeliczalny. Dar

. le}d przedstawimy twierdzenie Shelaha, ktére méwi, ze je$1i algetra

Boole'a B ma moc (2“")+ i sat(B)iswv to B zawiera ZblOI‘ nieza-

lezny mocy (2“") -
Niech C Ybgdzie podalvebrq algedbry Boole a zupeinej B, Méwimy,

ze jest podalcrebra‘ zupeing algebry . B, je$li kazdy zbiér"AC C ma

" kres o'orny w algebrze C, ktéry pona.dto pokrywa sig¢ z kresem gérrynm

zbiorn A traktowanego aako podzblor alo‘ebry B.

Niech B dezie a.lvebra‘ Boole’a, a : ol jej ~TuzupeXnieniem, Dla
xazdego ‘zbioru AcB nJ.ech Ac JH{C : C Jjest podalgebry zupeing ar
gedbry B° oraz Ac C}. _Nietrudno sprawdzié, ze A% Jest podalcebrq
zupeing algebry B° zawlerajacg jako podzbidr ggsty podalgebrg alge-
bry B, generowang przez zbilr A, Zbiér' A® . jest uzupelnieniem al-

gebry generowanej przez zbidér A.

IEMAT 2. Jedli algebra Boole'a B ma moc (2¥)% i sat(B) =, to
w B istnieje ciag {a;a :k2@9)*] taki, ze dla kazdego & <(2“)* zbio-
ry in = ({a§ =§<d})° majg nastepujgce wlasnoéci:

(1) adﬁBd,: : . : - -
(2) jeé.].ipga‘,{to a'peBoc, :
(3) jeélid<p, to Bo('ch’ 3
(4) " Jedli| et@)2wy, to By _-U{Bg :§<{vo(},' |
(5) U{Bd x<(2@)) = T, -
- Dowod. ZauwaZmy wpierw, ze dla kazdego zbioru AcC B, jesli Al
<(2®)*, to takze TAC!.<.(2“’)+.(Istotnie, jesli 1Al<2%, to A° zawiera
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. podz,bidr‘gqsty mocy nie wigkszej niz 2“, Zatem, na mocy lematu 4,%
§ 1, 12%1(@9)Y = 2%, 1o sat(d®)< sat &) -w,.i' a
| Ustawmy elmenty algetry Bocle’a B w ciag fbd :<(29) } Hetodq |
indukeji pozaskoﬁczonej okreslamy ciag {ad 'ﬁ<(2“’)+}¢3 ¥ ten spo-
86b, ze jesli elementy ag dla §<(X 8y 'jaz okreélone, to przyjmuj& ,
my eq= lfhz(oﬂg gdzie &(X)= min{g<(z)" bysB - ({aﬁ p«x}) fo Wy
béT taki jest mznwy, bo ;({a{5 M})c,<zu vigc B - ({a[5 s p<al ¥ ,c
# ¢. Zatwo zamzyé ze zbiory "By & ({a :p@d})" spe?:niaja‘ wkasno-
dei (1) - (3) N - : R

Jeslm‘sc(z*s";’ i cf(a)> , to Lﬂ{Bg :E<d} jest algebra, w1-zn.-
pelng. Poniewaz jej saturowalno$é jest réwna w g2 toUKB }Jest‘“'
algebrs zupelnq. z drngiej strony {ag §<0"}CU{B§ ’E,<Of} Stad otrzy.
mujemy wlasnoéci (4) i (5). co: kolczy dowdd. '

SO S

I'W 3. Niech algebra Boole'a B, ciag {ad .Of<(2“’) } oraz’ alge-‘:'_
bry Bd \deq takie, jak w lemacie 2. Okreslmy fumkeje f, F o1 (2 )*_.T
e nastquJQcymi wzorami:

R £(%) < oup{x € By ¢ z¢ag), |

F(&) = inf{xe By : ad‘x} Ik . |

a funkejg h 3 (2“’)“'-—-«:3" h:x \tzorex;x. :
(1) B = (2(h), P ).

Jes11 funkcja h jest staZa na zbiorsze S, to {a“ 2o S} Jjest zbio-
rem niezaletn,ym w algebrze Boole'a B,
Dowéd. Dla kazdego o(‘<(2"-’) ()< add(d) oraz f(X), F(X)eBg, Na -

i

-

(8) f(d)-.fa <F (d), -~ dla kazdego o <(2“’)+'

Niech h1.hze B° beda takie, ze h(ac) = (b1 ,bz) dla ka?dego o(eS

lla mocy (8) 1 (7) b, = b >0, Pokazemy, 23

(8% . dla‘ka.ZdegodeS Jesli xehy O<x<b2 - b1, to

1

R
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Przypuslmy, ze x Aag= 0. Wowczas ajpe - X, czyli F®)=- x (bo
-X € Bd'>° Skoro F(K) = by, wige byA X = 0, sPi'zecznoéé.

PrzypuéCmy, te XA= 3y = 0. Wowczas x= LS czyli x<f(K). Za-
tem XA~ b1 = 0, co takze prowadzi do sprzecznosez.

Warunek (9) jest szczegdlnym przypa.dklem nastgpujgcego warunku:
- (10) jesli {d1,...,0Ca}CS i, dla k<n, ik"e {-—1,1} oraz
.70<x$b2 - b, i. xE %ck dla k€n, o0 x/\11'a0(1/\ ,..Ain%:h #
40,
gdzie 13‘0( = a, oraz "13‘0(' = =8

Zanim udowodnimy warunek (103, zauwazmy, Ze bezposrednio 'z niego

|._

wynika teza lematu. W tym celn przyjmujemy X = b, = b1 « Skoro 4l
kazdego Ke S, by = f(o(‘)eBD(_ iv, = PAK)eB,, to x = b, ~ b,¢ 1“.
Warunku (10) dowodzimy indukcyjnie ze wzglgdu ne n. Przy n = 1
“warunki (9) i (10) pokrywajs sig. ZaZdzimy, ze warunek (10) jest praw
. dziwy dla kazdego n-elementowego podztioru zbioru S. Nieck {OC., $oe sy
veesdly 1} €S 1 niech, dla kazdege k&n+l, i€ {«1,1}, Bez zmriieje
szenia ogbélnosci mozemy zaXozy¢, ze & >max{c(1 ,a..,o(‘ ‘3 Zaxézmy. tak-
e, ze chC{k dla ‘kazdego k<n+1, oraz 0<x€b, - by. % zaZoze-

nia indukecyjnego mamy:

y = xAi1a0€1 Acosh inaLO(,n 4 0.

Na mocy warunkéw (2) 1 (3) yel%(. X Poniewasz O0< y<x<b, = by, wige,
na mocy warunku (9), YAl 42 Ly # 0, co koiczy dowod,\

Tnmnmcm 3(S. Shelah, 1980), JeSli algebra Boole’a ma

moc nie mniejsza niz (2“’)+, a saturowalnoéé nie wigkszg niz w,, to

zawiera zbidr niezalezny mocy (2“")*
Dowdd, Bez zmniejszenia ogdélnoSci mozemy zakZadacd, Ze |Bl = (2“’)+

Skoro zbiér B jest ngtyw B to I“CJ*G((Z“’) ). Na mocy twier-

o 3
izenia Hausdorffa (patrz rozdzial I“, s 1) §:x "—/"“ ) - (29)« = (29)",

-

- e . . c e e .
Zatem /istrieje funkcja rdéznowartosciowa g'3 F x E ——-m‘:w) taka, Ze
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S PEATO S

g (B%x Bc) = (2")+. Wykasemy, 2e zbidr S ={d<,(2°’_)"_' : g(de BOQ)C o }

jest stac;ona.rny .
Niech x c(2“’)+ bgdzie.gbiorem domkniQtym nieovraniczonym. Jesli

o<(29)*, to lg(Bd.x‘Bd)lc(Z“’)’. Istnieje zatem />4 takie, Ze pex i
g(Bo(x BDC)C[}.AHetoda‘ indukeji pozaskoﬁcgonej-mozemy okresli¢ ciag {o(gz
15<w, | taki, ze -

(1) dgex i dg<olz,q, dla E<w,
- (12) g(B,s xnﬁ Yok, 517 :
(13) Jesli 7 Jeét liczbg porzqdkowq graniczng, to g(U{BO‘.gx Bo(‘g :
: E<72A3)COC?. )
Konstrukcja taka jest mozliwa, bo c£((29)) = (29)" >w,. Niech &=
= SﬁP{OCE :‘§<.w1}, Poniewaz zbiér x jest domknigty, wigc, na mocy
(11),Xex. 2 warunku (4) wynika, ze

g(BoCx BoC) = g(UiBoch Bocg :g<w13) = UI?g(Bmgx BOCE :
E<wy } c sup{ £+ ’E‘,“’d”*

‘Zatem Snx #-@, Wobec dowolnodci zbiorul x oznacza to, 2e S Jest
zbiorem stacjonarnym. : :

Funkcja H = goh, é;dzie funkcja h jest okrédlona wzorem ('7).:
jest regresywna na zbiorze stac jonarnym S, Istotnie, jesli e S,'.
to h(X) = (£(&), F(o())é Bo( x B,, czyli g(h(d))d(. Na mocy twier- .
dzenia Fodora'(patrz rozdziatr III, § 2) -istnieje 2zbidr stacjo- 4
narny S,€ S tai&i, ‘te funkeja HIS, jest s:.‘t’ala. Poniewas funk=
.cja g jest réinowartosciowa, wiec +takze funkcjia hlS1 Ajesti
. staza. Na mocy lematu 3 zbidér {a.d. tX € Sd jest niezalezny. Skoro
zbidér S5, jest stacjonarny, to Isyl = (22)*, Zatem w algebrze Eoo-

le’a B istnieje zbidr niezalezny mocy (2«)*, co kodczy dowdd.

Twierdzenie Shelaha w wersji topologicznej méwi, ze jedli X jest"‘
przestrzenia zwarta zero-wymiarows, w(X)2 (29 oraz c(X) =w, to.

A

B AR P T R P A
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. w4+ -
X ma odwzorowanie ciagZXe na kostke Cantora D(2 ) » Nietrudrno zauwes
zyé, ze liczbgw mozna zastapié dowolng liczbg kardynalng wigksza

niz ul,

.

§ 5. Zbiory niezalezne w algebrach Boole'a zupeinych.
g Twierdzenie Balcara-Franka

' Rodzine R rozbié algebry Boole’a B nazywamy rodzina
niezaleznaga, gdy dla kazdego zbioru skolczonego {P1,...,Pn§c

cR i dla kazdego :;eﬁ{Pi E & = 1,.'..,n7;
S x() AL, Ax(n) # O.

Je$1i zbidr AC3B jJest zbiorem niezaleznym (patrz § 4), to ro-
dzina {Pu T ue A}, gdzie P = {u, ~u}, jesf rodzinq niezalezna roz-
bié algebry Boole’a B. Na od§:r6t, je§li R jest rodzing niezalezna
rozbid algebry Boole’a B, to dla kazdego xeﬁ{l’ : Pe R} zbiodr {x(P):
: Pe R} jest zbiorem niezaleznym w algebrze B, Wynika stad, ze al-
gebra Boole’a B zawiera zbidr niezalezny -mocy T wtedy i tylko wtie-
dy, gdy ma rodzing rozbié niezalezng mocy T . Ze wzgledéw technicz-
n}gh, zamiast ibioréw niezaleznych bgdziemy rozwazali rodziny nieza-

lezne rozbid.

LEMAT 1. Niech R ‘bedzie rodzing niezalesna rozbié algebry Boo-
le’a B, Istnieje rodzina niezalezna R rozbi‘é algebry Boole’a B,
ktéra jest maksymalna (w sensie inkluzji) wsréd rodzin. niezalebznych.
zawi erajqcyc\h' R, | ' | |

Dowdd. Dla dowodu lematu wystarczy zauwazy¢, ze kazdy Zadcuch (w
senéie relacji zawierania.), zXozony z rodzin niezaleznych rozbié al-
gebry'Boole’a_ B, Jjest ograniczony i zastosowaé lemat Kuratowskiego-

-Zorna, ‘ .

LEMAT 2 (B, Balcar-F Frandék, 1979). Niech- P bgdzie

rozbiciem algebry Boole’a zupe¥nej B, Jeéii dla kazdego ueB w al-

~
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_ Jeb}.'ze Boole’a Blua istmeje rodzina nieza.lezna rozbié¢ R(u). i
[R(u) 15w, to w algebrze Boole’a B :Lstnieje rodzina niezalezna Fhat
i R taka, e IRl = T{[RCGa)l : uep]. | |

Dowdd. Bez zmniejszenia ogdlnoSci mozemy zakadaé, ze dla kazdego
uweP elementy rodziny- R(u) sa rozbiciami dwuélementowymi, tzn, sg
postaci {70,71}. Z twierdzenia 2, rozdziaX III, § 3 vlynika Ze iste~ '
nieje zbidr SCH{R(u) : weP} taki, e IS| -lﬂ{R(u) siueP}l =
= _'F{IR(u)l : ueP} oraz dla kazdego zbloru skoficzonego {y,...,ﬁ}c”
€S istnieje uePp takie, Ze

(1) jed1i k# 3, to x5 (u) # xj(u).
Dla kazdego x€S oraz .1€{0,1] niech
(2) (w(x))i = sup{(x(u))i s ueP} =

- gdzie {(x(u))o. (x(u)) }eR(m), u€P, Niech R = {{(W(x))o,(v(x))1}
* xeS}. Pokazemy,“2¢ R jest rodzinq niezaleznq rozbi¢ algebry Boc»
le’a B,

&4 okrelflenia (2) wynika, ze dla kazdego xe S, (w(x))OV(W(x))1 =
=1, bo (I(u))OV(x(u))1 = u oraz P jest rozbiciem algebry B. Za-
t‘em R Jest rodzing rozbz.é a.lvebry B,

- Ustalmy zbidér {21....,51}c S oraz dla kaZdevo k< n ustalmy ik€ '
6{0 1} Wykazemy, sze

(3) (wcx,>)i1/\ vion (w(x)) L # o.

Z wkasnodei (1) 1 niezaleznodci rodzin R(u) wynika, ze istnieje ue .-

€P, dla ktdrego (x C ) gy S (xn(u)) # 0. Zatem, z okreslenia ._

‘n ]

(2) wynika wrasnosé (3), ktéra oznacza, ze R jest rodzing niezales- .
ng.

Skoro S| m tnl to IR| = n{ln(u)l s ueP}, co kbﬁczy dowdd .

| LR 5 (. Ka Wsdoerff, 193). Dla kazdej liczby kardynal -

nej meskonczonej - alge'bra Boole’a P(%¢) zawiera zbidr .niezalezny -

mocy L

R e R
SRR A
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- Dowdd. Ustalmy zbiér uc¥ taki, ze |ul =X, Hetods indukeji wma-
tematyczne] skonsti'uujémy rodzine niezalezng - %Qn H n<w} rozbié al~ |
gebry Boole’a P(u) tak,aby dla kaZdego n<w by spelniony waruneks

(4) jedii xeﬁ{Qk .k«n} to. Ix(i)naoonx(n)] =¥,

Zaxdzmy, ze rozbic‘ia Q1','°o.,Qn Juz ssg skonsi’ruowaneo Z warunku,
(4) wynika, Ze dla ka.zdevo xéQﬂn el nQn mozna obrad dwa rozacz-
ne zbiory - w.'(x) i wz(x) mocgf Hy talc &by -

(S) V1(I)UY2(1)CXC1) ha.onx(n)p
(6) jedli x,yﬁQi.xoo. xQnix#y, to
Wy (3) 0 ¥y (¥) = §, dla i ge{1,2}

‘Niech w =Ulw, () 2 xéQa}\Raoo‘ Qn} i niech Q .4 = Sw,,uo&i}. Latwo
sprawdzié, se vogbicia Qys0005Q,0 n+1 speiniaja warunek (4)., TFym
samyn rodzina niezaleina {Qn n«zwj rozbif algebry Boole’a P(u) Z0w
stata okreslona, o .
Poniewaz kazdy zbidér mocy ¥ mozna pr&edstawlc jako sumg ¥ podzbio
#6éw mocy ¥ (bo [¥x¥| = ), wige, na mocy lemasu 2, w P(¥)istnieje ro-
dzira mocy (= 2%) rozbié hiezaleznycha |

LEMAT 4 (B.Jefimow, 1970)., Jesli alge'bra Boole’a gupeina
B m4 rozbicie mocy ¥, *i:o»zawiera, zbiér niezalezny mocy 2% |

Dowéd. Fiech {uat :'. d<§f} I;de-ie rozbicism -lgebry Boole’a B Dla
kazdego xc¥ niech ; o - , .

v}(x) = suip{ua :_Keﬁ:x}o

-Ka mocy 1ematu 3. alvebra Boole'a P(¥)ma rodzing niezalezna roz—

pié R, iR| = , 2%, Niech
R, ={{§(;)': xeQ}: Qer},

Pokaz'emé, ze Ry jest rodzing niezalezng rozbi¢ algebry B i 1311 =
. ‘ _
= 2
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Jesli {Q1,....Qn} jeét podzbiorenm simﬁczonym rodzi?ny'R oraz x,e
€Q, dla i<n, to istﬁieje Kedf takie, ze d€x1 Oeee NX, DO R jest I:‘
rodzinq niezalean. Zatem- O<u £ w(x1)A...A w(xn) s CO dowodzi nie=
zaleZnosci rodzmy 21 :

Zatwo zauwaZyé Ze ssoré‘ Q jest Vrozbiciem- 7a—.lgebry P(Jf), |
sup{w(x) : er} = 1, Zatem 111 jest rodzing rozb:l.c Poniewaz IR| =
= ,wchlR1|=2. '

 LEMA?T 5 (D.A.Wladimirow, 196931 9.2, Honk 1977).!
Niech R bedzie rodzina, niezalezng rozbidé alvebry Boole a éupelnej"
B, Dla ka.zdego_ zbioru s = {Q1,...,Qn}CR niech Qg = {_u1 Aose Au s
2 uge Qli ozaz i = 1.,...,n} i'niecl'i. Ry = {Qs 8 Jest . podzbioren
skofczonym zbioru R}. Dla kazdego PeR, niech P = {sup(A) : ACP}
i niech R bgdzie zblorem wszyétkich élémentéw postaci y1'/\'y2,Agdzie'
Yq0¥p € {mr {x(®) : PeRr] : xeF{F : PeRr}]. Jedli dla kazdego ue
€B - {O} zbidér {acﬁ : ’-é.s.u} nie jest ggsty w-algebrze Bfu, to ist-
‘nieje rozbicie Q takie, 2 QFfR i Ro{q] jest rodzing niezalez-
ng rozbié a.lgebry Boole’a B, , ‘ '

Dowéd., Wystarczy wykazaé, ze istnieje rozbicie Q = {wo,w,‘} alge-
'bry Boole’a B takie, ze dla kazdego ueU{P 3 P€R1} i dla kazdego

ie {0 1} zachodzi warunek:
(7) qui.% 0. ) » o ! or —

_ Zanim przystapimy do konstrukcji rozbicia : Q,"vzauwamy, ze dla kas
dego PER,, P jest rozbiciem algebry Boole’a " B. Wynika to stad,
e dla kazdego 4y,A, CB zachodzi wzdr: sup(A1) A sup(A,) = sup{unw :
3 u€A1 i weAZ} (poréwnaj lemat 3, § 2)_ :
Ustalmy- element ueU{P : Pe R_‘}. Skoro zbifr {a'c—:_R : aéu}j nie
jest‘ gesty w Bfu, to istnieje element x(u)e B - {0} taki, ze
Y . ‘ .

(8) x(u)<u i dla kazdego aeR, a-x(@) ¥ o0.
fiech y(u) = inf{sup{w €P : wAx(u) # 0}: Pe R1}. Zauwazmy, = Ze

(9)  x(uw<y(u)eu.
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Isgtotnie, jeéii uelP eAR1, to sup{weP: wax() # 0} = u, bo P jest,
rozbiciem i x(u)<u, Zatem' y(u)<u. Stad, ze kazde PeR1 Jest roz~-
. bicien algebry B, wyn.ika nierdwnosé. x(u)ssup{w eP: w/\x(u) % Og czy
11 x(u)<y(u)y co dowodzi warunku (9), _

Na mocy lematu Kuratcwskleoo—Zorna istm.eje zbidér AcU{P' PeR } ta—
ki, ze zbidr iy () : ueA73 jest maksymalny wéréd tych podzbiordéw ZblO—
o oru {y(u) 2 € U{P s PGB.{}} ktére skXadajg sig z elementéw TozXacz~.
2 nych, '} Klech Wy = sup{x(n) u€A3 1w = —wo.l Wyka zemy, ze Q=

{wo,w1} Jest zadanym rozbiciem, tzn. speinia warunek (1)

Z maksymalnosci zbioru {y(v) : YG.A} Wynika, 2e dla kazdego uePe
€R1 istmeje vE€A takie, zZe y(u)/\y(v) # 0, Zatem, na mocy warunku
(9), ua y(’r) # 0. Sta‘d oraz z. okreslenia elementu y(v) wnioskujemy,ze -
uAx(v) ¥ 0. Zatem - uAv £ 0, Do ved, '

Ustalmy element ve€4A, Jesli v’eA i ¥’ # v, to y(v)/\y(v’)-— 0. Za
tem, na mocy warunku ), zachodziz

(10) " y(¥)A=- x(¥)< inf{-x(v’) : v’eA} = -Wg = w.1¢

Dla kazdego uePe By, y(u)Ay(v)eR. Ha mocyl warunku (d) ma.my wige
y(@Ay(WA-x(v) # 0. Stad oraz z warunku (10) wynika, ze

AW 2y AY(MA -x()} 0,
co kbﬁczy dowéd.

2

Méwimy, ze a.lgebra. Boole’a B jest j ednoro dna zZ e
1Qdu'na qstoéc, gdydlakazdego ueB-{O}a}-
gebra Bl‘u ma t¢ samq gestosé co B, '

LEMAT 6,. Kazda algebra. qule‘a ‘B ma rozbicie P takie, 2ze dla
dowolnego ueP algebra BMu jest jednorodna ze wzgledu na ngtoﬁé.-
Dowéd Jjest analogiczny do dowodu lematu 2 z § 1, wigec mozemy go

pomingé,
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. . PWIERDZENIE 1 (s. Eisl i akXow,1973; Sc. Kk oppelber g,

1973). Jesli B jest algebra Boole’a szupelna, nieskodczong i jed-
norodna ze wzgledu na gestosd, a-sa_t_(_B). nie jest liczbg 'kardyna_x.lna‘
graniczng, to algebra B "zawiera_ zbiér niezalezny tej samej mocy co
moc algebry Boole a B, .

Dowad (p:czedstawmy go w wers:)i podanej przez B Balcara 1
F. Franka (1979). Niech 5i(B) = A i niech sat (B) =, Wykazemy, -
se 1Bl = A¥, Nieréwnosé IBl< R wynika z lematu 4 z § 1. Dla dowodu

nieréwnosci przeciwnej ustalmy rozbicie P algebry Boole’a B takie,

ze |Pl = M. Skore alcebra B jest ;)ednorodna ze wzc,lézdu na ggstosé,

to A=4 (B‘P‘u)é {BMal dla kazdego u€?P. Zatem i. 551{\3?11\ : ueP}:lBl
Niech teraz n “bedzie najmnieaszq liczbq kardynalnq takq, Ze 12

- A7, Oczywiscie pei. Zauwazmy, ze

(11) jesliT<np, to T Pesgly

Sral s o J gl
Istotnie, gdyby (A aﬁ. to ’C.-—(c )“aﬁ. . Z drugiej strony T <4, bo
o<f2< A. Zatem Z‘ R. i’E<7, co jest sprzeczne z okresleniem liczby
0.
Wykazemy, Ze liczba p ma nastgpujgcy wkasnodc
. (12) n = 2 1ub 7>2”.

)f)*f

o N I
Istotnie, jefli 7<2 , to n"<(2")" = 2% p”. gaten X'=p= 2, cop

AR e ST 1

=
'
|

11 n = 2 (na mocy okreslenia liczby '2) | ‘.

Skoro sat (B) = H*, to,"‘;l.stniejevw algebrze B rozbicie mocy &. 2z
tem, na mocy‘lematu 4, w ‘B istnieje zbiér‘niezalezny mocy 24, Po-
niewaz [Bl = ==Q , wige mozemy zakladaé ze zachodzi drugJ. czton
alternatywy (12), tzn, 2 <Q ' '

Hiech P bedzie rozbiciem mocy ¥ algebry B, Ustalmy element ue
€eP, Na mocy,_lematu 1 istnieje rodzina niezalezna R maksymalna roz-
bié algebry Boole’a BlMu. Wykazemy, ze |RI 2N,

Przypusémy, Z»Ie IRI< p. Niech R1,'ﬁ, oznaczaja to samo co w lema-

cie 5. Poniewas lnl>w wige IRyl = IRI<n, Jesli P€R1, o \Pf<x,

‘bo P  jest rozbiciem i sa?(m o, Zatem 1Bl<2¥ a1a kazdego Pe

eR1. Wynika stqd, z,e jesli B1 jgst podalgebrg algebry B genero-
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wang przez ZblOI' U{P' PER } to lB el IR, czyli- (na mocy warun-:
ku (12)) 1B,1<n. Skoro sat(B)<sat(B) =¥, to \B l<1B,1%, Zatem, na
mocy warunku (11) lB l< A, Poniewaz R cB1, wiqc 1R\<ﬁ. Skoro _dla
kazdego veB - {0’3 n(B!‘v) = L, to zbidr {aelfv a<w} nie. jest gg-
sty w Blw dla kazdego we BPu. Zgodnie Z lematem 5 oznacza to, Ze-
"R nie jest rodzina nzezaleznq maksymaln%. Otrzymana sprzecznoéé do-

wodzi, ze IR1>Q.

. Zaten wykazalismy, ze dla kazdego ﬁe{P W algebfze Boole’a BPu‘\
istnieje rodzina mocy n. :rozbic niezaleznych. Wynika stad 'na mocy
: 1ematu 2, Ze w algebrze Boole a B 1stn;eje rodzina mocy n 1B} roz=-
: bié niezalgﬁnych. Poniewaz ?-Pl = Q = ﬁf‘= lBl, tw1erdéenie Jest u=~

\

‘dowodnione, ¢

2 lematdéw 2 1 6, tW1erdzenia 1 i lematu 1z § 3,oraz ze zdania(ﬁ)
orzekajqcego, ze

{ N saturowalnosé kazdej algebry Boole’ a jest liczby kardynalnq
L4
nastQpnikowq, ' '

'

wynika, ze kaéda algebra‘Boole’a zupgkna B zawjera zbidr niezalez-
ny tej samej mocy, ¢o moc algebry‘ B, Zgodnie_z tﬁierdzeniem Erdosza-
—Tafskiego saturowalnoéé kazdej algebry Boole’a jest liczbag regular- .
ng, ' Zatem warunek (%) jest réwnowazny zdaniu orzekajgcemu, ze nie
istniejg liczby kafdynalne siabo nieosiagalne (tzn, liczby regular-
he graniczne 1 nieprzeliczalne). Jak wiadomo (T, J e ¢ h, 1973), zda-
nie takie jest niesprzeczne z aksjomatami teorii mnog0501 ZFC, Twiex-
dzenle Kisliakowa i Koppelberg daje wigc = przy zatozeniu, zZe nie
istnieja liézby skabq nieosiggalne -.pozytywne'rozwiqzania mastegpu~
jchgo zagadnienia: czy dla kazde] algebry Boble’a}zupelnej istnie~
je zbidr niezalezny w B ‘tej'samej mocy, co moc tej algebry? Inne
czg¢sciowe rozwigzanie tego zagadnienia (przy innych dodatkowych ak-
s jomatach teorii mnogoéci) znalezli: B, J e £ i m o w (1970), - J.D,
Monk (1977) i A, B % aszczyk (1978). Catkowite rozwigza-
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nie zagadnienia znaleZli B.Balcar i F,Fran&k (1979)

- patrz twierdzenie 2

N

IiEMAT7(B Balcar-P Franék 1979) Jes1i algebra
Boole’a Zupetpa B jest jednorodna ze wzglqdu na sa‘turowalnosc oraz
_ sath) Jest liczbg kardynalng granlcznq, to ; 1stnie3e rodzma
niezalezna R rozbid algebry B taka, ze |R} = SUP{lP‘ : PER} = o

Dowéd, Niech {(, g<x} bgdzie ciagiem liczdb kardynalnych mnleg-'
sZych od o takich, ze sup{c ‘§<M} L Metoda indukc;i pozaskon-
czonej Skonstruujemy ciqg {PE tE< X} rozbié algebry B tak: ; by spex-.
nione byxy nastgpujgce warunki'

13) Inyl=z,, |

(14) {P§ tE< r)} jest rodzing niezalezng rozbid,
dla kazdego .'z<kf

-4‘335021’137, Ze zbidr Tozbié {P g«x} jest juz okredlony w ten spoadh,
ze dla kazdego p<d speknlone sg warunki (13) i (14). Dla Xkazdego
ciagu {51"---%}‘“ okreslmy zbidr Q§1 ”-'f’gn"—' \{u1 Aevahu u €

51 dla kazd.ego isn}. Niech T =U{Q§ ""’En 3 {§1,...,g }CO(J
Na mocy warunky (14) o skiada sie z elementdwv .niezerowych., Z warun
ku (13) i 2 regu.larno501 liczbyaf (patrz twierdzenie Erddsa-Tarskie-
é’o) wynika, ze |D|< . Ustawmy elementy zbioru T w ciag {vﬂ : [5<’Z},
gdzie T = I, Skoro ¥ jest liczba graniczny, to ¢ t<w, Z twierdze=-
nia Balcara-Vojtééa Wynika, ze istnieje cigg { ﬂ<2’} cB - {O} gle-
mentéw I‘OZZQCZHyCh taki, ze Wy < v/j dla kazdego A<C (patrz twier-
dzenie 2, rozdziax IIT, § 1). Ponievas algebra B jest jednorodna
%e wzgledu na, saturowalnosc, wige dla kazdego p<T 1utnieje" rozbicie
{ 2By d<g } algebry Boole’a Bl‘wp. Dla kazdego 6<%, 5'>(? niech
af = sup{zp'd, : (3<‘-} i niech Zy = -sup{zd- : J<c i &> 0}. tatwo spraw
- dzié, ze Py = {z(y: d< c,x} jest rozbiciem oraz {P géo(} jest rodzi--
nq niezalesng rozbid algebry B. ’

Z warunkéu (13) 1 (14) viynila,  ze {PE) E<aty Jest rodzing

niezalezna rozbid t)]"dZ <1up{lP [ §<af} % éup{cg : \§<M} =.H.

E



TWIER_DZENIEZ (B.Balcar, F.Franbk, 1979). Kazda al-
gebra Boole'a zupeina (nieskonczona) zawiera r"z.bior nlezalezny tej
_ same;j mocy, co moc te] algebry. -

Dowdd . Niech A dezie zbiorem wszystkich atomdw algebry Boole
zupetnej B i mech u o= sup{_a' aeA} Algebra Boole’a Blu jest a-
tomowa a wi&:c - na mocy twierdzenia 1 z rozdzxalu 11, § 1- Jest izo

morflczna Z algebrq P(A), Na mocy lematu 3w algebrze BMu istnieje
| podzbidr niezalezny te samej mocy, Co moc|h glgebry Blu. Pomewaz
[Bl = max {J-»Bf‘ul, lBP-u.:l} s wigc mozemy zak¥adaé, Zé algebra 3Boole’a
B jest bezatomowa. ’

Na mocy lematu 6 ‘kazda.algebra Boole’a ma rozbicie P takie, ze
dla kazdego u€ P algebra Bbu jest j:edhorodna Zze wzgledu na gés-
toéé, Kazda z algebr BPu ma rozbicie P(u) o tej wiasnosci, ze dla
dowolnego we PCu) algebra BM jest Jjednorodna ze ~wzglqdu na satu-
_ rowalnogé (patrz_lemat~2, § 1) . Wynika stad, ze algebra Boole’a B
ma rozbicie Q takie, e dla kazdego vézz- algebra Blv jest nie-
skoriczona i jednorodna ze wzgledu na gegstosé i saturowalnosé, Ponie-

z- IBl = §i{IBMv] YEQ} (ratrz lemat 1, § 3), wiec - na mocy le-
ratu 2 - wystarczy wykazaé, ze dla kaz‘.dégo veQ algebra BMv =
zbidr niézalezhy tej samej mocy, co moc algebry Bly.

Bez zmnié;jszenia ogdlnodci mofae'my wigce mloéyé‘, ze algebra  Boo-
le’a B aest zupelna, nieskonczona i jednorodna ze wzglqdu n  ges-
tosé i saturowalnoéé, Na mocy t'wierdzema Kisliakowa-Koppelberg mno=-
zemy dodatkowo zaXozyé, ze sat(B) = ¥ jest 1iczbs, ka.rdynalr}q gra-
nicznag, Zgodnie z twierdzeniem Erddsa-Tarskiego je.st liczbg re=-
gularna, Niéch A bezdzié gqétoéciq algebry B, Wykazemy, ze |B| = f{’
(= E{ﬁ." T jest liczba kardynalnq mniejszq niz kf}, patrz rozdzial
II1, § 1), : . _ b

Skoro A< 1Bl, to na mocy twierdzenia Jefimowa (patrz § 3) A<

lBl° = lBl dla kaZdego T<o, Zatem ﬂ.¢<lBl. Nierdéwnogé pPrzeciwna
vynika z lematu 4 z § A. Mamy w1ezc réwnosé |Bl = .’t\,d. ~

Niech i bedzie najmniejszq liczbaC kardynalnq taky, ze 92 =ﬁ.8. 0~

¢ zywidcie 12$}L Zauwaémy, e



'(15) Jesli 2‘<7, to zg<fL

¥

Istctnie, urzypuscmy, ze Z’<77 i ﬁ.<t‘g Skoro (t ) (patrz roz-
dziax IIT, § 1, twierdzeue 1), to .?Lés(, JZ ', co jest sprzecz-
ne z definicjg liczby e

Wykazemy teraz, Ze

(16) 7= 2 1ub p>2¥, o |
' - A B S & '
Istotnie, jeili 7<2%, 1o 4% %)% - %< faten A% 2¢ czyli

7 =2, e i
| -.Pozostaja,'do_rozpatrzghia dwa przypadkis | ‘
Przypadek 1, 7= 2, ¥a mocy lematu 7 w -algebrze B istnieje ro-
dzina niezalezma rozbid {Pa(. 0¢<&f} taka, Ze IP b =2Z2w, ¢ .<¥ dla
kazdego otdr oraz sup{Z’ OC<3{}.. #, Dla kazdego O(‘<M w ciele zbi'or‘éw
P(Z‘ ) istnieje rodzina niezalezna rozbié Soc taka, ze lsocl = 2oc ;

=

(patrz lemat 3), Niech Ry = {nE E<T } f ni_gch dla katdego se |
eU{Q $ Qesd} w(s) ) sup{u §£ s} Dla kazdpgo Qe Sy niech P(Q) =
{w(s) seQ] Skoro Q :jest rozbiciem zbioru ’C‘o(., to. P(Q) ‘jest.
rozbiciem algebry Boole’a B, Niech Re = {P(Q) Qeso(.}‘: 7b16r R = .
-U{Rd 0C<&f} jest rodzing rozbi¢ algebry B i [R] = E{I R, oC<x}=
—E{ \OC‘CM} = 2‘)!’== IBl, Wykazemy, ze R aest rodzinq niezalezna
rozbid, : '
Niech {O¢1,...,0(‘ }céf i niech, dla kazdego ksm, /
{Q1 ""’Qn(k]}c Soc . Dla kazdego k<m i dla kazdego i<n(k) Wy e

aierzmy element xle Qi‘ Vykazemy, %e
(17) W(X1)/\.o./\W(Xn(.ﬂ)/\..-l\h'(x (m)) % 00.

Skoro ka jeut rodzing niezalezng rozbic zbloru cq- » to dla kazde-
g0 k<m istnieje F< & takie, ze gke}’%; n...n XE(k) Zatem |
UE < w(x )/\...I\w<xn(1{)) ‘Poniewas {Po(‘ o('<3fj3eﬂt: rod 2. na niezalez- '

ng, wige ’451 A esen Ug # 0, co dowodzi warunku (17),
. - 'm - )

o 4 . ~
Przypadek 2, ?"'472. Na mocy lematu 1 w algebrze Boole’a B  ist-
nieje maksymalm vodzina R _rozbié niemleznych ta]fa, ze {Po( : &<

'3fJCR Yykaeny, ze lRI>’Iz
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Przypusémy, ze lRl<72. P.rzy;jmiamy teraz oznaczenia 2z lematu 5 (po-
réwnaj analogz.czny fragment z doweodu twierdzenia Kisliakowa i Koppek
ber;g). Skoro I|R|2 w, to .IR1I_ = |Rl, Dla kazdego Q€R1, Q={sup(A):
: acq}, wiee 13ls 2%, ‘gazte MQI<H(vo sat(®) = ), Zaten T -
=1 U {@ s eerJIS (Ryl + 2¥<n, Niecn B, bedsie algebra Boole’a ge-
'ﬁerbwana‘ przez 4zb16r U{Q:. Q €R1}, a Bc; ;j'est uzupeinieniem, Skoro
12611' = T oraz .sat'(B1)$‘ sat(B) = f, %o chlét&. Zatem, na mocy warun
xu (15), lﬁl‘z <X, Poniewaz dla kazdego ueB algebra BMu m ge-
sto86 réwna A, wige - na mocy lematu 5 - R nie jest rodzing maksy-
‘malng rozbié niegleznych. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze IRI 2.

Skoro-afsz‘,&')y i {Po(" 0(‘<3f}cR o rodzinq R mozna przedstawid
w postaci sumy rodzin {Pm .0Q<K}U{Qp /5<'123 Mozemy przy tym zakia-
daé, ze rozbicia Qﬁ 88 dwuelementowe, tzn, Qﬁ {vﬁ ﬁ} Niech
{Xd :d<bf} bedzie rozbiciem zbioru n na zbiory roziaczne mocy '7? (roz-
:bicz.e‘ takie 1stm.eje, bo a<7M)., Dla kazdego ue By 1 dla kazdego te |

exoc nieech

Pg,u = {u /\vg,u A vl.}.

Ka.ﬁda 2 rodzin ZE’E n Jest rozbiciem algebry Boole’a B,. Niech B, =

B {P§ u :§exd}, gdzie wue P, ,d<¥, Dla kazdego A<¥ istnieje zbidr
’ 7 - l

S cﬁ'{P ! ue Po(} taki, ze !SO.C' = l’ﬁ{Pu tue Pd}l B jest speXnio

ny warunekz

(18) dla kaédego zbioru {x1 ....,x }c So( istnieje uan takie, ze
dla dowolnych dwéch réznych Xy 0%y zachodzi xi(u) # xj (u);

pah'z twierdzenie 2, rozdzial 3, 8 1,

Dla kazdego - X€ Sp i dla kazdego i€ {0,1} niech

r

wi(x) = sup{x®)) 1 s wer].

Skoro” B, jest rozbiciem algebry B, a kazde P Jest rodzing roz-
 bié algebry Blu, to Ry = {{wo(x),w1(x)}: X€ So(‘} jest rodzing roz-
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bié algebry Boole’a B, Wykazemy, se R’ =U{Ry : o<y jest rodzing
niezalezng rozb;é algebry B, ‘
: N o e - |
Dla kazdego. k<m f;lech {x_l ,....,xl;(k)} dk. Dla kaZdego js n'(k)_
ustalmy iy e {0,1}. Nalezy wymzaé e

(19) w (x.l)/\.../\wn(n (xn(.n)/\...r\

i
AW 1(x1 Meee AW - n<m) (xn(m)) # 0.

~ Z warunku (18) wynika, Ze dla kaZdego k<m istnieje element uk'e ‘

e Pa. taki, se dla 1 f j, x k(Puk) 4 xk(P ) Dla kasdego k<m -

dla lcazdego jsn(k) istnieje pjexac takie, ze |
k |

(x @ )) uk/\ vp

Poniewas {Xd ....,Xm } .‘]est rodzinq zb1or6w rozlqcznych oraz {Pot : A<
<31'3U{QE §<7Z} ;]est j:c:odzina‘ niezalesns rozbié, wige iloczyn wszyst-
kich elementéw uk/\v g, gdzie k<m, jsn(k), jest rézny od zera,

Stad oraz z nierdwnodci ; A

-

‘ ;\.vijewij( %
| ; Ve A5 X3
- wynika warunek (19), Zatgm R’ jest rodzina{ niezalezng rozbié algeb-
ry Boole'a B, - | |
Skoro R4l = Isyl = QTG dla kaidego 0€<x to IR . 51?3(’= J\,‘¥=_
= IBl, co korczy dowéd twierdzenia, L

!

Twierdzenie Balcara~Franka wypowiedmane W ;jqzyku topologii brzmi'
nastepu;jqco'
TWIERDZENIE 3. Kazda Przestrzen ekstremalnie niespojmw zviarta

(nieskonczona) X m odwzorowanie ciagXe ma kostke Cantora p¥(X) ,

gdz:Le w(X) oznacza wage p“zestrzeni ¥,
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Wniosek 1, Jefli X jest przestrzehiq ekstremalnie niespdjna
zwarta (nieskoriczona), to |X| = 2¥(X), |

Dowdd, 2 twierdzenia 3’wynika, e |X|=> ZW(X). Z drugiej strony
IXISEZW(X), bo przestrzen X jest homéomorficzna Z pewnag podprze—

strzenig kostki ) (twierdzenie Tichonoi«:a). Zatem |X| = 2"(;‘:).

Wnipgek 2, Dla kazde]j irzestrzeni ekstfemalnie niespijnej zwar-

tej (nieskbﬁczénej) X istnieje punkt xeX taki, ze X(x,X) = w(X),
- Lowéd, Z twierdzenia 3 >wyn1ka, ze istnieje odwzorowanie cicgie
£ przestrzeni XY na kostke DW(X?. Na ;ﬁcy twierdzenia Juhhdsza 2z
" § 4 istnieje zbiér zwarty ZcX taki, ze f£(Z) = Oy X(y,2) =
= w(X) dla kazdego Y€ 2, Zbiér Z jest niepusty, Skoro X (y,2)<

g")((y,x)'s w(X), %o wystarczy obraé¢ dowolny punkt xce€ Z,

-

\
‘,§‘ 6. Niejednorodno$é przestrzeni ekstremalnie niespéjnych
zwartych

Przestrzefi topologiczna X Jest jed nor o d na, jesli dla
kazdych dwéch punktéw x,yeX istnieje homeomorfizm h - przestrze-
ni X na siebie taki, ze h(x) = y. Przestrzenie,‘ ktdére nie sa jed-
norodne, nazywamy niejcdnorodnymi, Odcinek z korcami nic jest PrZe: -
strzeniQ'jednorodnq. Okrag, zbidér Cantora i kostka Cantora sa prze-

strzeniami jednorodnymi,

Twierdzenie Z. Frolfka (cytowane w pracy VW.i, Comfor % a,
1977) méwi, Ze przestrzenie ekstremalnie niespdjne zwarte nie sg jed
_n&ipdne (oczywidcie z wyjatkiem skonczonych), tzn. przestrzenie Sto-
ne’a algebr_Boolé;a'zupelnych nieékoﬁczonych nie sg pfzestrzeniami
Jednorodnymi, W oryginale twierdzgnie to mdéwi wicgcej: F-przestrze-
nie zwafte nieskorniczone nie sg jednbrodné. Ograniczymy sig jednzak do
przesfrzeni eksfremalnie niespéﬁnych zwartych, co pozwoli na  wyko-
rzystanie innego twierdzenia Frolika o tym, Ze zbiér punktéw sta-
Zych kazdego homeomorfizmu przéstrzeni ekstremalnie niespdjnej zwar-

tej w sobie jest‘ﬁomknigto-otwarty.

a5
&2\
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IEMAT 1.. Niech X bedzie przesti-zenia‘ ekstremalni_e niespéjna"f'

P

a1,

@

&3

zwartg 1 niech f bedzie homeomorfizmem przestrzeni X na przestrZeﬁf?:‘

YCcX, Jesli f nie jest identycznosciag, to istnieja zbiory domkniga
to-otwarte V, ,V2,V3c X rozgczne, niepuste i takie, ze |

(1) dla xazdego 1i<3, £(V)nV, = g,

(2) f(V1 vV, uv3)cv1 VI,V T, : 7

(3) 1”"1(V1 LV, V3)c Vv, Y5

‘Dowéd. Ustalmy punkt xeX taki, ze £(x) # x. Poniewaz X jest
przestrzenia zerd-wymiarowa, a f jest odwzorowaniem ciggiym, wiege
istnieje 2bidr domknigto-otwarty U, € X taki, ze xelU, oraz i(U1)n
al; = #. Poniewaz f(U1) Jest zbiorem otwartym w Y, wiec istniejé
zoior -otwarty GCX—U1 taki, ze GNnY = f(U1) . Skoro przestrzen X
jest ekstremalnie niespdjna, H1 = ¢cl1G jest zbiorem domknie.to-—otwar.
tm W X oraz H,nY = f(U1) iHon U, = B

Metoda indukcji matematycznej okredlimy ciag _{Hn: n<w} Zbiorow
domknieto-otwartych (niepustych) takich, ze dla kazdego n>1 spez-

wione sa warunki:

(‘1) Hn—}-‘]nA\U‘]U H1U e oo UHn> = ¢’

(5) Hyq0¥=12(@H) -1,

“okazemy wpierw, ze warunki (4) i (5) pociagaja warunek:
(6) t(H)nH = dla kazdego k<n.

Istotnie, poniewasz U nH = p, wiec f(U1-) A f(Hn) = @. Zatem f(Hn)n
MEp = 8, b0 £(U) = HAY 1 £(H )CY, Jesli k1, to ma mocy - wa-
runku (4) H onH _, = ‘¢. Zaten f(.Hn) n f(l-l](_1') = 0 i tym bardziej
f(h‘n)n(f(}‘k_1) -U1) = @. Z warunku (5) i stad, ze f(Hn) CY, wynika
wige, ze f(Hn)nHk = B, co dovodzi warunku (6),

Warunek (6) wrozliwia zrobienie kroku indukcyjnego w definicii’
ciagu {Hn}. Mianowicie, z warunku (6) wynika, ze jesli zbiory H, giih
«+esH, s3 okreslone tak, by speinione byiy varunki C4) i"(S), to ist-
nieje zbiér domkni¢to-ofwarty Hypq© X taki, ze B cX - (U,u .
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LTH1 U] e Hn) i Hn+1r\Y = f(Hn) - U1. fatwo widaé, ze zbiory H1 5% o
«eesH 4 takZe spexniaja warunki (4) i (5),

Niech U, = ¢1(U{E, . : n<w}) 1 Uy = c1(U{H, : n<wf). na
mocy warunku (4) i ekstremalnej niespéjnosci przestrzeni X zbiory
U, i Uy 53 domknigto-otwarte i roziaczne. 3 tych samych powoddw L
f\Ua = U1f\03 = ¢.

Skoro f_(U1_) = HnY, +to

(1) 2(v,) c v,

' % varunku (5) wynika, se £(H) ¢ H ,,v U, Stad wynika, ze
(&) f(Uz) <y, v UB,

9) £(U;) ¢ U, v U,.

Dla kazdego i<3 oraz n<w okreslamy indukcyjnie zbiory dom-

knigto-otwarte Uf w nastgepujacy sposdb:’

T oo (e - oy, .

it

. n+1 . 17 n n
Ul U, v(s () - v?),

"+t .n -1, 1\ n
gdzie Un = U?U UZIUU;1 oraz U; = Ui dla kaZdego' i<3, Stad, ze
gbiory U‘l ,U2,U3 sa rozZa,czne., wynika, Ze dla kazdego n<w spelnio

ny ‘jest warunek:

IO n_.n
(10). Jedli 143, to U] Nl = g,

" Wykazemy, ze dla kazdego i<3 oraz n<w zachodzi wzdr:
(N 2y} = 4,
Wzoru (11) dowodzimy indukeyjnie ze wzglqdu ra n, Przy n=1 sto-
sujemy warunki (7) - (9). Jeéli .t"(U‘:Il.l)r\U‘fL1 = ¢ dla kazdego i<3, to
r éwnosé f(Uf”) r\U’i‘”1 . wynika stad, ze f(U?)CUn oraz f'1(U?)n '
nu_f.: = ¢ (co z kolei wynika stad, ze f(Uf)q U’i‘ - d).

A
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Metoda indukeji matematycznej Zatwo wykazaé, ze dla kazdego nyq
(12) 2™ c gy,

i’ierwszy krok indukeji wymaga uzycia warunkéw (7) - (9). | ‘
Dla kazdego i<3 okreslamy zbiory Vi nastepujgcym wzorem:

VIi = cl (U{U’i1 : n<wi),

Poniewasz U?q Uin+1 s Wigc - pa mocy warunku (10) oraz ekstremainej ‘
niespéjnosci przestrzeni X - zbiory V,,V,,V, sa domknigto-otwarte
i roziaczne, Z warunku (11) i ciagosei funkcji f wynika, ze f(Vi) A
nV; = § dla kazdego i<3. 7 warunku (12) wynika, ze f(V1uVéUY’3)c
cvguvzuv3. In.klugja f-1(V1UV2uV3)CV1U72L)Y3 wynika stad, - ze ;
£ (Un)c gt dla kazdego n<w(patrz definicje zbiordw U?).

WEBRDIBNIE 7 (2. ¥ 29 1-4 19880, Jefil. £ jent homevnoneld
mem przesirzeni ekstremalnie niespdjnej zwartej X na przestrzen Yc
cX, to zbidr l{xeX : f(x) = x} jest zbiorem dom-kniezto-‘otwartym Wprze-
strzeni X, . —h i i |

Dowéd, Jesli f(x) = x dla kazdego xeX, to twierdzenie jest o~
czywiste. Mozémy wige za¥ozyé, ze istnieje takie xeX, ze £(x) # x.

Niech R bs;dz_ie zbiorem wszystkich htrc’:j_ek W= (U1 .U.2 .’U3> zX0 20~
nych ze zbiordw domkniqto-otwartych rozlqcznych"-i niepustych o na-

stepujacych wIasnbéciach:

- (1) f(‘}i) nU; = g, ala kazdego i<3,
(11) ‘f-('l111c{U2uU3)cU1.uU2uU3,

(r1r) « (v, uuzuu3)c v U, vy,

~ Z lematu 1 wynika., Ze R ¢ O, W zbiorze R okredlamy czgsciowy po=-

rzadek nastepujacym wzorem: Jesli T,7’%eR oraz T = (U1 ,U2 ’UB)i 7' =
= (U1,U5,05), to T<T wteay 1 tylko wtedy, gdy U;C U] dla kaz-
dego ix3,

s
2

liniowo uporzag kowanym zbioru R, to jego ograniczeniem gérnym jest-

Tatwo sprawdzié, se jesli {(u?,u WU3) : seSJCR  jest podzbioren



-element (U1,U2,U ), gdzie Ui = cl (U{U S se:o}) dla kazdego i< 3,
Zatem z lematu Kuratowskiego-Zorna wynika, ze w R istnieje element
maksymalny (7, ,V2 Vs ). PokaZemy, ze f(x) = x dla kazdego xeX-(V,u

uy uV3

Przypusémy, ze X =X = (V ) V UV ) Jest zbiorem niepustym i
dla pewnego x€X,, f(x) # x. Z wiasnodci (I1) i (III) wynika, ze
f‘x jest homeomorfizmem przestrzeni X1 na pewnq jgj podprze-~
strzen f(X1). Poniewasz X1 jest przestrzenig ekstremalnie niespdj-
ng zwartq, wigc, na mocy-lematu 1, istniejg zbiory domkniegto-otwarte

1,W M5 C X, roziaczne i speiniajace wkasnoéci (1) - (111), Zbiory

Wi 85 domknieto-otwarte takze w X, bo X1 jest podprzestrzenia domk-

nigto-otwarta, Zaten (h1, Z’W )E R, Zatwo sprawdzié, ze (V ulv1,'V2u

). Za-

Vil V5L g JER, co przeczy maksymaln0501 elementu (V1, e

tem.{xesx : f(x) = } V vV L)V3 co koriczy dowdd twierdzenia,

Do dowodu niejednofodnoéci przestréeni ekstremalnie niespdéjnych
zwartybh bot;zebna nam jest jeszcze przesianka, ktﬁra mowi, ze kazda
Przestrzen ekstremalnie niésﬁéjna zwarta jest homeomorficzna z pewna
SwWojg podprzestrzenig nig&ziegqstq. Przesanka té Qynika "2 twier-
dzenia Balcara-Franka,

IEMAT 2, Je$li przestrzenie. X i Y 83 ekstremalnie niespdjne
zvarte oraz w(X)E:w(Y), to przestrzen Y iest homeomorficzna z pew
nym podzbiorem nigdziegestyﬁ przeétrzeni Xe

Dowdd, 2 fwierdzenia Balcara-Franka wynika, ze przestrzed X ma

odwzorowanié ciagte f ma kostke Cantora DW(X)

. Istnieje zbidr dom
kniety ZcX taki, ze £(2) = pv(X) i £l2  jest odwzorowaniem nie-
przyviedlnym (patrz ?dzdzial~i1, § 4, lemat 2),

Ze znanego twierdzenia topologii (patri np. R, quelking (1975))
wjnika, ze skoro w(Y)gw(X), to przestrzer Y jest homegmorfi?zna '
Z pewng podprzestrzenig Y1C Dw(X) Kazdy zblor otwarty w  kostce

w(X) zawiera podzbidr domknlqto-otwarty homecanorficzny z cakq kost-

Dw(X)

kg A Poniewaz kostki Cantora nie sq: ekstremalnie niespéjne,
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wige Zbiér Y, gy "y¢ nigdziegesty w przestrzeni DY(X) (o B
Jest Przestrzeniq ekstremalnie riespdjng ). 7 -

Z nieprzywiedlnoéci qdwzorowaﬁig flz 1‘stqq, Ze‘ Y1 {est zbio-
rem n;gdzieggstym, wynika, e zbié?' x1 = zr\f°1(Y{) jest nigdziege-
sty w X, Odwzorowanie g = flx1 przeksztaica w sposéb ciagly zbiép

X 1 b T, Nieop Y,C X, bedzié podzbiorem domknictym takim,

ze g(Yz) = Y1 P! 8|Y2 Jest}odwzorowaniemlnieprZyWiedlﬁYm- z eks-
~tremalne; niespéjnoéci’przebtfzeni Y1' wynikaf ze leQ"jest home~
omorfismen (patrz II, § 4, lemt 3). Zatém przestrzed Y jest home-
omorficzna z POdprzestrzeniQ'przqsffzeni nigdzieggstej; co kQﬁCZY do-

wéd,

>

TWIERDZENIE 2 (Z. Fro; i‘k). Przestrzenie ekstrezalnie nie-
spéjne Zwarte, nieskorczone nie sg jednorodne,
~ Dowdd, PTZyPuéémy, e X Jest przestrzenia ekstremalnie niespdj-
ng zwartsg, nieakoﬁCZan i jedﬁorodnq. Z lematu 2 wynika, ze istqie-_
Je homeomorfizm Przestrzeni X na pewng‘jej pPodprzestrzen nig-
dziegesta Y, Ustalny punit X€Y, Niech y bédzie takim punktem{
przestrzeni X, g4 h(y) = x, Skoro X jést przestrzenig jedﬁorodnq;
to istnieje homeomorrizm g przestr;éni X pa X taki, ze g(x) =
= Y. Wowezas x Jest punktem staxym homgomoffi?mu f=hog, Na mo- -
°y twierdzenia 1 ‘zpy4. {‘xezx P f(x) = x} = 2 jest otwarty w prze-
strzeni X, Jednakze, skoro Zc:Y‘ oraz Y jest zbiorem nigdziegQS-

tya, S0 2= (¢, Otrzymana SPrzecznoéé kordczy dowdd,

-



V. Algebry Boole’'a sztywne

§ 1. Przykk'zd przestrzeni topologicznej sztywnej

. Pojecie szt&wnoéci wystepuje zardéwno Q teorii algebr Boole’a,-;ak
i w topologii. A lgebra Boole'ajestsztywna jesli
Jej jedynym automorfizmem jest identyczhoéé; Przestrz.en
topologicznajests z't y wn a,jesli jedynym homeomorfi-
zmem tej przestrzeni na‘siebié jespridentyéznoéé. Z twierdzenia Sto~-
ne’a (patrz twierdzenia 3 i 5, rozdziax II, § 3) wynika Yatwo,ze al-
gebra Boole’a jest sztywna,wtedy i tylko wtedy, gdy jej przestrzen
' Stone’a jest sztywnaj co zhaczy, ze przestrzen topologiczna ZwWarta
2ero-wymiarowa Jjest sztywna wtedy i tylko, wtedy, gdy- jej algebra
zbioréw domknieto-otwartych jest sztywna. Warto jednak zaznaczyé, ze
~istniejg takze przeétrzenie sztywne nie bgdace przestrzeniami Sto-
ne’a,np. kontinua (tj. préestrzenié zwarte 1 spéjne), ktdére nie beda
przedmiotem naszych rozwazan. ‘ ‘
\Literatura 0 przestfzeniach sztywnych jest bardzo bogata. Wspom-
nijmy jedynie dwie prace: J. C h a ratonika (1979) i . de
Groota (1959). Pierwsze konstrukcje algebr Boole'a sztywnych po-
dali: B, J dnsson (1951), M, Kat & tov (1951) i L. R i e-
ger (1951).\ ' |
Aigebry Boole’a sztywne mozna wiec oirzymaé konstruujgc edpowied~-
nie przéstrzenie topologiczne zwarte, zero-wymiarowe‘i sztywne. . Da-
lej podamy taks konstrukcje. Jest ona modyfikacja konstrukcji W.
Sierpinskiego (1950) pewnego zbioru na prostej (patrz

takz2e R. Bonnet, 1978). Twierdzenie Lawrgntiewa , ktére tu wy-
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korzystazy, moma zpalesd w ksigzce R, Enge lk in €2 (1975).
Dla peZrofey Podajemy jego dowdd,

LEMAT 1 (Pwierdzente Lawrentiewa) Niech X i Y bedy przestrze-
niami metrycznymi zupeXnymi oraz mech ACcX 3 BeY, Dla kaZdego ho-
meomorfizm g odwzorowujacego zbiér A na zbidr B istnie.‘)ac zbio=-
‘”Y GCX orag HCY +ypu G (odpowiednio w X oraz Y) oraz ‘ho--.
neomorfizy 7 odwzorowujacy G na H takie, ze Ac.G BcH oraz

fA:f.

Dowéd, Niech A1- oznacza zbidér tych punktéw x€ clA dla ktérych
Jest speinjony mastepujacy warunek: -

() 41 kazdej licaby naturalnea n 181?!11939 otoczenie U punk-

W x fEkie, e Sfednics, whioa “f(An Un) jest mniejsza niz |

" \ | |
iidac, g0 A1 Jest zbiorem typu GJ oraz AcA1. Niech ;t’1:

Sl=

P Ay ¥ udzie funke j3 okreélong wzorem:

.(2) L(r) m y vtedy 1 tylko wtedy, gdy (‘\{clf(Af\ U)
Jeut Otoczcniem otwartym punktu x w przestrzeni X}

IBaiagn Iy Jeot poprawnie olcceélona. Bo Y jest przestrzenia zu-
reina, a zhgp {clf(AnU) U jest otoczeniem otwartym punktu x w
przestrzeny x} Jest, na mocv warunky (1), rodzing scpntrowcmq zbio~
T 6w d°mkni’2tych © dowolnie maych érednicach. 2 ciagZosod funkeji £ .
vynika ;™ se f A = £, Sprawdsmy ciagXosé funkcji - fie Niech x€A, o-
- FazZ nlech V. poqgyq ustalonym otoczeniem punktu f£(x). Na mocy (1)
1 (2) 13tnie o otoczenie U, punktu x takie, ze clf(A“U)CV
Tatwo widad, g rl(A1n U)cV; co doviodzi ciggXosei funkeji f1~
Pokazaliﬁmy'.ge istnieje 7zbiér A1 typu G(S w X oraz fu.nkcaa
ciagia Tyt A1“Y takie, ze Ach, oraz f1lA = f, Rozvazmy te-
I2z funkejo ¢~1 * B——A 1 przeprowadZmy v stosunku do niej t¢ sa-
ma konstrukch, Otrzymnw }.,é‘.,czas zbi ér B1 typu G(S w Y oraz fun-
keje ciagqg T2t By—=X takie, ze BeB,, B geste w. B,, oraz

-
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£,IB ='f-1. Niech G = (f)-1(f(A )f\ B ). Skoro B, Jjest typu Gy
w Y, to f (A ) nB1 jest typu Gc§ w f (A )1 Zatem, dzieki ci@glo-
égi. f1, G Jest typu Gd' W A1, czyli G aest typu Gd' w X Yat-
wo widaé¢, ze AcG, RozwaZmy.fur_chjQ f.f|7=- f1IG.'Pokazemy, e f jest
homeomorfizmem zbio‘ru' G . na zbidr . £, (-_A1) n }31 = istotnie, (f2° fl)lA = .
=t o 2 oraz A jest zbiorem gestym v G ._Za‘ce‘m, skoro f-1 o f
jest identycznoscis na zbiorze YA‘, to ..f2 o f1 » jest idrentycznos'ciat
.- nma zbiorze G (bo kazda funkcja ciagZa-jest jednoznacznie wyzmaczona
przez swoje wartosci na zbiorze géstym). Podobnie £, of, jest ider-
tycznodcia na z'biorz.e '.](Ap. n B1', co dowodzi, ze f jest homeomor-
fizmem, Oczywidcie flA = f, Jedli jeszcze raz tq konstruke jg¢ zasto-
sujemy do funkcji (f) : f1(A1)n_B1-—> G, to otrzymamy zbidr H 1ty
pu Gy v Y oraz hqmeomorfizm' zbioru H na zbié;. G v'-ffaki, ze jego

obcigele do zbiorw B jest réwne fumkcji £

g 3

TWIERDZENIE 1. Istnieje podzbidr ggsty X "zbioru'cé}xtora taki,
%2e kazdy homeomorfizm zbioru X w X . jest identycznoéciq.

Dowéd, Niech R bedzie rodzing wszystkich zbiordw, ktére sq ty-
pu Gg w zbmrze Cantora. C, Skoro w C . jest dokladnie 2“ gbiordw
_otwartych, to lRl - (2“’)“’:- gul Niech F bgdzie zbiorem wszystkich
homeomorfizméw £ pos’caci f: G—H, gdzie G,HeR oraz £(G) =
Pokazemy, se |Fl = 2% Ustalmy G JicR,| Poniewaz kazdy podzbiéf
zbioru C jest»oérodkowy (bo C ma baze przelicéalna‘),_wigc istni.e-
Je zbiér przeliczalny gesty McG,; Z gestodci zbioru M wynika, 2e
JeSli £4,f, : G— H 83 ciagle oraz fyIM = £,lH, to £, = £,. Za-
tem moc zbioru wszystkich funkc ji ciggXych odwzorowujgcych G na H
jest réwna lHl'Ml <(2‘*’) = 2%, Skoro |[RxRl = 2%, +to |Fl = 2%,

Ustawmy zbiér F w ciag pozaskoiczony, tzn, F = {f4 1&< 2“’}. U-
stawmy takze w ciag pozaskoriézony {UO(‘ : 0f<2“"} rodzing wszystkich
zbiordw otwartych w C w ten spos&b, ze kézdy' zbiér Uy wystepuje W
tym ciagu 2% razy (jest to mozliwe, bo [2¥Wx2¥| = 2¥), Dla kazde-
go A< 2% niech Dy oznacza dziedzing, a By przeciwdziedzing funk-
cji f(X"
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Metoda indukcji pozaskoriczone] okreslamy cia;g '{XOC :6< Qw}tal_:,‘af
by . S : o

" (3) xgeUpi- ({x g<d}uu{r (npn{xg g«x} 2pgcto
SO g 152 <t

dla kazdego X< 2%, Konstrukcja taka jest moznwa, bo lu{rﬁ(n n{x :

E<°(}) B < ofl<la) la‘l<2‘v i podobnie, lU{(f@) (Pﬂnf £ ’c’,<oc}
ﬁéd‘}ka oraz IUO(\I = 2¥, ,

] warunku (3) wynika Eta.two, se _' zbiér X {x&: < ijma czgsé -
';:spolna‘ mocy 2w g kazdym zbiorem otwartym w C, ¥ szczegélnosci X
jest zbiorem gqstym w C; '

Niech £ : X —= X quzie homeomorfizmem zbioru X na X, .Poka-
zemy, %2e £(x) = x dla kazdego x€X, Z lematu 1 wynika, ze isinie-
Je bomeomorfizm fieF taki, ze f41X = £. Pokazemy, ze f(x,)= %
dla kazdego >\,  Przypudémy, .ze tak npie Jest, Wowczas, jedli
%(x )= xg orag ‘5>€v to xdefd.(l)(xn{x §<(S‘}), sprzecznosé g
okresleniem (3), boX<d, Jesli Oc(x )= xg oraz (S<E, to X;;C(fx) )
CPOC{"{X& §<’<§}); BprZFcznoéc z (3), bo 0€<§

. Pokazalidmy, te l{xéX : %(x)% x} K 2%, Przypusémy, ze istnie- |
je xeX} takie, sze %(X} # x. Wéwczas istnieje 2zbidr otwarty UccC =
taki, ze (UnX)nfd(U nX) = @, 2 drugiej Jjednak _strony luax] = 2%/
czyli l{xeX : d(X) 4 x} = 2% sprzecznoéc. -

LEMAT 2, Jesli X Jjest przestrzenia metryczng oérodkowa‘.; to %a-
den punkt zbioru AX-X (narostu rozszerzenia éecha-Stone’a)nie Jest
granicg nietrywialnego ciaggu punktow przestrzeni {5)(

Dowdd . Przypuécmy, %e punkt xef3X-X jJest granicsy ciagu {x :
<<-'}C[3X - {x}, tzn, w kazdym otoczeniu otvartym punktu x zna jdujg
sie wszystkie, poza qkonczona, i1loscia, punkty zbioru {x $ n<w} Wéw
czas zbidr' {xn n<w} byiby domkniqtym podzbiorem zbioru Y= Xu{x :
: n<wi, Spravdmy, ze Y aest przestrzenia, normalna, Niech ABcy

bgdg zbiorami domknigtymi i roz?capznymi. Skoro zbiér A-X jest co
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najwyze}j prz__eliczalny,’ to -istnieje ro'dzi'na' pﬁzeliczalna P1 zbiorow
_otwartych (w Y) taka, ze A_'-_ XCUP{ oraz clU_qB = ¢ dla kazdego
UeP?, (¥ jest p:ze:sjz'zéniq_feguiarng), Skoro rbam __prgestrze%ni. X
jest preeiiciaing, to istnieje rodzina "B, ‘whior 6w otwartycg (w Y)
taka, ze AnXcUP, oraz ©¢lUnB = § -dla UecP,, Analogicznie ist-.
nieja rod‘zw‘ny p'r-zeli"zalne' Q1 i Q2 zbioréw otwartych w Y | takie,
ze B-XcUQ, BanUQz'oraz clUnA =¢ dla UeQ1uQ2aNiech 2
.uP2 = {U : n<w} oraz Q1U Q2 {V $ n<m§ Dla kazdego! n<w przyy

'mi;jmy‘ ; e Jhetd s )
Gn ="U - ci‘(V v e.--U v ) ?
Hngv -cl(ﬂ U.ooUU)

Skoro Anclv = §, dla . s<n, to ACU{G : n<w} : Podobnie BcU
U{Hn\: n<w} Latwo w1daé ze, jeéli n 74 k, to G nﬁﬂgAﬁ ¢, ~Zatem‘
zbiory G =U{G : n<w}oraz H =U{‘E§1 x1<t.o}ﬁac rozXgczne, co kon-
czy dowéd normalnoéci przestrzeni Y,

| By "Rozbijmy 'zbior {xn : n<w} na dva zbiory A i B rozigczne 1 nie-
skofczone, Skoro {xn : nZw} jest zbiorem domknigtym, to A i B sa
takze domknlqte. 2 normalnosci przestrzeni Y wynika. 2¢ domknig-
cia zbiordw A i B w przestrzenj. [b! 88 roz!:qozne. Skoro jednak Xc
cYe BX, to px pY; patrz R.Engelking (1975), s. 223.%
tem zbiory AiB majg rozXaczne domkniecia w przestrzeni px, sprze-
cznosé, bo x jest punktem skupienia za.rowno zbioru A, jak i B,

TWIERDZENIE 2, Wéréd przestrzeni zwartych zero!wymla.rowych istnie-
ja przestrzenie sztywne, '

Dowdd . Na mocy tw:.erdzenia 1 istnie;je podprzestrzen zbioru Canto-~
ra " C, ktéra nie ma nietrywialnych homeomorfizméw w sobie, Rozwazmy
p’rzestrzéri Y = pX, Skoro X Jest przestrzenig zero-wymiarowg (Jako
i)odzbiér zbioru Canigora)j i metryczna, to pAX Jest ﬁrzestrzenig Zwar-
ta 1 zero-wymiaroway patrz twierdzenie 2 2 rozdziatu I, § 2, Przy-
pusémy, ze f:1Y—-—Y jest hdﬁxeomorfizmem. Obierzmy punkt xcX¥; %
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S5, \-;
45 Sk

=]
?
-~2irycznodei przestrzeni X wynika, ﬁe x Jjest granica pewnego Ciq :
“;’)
gu, Yobec lematu 2 f(x) eX, Zatem f(X); X oraz £ jest - Drzeduse. g

niem odwéorowanié f|X, Skoro, na moéy twier&zenia 1, X jeSt Prze-
strzenia sztywna, to £|X jest identycznoéciq. Zatem, 'z gestobed .

zbioru I wyY wynika, %e f(x) = x dla kaZdego xegY, co koﬁcZy
dowdd .

Zauwazmy, ze udowodnilismy nieco wigeej, nis to gZosi twierdze-:

nie 2, Skonstruowana tu przestrzen X 3est nie tylko sztyvna,  ale

AR A
ol .

Pl

Lk

,ma Jeszeze i te wiasnodd, ze jedli Y<:X oraz f:X — Y jest homeo:

morfizmem, to Y=X oraz f(x) = x dla kazdego xe X, Warto taksze

Zauwazyé, ze przestrzenie o analogicznych wasno$ciach moZna  otrzy-
-maéﬂWYChOdzqc -~ z2amiast ge zbioru Cantora - z dowolnej przestrzeni
metrycznej zupeinej i osrodkowej:

Z twierdzenia 2 wynika nastgpujace

TWIERDZENIE 3 (rwier&zenié'Jénssoﬁa-Katétova;Riegera);‘ Istniejé
algebry Boole’a sztywne; ‘ |

Dowéd, Niech X bgdzie przestrzenig zwarts zero-wymiarowsg i szty
¥na; istnienie przestrzeni X . wynika'z twierdzenia 2; Zatwo sprav-
azi6, e kasay automorfizm algebry CO(X) ma siebie jest identyoz~
nosciowy, co knnczy dowéd | |

Tu réwnies udowodnilismy nieco wigcej: istniejé algebra Boole’a B-

taka, ze je1i n : B—B jest epimorfizmem, to h(u) = u dla kaz-
dego wueB, Nasum# si¢ pytanie, czy algebra B® (uzupelnienie algeb-
IY B) Jest takze algebrg Boole a sztywna? Okazuje sig, .ze skonstru-
owana tu a188'bra sztywna (a takze inne algebry skonstruowane W podob
Ny 8poséb) nie ma tej wiasnodci. Jeli B jest algebra Boole’a ta-
k3, jaka zostaia skonstruowana w dowodzie twierdzenia 3, to jej uzu-
Peinienie B® m ow . résnych automorfizméw, Wynika to stad, ze jesli
X Jest Prrestrzeniq zwarta i ma przeliczalng pseudobaze, to G(X) =
= @(C), gazie 6(Y) oznacza jak zwykle przestrzen Gleasona prze-

strseni Y, 2 C jest zbiorem Cantora,

v
1
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Pseudobda z_at. przestrzeni ;topologicznej X nazywamy kazdg
rodziné P zbioréw otwartych taks, ze dla kazdego zbioru otwartego
niepustego UcX istnieje zbiér’ niepusty vei’ taki, e ‘VcU. Kas-
da baza jest, ;jak latwo zauwa:&yc, pseudobazqo

IEMAT 3; Jesli przestrzen Tichonowa X m pseudobapq mocy C, to
_pX m takze pseudobaszg mooy €, g e e

Dowdd, Niech P quzie pseudobaza, W > 4% Dla kazdego WeP obierz-
‘my WepX tak, aby WX =W, Pokazemy, e Pa{W's Wer} jest pse-
udobazq w (AX, Ustalmy zbidr Aotwa.rty niepusty UcPX, Z regularnodci
przestrzeni‘ pX wynika %e istnieje ‘zbiér otwarty VC/}X taki, ze
P4 Ve cchU Nlech WeP Dbedzie takie, ze ¢ # W cVaX, Wystarcay
-texaz pokazac, e W < clv, Gdyby WeclV # @, to Xn(W-c1v) 4 ¢,
bo X jest gegste w AX, Wéwczas Wn(X-_-cZ_LV) 74 ¢, -sprzgc_znoéé, bo Wc
cvnX, Zaten, P' jest pseudobazg w [SX oraz 1P| = |Pl, co korczy
dowod. . ' ' -

PrZypomnijmj, Ze odwzorowanie ciagéle f:.x—-‘»Y jest nie'priywiedl-
ne, jedli f£(X) = Y, _oraz dla kazdego gbioru domknigtegn FcX, jed-
11 f£(F) = Y, to F = X, Odwzorowania nieprzywiedlne byXy rozwamne
v 4 rozdzialu T, .

LEMAT 4. Jesli przestrzen Zwarta zero-wymiarowa bez punktéw izolo
wanych ma pseudobazg przeliczalnq, to ma. odwzorowanie nj.eprzymedlne
na zbidér Cantora, _

Dowéd, Niech rodzina {U /: n<w} deziev pseudobazg pfzestrzeni X
zwartej zero-wymiarowej nie mwiera.jqceﬂ Punktéw izolowanych Bez
zmniejszenia ogolnoéci moZemy zakladaé 2e zbiory U 83 domknieto-
-otvarte, Dla kasdego n<w niech f_:X—={0,1} bedsie funkeja cha-

£,(x) =1, jedli erh. Funkcjg f£:X— D okreélmy wzorem:

f

(4) f(JC) = (f1(X), flz(X)’...) dla xeX;

rakterystyczng zbioru U,s tzne £,(x) = 0, | jes1i x¢Un, oraz
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Tatwo sprawdzié, ze skoro funkcje £ =53 ciagZe, to f jest takze
funkeja ciagla. Pokazemy, %e f traktowane jako funkeja na  zbidr
2(X) jest funkcja nieprzywiedlng, Istotnie, niech FcX bedzie zbio/ .
rem domknigtym takim, Ze X-F £ ¢, Skoro {U : n<ca} jest pseudoba-
23, to istnieje zbidr U, n<w, taki, te U AF = P Zatem £ (U )n
nt (F) = @, Zgodnie z okredleniem ) wynika stad, Ze C£(F) 4 f(X),
Zatem funkeja f£iX - f(x) jest nieprzywiedlna. =
2 meprzyw;.edlnoéci £ wynika, e zbidr :E(X) n.ie ma punktéw izo-
lowanych, Istotnie, gdyby punkt ye £(X) byx izolowany W f(X) %o
zbiér £ (y) byZby domkniqto-o’cwar’cy.-Skoro W przestrzeni X ade b -
punktéw izolowanych, to moglibysmy dobrad zb:mr 2 domkmqto-otwarty:
niepusty Ucf (y) tak, aby U # £ ¥ 301 Wiijorian f(x-.u) - f(x), co
PrzeczyXoby nieprzywiedlnodei; '
Pokazalidmy, ze fQX) jest podz‘bioreh_x zvartym kostki Cantora P&
oraz f£(X) nie ma punktéﬁr izolowé.nych. Ze znanego twierdzenia topo; -
logii wynika, ze fCX) jest zﬁidrem homeomorficznyn ze zbioreh‘ Can-
tora;vxaﬁ-z R, Engelking (1975), s.‘>l447. Zatem' X ma odwzorowanie

nieprzywiedlne na zbiér Cantora.

\

TWIERDZENIE 4. Jedli X - :}est przestrzeniq metryczna, osrodkowa‘
bez. punktéw izolowanych, to przestrizer Gleasona G(px) jes‘c homeomor-
ficema. z Przestrzenis Gleasona zbioru Cantora, .

Dowdd: Przestrzenie metryczne oqrodkowe maje bazg  przeliczalng;
Zatem, na mocy le_mt'éw %3 i 4, przestrzen (X m odwzorowanie nie=-
PrZWiedlm\a na zbidr Cantoxla C. Zatem, na mocy fﬁierfize;;ia 4 2 roz-
dziatu II, § 4, G (px)j'ést hon'iec;morficzne z 'G(C).'\ |

LS
4

Przestrzen Gleasona G(X) przestrzeni zwartej X jest to (pa'brz:
rozdziaX II § 4) przestrzen Stone’a algebry RO(X) zbioréw regular—-
nie otwartych w X. Zatenm twierdzenie 4 mozna przeformulowac nastfzpu- '

jacos
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TWIERDZENIE 5, Jesli X jest przestrzenig metryczng zero-wymia-
- rowa, oérodkowq, bez punktow izolowanych, to algebra RO(pX) Jest i-
zomorficzna Z algeurq Boole a zbiordw regularnie - otwartych zbioru
Cantora.. - ' | » |
i‘wierdzenie to da;)e odpow1ed.z na pytame, czy uzupelniem.e alge- .-
bry Boole'a sztywnej skonstruowanej w twierdzeniu 3 jest taksze alge-
brg sztywna, Odpowied? jest ‘negatywna,A bo - jak wiadomo. - istnieja
fnietrywialne homeomorfxzmy zbloru C na siebieg a wiec istnieja tak
ze metrywmlne automorfizmy algebry RO(C) Ilo46 automorfizméw al-
gebry RO(C) mo#na dokiadnie wyla.czyc- jest ich 2% Wymm to choé-
by stacd,ze przestrzenn C Jjest jedporodn_a,_ a wigec ma co najmniej ty
lve'.homeomorfizméw ile punktdw, tzn. co najhniej 2%, Nieréwnosé prze-
ciwna wynika stad, }ze |RO{C)| = 2 oraz w algebrze Boole’a RO(C) i-
stnlege ZblOI‘ przeliczalny i gesty (w sensie porzqdkowym) Kazdy a-
~utomorfizm algebry Boole’a jes*‘c wyznaczony jednoznacznie przez SWo je
wartosci na zbiorze gestym: o
Pokazalidmy wiec) ze jeéij. X_jes't przestrzenia metryczng, zero-wy-
miaréwq, oérodkﬁwq, bez punktow izolowanych, to uzupeZnienie algebry
Co(pX) ma dokZadnie 2@ automorfizméw, Zatem algebr Boole’a sztyw=-
nych i zupelnj'ch trzeba szukaé¢ gdzie indziej, o ' |

L . S o § 2. Algebry Boole'a sztywne i zupelne

Czy wéréd algebr Boole’a zupelnych istniejg algebry sztywne" Prob-
lem ten, postawiony przez B, Jén s sona (1951), zostaX rozwia-
zany pozytyvnie przez K, M ¢ A 1 0 o n a (1971) metodami teorii mode-
1i boolefowskich. Istnienie algebr Boole’a sztywnych zupeXnych ma w
teorii m:?deli boole’ owskich waszne -zastosowania, Nieco pvééniej S.She
1 ah (1974) udowodniz, Ze dla kazdej 1liczby kardynalnej istnie-
Je algebra Boole'a mocy T taka, 2ze jej uzupeinienie Jest alg;abre:
sztywng. Algebraiczna metoda Shelaha zostaia rqzwi’nicgm TrZez 2.
étépénka i BeBalcara (1977) oraz J,D, Monk a

!
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-Rassbach a (1979) W ézczego’lnoéci Monk i Ras'sbach poka~
zali, %e dla kazdej liczby kardynalnej T takiej, ze ©™= T, istnieje
algebra zupeina . sztywna mocy T przypomnijmy, ze 131 = Bl dla kaz—'
de} algebry zupeinej B (patr-z twmrdzenie 25 rozdzial IV, § 3) ¢!

. Przedsmwimy tutaj twie:rdzenie Shelaha W nieco s?cabszej wersa:., ZyS-
kujac, kosztem ogélnoéci, na przejrzystosci i prostocie dowodu, -

TWIERDZENTE. 1(SiShel a h 1974) Istnieje algebra Boole’a mo-
ey Wy 1 satmomlnoéci réwne;j w, taka, Ze jej uzupeinienie jest
allzebrévc Boole'a sztywna, '

Dowda, ktéry tu przedstawimy, jest adaptach dowodu nieco - ogél-"'
niejszego tw;_?fii-zen;a P, $t&p dnxa i B; Balcara »‘
(1977) Dla wigksze} pré;ejx;zystosci dowéd rozbijemy ra lematy, Zacz-
niemy od opisu kontrukcji - ' -

Niech B vedzie algebrq zbior w domniqto-otwartych kostki Can-
tora vagi wg, B = CO( D f) Jalc wiemy, baze topologii w przestrzeni _

1
D atanowiq zbiory posiaci.

l

(1) p"c1 (.i.ﬂn...n‘ p;;(in) ,

g.dzie POQ : D‘iﬁ\—-{d ',1'} jest rzutowaniem kan‘on‘j;cz\nym oraz. ij €
€ {"1.1}. Skoro kazdy zbiér domknieto-otwarty w D 1‘, jest zwarty, to
elementami algebry ‘B gg zbidry bgdatce‘ sumami skonczonymi  zbiordw
Postaci (1), ij_ér pusty (zero algebry B) takze mozna zapisaé w te
Postaci: ¢ = P (1)f\p‘Jc (-1) Kazdy. zbidr u postaci (1) ;]est wyzna-
C Zony Jednoznacznie przez ! ! funkc;)q dwzorowuja‘ca‘ zbiér skonczony
{“1 1e00,& ]cw1 w 2zbiér {-1 1} mianowicie Zbidér wszystkich przediu-
zerl tej funkeji do’ funkcji odwzorowujqcych W W {-1 1} Jest identy
_ CZny ze sbiorem u, W celu uproszczenia rachunkéw dememy. identy-
fikowad zbiér u g ta wiasdnie funkecja, tzn. b.qu funkeje u: {cf1, oo
seey & }“{-1 1}, gdzie { ,...,Of '&cw » identyfikujemy ze zbiorem )
p“1(u(m,))n...n pog‘(a(a‘ )). Zbiér {61,...,(%‘11} na ktérym okreslona
jest ﬁmkc;)a u, deZiemy oznaczac symbolem s(u). NleCh A dbedzie
zbiorenm wszystkich funkeji u odwzorowujqcych zbidér skoriczony s(u)e

.‘
1
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Cawy W zbidr ‘{-1 ,1}_ oraz niech _Adi = {ue:_'A- : s(u}cd} diz 0(<w1 (s(u)c
c X -oznacza, Ze E<d dla kazdegoE € s(u)) . Mamy ‘nezywista réwnoss:

() A =U{A - 184t }

Dla kazdego E'<w niech a_eAl be;dzie funkcja‘ taka, ze s(ag) {575

g
_oraz a (‘g’) = 4. Symholem -aE bezdziemy oznaczali funkcje o dzie-
dzinie rdwnej {g} takg, zZe -ag(g) = -1, Wéwcms kazdy element zbio

S i A mozemy zapisadé w postaci'

(3) E1a§1 nA...d Enagn.
gdzie Ei€{-1 ,1} dla is n, W szc;zegélnoéci »é,;nag ;‘est zerem al -
gebry B, Z tego, co Jjuz powiedzielismy, wynika, Ze kazdy element ak
gebry B .jeSt sumg, .skor'xczenire wielu eleﬁfentéw postaci (3).

Jedli w = w, u...uu s gdzie uieA dla i=<n, to ;ﬁzyjnmjen:y
s(w) = s(u1) LeeeU s(u ) . Dla ka.Zdego 0(‘<w ~niech 3By bedzie podal-
gebra algebry 3B generowanq ,przez zbior Ao Wévwczas, jak Zatwo za-
uwazyé, By = {weB s(w)c{(}
" Niech W oznacza zbiér wszystkich liczb porza,dkowych ganicznynh

mniejszych od w1.-Zbiér- W jest, jak widad, domk;lifgty i nieograni-
czony. Na mocy twierdzenia Fodora-Ulama (patrz rozd;ia?c I1I, § 2)
zbidr 'Cu1 jest sumg aJ1 rozZgeznych zbioz:éw stacjonarnych, ‘v’\";mikal
stad, ze istnieje rodzina {\;la» :0(‘<w1} zbigro’w Astac'jonarnych takich,
Ze ' : ; : -

() Wgnvg=§ amdfp,

(5) ’&C{E«*ﬁ :d(ﬁ},
(6) Uy <) = V.

Pokazemy, 2zZe istniéje' funke ja réznowartosciowa £ ¢ Wy — A taka, ze
(,7) f(ml) = A, oraz
(8) r({§<w1 :g<oc}) = A, dladeV,
-~
“oslugujap sie J,ndukch pozaskonczonq (ze wzgledu na zbidr dobrze u=-
ooraqdkowany W), konstruujemy cigg funkeji {fm sXe w} taki, ze
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(a) £ odwzorowuje W Sposdb ro’énowartoéciow;‘r z_bicﬁ- & na zi:{&,_.

Ay, ' s Sy
(b)  jeslid<p orasz &, pew to fald = £,
'Konstrukcja taka jest moZliwa bo A4l .= w oraz Il = wdla kazde-. !
goX eW, oraz. jeslid‘<{5, to IAﬂ - A | =wsy szczegély pomjamy, Jeg, . ,
1i ciag {fo( .o(ew} jest juz okresélony, to przy;}mujemy funkch £ “‘1'
— A jeko sumg funkeji £g3 tzn, £(E) = Ty (F,)uaguc ge .z (b)
wymka, ze taka definicja funkcai £ ;jest poprawna. Z warunku muk_ :
cy jnego (a) wynikaja wizsnodei (7) i (8)s e :

| deW istnieje dokzadnie jednoOkw takle, 2ec§€w e warunku (5) wy~
nika, ze jesdli fe Vs to k<4, Zatem, na mocy (8) £ )eh o,
finicji zbioru A(S mamy wigcs . '

(9) Jeslid e Wy, to s(£(®))cd.
'Kazaavliczba (S<w1 jest'przeliczdlna. Zatem, na mocy (9), dla Xase
dego 8 €W istnieje ciag {g(é ;) ¢ n<w} taki, ze :

(103 (5<§(f5 n)< €S, nt1)<d, gdzie n<w,{5es(f(0<)),oraz & <o \393»5
takie, ze eV,

(11)  E(S,n)¢¥W dla n<w,

(12) sup {E(é,n’) : n<w3 st S0

Po tych przygotowaniach mozemy juz przystqplc do deflnlcai tej al—' i
gebry Boole'’a, ktorej uzupelmenie okaze siQ algebrq sztywna, Algeb- i
rg ta jest algebra ilorazowa B|I, gizie I jest na3m1ejszym idea— _4 ';::,-,

Zem zawierajgcym wszystkie elementy postaci:

(13) Ys - £(X), gdzie 56?&, oraz -

(14) ys'-ng,n), gdiieée\‘! oraz  n<w,

Przy czym od tej pory przyjmu;jemy nastqpujch umowg s 8 = yé, Jesli -~
deW  oraz a. = Xg, jeéh. gew ~ W, Innymi szowy, uel wtedy i ty)
ko wtedy, gdy u<wy u...uwn gdzie Wy jest postaci (13) lub (14), -
dla kazdego i<n, ¥ lemacie 1 podamy wygodne kryterlum na to, . by

uel, Wpilerw opiséemy pPewng pomocniczg konstrukeje.
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-~

Niech s8cay bedzie 2biorem skoficzonym. Ciag zbiordw skonczonych

{Fn(s) . n<w § okreslamy pastepujaco: ..
7o) = s,
”’”(s) - F (e),,uis(f(om W nFs) 4 8.

Hiech F(s) -U{Fn(s) : n<w}. Pokazemy, %e zbiér F(s) zawiera £,
‘.7 jest skonczony i ma nastepujapq wiasnoscés

- (15) jesli Wy “F(ﬂ 4+ 0, to s(f(tiﬂcF(e).

Inkluzja scF(s) jest oczywista. ‘Skoficzonodé . gbioru F{s) wynika
_ stqd, ze ciag %F (8) ¢ n4w75 staba.lizuje S].Q od pewnego miejsca, tzn.
istnieje liczba n<w taka, ze Fm(s) = ¥ (s) dla kazdego x<m, Is-
" totnie, jeéli 5@':\1 aF(s), to(b<¢3 dla kazdegope s(£(X)) oraz s(£{X)) <
Fn'”(s). Zatem, gdyby ciag {F (8) = n<u§ nie ata‘b;hzoaal gig, %o
'istnlalby ciag nieskonc zony {6 $ n<w} taki, 2ze On+1" On’ co prze-
czy wiasnoscion liczb porzadkowych, Ze smbilizowama sig ciagu i”r» 3
¢ n<w]wynika takze wiasnosé (15). ‘
D]a kazdego ueB okreslmy teraz element I(u)el nastypujacym

wzoTrems:
(16) 1) =U{yg - £(d) sde¥ypn F{s(aN}u
uU{y‘S - xg(é,n\ :de¥ nF(s(u)) orazﬁ(é,n) € F(s(u)\,n'} .

IEMAT 1. Jefli ueI, to ugI(ul.

Dowéd., Niech mel oraz [ = F(s(a)). Przypudémy, 2e¢ u, = U~
“ = I(u) $# 0. Skoro s(u)c F oraz s@(ulcF (patrz okreslenie (16))
to s(uQCF Skoro w<u oraz ueI,’to u, € Te Zawem istnieje
zbiory {71,...,7]& i 501,....5 % zawarte ¥ W oraz 1iczby D geees

nnéw takie, e

73 yéUiyq? -f(c&‘i) :"héiewa-‘ oraz i-él:q‘(u
: i

\\,—v-)

UU{Yai e Xg(siQKi‘} : i<m
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przy czym liczby 6, mogs sie powtarzaé w ciaew {61,.,;,;5&}. Mow
zemy zatem zaZosyd, te __ ' ‘ '

(18) .u1<'1(1§)uU{yvi -'r(eti) :'"Qie wxi ~orap i‘kiff'

uU{y&i - 5(51"‘1)- :16 n} ,

-

prey czym zachodzg swiggki:

(19) a{ggecerta} = $1

(20) ges1s Sy¢ r,_‘ﬁg(&i,ﬁi)éﬁ', AL R ;

' co vyn.u:a Zatwo 3 okreslenia (16).

wymnéizm obydwie strony riieréwﬁoéci (18) przez  elementy '—7721 dla
kazdego i<k oraz przez elementy -yg , jes1i 6 i¢ F, lub prze{_;:f:ii
‘ig(éi,ni » Jesli 5i€ Fo Skd'r'o'_‘-'s(u;l) c 'F,. to na mocy (19) i (20) ~ ;
ten sposéd otrzymany |! po lewej stronie nierdwnosci (18) element u,

| jest niezerowy ordz zachodzi

-y, : ’ ' s

ﬁzs L 1(u),

ot

. Skoro" "n1n I(n) = 0, 'bo u, = og sprzecznoéé..

© . IEMAT.2, Jedli u<A, weB oraz "0<‘Eaacn u<w, gdzie Ee{-d '1} ._iff

oraz Kecw, ~s(w), to u<w,

Dowdd . Preypommijmy, %e elementami zbiordw u,w 1ia 89 funkcje"j
okreslone na w, 1 przyjmujace wartodei w zbiorze {-1,1}, a nie=
réwnosé %< " ozmacza faktycznie inkluzje, Niech u = E1°‘a(‘ B oase A5
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né a«. , gdzie £, = u(&,;). Skoro &g % 0, to mozemy Przyial.
Be- d¢{6&1,...ga§ }, Riech .p ik —-o{-‘! ;1] -*bedzie takq funkejs,
se pe v, Wéwezas p(eﬂ ) = i. e.la ¥azdego i< n. Kieeh funkcja g @
s gy == { =1 ,1} ’dezie o}:reélona wzoren' |

- R A"glv,jeéugnaﬁ'
; a(p) = -

Lx:(fs) Jedlif # &

Skoro “¢{°¢1..,.,d’n}, to qeﬁa&.hg. Zatem Q& W. Tstnieje wéwozas
| ‘element é ! h;..néka“;cé W taki,' 3¢ g=& ac;(' Bo o sl éka@r-, tzn,
q.(mi) = &i dla i‘(k. Skoro d¢ 8(")' “to ﬁcgi@i1’o-t9&k} ~ Zatem
: paéiami Nosoh “ka?x’k’ ¢o kodozy dowdd,

Przypomnijmy, 2e symbol Lud ozmacra Xlase abstrakeji elementu u

wzgledem relacji é«zieleriia przez ideat I (tem, ful jest elementem

zhioru .,BlI). Zanotujmy nasterujsey lemat:

LEMAT 3.» Dla kazdego;aw, [y53 "-: in? {.[xgté,ﬁ)]' : n<w}.

Dowéd, Skoro, na mocy (14), ¥ = ng.n) el, tq[yéls[xg(‘s'n)]
dla kazdego N=iw,
Za26zmy, ze ueB orag [u]sfxg(é )] dla kazdego n<w, Poka-
semy , se [uls [_yaj Przypusimy, Ze ful- [yé,] ¢ 0, Skoro zbidr
A Jest gesty w B, to| istnieje wed +takie, %e

[jﬂl\iﬂ = 0 oras

[wlelul

S
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Niech wy = wh=- ysio V-S'koro {y] # 0 oraz [wla ["ré'], = 0, % [w1] .V'.Tv

o [w]AC-:y5] # 0. Skoro zbidr F(s(w1)) jest skoriczohy, to istnieje

n<w. T .. 2, ; Ze g(d‘,n)fﬁ'(sﬁ w,})) s Niech W, = W, §(5 n)* Sko- . ;

ro Wy 71: 0 oraz E(O,n)¢s(w1), to w # 0. Pokazemy, ze [w,1 4 o,
Prmuscmy. ze 1-’25 I, Wéwezas, na mocy lematu 1, |

(21) w, S I(w,) -U{y.? - r(o() speW o r}u

UU%Y& - IE(§ ) (SGW NnF oraz g(&,n)éF}

.gdzie I‘ = F(s(w . S]coro w, n - y‘; = WZ’ \’co mozemy przyjaé, ze

_E(cj‘ n),ﬁ s(I( )), b9 w przeciwnym wypadku moZemy obydwie strony nie- :

réwnosei (21) wymnoﬁyc przez ~ye i pozby¢ sig skzadnika 3§ Xg(cg,n)
po prawej stronie (zauwazmy, e F(s(wzj) = F(s(w1)) U {g(cg,n)} a
wiec 5(5 n) pie wystepuje w Zadnym innym miejscu w wyrazeniu po
prawej stronie nierdwnosci (21)). '
Zatem, na mocy lematu 2, w,€ Tz sprz.néznoéé.

Pokazalidmy wigc, ze [wZJ $ 0, 2 drugiej jednak strony Ew]S[w1]<
S[w]<[u]s[xg(d n)] Zatem [w,] = [w nxgw n)] = [0] = 03 sprzecz-

nCS\...

.

LEMAT 4, Jesli z‘Ew jest zbiorem nieskof;czonjm, to inf{[yé]:

-er\= 0.

Dowéd. Przypuiémy, ze istnieje ueld takie, ze [u] # O oraz [u]s ,

<Ly 8] dla kazdego J€ z, Skoro zbidér F(s(u)) jest skoriczony, to ist-

‘nieje dez - F(s(u)). Rozwazmy element u, = uf- ys. Skoro 8(u) ¢

cF(s(u)), %o 1w, % 0, -ok:aZenw, ze [u1] # 0. P*zypuscmy, ze- : u, € I.

Wéwezas, na mocy lz2catu-l, | ‘ p
(22) I(u_') =ul\(y - £ (&) : T)C np?;u C

R > s R - }
uUirg x‘cj(fa’,n) ._ae_an* .0“33 g(G,n){:F ,

gizie F = F(s(u,)). Skoro §¢F(siu)) oraz SeW, implikuje 8 (£(X))<

L

c S (patrz (9)), to y. moze wystgrowaé po prawej stronie nierdw-
J

&

nodcei (22) jedynie ze znakiem +, Zatem, podobnie jak w poprzednim do-

’

A
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wodzie, mozemy mklzidaé ,h 2e 5 .nie wystgpuje po prawve] stronie nie-
- réwnodei (22). Wobec lematu 2, mamy ueIj sprzecznod$é, Tym sanynm
Eu13 # 0. ,

Z druglej strony [ud< [u]<|:y§].(Zatem [u] = [u nysl; sprzecz-

o

noéc, bo u1r\ yd.‘ = 0,

'LEMAT_s. Dla kazdego uedA - I istnieje u'sA - I takie,ze u'g

su oraz s(w)= F(s(u)). .

* Dowdd. Ustalmy ued - I, Jedli s(u) = F(s(u)), to nie ma czezo
&owodzié_. Jesli s(u) # F(s(n)), to niechY = max(F(s(u)) - s(u)); przyx
pomnijmy, ze s(u)<cF(s(u))., Pokazemy, 2e istnieje wu,€ & - I takie

e w<u oraz s(uy) = s(u)ui{‘}. Skoro § eF(s(u)), %o na mocy (15) x

"F(s(ui)) = F(s(u)). Jesli s(u1) & F(s(u1)) , to opisana operacje po-

wtarzamy w stosunku do u,. Skoro zbiér F(s(u)) - s(u) jest skon-
czony, to po pewhe}] skoriczone j 1iezbie krokéw dojdziemy do szukane-
go elementu u’, v

Opiszemy teraz konstrukcje elemehtu u, .
ro YeF(s(u)) - s(u), to istnieje 'rzeF(s(u)) takie, ze dla pevmego X <
<wy ,NEW, oraz Yes(f(X)); rpatrz d;finicja zbioru F(s(u)), Skoro,
na mocy (9),{<72, to Nes(u) (vo % jeét na jwieksze w zbiorze F(s(u))-
- s:(u)). Rozwazmy teraz dwa przyﬁadki:‘ 7

Przypadek 1, Istnieje neF(s(u)) n Wy takie, ze Je s(£(a)) o
u('?) = 1, Zaxézmy, ze £ (&) = E1a/§1 a ...nEna oraz (3 = ¥ (zaxoze-

n
nie takie wolno nam przyjaé bez zmniejszenia ogo’lnoéci). Niech u, =

’
= £1aﬁ1r\ u. Pokazemy, ze [u] # 0, Istotnie, skoro Yy - f(O().e I, to
takze ,,? =& 2 e: I Zatem [y,,z]s[é1 /5]. Skoro uny,,?= u, to O<
<[ul = ['unyW]s[un /5] = Eu]. » |

Przypadek _2. Dla kazdego neF(s(u))n ¥, takiego, 2e Jes(£(x)),
u(?z):-. -1. Zélézmy dodatkowo, ze X"# We 'v.'éwczas pPrzyjmujemy, 2ze u, =

= Xpou, Twierdzimy, Ze u.Ié I. Istotnie, w przeciwnym przypadku

(23) uw;<ICu) = U{y? - £(&) :pewo(nF}u

» uU{y@. = xg(ﬁ’n) :6eWnF i ¥(6,n)eF],

Zauwazmy wpierw, Ze sko- fil
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gizie F = F(s(u1)) Zauwatmy, ze F = FCS(u))U{X‘} JeSli  obydwie
strony nieréwnnsci wymnotymy przez Xf oraz przez kazdy element -y
taki, ze 'rzeF(s(u))an _oraz b’e s(f(of)), to otrzymamy nierdéwnosé:
(24) uw'sw, gdzie wel braz Ky#s'(w).
Zatet, na mécy lematu 2, wels sprzecznosc.
Jesli feW, to prZyjmujemy u1 = -yp 0. Podobnie jak poprzednio,
Iatwo sprawdmc, e u1f_ E;
IEMAT 6, sat (BII) = - w, | _
Dowdd, Przypusémy, ze w BII istnieje zbidr mocy w1 —zlozdny z
elementdéw rozXacznych, ) ,
‘Wéwezas z lematu|5 wynika, %e istnieje zbidr RCA mocy w,  taki,

_Ze _ . -~

(25) jeélir u,weR i uw £ w, to unwel,
(26) s(u) = F(s(u)) dla kazdego ueR,
27 Rnl = ?.

Kazdy-element ue A mozemy traktowaé jak funkcjeg, ktdérej dziedzing
jest s(u), a zbidr wartosci ;)eat'zawarty w {-1 ,1}.« Zatem, na  mocy
twierdzenia Marczewskiego (patrz twierdzenie 2, rozdziax III, § 3),
istnieja : zbidr R1c R mocy w, oraz zbidr skozidzonyw soc W, 8 spei-
niajqce\warunek;/ ‘
(28) jesli u,weR1 i ufw, to s(u)n s(w) = s,
oraz uls = wlao
Twieidzimy, ze |
(29) jesli u,weR; 1u #w, to istnieje Ses(u)a W takie, e
“a(d) = 1 _oraz dla pngiego" n i(g(&,n))' = =1, 1ub istnieje
'lges(w)nw takie, ze w('rz) = 1 oraz dla pewnegon_,‘_u‘_(§ (’1?,11))‘=

- =1,

Ustalmy u,weR, takie, %e u# w. Niech z= unw i niech F =

= F(s(z)). Na mocy warunku (26), F = »s(u)Us(w)_. Skoro. zel, to



e

(30) z< 1(32) = U{yqz - £(&): pevy nFlu . .
uU{y -X £(n -n) 'Qew aF i g(q?,n) e ¥}.

Istmeje deWnF takie, e 2(8) = 1 1 z((8,n)) = -1 dla pewnego
n<, Przy‘pnécmy, ze tak nie jest. Yawczas wymnatajqc oupowlednlo oby-
awie strony nleréwnoéci (30),‘otrzymujemy.

- L3107 z<U{y,? - 2(x) tpe¥ya Fi.

Kiech F’ ={'Qew $ z(’q)- 1} Zatwo wida.c, ze FCF oraz

(32) usu{y,z - 2(®) :qu“nF}..
. 'Ustalmy dowolne T?G F'n¥.. Niech ) = 518-/5 n...nﬁn ﬁn ¥ owczas

- £(®) = (3, -& aﬁ)u...u (v = €xp) Prayponnijny, te {6,
z(ﬁi) =~ & dla ‘pawnego i¢n, Jedlipes(u) = F(s(u)), to takze
s(£(@))csu), czyli By 'rzes(u)_. Zatem u<y.,{, -& a.(i co aaje

l ~

sprzecznosc z warunkiem (27). _
“ Pokazalismy, %e istnieje element SeWnF taki, Ze 2(&) =1 i
z(g(d' n))---1 dla yewnego n<w . Stqd otrzymujemy warunek (29), vo
F= s(u)us(w). ) '

-2 warunkéw (27), (28) i (29) wynika, ze jeli powigkszymy kazdy
- element u zbioru R1, usuwa jge z jego dziedziny (ze uzb;or}x ' s(v))

- zbidr - 8 to otrzymamy rodzing Ré spexniajaca warunki:

(s3) | F}BZJ =Wy

(34) el u,weR, iu 4 w, to s()na(w) = é,

(35) Ajeéli u,WeR, iu $ W, 1o u(’Q)s 1 oraz w(g(y,rﬂ) g =1

‘dla pevmego pes(u) i'E(mm)es(w)! lub w(d)=1 craz
: u(g(d‘,m)) = - dla pevnego Jes(w) i E (6 ,m) e s(u).

Dla kazdego ue R'2 niech

a, = {ES,n)es) ¢ w(E@n)) = -u-

‘B }cs(z) Na mocy varunku (28) z # O, wige mozemy zakiadad, ze ‘
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Zbiory A u 52 skonczone. Z warunkdw {33}, (34) i stqd, Ze kofj_ml_
noéé zbioru  jest nieprzelicmh:a, wynika,, ’te 1stnie1e ' zbidrt
ey .G§<w}cR taki, ze . e ' - -

(36) 3e§116f<[5<tq' orazigeA : _5’5%‘,’ to§<g

W dalszym ciagu dowodu zamiaat A bgdmeuw pisali Ay Dla kazde- -
. ' _ |

go Cf<w1 niech

7

S

B - {g(&,n) na(d') si oi'a::' n@}.

" Kazdy zbiér Bd jest przeliczalny, a jego typ porzadkowy jes réw.
| ny w-n, gdzie n<w, Z warunku (35) wynika, ze jesli Bﬁ“ Ay = ¢,
to istnieje §<w takie, ze uﬁ(é') =11 up(g(é‘,n)) = =1 dla pew.
nego n<w, Za'tem, namocy warun]m ('54),' zbidr {p«u\1 : BpoA =¢}

T

jest przelicza.lny dla }m.zdego 0{<w +~10 oznacza, 2e

-(37) dla kazdego Cfcw‘ 1stnieje [5<w | ta,kie, Ze jesli K’>/5, %o
Aen By # B '
Rozwaimy zbidr A,.. . % warunku (37) 4 stad, ze cf(w) -:.)1, '»;m.‘:‘,
ka, ze istnleje u<w °takie, Ze B/u,nA“ $p dla kazdego X<w-w, Za—
tem, na mocy warunku (36), 2bi6r Bu:.zawiera podzbidr uporzqdkowany ]
w typ wr w, W ten sposdb otrzymujemy sprzacznosc, - Jak zauwaky- s
lismy wczesSniej - zbior B/‘ m typ porzqdkowy Wen, gdzie n jest_-___

pewng chbq slcox_lczonq. -

Niech C oznacza uzupeznienie alge'bry BiI tzn, C = (BI1)®,
kazdego a’«u olcneslmy zbiori ' '

£

(38) Qe = {ueC: istnieje zbiér Xc B taki, t2e
’ uasup{[wjzwsxi} R
- gdzie smp(Z) rozumiane jest ja.ko kres gorny zbioru Z .w algebrze -
Boole’: a Ce : : ' , . ' ek
LEMAT 7. C_ =jUfo, zd<wy]. B |
Dowéd, Skoro B = U{B 8 Of<w, } to BlIc U{Qo( :“46"1] ccC,



Skoro zbidr B|I jest gesty w C, to taksze zbidr Q = U{ch""‘ w1}
jest ggsty w C, Ustalmy ueC oraz zbiér 'Z'cQ sk&a.dajacvy sie 2z

eleméntéw roz?capznyeh i taki, ze‘ sup(Z) = u. Skoro sa‘t(BlI) = g0, . to

1’

Z Jest zbiorem przeliczalnym. Zatem 1stnieje (X<w r takie,' Ze Z<Qy,

) CZyli u = sup(Z)e qu

Zbiory Qx 'sa, Jjak widad, zamkniete ze wzgledu na kres gérny. O

- kresach dolnych nie mozna 'tégd twierdzié W nastezpnych lematach zmié—.

rzaé be,dz.lemy do pokazania, :Z.e jeéli Zc.Q(x oraz mf(z)n[y“} = |o,
- to mf(z)eod ' "
. IEMAT 8, Jesli ‘uch, deV oraz .Eu}A['yé-] = 0, to istnieje vu'eA
takie, ze —s(u )c5 i [u] S[u’] oraz spelniony jest warunek" ‘

(39) nesli wsA i s(w)cg? oraz fu]Al'_w]L 0, %o.- -

[u']A[w] = 0. 3 L : :%_ .

Dowdd. Jeall [u] = 0 “to nie ma czego dowodzic. Za?cozmy wiqc, ze

[ul £ 0, Skoro uAygel oraz uéI to

(40) u(f) = -1 "1lub Jg’ s(u)s” .
Rozwazmy zbidr T ={O(eé(u) : daé'} Jesli T = ¢ to mozZemy przy-
©jaé u' = u, ZaXéimy wige, ze T % 0 oraz ®= max(T), Pokazemy, ze
istmeje u.1€A takie, fe : '
T @) w(d) = -1 1w Sésqw), ,
(42) Jefli des(u) 106, to 0<7),
(43) jesli weAd, i unweI, to u‘n weI,

gdzie A = {aeA: s(a)cd‘} (patrz 2)), -

(44) [ul<Culs

Zatwo zauwazyé, Ze JesSli operacjg¢ opisang warunkami (41) - (44)‘

bedziemy powtarzali, to po iaevmej skoniczonej liczbie krokéw otrzy-
many element u'eAo taki, ze [ul<[u] 1 bedzie speiniony warunek

(39). Is%otnie, W przeéiwnym wypadku- istnialby ,'ciqg vnieskoﬁczony ,

1iczb porzadkowych {7711 : n<w} taki, ze Mne1< Pne. €O jest niemoz-
live, | | ' |
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Konstruke jg elementiz u, spefniajacego (41) - (44) rozbijemy na
trzy przypadki. | | | .

Pl‘zypadek 13 '725W oraz u(n) = 1. Wéwczas istnieje element vel
taki, ze s(v)ey’ oraz u= Iy nv, Na mocy (40)'77 >8. Zatem zbidr tych
liczb n<w, dla k’corych g(q,n)<max(S(V)U{(53), Jest skonczony. Niech
' {n1...'..nk} = {n. g('q,n.)< max(s(v{d)}. Niech &<w, ‘bedzie takie,
ze Ne VW, Widaé, ze f(X) mozna gapisaé W nastegpujacej postagi:

£(X) = b1 n b2,

gdzie b, = 1 1ub- s(b.1 {5e s(f(o()) psmax(s(v), u{cﬂ;)} oraz b, = 2
= 1 ludb s(bz) —{[bes(f(a)) [})mx(s(v)‘u{cﬂ)} Przyamuaem% .

w = vnb1n Xg(,q,nv_‘])n o ch,z’mk) .

Z konstrukeji \-lidaé, ze speinibne sg warunki (41) El (42). Abdy spraw-
dzié (43), ustaimy weAé- takie, e unweIl, Mamy wéwezas nierdéw-

no&é:
45) unwsI(unw) z-.-U{yﬁ - () :/?e‘;lxln F’Su
uU{yJ - xg((;’n) :Sevnr i E(S,n) eF],

gdzie F -"F(s(unw)) * Wymnézmy obydwie strony _nigréwnoéci (45)

Prees element b n X Otrzymujemy nierdwnosci:: .

E(q?, 1)"\.0. (3 Xg(n Ilk)
v,znu‘q ws2u(y,7n— ’oz)uUf(y E(W n) ° E(?, n)€F
‘ oraz €(7,n)> max(s(v\u {6})}
gc‘..z.ie =  Jest pewnynm elementen takim, 2e 2 el oraz dla kaidego
QGS(SL S<max(s(vIv{d}). Zauwainy, ze s(u, n w)c max (s (v)v{d]) oraz dla

£aidego ﬁéﬁ(b )y {5>max(s(v)o{5} . Yynika stsd, 2e
Y. n u1 n \-}6 2z

y,’2 ouy AV # 0, bo inacze] takize u1r\w = 0), Zaf__-
83, ™3 mooy lematu 2, wAaw<z, czyli uwnwve Ta



125

Sprawdzmy teraz, Z%e Cu]‘[uT] Wynika to prosto
S[XE("? n)] i [y T=le(®)] oraz u<y,7.

Przypadek 2. 'Qew oraz u('lz) = -1,.Wéwezas istnieje .veA takie,

stad, e |[yyl<
ze u= -y,an. Przyjmujemy u = Ve Warunki 1), (42) i (44) spel-

nione sa w sposob oczywisty. Aby sprawdzic (43), ustalmy - we }“8 ta-

kxie, 2e unwel, HMamy wéwezas nieréwnoéc‘

(46) “Yp o ¥ nw-sU{y - £(}) @ {’JGWX nFju
= uu{y6 - Xy(g,m POEVORIEEMET, ’
gdz;e : F(s(u nw)) Skorb‘,?je.st elementem maksymalnym w s(unw),

to 7? jest takze elementen mksmnalnym w F, Wynika stad, ze ele-

ment mo ze wystepowaé po prave ‘stronie nierdéwnosci (46) jedy-

Y.
i
nie ze znakiem +. Zatem, jedli wymnozymy obydwie strony nierdwno-

- $ci (46) przez Qy,,z, to otrzymamy nierdéwnosé:

-7, AU, NWEE,
7 Wyt ®
gdzie zel orez 7#5(2). Zatem, na mbcy_ lematu 2, u, 0w 2, czyli
uy N wel, ‘
Przypadek 3. pew W éwezas istnle;je veh oraz Ee{—1 1} takie,

ze w=EX v, Prayjmujeny wy = V. Warunki (41), (420 i (44) s=

» 1
speznlone w sposcdb oczyw:.sty. Aby sprawdzié (43) ’ ustalmy weA(g “ta-

kie, ze unweI. Mamy woéwczass:

(47) EX,,Zn'{rnwsU{y{b - f(g'):/ge‘.‘lan}U‘.

gdzie P = Flunw). Widaé, ze' 7= max(F). Zatem element Xq? nie mo-

EeW nF i E(6,n)e Fl,

ze wystepowaé po prawej stronie nierdwnosci (47). Wobec lematu 2 un

aw = vawel, co kodczy dowdd.

LEMAT 9. Dla kazdego 8eVW oraz ueC takiego, ze unty(sj = O e

stnieje element u'éQé taki, ze u<u oraz speiniony jeslt warunek:

(48) dla kazdego weQd, jesli uslw,' to -u'sw,
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-

Dowdd . PrZypomru.jmy, Ze B, = {u € B: s(u)cO(} Niech B iI = {[u]
= ueB(x} Jak wida.é Ala ]mzdego ueB fI istnieja w1,...,w € A, ta-
kie, ze u = [w] % sns V" fw] ‘Stad i z lematu 8 wynika, e dla kasde- | i

=

go ueBlI taklego, se uA[ya] = 0, istm.eae ueBSII takie, . ze
(49) dla kaédego weBcYII ;}esll nAw=0, to qu=o

Usta.lmy teraz element ueQ mki,' e u A[yé\] = 0, Niech ZeBIT
bezdzie zbiorem 'b.kini, Ze u = sup(Z); 'Dla kaZdego zeZ is‘bnleae, na
‘mocy (49), zeB(SII takle, e zsz oraz dla kazdego weBJlI ;)&A
811 zsw, to z-<w. Zgodnie z definich zbioru Qs u v o= sup{z :
2 zez}e QJ' Niech weQd. Wéwezas istnieje zbiér VcBJlI takl, te -
W o= sup(V). Przypuécmy, %e u<sw oraz w- w i 0. Wéwezas istnieje -
zeZ takie, ze z'A(-v) £ 0 dla kazdego VeV, Zatem, ma mocy (49),’1
zx«.(-v) # 0 dla kazdego veV czyli u - w# 03 sprzecznoéc. 3

Skoro z<z' dla kazdego zeZ to u<u’' s Co konczy dowdad, -

IEMAT 10, Dla a 4dego den oraz | 'zbio'ru' . ZeQq, jes1i' Cyda
Ainf (2) = 0, to inf(Z)eQd. ‘ T e

Dowdéd, Niech u = inf(Z). Skoro ueC oraz ul\l:y-\] = 0, to na °
«mocy lematu 9 istnie;)e u’eQ(g takie, ze u=<u' o*az spe?niony Jest .
warunek (48), tzn. uSw implikuje v'sw dla kazdego we Z, Zatem

u=u', co konczy dowod.

Teraz, kiedy skomplétowaliémy juz lema'iy, mozemy przystapié do do-','
wodu gXéwnego twierd zenia w tym rozdziale, Poka*e:xy mianowicie, ze
opisana wyZe;) algebra Boole’ a C nie m nietrywlalnych automorfiz-
méwy Algebra c Jest przy tym zupelna i jak wynika gz lematu 6_,_ :
sat(C) = “’10 ; ,

Dowéd twierdzenia, Przypudémy, 2e h : C—>C jest nietrywialnym
aﬁtbmorfizmem_ algebry C, tzn., h(w) # v dla pewnezo weC,

Istnieje ueC takie, e

(50) u # 0 oraz /_h._(u)'\ u= 0,
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Istotzue, za u moina rzyjqé ten sSposrdd elemen+ow w=h(w), 'ra{w)'-w,
ktdéry jest niezerowy.

Romm zbibry

(51} . X = {d<w, + n(B1T)cQ,} | | _‘ |
(przypomnijmy, Ze BII= {[n] "meBy}). Pokazemy, ze zbiér X Jest
domknigty i meograniczony. Fa mocy twierdzenia 1 - 2 rogdziaiu III,
% - wysfarg:z‘y wykezad, e tunlcc'ja 1 3wy Wy oki-eélpna wzorem:

1(0(). m{ﬁ h(B“II)cQﬁ}

jest cia,gla % i rosne}.,a (funkcja ta Jest dobrze okredlona, bo
231D = w oraz n(B,I1)cC = Ufap = p< 1}, patrz lemat 7). Spraw-
dfmy wpierw monoionicznodd: jedli o, €y, to. i(a,) < 1(,) o Istot~
~nie, skoro B, lIc sI to » h{3B; 1Ikh(Bo( fI)eq, 1) Zaten 1(0(,)\
s 1(5,). Sprawdzmy teraz ~ciagXosé: jesli 0(‘: sup{f: [5<0(5 %o 1(0‘)=
= sup{i(/}) .p<0(}.. fatwo zauwa"ycg___ ze Bd.ll =U {B ] : (5'(0(}

Zatem ‘ .

h(Bd.l\I) = ﬁ(u{npxx p<}) = u{h(Bplx) : p<aj)e

p<o(}co/.¢,

uU{Qi(m

gdzie 4 = sup{i(p) H [5<a(} ({u<w bo cf(w) =bu) Zatem i(@) <
{i(ﬁ) (5<o(} Nieréwnosé - przeciwna wynika stqd, e funkc;ja i jest 1m0~
_notonicgna, C

Pokazalismy wiqc, ze zbidr X Jest domkmigty i nieograni‘czonyar
.Skoro zbidr AT = {[1.1'.']: ueA} jest gesty w C oraz u -(o‘pisane v

warunku (50)) jest niezerowe, %o istniej,e.o(<w1- takie, ze

(51) o<[z(@)]su,
gdzié funkcja £ odwzorowuja‘ca ‘w1 na A jest opisana  warunkami
(1) 1 (8), Zbior' Wy (pawz (4) - (6)) jest stacjonarny, a zbidér X
domkniqty i3 nieogranlczony. Zatem 2bidr

Y = X 0 ¥y

jést takze stacjonar’ny,
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Dla kazdego Je W, [_ygj # 0, czyli h(fyél) ¥0. Zatem, skoro' 4
jgst géste w .C i‘,x’({a_: o(<w1}) = A, 1stniejedk;u1 - takie, 2e 0<
<[f(cx')]<h(fy6]) . Mozemy wige okreslié funkeje g : Y—=w, nastepu-
jacym wzorem: .

(52) &(6)= min{dcey, 1 0< @D (ly 1]

Pokazemy, 2e¢ g Jjest ﬂmkcjé regresywna, tzn. .g((f_)}é' dla  kazdego
P " = - !

: Ustalmy & . ; Na‘mbf:y lematu 3 [yd-] = i"fiugcd,n)]j n<w}. Skb-.
~ro h Jest izomorfizmem, to h(lyl) = mr{h(us(d’n)]}‘: n<¢f,}. Dia
kazdego n<w, E(S,n)kd (patrz (10)). Zatem; [Xg(J,n)]Edeu dla n< w,
Skoro §eX, to na mocj (51) .{h([x,e(é’ng) 3 n<.w3cQ6. Zawwazmy, se
- n(lys))aly,d = 0. Wynika to stad, ze O;l<z@<n  (patrz (51)), o-
raz h(u)ru= 0 ra mocy (50). Zatem, wobec lematu 10, h(fyd-]) €Qs.-.
.S“lg:o'r_q:jzbié? ASII = {[};] 3 ‘we"Ad} Jest gesty w- Qg, to istnieje we
€Ay takie, ze - '

O< Ev]ﬁh([yal)_;

Na mocy (5)_ Ad =- f({a<w1 :d<pl), Istnieje zatem &k<p takie, ze 0< :
‘ '<[f(o<‘)]sh(tyd-]) - Na podstauie definicjyi (52) g(5Y<«d. -

Wykazalismy, Ze g ¢ Y—'"z jest funkcja regresywnz .ma zbidrzg 3
stacjonarnym Y. Zatem, na mocy Yilierabenta Todons (patrz rozdzial
3, § 2), istnieje zbiér stacjonarny ZcY' taki, ze g|Z jest funk-
cja staia, Zaidzmy, ze u= g(d) dla de z, Wéwezas, na mocy (52),

)

(53) o<lr(uen(lyyl) ala kasdego dez.

/
Skoro zbiér Z Jest stacjonarny, to jest .nieskox’lcz?ﬁy. Zatem, na mo-
cy lematu 4, inf{fyé-] :JCZ} = O, Skoro h .;ie‘st izomorfizmem,to tak-
ze inf{h([yéf_l) : 6ez}~= O. Otrzymalismy sprzecznodé 2z warunkiem
(53). Dowdd zostat zakorczony, i

’
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3’ .dvmelementow%._ i
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= jednorodna ze WZglndn..
- pa QQStoéc

S - - Ze 'wzgledu vna' moc

- = ze wzgledu na satu-’

) ! rowalnosé
- sztywna
- zbioréw domknigto- -
: -otwartych.‘
- regularnie ofwartych
- rupeina "
&% -zuie&na :
' ,;?'t_"}ﬁ a?flgebry}“'Boole"a
baza przestrzeni topolo=-
gloznej w punkcie
' W-baza w punkcie’’ '

s

celularnosé

’charakter przestrzeni to=
pologicznej

i -charakter w punkcie
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29
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89
e

63
103
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65

75
78

cia¥o zbiordw

. epimorfizm

filtr

-EQStoéé ;algebx"y Boole’a -

" homomorfizm

- indukowany przez ‘funkc j¢

ciggig
- zachowujgcy kresy

idea
= - gupelny
iloczyn przekgtniowy

izomorfizm
jadro homomorf 1zz;m

kostka Cantora
kres dolny 1
- gérny

: liczba kardynpalna

~ = regularna

- = sBingularna
licbba-porzqdkdwa

- - Suslina

-
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67

25

e
45

28 -
69
57
25
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monomorfizm “ o .25 saturpwalnoéé algebry Boole’a :62”%

‘odwzorowanie Gleasona . 40" ultraflltr S AL

B g g '}‘-' uZupelnienie algebry Boole a - 44"

podalgebra algebry Boole’a 8 . ' \ A

- generowana przez zbidr 8 ,waga przestrzeni,topdlogicznej '{6;?

‘projekeja wyznaczona przes _' - : kAT
s - zanurzenie ggste

ideaz 30 " S :
. ‘ zbidér domknigto-otwarty
przestrzend Gleasona 39 s - \ : :
: - '« domkniety i nieogranicZOny ;
- jednorodna L =3t 9t
: ' : S Bl e gqsty W algebrze Boole a
- Stone’a i 38 4

niezaleZny

ekstremalnie niespéjna 21 -

=1

- regularnie otwarty

- sztywna = 10% , 3
s : ; el -'scentrowany" ey
- osrodkowa 3 71 A
. ; : - stacjonarny -
- Zero=-wymiarowa B 10

zweienie ciagu elementow'

pseudobaza przestrzeni {o- )
algebry Boole’a *

.. T pologicznej 109 - T L e B

rodzina niezalesna rozbié 8 |

‘rozszerzenie Cecha~Stone’a 11
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