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LEMAT URYSOHNA CZY TWIERDZENIE
LUZINA-MIENSZOWA?

Streszczenie

Lemat Urysohna byl opublikowany i — jak mozna sadzié, byl odkryty — rok
pozniej niz twierdzenic znane jako twierdzenie Luzina-Mienszowa. To drugie twier-
dzenie bylo w istocie dowiedzione przez W. Bogomolowa w jej jedynej opublikowanej
(1924) pracy. Dowody obu twierdzen biegna réwnolegle. Nie moze by¢ watpliwosci o
priorytecie Bogomolowej. ale Urysohn byl tym. ktéry ocenil znaczenie twierdzenia
dla systemu pojeé topologii.

JEMMA YPLICOHA MJV TEOPEMA JIY3UHA-MEHLUIOBA?

Pe3iome

JleMMa ¥ pBICOHA MOSBMAACH B NEYaTH — WM KaK MOKHO CyOMTh, OBIa OT-
KPBIT4 — I'OJ MO3/KE UCM TeopeMa M3BeCTHA [0 4 Ha3BaHUEM TeopeMhl Jly3una-
-Menpmosa. Ha camom gene aTa Teopema Gunina mokasana B. Boromosnosoi
B eit eauHcTBeHHOR nmyOankoBanHoik paborte (1924). HokasarenbcTsa oboux
TeopeM napaineibHel. HeT coMHenusa B nepsencrse boroMonosoit, o Y peicon
OBLI T€M, KTO 3aMCTHUJ Ba’KHOCTb TEOPEMbl I8 CUCTEMEI TOHATHI TONOIOrUH.

URYSOHN’S LEMMA OR LUSIN-MENCHOFF THEOREM?

Summary

The Urysohn Lemma was published and — as it can be thought — also discovered,
a vear later then the theorem called Lusin-Menchofl. The last one was proved in fact
by Bogomolova 1924. the author of a single paper. Proofs of the mentioned theorems
— as in commonly known — go paralelly. There is no doubt in the priority of
Bogomolova. but is was Urysohn who understood the topological meaning of the
result.
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Znanym i znanym aulorowi jedynie : legendy malematykom mo-
skiewskim, ktorzy dokonali wielkich dziel, ale kidrym ich emocjo-
nalna postewa wobec nauki nie zawsze pozwalala na obiekiywizm

wobec wlasnych odkryé.

Twierdzenie nazywane lematem Urysohna wypowiada sie zwykle tak: jesli F C U,
gdzie F jest podzbiorem domknigtym, a U podzbiorem otwartym przestrzeni normalnej X,
lo istnieje funkcja ciggla f : X — [0,1], taka ze f(z) = 0 dlaz € Fi f(z) =1 dla
reX-U. .

Przez przestrzen normalng rozumie sie przestrzen topologiczna, taka ze majac jej pod-
zbior domknigty F' i podzbidr otwarty U. takie ze F C U, zawsze daje sie znaleé jej
podzbior domkniety K. taki ze

FCmKcCcKcU (1)

Najczesciej w miejsce int K stawia sig zbiér otwarty V, a za K bierze sie domkniecie V

zbioru V; warunek (1) przyjmuje wiedy postaé:
F cV cVcU,dlapewnego V otwartego. (1)

Nie zawsze normalnosé byla tak rozumiana: Tictze w swojej pracy (1923) 1}, w ktérej
przedyskutowal systematycznie warunki oddzielenia poczawszy od Ty, poprzez T, normal-
nos¢ — tj. warunek Ty — rozumial jako mozliwoié oddzielenia (niemieckie Trennung, stad
litera T') zbioréw domknietych rozlacznych ich otoczeniami rozlacznymi. Réwnowaznosé
tak wypowiedzianego warunku T, z warunkiem (1) jest prostym éwiczeniem logicznym,
ale jak si¢ wydaje, przcjscie do formy (1) mialo dla tematu, ktéry tu poruszamy, wazne
zZnaczenie.

Lemat Urysohna pochodzi z pracy Urysohna Uber die Matchtigkeit der zusammen-
hingenden Mengen, drukowanej w Mathematische Annalen 94 (1925), 262 - 295; w roku
1951 praca ta byla przedrukowana w wersji rosyjskiej w Trudach po topologii i drugim
oblast jam matiematiki (dwutomowych dzielach zebranych Urysohna), ktére wyszly pod
redakcja 1 z komentarzami P. S. Aleksandrowa (p. tom 1 Truddw. s. 177 - 218). Urysohn
ukoriczyt ja w sierpniu 1924, trzy dni przed swoja tragiczna $miercia. Praca jest niejed-
nolita co do tresci. Ma trzy aneksy. To, co dla nas najwazniejsze, a wiec lemat Urysohna,
jest w ancksie trzecim i wyglada na rzecz powstala dopiero juz po napisaniu gléwnych
twierdzen pracy [2].

Zgodnie z zapowiedzia z tytulu pracy. Urysohn zajmuje sie problemem mocy prze-
strzeni spojnych. Gléwnym wynikiem zasadniczego trzonu pracy jest konstrukcja prze-

strzeni topologicznej T przeliczalnej spéjnej [3]. Przeciwwaga jest twierdzenie orzekajace.

e
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ze przestrzer normalna wymiaru dodatnieyo — lym bardziej spéjna — nie moze byc mocy
mniejszej niz continuum [4).

Urysohn rozumie najpierw (w rozdziale wstepnym) normalnos¢ w formie warunku 7,
tj. tak jak ja rozumial Tietze. ale kiedy przyst¢puje do dowodu wspomnianego twierdze-
uia, poprzedza ten dowdd lematem, w ktérym dowodzi implikacji: Ty = (1’). Warunek
normalnosci w formie (1) (tym samym i w formie (1)), musial byé wiec dla Urysohna
nowoscia.

Warunek (1'). zapewniajacy wstawianie miedzy zbidr domkniety i zawierajacy go zbidr
otwarty zbioru otwartego wraz z domknieciem, pozwala na iteracje postepowania. W
rezultacie. majac zbiér domkniety F i zawierajacy go zbiér otwarty U, Urysohn dostaje
dobrze znany z podrecznikéw topologii lancuch zawieran:

Fc...cv,cV,c...cV,c...cU, (2)

gdzie r i s. r < s.sa liczbami postaci k/2", 1 <k<2"-1,n=1.2,...,aV, sa zbiorami
otwartymi.

Postugujac si¢ lancuchem zawieran (2) dla odpowiednio dobranej pary F C U, dostaje
wspommuiane wyzej twicrdzenie (nie budujac przy tym zadnej funkcji).

W gléwnym trzonie pracy Zadnego innego zastosowania lancuchy zawieran (2) nie
maja. Jest to nicoczckiwane dla wspélczesnego czytelnika, bo spodziewalby sie racze)
zastosowan bardziej mu znanych, a przede wszystkim twierdzen metryzacyjnych.

Tymczasem pewne twierdzenia metryzacyjne Urysohn ma juz za soba, ale w celu ich
uzyskania postuguje si¢ metodami calkiem innymi niz te, ktére rozwija w omawianej
tu pracy. Postuguje si¢ tam ciagami pokryé zbiorami otwartymi, wpisywanymi kolejno
jedne w drugie w odpowiedni sposéb. Pelny wyraz znalazla ta metoda w twierdzeniu
Aleksandrowa-Urysohna z roku 1923 [3].

Dopiero w aneksie trzecim omawianej pracy Urysohn korzysta z konstrukcji (2) w
celu wykazania, ze na przesirzeniach normalnych wiclopunktowych zawsze mozna zbudo-
wac funkcje rzeczywisly cigglq nie redukujgcq si¢ do stalej. Wspomniany jego przyklad
przestrzeni przeliczalnej spéjnej dowodzil nieprawdziwosci tego twierdzenia w zakresie
przestrzeni T5.

Twierdzenia dowodzi od razu w formie ostrzejszej, podanej na wstepie tego artykutu.

Funkcje f okresla wzorem

flz)=inf{r:z € V;}, 3)

gdzie V. maja to znaczenie co w (2).
Pisze. ze rozwiazuje problem Frécheta [6]. ktory pytal, jakie warunki mnogoiciowe

maja spelniac przestrzenie topologiczne. aby mozna bylo na nich okreslié¢ nietrywialne

funkcje rzeczywiste ciagle. Tego rodzaju warunkiem okazata sie normalnosé [7).
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W teorii funkcji rzeczywistych znane jest jako twierdzenie Luzina-Mienszowa nastepu-
jace twierdzenie:

(5) Jesli (na prostej) F jest zbiorem doskonalym, a U :zbiorem mierzalnym jednorod-
nym, takim ze F C U, lo istnieje zbior doskonaly K, taki ze

FCKCcKcCU.
Przez punkt gestosci zbioru mierzalnego A (lezacego na prostej) rozumie si¢ punkt a
(niekoniecznie nalezacy do A), taki ze

. p(AN(a—h.,a+h))
h—k)Tw 2h

=1,

gdzie p oznacza miare Lebesgue’a. Twierdzenie Lebesgue’a orzeka, ze prawie wszystkie (w
sensie u) punkty zbioru mierzalnego sa jego punktami gestosci. Przez ;1 zostal oznaczony
zbiér punktéw gestoéci zbioru mierzalnego A nalezacych do A. Zbidr jednorodny w sensie
miary to zbidr mierzalny réwny zbiorowi swoich punktéw gestosci. Zbiory otwarte sa
jednorodne w sensie miary. Do zbioru domknigtego naleza wszystkie jego punkty gestosci,
co jest réwniez latwo widoczne. Jest formalne podobiefistwo operacji ,e” do operacji
wnetrza. Te uwagi objasniaja formalne znaczenie twierdzenia (5).

Nazwa twierdzenia (5) jest umowna. Nie pochodzi ono z zadnej z prac matematykéw
figurujacych w nazwie twierdzenia. Twierdzenie pochodzi z pracy W. S. Bogomolowej, Ob
odnom klassie funkcij wsiudu assimptoliczeski nieprerywnych, Matiematiczeskij Sbornik
32 (1924), 152 - 171. Autorka — prawdopodobnie studentka Luzina — zamieszcza to
twierdzenie piszac, ze bylo ono .dowiedzione przez N. N. Luzina i D. E. Mienszowa. Nie
znajac ich metody, otrzymalam nieco pézniej inny dowdd, ktéry tu przedstawiam”.

Twierdzenie Bogomolowej jest nieco szczegdlowsze. Przytoczone tu zostalo w wersji
uwspélczesnionej; p. L. I. Kaplan, S. G. Slobodnik, Monolonnyje pricobrazowanija i dif-
ferencialnyje swojstwa funkcij, Matiematiczeskije Zamietki 22 (1977), 859 - §71. Sa to
jedyni autorzy, ktérzy cytuja Bogomolowa. Inni pisza. ,twierdzenie Luzina-Mienszowa”,
nie podajac zrédta, a jeszcze inni pisza ,tzw. twierdzenie Luzina-Mieniszowa” nie baczac
na mala elegancje tego zwrotu. Dowéd twierdzenia u Bogomolowej jest trudny (zreszta
dowodzi ona wersji nastawionej na specyficzne zastosowania. o ktérych bedzie wzmianka
nizej), ale i wspélczesne dowody sa klopotliwe: p. A. M. Briicknera, Differentiation of real
functions, Lecture Notes in Mathematics 639, Springer 1978.

Majac zbiér doskonaly F i zbiér U jednorodny w sensie miary, i taki ze F C U,

Bogomolowa — korzystajac z (5) — buduje lanicuch zawieran

Fc...cK,cK,Cc...CcK,c...cU,

gdzie r i 5, s < r, sa liczbami postaci k/2,, k= 1,....2, —1L.n=1,2,... . a A} sa

zbiorami doskonalymi. a potem buduje funkcje f o wartoéciach w [0, 1] wzorem

flr)y=inf{r:x EI:',}. (4)
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Dowodzi, ze funkcja f jest aproksymatywnie ciagla!, przy czym f(z) =0dlaz € Fj
f(z)=1dlazgU.

W rzeczywistosci wzér u Bogomolowej jest nieco inny — funkcja jest réwna 0 poza
U. a na F jest dodatnia. niekoniecznie rowna 1: poza tym, specyficzna sytuacja umozl;i-
wiajaca postugiwanie sie miara pozwala na zbudowanie funkcji. tak by byla dodatnia na
podzbiorze gestym zbioru U, czego u Urysohna by¢ nie mogto.

Bogomolowa podaje takze ogélna metode budowania funkeji wszedzie rézniczkowal-
nych. ktérych przedzialy stalosci daja w sumie zbiér gesty.

Dopelnienie tej sumy przedzialow musi by¢ zbiorem doskonalvm, co jest oczywiste;
ten zbior musi byé ponadto miary wszedzie dodatniej, co znaczy, zZe jego przekroje z
przedzialami — jedli s niepuste — sa miary dodatnie;j.

Majac zbiér doskonaly miary wszedzie dodatniej, Bogomolowa buduje funkcje wsze-
dzie rézniczkowalna, monotoniczna (nicujemna). ktérej przedzialami stalosci s skladowe
dopelnienia tego zbioru. |

W tym celu, korzystajac ze swego twierdzenia. buduje najpierw funkcje aproksymatyw-
nie ciagla f o wartosciach w [0. 1], znikajaca poza C (tak oznaczmy dany zbiér doskonaly
miary wszedzie dodatnicj) i dodatnia na podzbiorze gestym zbioru C (role zbioru U z jej
twierdzenia petni tu zbior C zlozony z wszystkich punktéw gestosci zbioru C). Funkcja

o) = [

Jest zapowicdziana funkcja wszedzie rozniczkowalna; wiecej: 9'(z) = f(z) wszedzie. na
mocy twierdzenia Lebesgue’a o funkcjach aproksymatywnie ciagtych (ograniczonych). Wo-
bec znikania funkcji f poza C' i jej dodatniosci na podzbiorze gestym zbioru C, skladowe
dopelnienia tego zbioru pokrywaja sie z przedzialami stalosci funkc;ji g

Funkcje rézniczkowalng o gestej sumie przedzialéw stalosci zbudowal Mazurkiewicz
(1916) (uzywal zwrotu: pantachicznic przedzialami stala), ale konstrukcja dotyczyla jed-
nego przykiadu. Bogomolowa wie o konstrukcji Mazurkiewicza od Luzina, ktéry z kolei
wie o tym od Sierpiniskiego, kidry jeszcze niedawno przebywal w Moskwie. Konstrukeja
Bogomolowej daje teraz wszystkie tego rodzaju funkcje i wyjasnia ich pochodzenie. We
wstepie do swojej pracy pisze, ze pisze te prace -wedlug planu Profesora Luzina”.

Praca Bogomolowej (1924) byta przedstawiona redakcji w maju 1923. Praca Urysohna
1925) byta ukoriczona w sierpniu 1924. Anj Urysohn, ani komentator pracy w Trudach
p )

"Funkeja jest aproksymatywnic ciggla w punkcie . Jesli a jest punktem gestodci pewnego zbioru
micrzalnego 4 i f]4 jest ciagla w a. Funkcja jest aproksymatywnie ciggla, jesli jest aproksymatywnie
ciagla w kazdym punkcie, Szezegoly dowodn mozna znaleié w artykule przegladowym 1. Krzeminskiej.
Zeszyty Naukowe WSI w Opolu. 1994,

w
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(1931) nie wspominaja ani Luzina — inicjatora pracy Bogomolowej — ani Bogomolowej,
ani Miernszowa, a przeciez Urysohn jest o co najmniej rok spézniony, a wszyscy wspomniani
pracuja na tym samym uniwersytecie!

Wplyw Urysohna na wspomniang tréjke éu!.oréw — jakkolwiek niewykluczony — jest
malo prawdopodobny, jesli sie zwazy, ze majac nawet jedynie zarys idei swego lematu,
szedlby on wczesniej innym tropem ku twierdzeniom metryzacyjnym. Pomys! twierdze
nia metryzacyjnego, kiore jest znane jako twierdzenie Urysohna gloszace, ze przestrzenie
normalne = bazq przeliczalng sq metryzowalne. pojawia sie dopiero w trzecim — ostat-
nim — aneksie pracy (1925). Twierdzenie jest sforinulowane, ale dowéd odklada Urysohn
do nastgpnej pracy. Te nastepna prace odtworzyl z jego notatek jego przyjaciel Pawel
Aleksandrow umieszczajac ja w Mathematische Annalen w tomie 94 (1925), 309 - 315
(przedrukowana w Trudach. tom 11, s. 740 - 746).

Czy warto wracac do tej historii i rozniecac jeszcze jeden spor, jakich wiele w mate-
matyce? Zreszta, trudno by¢ pewnym. czy chodzi w ogdle o spér. bo nie ujawnil sie w
stlowie drukowanym. A jesli to spdr, to czy nie lepiej rzec: .,ostawtie etot spor Luzitancew
miezdu soboju™?

Zeby usunaé te watpliwosé, 2godzmy sie. ze fakty — jeSli juz weszly do historii —
przestaja by¢ wlasnoscia autoréw zdarzen. W naszym przypadku chodzi o twierdzenia,
ktore weszly w sklad gmachu matematyki. Przestaja one by¢ wlasnoscia autoréw, a jesli
ich znaczenie wykracza poza zasigg lokalny. przestaja by¢ one takze i wlasnoscia lokalnych
srodowisk.

Poza tym. wcale nie idzic juz wtedy o osoby.

W sporze Newtona z Leibnizem mozna widzieé motywy osobiste. Ale sa w nim motywy
matematyczne: czy analiza jest algorvtmem — jak chcial Leibniz — czy rozwinigciem
geometrii Fuklidesa wzbogaconej o czas i ruch — jak chcial Newton?

Popatrzmy réwniez i na relacje mi¢dzy lematem Urysohna i twierdzeniem Luzina -
Mienszowa od strony czysto matematyczne;j.

Oba twierdzenia maja w swoich dyscyplinach — pierwsze w topologii mnogosciowe;,
drugie w teorii funkcji rzeczywistych — wysokie pozycje. Ale role tych twierdzen w tych
dyscyplinach maja odmienny charakter.

Lemat Urysohna przenika poprzez jego znaczenie w twierdzeniach metryzacyjnych i
w teorli zanurzen w produkty cala archileklure dyscypliny nazywanej obecnie topologiq
ogolng.

Rola twierdzenia Luzina-Mienszowa w teorii funkcji rzeczywistych jest inna.

Przede wszytkim umowny jest zakres tego twierdzenia. Przewaznie rozumie si¢ je jako
twierdzenie (3) uzupelnione konstrukeja funkeji (6). Jeshi tak. to trzeba zwraoci¢ uwage na
to. ze punkt ciezkosci twierdzenia lezy w (5). bo wzor (6) sie sam narzuca. a sprawdzenie

warunku aproksymatywnej ciagloscei lezy juz w elementarnym wariancie twierdzenia (5)
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orzekajacym, ze

(5")Jesli = jest punktem gestosci zbioru mierzalnego U, to istnieje zbior doskonaty
K, dla kiorego x jest punktem gestosci, i kiory jest zawarly w zbiorze punktow gestosci
zbioru U. '

Nie zmniejszy sie ogolnosci, jesli sie zalozy, ze U jest zbiorem jednorodnym w sensie
miary. Twierdzenie (5') orzeka wtedy, ze jesli £ € U, to istnieje zbior doskonaly K, taki
ze

T€ I:’C KcU.

Twierdzenie (3') tez bywa nazywane {wierdzeniem Luzine-Micnszowa.

Mozna twierdzenie (3) zaostrzy¢ tak. by zbidr doskonaly K" mial z gory przewidziang
miar¢ bedaca liczba z przedziatu (u(F), u(U)) (w przedziale (0, u(U)) w wariancie (3')).

A wiegc. twierdzenic Luzina-Micnszowa — nawet w swym najwezszym zakresie — jest
w istocie seria twierdzen.

Nakladajac na K (z twierdzenia 3) jeszcze dalsze dodatkowe warunki, Zygmunt Za-
horski (1941) zbudowal funkcje ciagla rosnaca. majaca pochodna wszedzie z wyjatkiem
punktow z gory danego zbioru typu G4 miary zero, w ktérych pochodna jest nieskonczona,
wskazujac na to, ze majac luk prostowalny mozna tak przeparametryzowac zmienng opi-
sujaca ten tuk za pomoca odpowiednio dobranej funkcji tego rodzaju, by mial juz wszedzie
styczna.

Metoda wygladzania funkcji o wahaniu skoniczonym przez przeparametryzowanie jej
dziedziny — zapoczatkowana przez Zahorskiego -— zostala rozwinigta w latach szescdzie-
sigtych w samoistng teorig; A. M. Brickner i J. Leonard (1965), cytowana juz ksiazka A.
M. Bricknera (1976). A. M. Briickner i C. Goffman (1976), L. I. Kaplan i S. G. Slobodnik
(1977), i in.

Teoria funkcji rzeczywistych zostala zapoczatkowana w koncowych dziesiecioleciach
ubieglego wieku. Jest to teoria bedaca raczej zbiorem faktéw, bo elementéw jednoczacych
jest malo. W latach dwudziestych naszego wieku nagromadzilo sie juz dostatecznie duzo
osobliwych przykladéw funkcji i to w zakresie, ktory raczej powinien wykluczaé osobliwo-
sci, bo w zakresie funkcji rézniczkowalnych. Zaczelo sie od funkcji typu Pompeiu, tj. funkcji
rozniczkowalnych z zerujaca sie pochodna na zbiorze gestym brzegowym (Kopcke (1887),
Pompeiu (1906)). Funkcje rosnace typu Pompeiu konstruuje sie jednak wzglednie prosto
piszac wzor. Ale Kopcke (1890) odkry! osobliwosé trudniejsza, budujac funkcje rézniczko-
walne nigdzie niemonotoniczne, ktérych konstrukcje budzity najpierw watpliwosci, a po-
tem byly wiclokrotnie przetwarzane. Do kraticowej osobliwosci doprowadzil je Zalcwasser

(1927). Byla mowa o funkeji rézniczkowalnej o gestej sumie przedzialow stalosci zbudo-

wanej przez Mazurkicwicza. a takze o roli. jaka spelnilo twierdzenie Luzina-Mienszowa w
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wyjasnieniu natury tej osobliwodci. Dzieki twierdzeniu Luzina-Mienszowa umiemy dzisiaj

(prace Zahorskiego) rozeznaé strukture osobliwoéci zaréwno funkcji Mazurkiewicza, jak i

Kopckego-Zalcwassera. oraz sposéb, w jaki sprowadzaja sie one do osobliwosci prostszych,

np. osobliwosci typu Pompeiu; to ostatnie. p. C. Weil, On nonwhere monotone functions,

Proc. Amer. Math. Soc. 56 (1976). 388 - 389. gdzie redukcji do osobliwoéci typu Pompeiu

dokonuje si¢ metoda kategorii Baire’a. --
Wyjasniajaca rola twierdzenia Luzina-Mienszowa daleka jest wszakze od kreowania

architektury przedmiotu. Teoria funkcji rzeczywistych rzadza inne prawa rozwoju. Nie

istnieje architectura teorii funkcji rzeczywistych.

Jest logiczna zaleznosé migdzy lematem Urysohna i twierdzeniem Luzina- Mienszowa,

kt6ra musiala by¢ rozumiana juz przez Urysohna. bo inaczej trudno byloby wytlumaczyé
nagly jego zwrot ku nowej idei twicrdzen metryzacyjnych z ostatnich jego prac, a nawet
przejscia do warunku normalnosci w formie (1°).

Srodkiern do zrozumienia tej zaleznosci jest topologia gestosciowa prostej, generowana
przez zbiory jednorodne w scnsie miary. Zbiory otwarte zwyklej topologii prostej sa jed-
norodne w sensie miary. Stad topologia gestosciowa majoryzuje zwvkla.

Twierdzenie (5') orzeka o jej regularnoici. Twierdzenie (5) nie orzeka jednak o jej
normalnoéci. bo F' nie jest dowolnym zbiorem domknigtym w topologii gestoiciowej, lecz \
specjalnym. bo zaklada si¢ o nim, ze nalezy do topologii zwyklej. Mimo to postepowa-
nie wstawiania zbioru posredniego mozna iterowaé i w rezultacie otrzymaé wzorem z (3)
funkcje ciagla, jesli zmicnna niezalezna stopologizowaé gestosciowo. Ta ciaglosé — z topo-
logia gestosciowa w dziedzinie funkcji — implikuje aproksymatywna ciaglosé; mozliwosé
otrzymania funkcji ciaglej znikajacej na F i rownej 1 poza U. przy oznaczeniach z (3),
implikuje calkowita regularnosé topologii gestosciowej.

Mimo swojej naturalnosci topologia gestosciowa byla zauwazona doéé pézno (Goffman
i Waterman, 1961).

Wyksztalcony wspélezesnie matematyk poznaje najpierw lemat Urysohna, péiniej
zapoznaje si¢ przy jakiejs okazji z topologia gestoiciowa, a kiedy zapozna sie z trudnym i
lezacym na peryferiach formalnego nurtu matematyki mnogoéciowej twierdzeniem Luzina-
-Mienszowa, moze widzie¢ to twierdzenie jako wtérne wobec lematu Urysohna. Logika
formalna nie jest jednak najlepszym przewodnikiem po historii odkryé. Kolejnosé odkryé

- byla inna.
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Abstract

The Urysohn Lemma was published and — as it can be thought — also discovered,
a vear later then the theorem called Lusin-Menchofl. The last one was proved in fact by
Bogomolova 1924, the author of a single paper. Proofs of the mentioned theorems — as
in commonly known — go paralelly. There is no doubt in the priority of Bogomolova, but

is was Urysohn who understood the topological meaning of the result.




