Sto lat teorii continudéw

Jerzy Mioduszewski

Zaproszony do wygloszenia odczytu na Sesji po§wieconej Profesorowi Januszowi Charatonikowi,
wiem, ze nie bedzie w nim niczego, co nie miesciloby sie w ”History of the Theory of Continua”,
artykule encyklopedycznym Janusza Charatonika, ktéry nie zawaham si¢ nazwaé dzielem. Ramy
czasowe i miejsce pozwalaja wszakze na odstepstwo od systematycznych uje¢ na rzecz pewnych
impresji, ktére narzucaja, si¢ przy omawianiu tej bardzo zywej matematyki, jaka stworzyly zjawiska
wokdl continuéw. W tytule odczytu pojawia sig umownie sto lat, bo mniej wiecej tyle lat ma teoria, a
raczej zbidr faktéw i pytan, ktore nawarstwiaja, sie w sposOb wewnetrznie logiczny jedne na drugich.

Wspoélne brzegi obszarow

Minie niedtugo dokladnie sto lat kiedy (1910) pojawila sie¢ praca L. E. J. Brouwera z jego stynnym
przykladem wspdlnego brzegu trzech obszaréw wypelniajacych plaszczyzne. Kazuhiro Yoneyama
(1917) nadat tej konstrukcji forme znang jako Jeziora Wady. Przed Brouwerem byt Artur Schoenflies
(1908), ktéry sadzil, ze brzeg obszaru plaskiego musi byé suma, dwu continuéw réznych od calodci,
bedacych w analogii do dwu lukéw sktadajacych sie na okrag. Wspdlny brzeg trzech obszaréw
zbudowany przez Brouwera nie mial takiego rozktadu, byl continuum nierozkladalnym.

Kilka uwag ogdlnych

Zjawisko zaistnialo wczedniej niz teoria. Wprawdzie praca Schoenfliesa z roku 1908 porzadkowala
pojecia, to jednak byly one jeszcze in statu nascendi. Pojecie spdjnoéci — skladnik pojecia continuum
— zaistnialo w formie dojrzalej dopiero u Frederica Riesza (1907), a co do zwartosci — drugiego
sktadnika obecnie przyjetego okre$lenia continuum — byly watpliwoéci, bo miano na uwadze jedynie
podzbiory przestrzeni euklidesowych. Nie od razu wiec decydowano sie, czy nie poprzesta¢ na
domknietosci i spéjnosci. Ale dodawano ograniczonos$é, i tak w koficu wyodrebnilo sie pojecie.

Unikano pisowni ”continuum” majacej zabarwienie ogélne - filozoficzne, zwigzane ze spekulac-
jami Starozytnych i z continuum mnogosciowo-arytmetycznym Dedekinda, ktére bylo jednym z
"kontinuéw”. Byl to zapewne wplyw jezyka niemieckiego. W jezyku polskim pisano nawet ”kon-
tynuum”. Pod wplywem jezyka angielskiego i przyjetej w nim pisowni, wracamy do dawnej wersji
”continuum?”.

Od kiedy pojecie zwartosci zostalo ustalone przez Felixa Hausdorffa w ”Mengenlehre” (1914),
nie bylo juz przeszkéd, aby méwi¢ o continuum abstrakcyjnym jako przestrzeni spdjnej i zwartej, na
razie jeszcze metrycznej, chociaz otwartej na uogdlnienia.

7 zakoriczeniem I Wojny zbieglo sie trwale zainteresowanie topologia punktowa, ogdlnie na
Swiecie, ale takze i w Polsce, wczeéniej jeszcze we Lwowie, a pdzniej przede wszystkim w Warsza-
wie. Continua, obecne juz wczesniej u Janiszewskiego, Mazurkiewicza i Sierpiriskiego, staly sie teraz



gléwnym tematem zainteresowan, skoncentrowanoych przede wszystkim na continuach nierozktadal-
nych.

Kompozanty continuéw nierozkladalnych

Jedli w continuum kazde jego podcontinuum wladciwe jest nigdzie geste, to jest ono w oczywisty
sposéb nierozkladalne (wkrétce okazalo sie, ze jest i naodwrét). Biorac w continuum ustalony
punkt, rozwazajmy wszelkie podcontinua wlasciwe, do ktérych ten punkt nalezy, otrzymujemy w
sumie zbidr spdjny, gesty w continuum, ale w przypadku continuum nierozktadalnego — wobec nigdzie
gestosci skladnikéw — bedacy zbiorem I-ej kategorii Baire’a (nie myslano w tym czasie o continuach
niemetrycznych). Jest to kompozanta punktu. To pojecie pojawilo sie w pracach tomu 1 Funda-
menta Mathematicae (1920), najpierw inspirowane praca, Mazurkiewicza, a w formie wyraZznej — juz
nazwane — w pracy Janiszewskiego i Kuratowskiego. Z czasem stalo sie jednym z podstawowych
pojeé powstajacej teorii. Continuum nierozkladalne rozpada sie na rozlaczne ze sobg kompozanty,
na nieprzeliczalnie wiele kompozant (zgodnie z twierdzeniem Baire’a). Jak pokazal p6zniej (1927)
Mazurkiewicz, tych kompozant jest continuum.

Tu nalezy sie dygresja do prac pézniejszych. Dla dowodu twierdzenia Mazurkiewicza wystarczy
umiedci¢ w continuum nierozkladalnym zbiér Cantora tak, by mial z kazda z jego kompozant co
najwyzej jeden punkt wspdlny. Oryginalna konstrukcja Mazurkiewicza byla pdzniej upraszczana
— sprowadzana np. do pewnej ogélnej konstrukcji J. Mycielskiego (1964) z Marczewskiego teorii
niezaleznoéci (K. Kuratowski, W. Debski). Podat swéj dowdd H. Cook (1964), ktéry dowiodt wiecej,
a mianowicie, ze zbiér Cantora, a nawet zaden zbiér typu F, nigdy nie moze umieszczony w contin-
uum nierozkladalnym tak, by mial doktadnie po jednym punkcie w kazdej kompozancie. Naturalnym
stawalo sie pytanie, czy mozna w ten sposéb, tj. jako selektor z kompozant, umiescié w continuum
nierozkladalnym w ogdle jakis zbiér borelowski. Pytanie nie bylo nowe. Jeszcze w latach 30-tych Ku-
ratowski pokazal, ze napewno nie mozna tego zrobi¢ w przypadku najprostszego ze znanych wéwczas
kontinuéw nierozktadalnych, continuum Knastera. Do problemu wrécit J. T. Roberts (1986), ktdry
zauwazyl zwiazek tego problemu z problemem zbioréw bedacych sumami kompozant.

Sumy kompozant a selektory

Oto, jeszcze w latach trzydziestych Kuratowski wykazal, ze zbiory bedace sumami kompozant
wspomnianego continuum Knastera, sa same badz ich dopelnienia zbiorami I-ej kategorii, jesli maja
whasno$¢ Baire’a (s wiec badZ pelne, badZ zerowe w sensie kategorii Baire’a). Pdézniejsze prace,
wérod nich prace L. Krasinkiewicza (1974) i A. Emeryka (1980) stwierdzaty te wiasno$é m.in. dla
kompozant solenoidéw i kompozant pseudotuku. Wedlug Rogersa continua majace te wlasnosé nie
maja selektora borelowskiego z kompozant. Ostatnio (2001) S. Solecki, nawiazujac do Rogersa,
dowidd} tego w zakresie wszelkich continuéw.

Continua dziedzicznie nierozkladalne

W warszawskich latach dwudziestych powstaly jeszcze dwie wazne prace z ogdélnej teorii continudéw
nierozkladalnych: Bronistaw Knaster (1922) zbudowal continuum dziedzicznie nierozktadalne, tj.
takie, ktére samo i wszelkie jego podcontinua wielopunktowe sa nierozkladalne, a Mazurkiewicz
dowiddl, ze w sensie kategorii Baire’a continua dziedzicznie nierozkladalne stanowia wigkszo$é wérdd



continuéw plaskich. Continuum zbudowane przez Knastera (pseudotuk) stato si¢ jednym z wazniej-
szych obiektow wzorcowych teorii.

Problem Jezior Wady zainteresowal P. Urysohna, ktéry zauwazyt (1924), ze nierozkladalnosé ich
wspolnego brzegu wcale nie jest oczywista i podal pewne dodatkowe wymagania jakie ma dla tego
celu spetniaé¢ konstrukcja Brouwera. Wyjasnity problem prace Kuratowskiego i Knastera (z roku
1926): wspdlny brzeg trzech obszaréw jest albo continuum nierozkladalnym albo suma, dwu takich
continuéw i obie mozliwosci sie realizuja,.

Zrédia algebraiczne

W tych samych latach continua nierozkladalne odkryli algebraicy, ktérych wzorcowym obiektem
stat sie solenoid 2-adyczny, opisany przez L. Vietorisa (1927) jako grupa topologiczna powstajaca z
grupy E x C, gdzie F jest grupg liczb rzeczywistych, a C zbiorem Cantora z operacja dodawania 2-
adycznego, przez identyfikacje w niej elementéw rézniacych sie o jedno$é (n,n -e), gdzie n catkowite,
a e jest jednoScig 2-adyczna. Ten sam solenoid zostal odkryty nieco pézniej (1930) przez D. van
Dantziga na drodze geometrycznej, jako rezultat sukcesywnego wpisywania w bryle torusa toruséw
dwukrotnie wenl wwinietych.

Topologowie warszawscy postugiwali sie — wspomnianym juz wcze$niej — continuum wzorcowym
plaskim, ktére opisal w swojej tezie Janiszewski, a ktéremu wygodna forme arytmetyczna nadal
Knaster, i ktére nazywawane jest continuum Knastera, lub — wobec pewnych po temu motywacji —
najprostszym continuum nierozkladalnym. Powstaje ono przez identyfikacje w solenoidzie Vietorisa
elementéw przeciwnych a i —a. Ten prosty zwiazek byt jednak zauwazony i wykorzystany do$é
pozno.

W solenoidzie wszystkie kompozanty sa, ze soba homeomorficzne jako warstwy wzgledem pod-
grupy E solenoidu. Po identyfikacji dajacej continuum Knastera, kompozanty solenoidu przechodza
w sposob ciagly i wzajemnie jednoznaczny na kompozanty continuum Knastera, po dwie na jedna,
z wyjatkiem samej podgrupy F, ktérej punkty po dwa przechodzg w jeden punkt wyjatkowej kom-
pozanty continuum Knastera majacej ksztalt pélprotej, w odréznienieniu od pozostalych, te maja
ksztalt pelnej prostej. Zgodnie z naturalng hipoteza, te drugie powinny by¢ ze soba, homeomor-
ficzne. Ma to potwierdzenie w pracy C. Bandta (1994) i w niedawnej pracy Sonji Stimac (2002), ale
przychodza, nowe pytania o sposéb w jaki te kompozanty dostaje sie z kompozant solenoidu. David
Bellamy (1979), wykorzystujac autohomeomorfizmy continuum Knastera wynikajace z jego struk-
tury algebraicznej, wykazal, ze realizuja, one homeomorfizm calej serii wyréznionych algebraicznie
kompozant, a Wojciech Debski (1982) dowiddt, ze sa to jedyne homeomorfizmy miedzy kompozan-
tami, ktére sa, restrykcjami homeomorfizméw continuum Knastera na siebie.

Méwiac o solenoidzie i continuum Knastera nie trzeba ograniczac si¢ do 2-adycznosci. Wiele z
powiedzianego przenosi sie na p-adyczno$c i wielo-adycznosc.

Jednorodnosé

Pytanie, czy okrag jest jedynym continuum plaskim jednorodnym, pojawilo sie w pracy Knastera i
Kuratowskiego (1920). Jednorodno$é znaczy mozliwo$é przeniesienia na siebie dowolnie danych dwu
punktéw za pomoca homeomorfizmu calej przestrzeni. W odpowiedzi na to pytanie, Mazurkiewicz
(1924) dowiédl, ze okrag jest jedynym continuum jednorodnym wéréd continuéw lokalnie spdjnych
ptaskich.



Wspélne modele

Continuum, ktérego kazdy punkt ma dowolnie male otoczenia spdjne, nazywane jest lokalnie spéjnym.
Teoria continuéw lokalnie spdjnych, zostala w duzym stopniu zamknieta pracami Hansa Hahna, Ste-
fana Mazurkiewicza, Waclawa Sierpinskiego i R. L. Moore’a jeszcze we wczesnych latach dwudzies-
tych: continua lokalnie spéjne okazaly sie tym samym co obrazy ciagte odcinka i tym samym co con-
tinua lokalnie tukowo spéjne. Tematyka continuéw, poszerzona na dowolne continua metryczne, przez
lata trzydzieste rozwijana gléwnie w oérodku warszawskim (Mazurkiewicz, Aronszajn, Zarankiewicz)
i ofrodku topologicznym R. L. Moore’a w Texasie (Wilder, Whyburn), doprowadzita wkrétce do
postawienia nowych zagadnien.

Hans Hahn (1930) zapytat o istnienie continuum metrycznego, z ktérego — podobnie jak z od-
cinka dostaje sie continua lokalnie spdjne — moznaby dostaé jako obrazy ciggle wszelkie continua
metryczne. Problem rozstrzygnal (1934) Zenon Waraszkiewicz dowodzac, ze nie istnieje contin-
uum, z ktérego mozna jako obrazy ciagle otrzymaé kazde sposréd nieprzeliczalnie wielu continuéw,
ktoére skonstruowal, i ktére weszly do literatury jako spirale Waraszkiewicza. Inng osobliwoS$cia, spi-
ral Waraszkiewicza jest to, ze nie sa one obrazami ciaglymi jedna drugiej. Zjawiska, ktére odkryt
Waraszkiewicz zostawily trwaly §lad w teorii continuéw w postaci licznych rozwinie¢ i nawiazan
znanych z lat siedemdziesiatych i p6Zniejszych (Bellamy, Russo, J. T. Rogers, E. Pol).

W polowie lat trzydziestych Waraszkiewicz zaproponowal klasyfikacje continuéw wedlug ich
podobienstwa do ustalonych continuéw wzorcowych. W szczegdlnosci, przez continuum podobne do
odcinka — obecnie przyjmujemy wygodny termin arc-like — rozumie sie continuum majace dla kazdego
epsilon dodatniego epsilon odwzorowania na odcinek, tj. odwzorowania, dla ktérych érednice prze-
ciwobrazéw punktéw nie przekraczaja liczby epsilon. Waraszkiewicz dowiddt (1935), ze continua
podobne do odcinka maja wlasnoéé¢ punktu stalego, ze sa splaszczalne i ze nie rozcinaja, plaszczyzny.
W swojej rozprawie z roku 1936, nie przeczytanej dotad krytycznie, wykazal ze mozna je wszys-
tkie otrzymaé jako obrazy ciagle z pewnego jednego continuum (nie twierdzil, ze jest to arc-like).
Praca byta opublikowana po polsku i jak sie zdaje przeszia niezauwazona. Zaproponowana przez
Waraszkiewicza klasyfikacja continuéw jest powszechnie stosowana od czasu pracy R. H. Binga
(1951), ktéry continua arc-like nazywat w tej pracy wezowymi. Continuum nazywane jest K-like,
jesli dla kazdego epsilon dodatniego ma epsilon odwzorowania na K. Szczegdlnie badanymi contin-
uami — poza arc-like — staly sie continua circle-like i tree-like.

Zenon Waraszkiewicz

Wiéréd matematykdw, ktérzy zaznaczyli swdj slad w teorii continuéw, Zenonowi Waraszkiewiczowi
nalezy sie wyjatkowa uwaga. Spirale Waraszkiewicza i nieistnienie wspdlnego modelu ciaglego
dla continuéw metrycznych, staly sie inspiracjg dla wielu istotnych wynikéw teorii. D. P. Bel-
lamy (1971,1) dowiédt nieistnienia wspélnego modelu dla continuéw nierozktadalnych, skonstruowat
rodzing nieprzeliczalna, continuéw arc-like nieporéwnywalnych przez obrazy ciagle (1971, 2). Spirale
Waraszkiewicza pojawiaja sie w pracy Elzbiety Pol dotyczacej analogicznego problemu w zakre-
sie continuéw wymiaru nieskoriczonego (2002). Szereg twierdzeri o nieistnieniu wspélnego modelu
dowiédt Russo (1979). Sa to tylko wybrane — w pewnym sensie losowo — wyniki nawigzujace do idei
Waraszkiewicza.

Nieznany jest powdd odsuniecia sie Waraszkiewicza od gléwnego nurtu badan warszawskich w
po6znych latach trzydziestych. Pewne nieudane jego prace z tego péznego okresu sprawily zapewne, ze
jego problemy nie byly podjete w Warszawie, w szczegélnosci jego idee dotyczace continuéw arc-like.



Zenon Waraszkiewicz zmarl wkrétce po Wojnie.

Jednorodnosé

W latach bezposrednio po IT Wojnie nastapit przelom w teorii continuéw. Edwin E. Moise (1948)
odkryl na nowo continua dziedzicznie nierozkladalne. Jak sie pdzniej okazalo, skonstruowal niez-
nane w kregu R. L. Moore’a continuum Knastera, o ktérym dowiddl, ze jest homeomorficzne z
kazdym ze swoich (wielopunktowych) podcontinuéw. F. B. Jones pisat po latach, ze — majac pewne
whasne przemyslenia — zapytatl Moise’a o jednorodno$é jego continuum. Problem podjat Bing (1948)
odpowiadajac na to pytanie twierdzaco. Przeczylo to anonsowi Waraszkiewicza z CR Paryskich
(1937), ktéry podejmujac problem jednororodnoéci continuéw ptaskich, wykluczat od razu na wstepie
jednorodnosé continuéw nie zawierajacych tukéw, a wiec takze znanego mu continuum Knastera.
Dowdéd Binga — kwestionowany przez jakis czas przez I. Kapuano — krytycznie przejrzany réwniez
na Seminarium Knastera — byt jednak niepodwazalny.

Continuum Knastera-Moise’a okazalo sie¢ — jak dowiédt Bing (1951) — jedynym jednorodnym
plaskim wsrdd continuéw arc-like. Wérdd continuéw plaskich zawierajacych tuki jedynym jednorod-
nym okazal sie okrag — Bing (1960) — co potwierdzalo pozytywna cze$¢ wspomnianego anonsu
Waraszkiewicza. Rozwijajac swoje dawniejsze idee, F. B. Jones zbudowal continuum rozcinajace
plaszczyzne — nazywane okregiem pseudotukéw — o ktérym wspdlnie z Bingiem dowiédt (1959),
ze jest jednorodne. Najprostsze sposrdd rozcinajacych plaszczyzne continudéw circle-like, nazywane
pseudookregiem, okazalo sie — jak pokazat J. T. Rogers (1970, 1981), wbrew oczekiwaniom, niejed-
norodne. Problem jednorodnosci continuéw plaskich jest dotad otwarty.

Jest rozstrzygniety w zakresie continuéw arc-like, ale nie w zakresie wszystkich continuéw nierozci-
najacych plaszczyzny (tj. wérdd continuéw tree-like). F. B. Jones dowiddl, ze continuum jednorodne
nie rozcinajace plaszczyzny musi by¢ nierozkladalne, a wedlug Binga, powinno by¢ pseudotukiem.
P. Krupski i J. Prajs (1990) dowiedli, ze musi by¢ dziedzicznie nierozkladalne.

W zakresie continuéw rozcinajacych plaszczyzne jednorodnymi sa okrag i wspomniany okrag
pseudotukéw Binga-Jonesa. Jest to continuum rozkladalne (topologicznie, jest tylko jeden okrag
pseudotukéw), a J. T. Rogers (1981) dowiddl, ze continua jednorodne rozcinajace plaszczyzne muszg,
by¢ rozktadalne. Zatem, wobec wczeéniejszego twierdzenia F. B. Jonesa (1951), musza, by¢ okregami
continuéw jednorodnych nierozcinajacych plaszczyzny (jednym z nich jest okrag pseudotukéw).

Wedtug hipotezy Janusza Prajsa (2004) krzywe jednorodne (niekoniecznie ptaskie) powinny za-
wiera¢ badz tuk badz pseudoluk. Niewykluczone, ze jedynymi continuami jednorodnymi plaskimi
moga, okazaé sie continuum jednopunktowe i pseudotuk, wérdd continuéw nierozcinajacych plaszczyz-
ny, oraz okregi wyzej wspomnianych.

F. Burton Jones

Mowiac o problemach i rozstrzygnieciach, trzeba powiedzie¢ i o ich autorach. Mary Ellen Rudin pisze
(1997), ze sposréd uczestnikéw Seminarium Moore’a najwiecej zawdziecza F. B. Jonesowi. Musi to
samo powiedzieé¢ kazdy, kto chce widzie¢ w continuach nie tylko zbiér faktéw, lecz konsekwentnie
rozwijana, i przewidujace swoje wyniki teorie. Nazwaé nalezy esejem naukowym, a nie komunikatem
czy praca, traktat F. B. Jonesa (1952) zatytulowany ” Aposyndesis”.

Aposyndetycznosé jest wielce przemyslanym pojeciem uogdlniajacym lokalng spdjnosé. Aposyn-
detycznosé w punkcie nie wyklucza osobliwo$ci jakg maja continua nie lokalnie spdjne, tj. lezenia
tego punktu na tzw. continuum konwergencji, nie dopuszcza wszakze osobliwo$ci globalnej. Wymaga



sie mianowicie, by w dopehieniu kazdego innego punktu znalazlo sie podcontinuum zawierajace
dany punkt w swoim wnetrzu. Nie wglebiajac sie w dos§é zlozong logicznie sytuacje, F. B. Jones
zwraca uwage na to, ze wobec tego, ze aposyndetyczno$é jest zwigzana z punktem, to podobnie,
jak w przypadku lokalnej spdjnosci, mozna méwié¢ o aposyndetycznos$ci wszedzie i aposyndetycznosci
nigdzie (jest wiele przy tym relatywizacji). Jednorodno$ci mozna sie spodziewaé jedynie we wspomni-
anych skrajnych przypadkach. To pozwolilo F. B. Jonesowi wypowiedzie¢ domyst zaistnieniu okregu
pseudotukéw jako continuum jednorodnego. F. B. Jones dowi6dt (1951), ze continua jednorodne nie
rozcinajace plaszczyzny (sa nigdzie nie aposyndetyczne) musza, byé nierozkladalne. Wedtug wspo-
mnianego juz wyniku P. Krupskiego i J. Prajsa, sg dziedzicznie nierozktadalne.

Rozbicia plaszczyzny

Na kierunek rozwoju teorii continuéw wplynely w duzym stopniu prace J. H. Robertsa, ktéry
dowiédt (1936) niemozliwosci rozbicia pélciaglego gérnie plaszczyzny na tuki. Zapoczatkowal w
ten sposéb serie twierdzen o rozbiciach plaszczyzny na continua. R. D. Anderson (1952) dowiédl, ze
niemozliwe jest rozbicie ciagle plaszczyzny na continua lokalnie spdjne nie rozcinajace plaszczyzny,
a Eldon Dyer (1955) dowiédl wspomnianej niemozliwoéci dla continuéw rozktadalnych. R. D. An-
derson (1950) anonsowatl przyktad rozbicia ciaglego ptaszczyzny na pseudotuki. Wezesniej (1941) B.
Knaster anonsowat rozbicia ciagle plaszczyzny na (nieograniczone) homeomorficzne ze soba, continua
nierozkladalne. Te przyklady doczekaly si¢ dokladnych rekonstrukcji w pracach W. Lewisa i J. J.
Walsha (1978) oraz J. Prajsa (2002).

Granice odwrotne

Teorie continuéw wzbogacita z poczatkiem lat szeSédziesiatych metoda granic odwrotnych. Continua
K-like mogly byé¢ rozpatrywane jako granice odwrotne continuéw K z odwzorowaniami ciaglymi
continuéw K na siebie. Mozna bylo korzystaé¢ z motywacji czysto arytmetycznych dla kreowania
continuéw granicznych oraz z pewnych Srodkéw teorii funkcji rzeczywistych. Twierdzenie znane
z prac K. Zarankiewicza i T. Hommy (lata piecdziesiate) postuzylo autorowi tego opracowania do
opisu pseudotuku (1964) i pseudookregéw (1972). Znane z lat trzydziestych twierdzenie V. Jarnika, i
V. Knichala pozwala ograniczy¢ sie w opisie continuéw arc-like do pewnych dwu funkeji. Dla opisu
pseudotuku, jak wykazat G. W. Henderson, wystarczy jedna funkcja. Kazdy taki opis daje pewien
okredlony homeomorfizm na pseudotuku. Funkcja znaleziona przez P. Minca i W. R. R. Transue
(1999) wyznacza na pseudotuku homeomorfizm z orbita, gesta,

Kilka uwag ogdlnych

Teoria continuéw nigdy nie zerwala wiezow ze swoimi poczatkowymi motywacjami wywodzacymi
sie z topologii przestrzeni euklidesowych, ktérych przykladem s Jeziora Wady. Wplywy sa tu obu-
stronne, widoczne w podstawowej w tym zakresie ksiazki P. S. Aleksandrowa poS$wieconej topologii
kombinatorycznej. Te obustronne zwiazki lacza teorie continuéw z osobliwoéciami jakie napotyka
sie w teorii funkcji analitycznych, znanymi z ksiazek Goluzina, Saksa i Zygmunda, oraz Stoilowa.
Metody analizy zespolonej odzywaja obecnie w zagadnieniach topologii dynamicznej, ktéra od innej
strony odkrywa osobliwoéci znane klasycznemu nurtowi teorii continuéw. Od strony teorii continuéw
omawia ten nurt Judy A. Kennedy (1995), a od strony $rodkéw analitycznych R. L. Devaney (1993).



Jest réwniez nurt arytmetyczny i algebraiczny w teorii continuéw, ktory najbardziej koncentruje
sie na teorii grup topologicznych.

Continua niemetryczne

Teoria continuéw nie pozostata obojetna na rozwdj pojeé topologii ogdlnej, ktérej przestrzenie nie
musza, mie¢ pochodzenia metrycznego. Polaczenie obu punktéw widzenia — dawnego geometrycznego
i nowego mnogoSciowego — prowadzi do ciekawych zderzen, ktére sa, nie tylko ciekawe, ale pozwalaja
lepiej rozumieé sytuacje klasyczne.

Problem stanowia, juz tuki niemetryczne (hausdorffowskie). Zainicjowat problemy Sibe Mardesic,
ktéry dowiddl, ze odcinki niemetryczne nie maja odwzorowan ciaglych na swéj kwadrat, wykorzystu-
jac do tego celu jedno z twierdzen Djuro Kurepy dotyczace wilasnodci Suslina. Zjawisko Peany
nie dotyczy wiec odcinkéw niemetrycznych. OgdélnoSci temu kregowi twierdzen nadat L. B. Trey-
big (1964). Stad inne niz w zakresie metrycznym usytuowanie continuéw lokalnie spdjnych wéréd
continuéw niemetrycznych, bo nie wszystkie continua lokalnie spdjne niemetryczne sa obrazami
ciaglymi tukéw, ale jak dowiédt J. Nikiel (1989) sg nimi napewno continua dziedzicznie lokalnie
spdjne. Lokalna spdjnosé continuum niemetrycznego nie zapewnia zawierania sie w nich lukéw -
Mardesic (1967). Istnieje pelna charakteryzacja topologiczna (wewnetrzna) obrazéw ciaglych tukéw
niemetrycznych dana przez Jacka Nikiela (1988).

Szczegdlnie osobliwa sytuacja zaistniala w problemie kompozant continuéw nierozkladalnych
(hausdorffowskich) niemetrycznych. David Bellamy (1980) zbudowal continuum nierozkladalne
niemetryczne o jednej kompozancie. Osobliwa sytuacja zaistniala wokdél continuum nierozkladalnego
bedacego narostem kompaktyfikacji Cecha-Stone’a pélprostej, dla ktérego liczebnoéci kompozant nie
da sie ustalié érodkami ZFC (D. P. Bellamy, M. E Rudin, prace autora tego opracowania (1974)).
Catkiem niedawno Taras Banakh (2005) ustalil, ze ta liczebno$¢ jest 2¢, jedli nie jest skoriczona,
ale znanymi dotad mozliwymi liczebno$ciami skoficzonymi sa 1 i 2. Istnieja continua niemetryczne
dziedzicznie nierozkladalne: Emeryk (1976), K. P. Hart, J. van Mill i R. Pol (2000).

Odwzorowania

Jest wiele twierdzen i poje¢, ktére pojawily sie w pracach Seminarium Topologii we Wroclawiu, i
ktére na trwale weszlty do teorii continuéw. Ale niech za ich symbol postuza odwzorowania kon-
fluentne. O ile pamigtam, byla to idea Bronistawa Knastera, ale krystalizowata sie dos¢ diugo
zanim przyjela okreslony ksztalt w pracy Janusza Charatonika (1964). Odwzorowanie continuum
X na continuum Y jest konfluentne, jesli kazde podcontinuum continuum Y jest obrazem kazdej
skladowej swojego przeciwobrazu. Ale zastanawiano sie, czy nie lepiej jest wymagaé¢, by bylo ono
obrazem pewnej sktadowej. Ten wariant nazwano staba konfluentnoécia. Kazda z konfluentnodci
jest ogdlniejsza zaréwno od otwartosci jak i monotonicznosci odwzorowania. Wydaje sie, ze staba
konfluentno$¢ jest bardziej elastycznym Srodkiem teorii continuéw niz wczeéniej pomyslana konflu-
entnos¢. Niezaleznie od uzytecznosci tych pojeé — p. ich przeglad w ksiazce Nadlera (1992) — ciekawa
okazala si¢ klasyfikacja continuéw — zainicjowana przez Andrzeja Lelka — i rozwinieta w Seminarium
Profesora Janusza Charatonika — ze wzgledu na ich role w kwestiach dotyczacych konfluentnosci i
stabej konfluentnoéci. Jedli continuum ma te wlasnoéé, ze kazde odwzorowanie na nie (rozwaza sie,
co jest zrozumiale, jedynie odwzorowania miedzy continuami) jest konfluetne, zalicza sie je do klasy
(C). Podobnie okredla sie klase (W) dla odwzorowan stabo (weakly) konfluetnych. Continua klasy
(C) okazaly sie tym samym, co continua dziedzicznie nierozkladalne. Continua arc-like, a wiec i



odcinek, sa w klasie (W), do ktérej nie nalezy na przyktad zaden triod, w szczegdlnosci continuum
w ksztalcie litery T.

Uwagi konicowe

Na poczatku zeszlego wieku teoria continuéw byla teoria, osobliwoéci pojawiajacych sie na obrzezach
teorii funkcji analitycznych. Srodki, ktérymi opisywane byly continua ograniczaly sie do geometrii
poszerzonej o metody topologii punktowej podzbioréw przestrzeni euklidesowych jak u Schoenfliesa
(loco cit.). Jeszcze w latach trzydziestych $rodki dowodowe i zrédla pojeé ograniczaty sie do geome-
trycznych $rodkéw topologii metrycznej takich jak u Karla Mengera w ” Kurventheorie” (1932). Ale
juz w tych latach pojawialy sie problemy wymagajace metod opisowej teorii mnogosci, ktére znalazty
wyraz w koricowych rozdziatach ” Topologie I” Kazimierza Kuratowskiego, i w ” General Topology”
Waclawa Sierpiriskiego. Zakres Srodkéw rozszerzyt sie na teorie grup topologicznych, tak jak przed-
stawia to ksiazka E. Hewitta i K. Rossa ” Abstract harmonic analysis I”, oraz na teorie przestrzeni
funkcyjnych. Do teorii continuéw wkroczyty érodki teorii funkcji rzeczywistych. Obecnie, zajmujac
sie continuami, trzeba dysponowac $§rodkami z bogatego zasobu dyscyplin matematycznych. Jesli
nawet wymienione wyzej nie wyczerpuja, wszystkiego, co matematyka moglaby da¢ do reki, bo na
przyklad zrzadka pojawia sie w istotny sposéb calka i pochodna, to jednak wielce urozmaicony
sposob ich wykorzystania czyni z teorii continuéw sztuke bedaca w paraleli do teorii liczb. By¢ moze
powodowane jest to czesto Swiadomym ograniczaniem §rodkéw. Ostatnio nowych §rodkéw dostarcza
topologia dynamiczna w postaci fraktali i atraktorow. Dawne obiekty widzimy teraz od strony kon-
strukcji analitycznych i algebraicznych. Przed teoria continuéw stanelo pytanie, czy nowa konwencja
nie zmienia natury pieknej dotad teorii. Przewidywanie, ze nastapi pochloniecie dawnej konwencji
przez nowe, czy tez ich zmieszanie sie, nie sprawdzajg sie. Zaréwno sila tradycyjnej konwencji jak i
zrodla probleméw o naturalnej geometrycznej motywacji wydaja, sie dalekie od wyczerpania.
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