Zadania z Algebry liniowej 4
Semestr letni 2009

Ostatnie zmiany 23.05.2009 r.

1. Niech F' bedzie podciatem ciata K i niech n € N. Pokaza¢, ze niepusty liniowo niezalezny
podzbiér S przestrzeni F™ jest takze liniowo niezalezny jako podzbiér przestrzeni K™.

2. Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa na ciatlem R i dla kazdego
i € N niech U; bedzie wlasciwa podprzestrzenia przestrzeni V. Pokazaé, ze V # U2, U.

3. Pokaza¢, ze nad zadnym ciatem F' nie istnieje przestrzen wektorowa, ktéra ma doktadnie 15
wektorow.

4. Niech F bedzie ciatem i niech V' = F[X]. Udowodnié, ze V=V x V.

5. Niech n € N i niech F' bedzie cialem. Niech macierze A, B € M, (F') spelniaja A+ B = I.
Pokazaé, ze AB = 0 wtedy i tylko wtedy gdy A = A? i B = B2

6. Niech n € N i niech F' bedzie ciatem. Niech A € M, (F).

(a) Jedli A spelnia A = AAT, pokazaé, ze A2 = A.

(b) Jesli istnieje macierz B € M, (F) taka, ze [ + A+ AB = O, udowodni¢, ze macierz A jest
nieosobliwa.

7. Niech n € N bedzie liczba parzysta i niech F' bedzie ciatem. Niech A, B € M, (F') spehiaja
A = B2 Niech p(X) bedzie wielomianem charakterystycznym macierzy A i niech ¢(X) bedzie
wielomianem charakterystycznym macierzy B. Udowodnié, ze p(X?) = q(X)q(—X).

8. Niech macierz A € M3(Q) spetnia A° = I. Pokaza¢, ze A = I.
9. Niech 7 € End V' gdzie dim V' < oo. Jedli rank 72 = rank 7 pokazaé, ze im 7 Nker 7 = 0.
10. Niech dim V' < oo i niech 7 € End V spehia 72 = 0. Pokazaé, ze 2rank 7 < dim V.

11. Niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni wektorowej V' nad ciatem liczb rzeczywistych.
Udowodnié¢, ze jesli 7 nie ma wartosci wtasnych, to kazda podprzestrzen T—niezmiennicza ma
wymiar parzysty (w szczegdlnosci przestrzen V' ma wymiar parzysty).

12. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowg nad ciatem K o wymiarze n > 21iniech 0 € Endg V.
Udowodni¢ nastepujace stwierdzenia.

(a) Jesli kazda podprzestrzen o wymiarze n—1 jest podprzestrzenia niezmiennicza endomorfizmu
o, to kazdy niezerowy wektor v przestrzeni V' jest wektorem wtasnym endomorfizmu o.

(b) Jesli kazdy niezerowy wektor v przestrzeni V' jest wektorem wlasnym endomorfizmu o, to
o jest endomorfizmem skalarnym: ¢ = aly dla pewnego a € K.

13. Wskazaé¢ przyktad przestrzeni wektorowej V' i endomorfizmu o przestrzeni V', ktory ma
tylko jedna wtasciwa (# 0 i # V') podprzestrzen niezmiennicza.

14. Niech K[X], bedzie przestrzenia wektorowa wielomianéw stopnia < n nad cialem K i
niech D : K[X], — K[X], bedzie endomorfizmem rézniczkowania wielomianéw. Zauwazyc¢,
ze dla m < n podprzestrzen K[X],, jest D—niezmiennicza. Udowodnié¢, ze jesli m < n i
charakterystyka ciatla K jest badz 0 badZ p takie, ze p t m + 1, to nie istnieje podprzestrzen
D—niezmiennicza U przestrzeni K[X],, taka, ze

K[X], = K[X]m & U.



15. Niech 7y, ..., 7, beda endomorfizmami przestrzeni wektorowej V' nad ciatem liczb rzeczywi-
stych i zat6zmy, ze istnieje baza przestrzeni V', w ktoérej kazdy z nich ma macierz symetryczna.
Udowodni¢, ze jesli 72+ -+ +72=0y, to 71 =--- =1, = Oy.

16. Niech o i 7 beda endomorfizmami przestrzeni wektorowej V' nad cialem K o charaktery-
styce # 2, takimi, ze o2 = 72 = 1y.

(a) Udowodni¢, ze V =ker(c — 1) @ ker(c + 1) oraz o(ker(c £1)) C ker(c +£1).

(b) Udowodni¢, ze jesli dimker(o 4+ 1) # dimker(7 + 1) dla jakiejkolwiek kombinacji znakow
=+, to istnieje wspolny wektor wtasny endomorfizmoéow o i .

17. Niech V' bedzie skoniczenie wymiarows przestrzenig wektorowa nad ciatem C liczb zespolo-
nych.

(a) Sprawdzi¢, ze addytywna grupa przestrzeni V' z mnozeniem zewnetrznym przez liczby rze-
czywiste okreslonym tak jak w przestrzeni V' jest przestrzenia wektorowa nad ciatem R liczb
rzeczywistych. Te przestrzen oznaczamy Vg i nazywamy urzeczywistnieniem przestrzeni zespo-
lonej V.

(b) Niech B = {vy,...,v,} bedzie baza przestrzeni V. Udowodnié, ze zbidr

BUiB = {vy,...,0,001,...,100,}
jest baza przestrzeni Vi. Zatem
Vi = ling(B) @ ling (iB)
oraz dimg Vg = 2 - dimc V.

18. Niech V bedzie skonczenie wymiarows przestrzenig wektorowa nad ciatem C liczb zespolo-
nych i niech Vg bedzie urzeczywistnieniem przestrzeni V. Dla kazdego endomorfizmu 7 € End¢c V/
okreslamy odwzorowanie

VR — Ve, TR(V)=T(0).

a) Udowodnié, ze 7g € Endg Vk. Endomorfizm ¢ nazywamy urzeczywistnieniem endomorfizmu
T.

(b) Niech B bedzie baza przestrzeni V' i niech B U i3 bedzie odpowiednia baza przestrzeni V.
Udowodni¢, ze dla kazdego endomorfizmu 7 € End¢ V istnieje doktadnie jedna para endomor-
fizméw 71, 7 € Endg ling(B) takich, ze

T(v) = 1 (v) + i1 (V)

dla kazdego v € ling(B).
(c) Niech A = m(my, B) oraz B = m(72, B). Udowodnic¢, ze

. A -B
m(TR,BUzB)—[B A]'
19. W oznaczeniach zadania 18 udowodnic, ze

det 7 = |det 7|2

Wskazowka. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b mamy

dot 1@ —b ~ dot a+bi —b+ai ~ det a+bi 0 | = la+bil
b a b a b a—bi



20. Niech {vq,...,v,} bedzie zbiorem parami ortogonalnych wektoréw nieizotropowych prze-
strzeni dwuliniowej V' nad ciatem o charakterystyce # 2.

(a) Udowodnié, ze wektory vy, ..., v, sa liniowo niezalezne.

(b) Udowodnié, ze istnieja wektory v, 1, ..., v, € V takie, ze {vq,..., 0, Vps1,...,0,} jest baza
ortogonalng przestrzeni V.

21. Niech V bedzie przestrzenig dwuliniowa nad ciatem o charakterystyce # 2. Udowodni¢, ze
V' jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy funkcjonal kwadratowy ¢ ma nastepujaca wtasnosc:
Jesliy eV i q(z+vy)=q(x)+ q(y) dla wszystkich = € V| to y = 0.

22. Niech V' bedzie przestrzenia dwuliniows i niech U bedzie podprzestrzenia V. Udowodnic,
ze nastepujace warunki sg rownowazne.
(a) Przestrzen ilorazowa V /U jest przestrzenia dwuliniowa z funkcjonatem dwuliniowym okre-
slonym formutg

(x+Uy+U)=(z,y) dla z,yeV.

(b) U CradV.

23. Niech V' bedzie nieosobliwg przestrzenia dwuliniowg i niech A : V' — V* bedzie homomor-
fizmem przestrzeni wektorowych okreslonym formuta

Alw) =X, gdzie A\(x)= (v,z) dla z€V.
(a) Udowodni¢, ze dla kazdej podprzestrzeni S przestrzeni V' mamy
A(S*) = Ann S,

gdzie anthilator Ann S podprzestrzeni S jest zbiorem wszystkich funkcjonatéow liniowych \ € V*
speliajacych A(S) = 0.

(b) Udowodnié, ze S* = V*/Ann S.

(c) Udowodni¢, ze dimV = dim S + dim S+  (jest to tak zwane twierdzenie o wymiarze).

Wskazéwka. Pokazaé, ze odwzorowanie h : V* — S* h(\) = A|s (zacie$nienie A do podprze-
strzeni ) jest surjektywnym homomorfizmem przestrzeni wektorowych oraz ker h = Ann S.

24. Postugujac sie twierdzeniem o wymiarze podaé¢ dowody nastepujacych twierdzen.
(a) Twierdzenie o rzucie prostopadtym.
(b) S+t =S dla kazdej podprzestrzeni S nieosobliwej przestrzeni dwuliniowej V.

25. W przestrzeni euklidesowej V udowodni¢
(a) twierdzenie Pitagorasa: Jesli u,v € V sa prostopadte, to  |lu+ v||* = |lul]® + [|v]|*.
(b) twierdzenie o réwnolegtoboku: Dla dowolnych u,v € V,

2 2 2 2
lw 4 0f]” + flu = o[ = 2(]Jul]” + lv]}%).

26. W przestrzeni euklidesowej V udowodni¢
(a) nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza: Dla dowolnych u,v € V|

|(w, )] < full - o]l

przy czym réwno$é zachodzi tylko wtedy gdy wektory w, v sg liniowo zalezne.
(b) nieréwnosé tréjkgta: Dla dowolnych u,v € V|

lw 4ol < flull + vl

przy czym rownos$é zachodzi tylko wtedy gdy wektory u, v sa liniowo zalezne i (u,v) > 0.



27. Niech {ey,...,e,} bedzie baza ortonormalng przestrzeni euklidesowej V' i niech v € V.
Pokazaé, ze

v=(v,e1)er + -+ (v,ep)en oraz o] = (v,e1)” + -+ (v, en)”.

28. Sprawdzi¢, ze nastepujace wektory tworzg uktad ortonormalny

w przestrzeni R* i znalezé baze ortonormalng R* zawierajaca ten uktad.

29. Niech Ay, ..., A, beda wierszami macierzy A € M,(R) i zalézmy, ze A4, ..., A, traktowane
jako wektory przestrzeni euklidesowej R" ze standardowym iloczynem skalarnym sa parami
ortogonalne. Udowodnié, ze

|det A = [[Aq[] - - [[An]l -

30. Niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni dwuliniowej V' sprzezonym z endomorfizmem
T tej przestrzeni. Udowodni¢ nastepujace stwierdzenia.

(a) ker7* = (im7)t, im7* = (ker7)t, kert = (im7*)*, im7 = (ker7*)t.

(b) Endomorfizm 7 jest injektywny wtedy i tylko wtedy gdy 7* jest surjektywny.

(¢) Endomorfizm 7 jest surjektywny wtedy i tylko wtedy gdy 7* jest injektywny.

31. Niech o, 7 beda endomorfizmami samosprzezonymi przestrzeni euklidesowej. Udowodnié, ze
endomorfizm o7 jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy gdy o7 = 70.

32. Niech ¢ bedzie endomorfizmem przestrzeni euklidesowej V.

(a) Udowodni¢, ze jesli (o(u),v) = 0 dla kazdych u,v € V', to o = 0.

(b) Udowodni¢, ze jesli o jest samosprzezony i (o(v),v) = 0 dla kazdego v € V', to o = 0.
(c¢) Wskazaé¢ przyktad endomorfizmu o przestrzeni euklidesowej V' takiego, ze

(o(v),v) =0 dla kazdego v €V i o #0.

33. Endomorfizm o przestrzeni euklidesowej V' nazywa si¢ skosny, jesli 0* = —o. Udowodnic,
ze o jest skosny wtedy i tylko wtedy gdy macierz A endomorfizmu o wzgledem dowolnej bazy
ortonormalnej przestrzeni V jest skosnie symetryczna, to znaczy AT = —A.

34. Niech ¢ bedzie endomorfizmem sko$nym przestrzeni euklidesowej V.

(a) Udowodnié, ze kazdy endomorfizm 7 podobny do o jest takze skosny.

(b) Wskaza¢ przyktad endomorfizmu skosnego o, takiego, ze o2 nie jest skosny.
(c) Udowodnié¢, ze o® jest skosny.

35. (a) Sprawdzi¢, ze endomorfizm o przestrzeni euklidesowej jest izometria wtedy i tylko wtedy
gdy zachowuje dltugosci wektoréw: [|v|| = ||o(v)|| dla kazdego v € V.

(b) Udowodnié, ze endomorfizm samosprzezony, ktérego wszystkie wartosci wlasne sa rowne
+1, jest izometrig.

36. Niech o bedzie endomorfizmem przestrzeni euklidesowej V. Udowodnié, ze nastepujace
zdania sg réwnowazne.

(a) o jest izometria.

(b) oo = 1y.

(c) Jesli {vy,...,v,} jest baza ortonormalng przestrzeni V to {o(vy),...,0(v,)} jest takze baza
ortonormalng przestrzeni V.

(d) o* jest izometria.



37. Niech 7 bedzie endomorfizmem nieosobliwej przestrzeni dwuliniowej V.
(a) Udowodnié, ze jesli 7 jest monomorfizmem, to 77 jest automorfizmem przestrzeni V.
(b) Udowodnié, ze jesli 7 jest epimorfizmem, to 77* jest automorfizmem przestrzeni V.

38. Udowodni¢, ze istnieje liczba rzeczywista dodatnia ¢ taka, ze dla kazdej pary {u,v} wek-
toréw ortonormalnych standardowej przestrzeni euklidesowej R” mamy |u — v|| = c.

39. Niech V' bedzie nieosobliwa przestrzenia dwuliniowa i niech U i W beda podprzestrzeniami
przestrzeni V. Pokaza¢, ze (U + W)+ =U+nW+.

40. Niech n > k beda liczbami naturalnymi i niech A € My, (R) bedzie macierza o k wierszach
i n kolumnach, ktorej wiersze tworza uktad ortonormalny standardowej przestrzeni euklidesowej
R". Udowodni¢, ze (ATA)? = AT A.

41. Niech V' bedzie nieizotropowa przestrzenia dwuliniowa i niech «, 81, 5> € End(V') spelniaja
a*afy = a*afy. Udowodnié, ze af; = afs.

42. Niech V bedzie nieosobliwg przestrzenia dwuliniowa i niech 7 € End(V'). Pokazaé, ze jesli
W jest podprzestrzenig 7—niezmiennicza to W+ jest 7*—niezmiennicza.

43. Endomorfizm o przestrzeni euklidesowej V' nazywa sie dodatnio okreslony jesli jest samo-
sprzezony oraz (o(v),v) > 0 dla kazdego niezerowego v € V.

(a) Udowodni¢, ze dodatnio okreslony endomorfizm przestrzeni euklidesowej V' jest automorfi-
zmem V.

(b) Udowodni¢, ze endomorfizm 7 przestrzeni euklidesowej V' jest dodatnio okreslony wtedy i
tylko wtedy gdy odwzorowanie s : V' x V' — R okreslone nastepujaco: s(u,v) = (7(u),v) jest
takze iloczynem skalarnym na V.

44. Udowodni¢, ze endomorfizm o przestrzeni euklidesowej V' jest dodatnio okreslony wtedy i
tylko wtedy gdy istnieje automorfizm 7 przestrzeni V taki, ze o = 7*7.

45. Udowodnié, ze endomorfizm samosprzezony o przestrzeni euklidesowej V' jest dodatnio
okreslony wtedy i tylko wtedy gdy kazda wartos¢ wlasna endomorfizmu o jest dodatnig liczba
rzeczywistq.



46. Niech v i w beda wektorami nieizotropowymi przestrzeni dwuliniowej V' nad ciatem o cha-
rakterystyce # 2. Udowodnié¢ nastepujace stwierdzenia.

)__Uu

1

) o, ! 00,00, = (0,00,)%

) ou(z) =2 —2- Eizg -u dla kazdego z € V.

-1

(a
(b
(c) oy = 0, wtedy i tylko wtedy gdy Ku = Kw.
(d
(e) Dla kazdej izometrii 7 przestrzeni V mamy 70,77" = 0.

47. Niech o bedzie izometrig nieosobliwej przestrzeni dwuliniowej V' nad cialem o charaktery-
styce # 2. Udowodnié, ze 02 = 1y wtedy i tylko wtedy gdy istnieje podprzestrzen U < V taka,
ze 0 = oy jest symetrig wzgledem U+,

48. Niech U i W beda podprzestrzeniami przestrzeni euklidesowej V., dimU =k < ¢ = dim W.
Udowodnié, ze istnieja bazy ortonormalne {uy, ..., ux} podprzestrzeni U oraz {wy, ..., w,} pod-
przestrzeni W takie, ze (u;, w;) =0 dla i # j oraz (u;,w;) > 0dlai=1,... k.

49. Endomorfizm o przestrzeni euklidesowej V' nazywa sie endomorfizmem normalnym jesli
oo* = o*0. Udowodni¢, ze o jest normalny wtedy i tylko wtedy gdy [|o(v)| = |lo*(v)] dla
kazdego v € V.

50. Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa, V = U & W i niech m : V. — U bedzie rzuto-
waniem V na U w kierunku W (to znaczy, m(u + w) = w dla v € U,w € W). Udowodnié,
ze 7 jest endomorfizmem samosprzezonym wtedy i tylko wtedy gdy podprzestrzenie U i W sa
prostopadte.

51. Niech {uy,...,ux} oraz {wy, ..., wi} beda dwoma uktadami wektoréw przestrzeni euklide-
sowej V. Udowodnié, ze istnieje izometria 7 przestrzeni V taka, ze 7(u;) = w; dlai =1,...,k
wtedy 1 tylko wtedy gdy (u;, u;) = (w;, w;) dla wszystkich 4, j < k.

52. Pokazac, ze kazdy endomorfizm przestrzeni euklidesowej mozna przedstawi¢ w postaci sumy
endomorfizmu samosprzezonego i endomorfizmu sko$nego.

53. (a) Pokazaé, ze jedynym endomorfizmem sko$nym prostej euklidesowej jest endomorfizm
ZETOWY.

(b) Pokazaé, ze endomorfizm o przestrzeni euklidesowej V' jest skosny wtedy i tylko wtedy gdy
(v,0(v)) = 0 dla kazdego v € V.

54. Pokazaé, ze macierz endomorfizmu skosnego ptaszczyzny euklidesowej w dowolnej bazie

ortonormalnej tej ptaszczyzny ma postac [2 —Oa dla pewnego a € R.

55. Pokaza¢, ze dla endomorfizmu sko$nego o parzysto-wymiarowej przestrzeni euklidesowej V'
istnieje baza ortonormalna przestrzeni V', w ktérej o ma macierz postaci

0 —aq ®-- P 0 —ag
aq 0 (07% 0 ’

dla pewnych aq,...,a; € R.



Definicje. Przestrzen hermitowska: przestrzen wektorowa V' nad ciatem C liczb zespolonych z
péttoraliniowym odwzorowaniem spehiajacym warunek hermitowskiej symetrii: (u,v) = (v, u)
dla kazdych u,v € V.

Przestrzen unitarna: przestrzen hermitowska z dodatnio okreslonym odwzorowaniem péttora-

linfowym: (v,v) > 0dlav eV, v#0. Wtedy ||v| = +/(v,v).

56. (a) Sprawdzi¢, ze w przestrzeni euklidesowej dwa wektory u, v sa ortogonalne wtedy i tylko
2 2 2

wtedy gdy [lu + vl = [Jul|” + [[v]|"

(b) Sprawdzi¢, ze (a) staje sie falszywe jesli przestrzeni euklidesowa zamienimy na przestrzen

unitarng.

(c) Udowodni¢, ze dwa wektory u, v przestrzeni unitarnej sa ortogonalne wtedy i tylko wtedy

gdy |lau + bo||* = |lau|® + ||bv||* dla wszystkich par skalaréw a, b.

57. (a) Sprawdzi¢, ze w przestrzeni euklidesowej dla kazdych wektorow u, v zachodzi réwnosé
4(u,0) = [lu+o]* = [Ju =]
(b) Sprawdzié¢, ze w przestrzeni unitarnej dla kazdych wektoréw u,v zachodzi réwnosé
A(u,v) = [lu+ 0| = flu—v|]* +i [Ju+ ]| — i [Ju — iv]*.
58. Niech 7 bedzie endomorfizmem nieosobliwej przestrzeni dwuliniowej V' lub nieosobliwe]

przestrzeni hermitowskiej V.

(a) Udowodni¢, ze jesli (7(v),w) = 0 dla wszystkich v,w € V, to 7 = Oy.

(b) Jesli V' jest nieosobliwa przestrzenia hermitowska i (7(v),v) = 0 dla wszystkich v € V, to
T = Ov.

(c) Pokazaé, ze stwierdzenie (b) jest falszywe jesli V' jest przestrzenia euklidesowa.

59. Niech (z1,...,2,), (Y1, .., yn) € R™

(a) Zauwazy¢, ze na podstawie nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza mamy

(g + -+ Tyn)” < (2] + -+ 22yl + -+ ).

(b) Udowodnié silniejsza nieréwnosé
(leagal + -+ onynl)* < (@1 4+ 2) (07 + - + ).

60. Niech S bedzie podprzestrzenia przestrzeni unitarnej V. Niech {us,...,u;} bedzie baza
ortonormalng S i dla v € V' niech

0= (vyuy)uy + - - + (v, ug)ug.

(a) Udowodnié, ze jesli S =V, to v = v dla kazdego v € V.
(b) Jesli S # V udowodnié, ze dla kazdego v € V mamy v — v € S+.
(c) Udowodnié, ze V = S @ S*.

61. W oznaczeniach zadania 60 udowodni¢, ze nastepujace stwierdzenia sa rOwnowazne.

(a) S=V.

(b) ¥ = v dla kazdego v € V.

(¢) ||B]] = ||v|| dla kazdego v € V.
(d) Dla kazdych v, w € V' zachodzi

(v,w) = (v,u1)(u, w) + -+ - + (v, ug) (ug, w).



Definicje. Endomorfizm 7 przestrzeni unitarnej nazywa sie

(a) normalny, jesli jest przemienny ze swoim endomorfizmem sprzezonym: 77° = 77,
(b) skosny, jesli 7* = —7,

(¢) unitarny, jesli 71 = 77 = 1.

62. Niech o bedzie endomorfizmem skoénym przestrzeni unitarnej V. Udowodnié¢, ze wartosci
wilasne endomorfizmu o sa czysto urojone (tzn. naleza do iR).

63. Endomorfizm samosprzezony o przestrzeni unitarnej V' nazywa sie

dodatni jesli (o(u),u) > 0 dla kazdego u € V' i nazywa sie

scisle dodatni jesli (o(u),u) > 0 dla kazdego niezerowego u € V.

Piszemy wtedy o > 0 i odpowiednio ¢ > 0. Udowodni¢ nastepujace stwierdzenia.

(a) Jesli 0 = 72 1 7 jest samosprzezony, to o > 0.

(b) Jesli o = 7*1 gdzie 7 jest dowolnym endomorfizmem V', to o > 0.

(c) JeSlio >0 i o jest odwracalny, to o= > 0.

(d) o > 0 wtedy i tylko wtedy gdy o jest samosprzezony i wszystkie wartosci wtasne endomor-
fizmu o sg nieujemnymi liczbami rzeczywistymi.

64. Niech V' bedzie przestrzenia unitarna oraz u,v € V. Udowodnié, ze (u,v) > 0 wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje dodatni endomorfizm o przestrzeni V' taki, ze o(u) = v.

65. Niech o bedzie $cisle dodatnim endomorfizmem przestrzeni unitarnej V.
Udowodnié¢, ze jesli 7 jest endomorfizmem samosprzezonym, to endomorfizm o + ¢7 jest nieoso-
bliwy.

66. Niech o i 7 beda endomorfizmami samosprzezonymi przestrzeni unitarnej V.
Udowodni¢ nastepujace stwierdzenia:

(a) Jesli o > 0 oraz (o(u),u) =0, to o(u) = 0.

(b) Jeslioc >0, 7>0 i or =70, to or > 0.

(c) Jeslioc >0 i 0?7 =702 to oT = 70.

(d) Udowodnié (c) bez zalozenia, ze T jest samosprzezony.

67. Udowodni¢, ze

(a) Endomorfizm normalny jest skosny wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie jego wartosci wlasne
sa czysto urojone (to znaczy, naleza do iR).

(b) Endomorfizm normalny jest unitarny wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie jego wartosci wla-
sne majg warto$¢ bezwzgledng rowna 1.

68. Niech 7 bedzie endomorfizmem normalnym przestrzeni unitarnej V' i niech o bedzie dowol-
nym endomorfizmem przestrzeni V. Udowodnié¢, ze jesli 7o =0, to takze 7%0 = 0.

69. Niech 71, ..., 7 beda endomorfizmami przestrzeni unitarnej V. Udowodni¢, ze
tr(ZT;‘Ti) =0 = 7=---=1=0.

70. Udowodnié¢, ze
(a) Kazdy endomorfizm normalny jest kwadratem pewnego endomorfizmu normalnego.
(b) Kazdy endomorfizm unitarny jest kwadratem pewnego endomorfizmu unitarnego.

71. Udowodnié¢, ze jesli 7 jest endomorfizmem normalnym, to ker 7 = ker 7*.

72. Udowodnié, ze jesli endomorfizm 7 przestrzeni unitarnej jest przemienny z 77, lub jest
przemienny z 77 — 77%, to 7 jest normalny.



W zadaniach 73 — 79 zaktadamy, ze 7 jest endomorfizmem przestrzeni unitarnej V.

73. Niech 7 bedzie endomorfizmem normalnym, v € V i k € N. Udowodni¢, ze
(a) 7(v) =0 = 7*(v)=0,
(b) ™*(v)=0 = 7(v)=0.

(c) Wielomian minimalny endomorfizmu 7 nie ma pierwiastkéw wielokrotnych.

74. Sprawdzié, ze jesli ||7(v)]| = [|[7*(v)|| dla kazdego v € V, to 7 jest endomorfizmem
normalnym.

75. Udowodnié¢, ze endomorfizm 7 przestrzeni unitarnej jest normalny wtedy i tylko wtedy gdy
dla kazdej podprzestrzeni 7—niezmienniczej U takze podprzestrzen U+ jest T—niezmiennicza.

76. Niech 7 bedzie endomorfizmem normalnym.

(a) Jesli 7 jest idempotentny, to 7 jest samosprzezony.
(b) Jedli 7 jest nilpotentny, to 7 = 0.
(c) Jedli 72 = 73, to 7 jest idempotentny.

77. Niech 7 bedzie endomorfizmem idempotentnym przestrzeni unitarnej. Udowodnié¢, ze na-
stepujace warunki sg rownowazne.

(a) T jest normalny.
(b) T jest samosprzezony.
(c) kerT = (im7)*+.

78. Niech 7 bedzie endomorfizmem normalnym. Udowodnié, ze jesli dla endomorfizmu o kazda
podprzestrzen T—niezmiennicza jest takze o—niezmiennicza, to o = 70.

79. Niech 7 bedzie endomorfizmem normalnym. Udowodnié¢, ze ker 7 Nim7 = 0.

80. Niech 7 bedzie endomorfizmem diagonalizowalnym przestrzeni wektorowej V' nad dowolnym
ciatem K. Udowodnié, ze macierz diagonalna endomorfizmu 7 jest wyznaczona jednoznacznie
z doktadnoscig do porzadku elementéw na gtéwnej przekatne;j.

81. Niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni unitarnej V.
Udowodnié¢, ze jesli 7"7 = Oy, to 7 = Oy.

82. Niech 7 bedzie endomorfizmem standardowej przestrzeni unitarnej V = C?, ktéry w bazie
standardowej ma macierz

6 -2 3
3 6 =2
-2 3 6

(a) Udowodnié, ze T jest endomorfizmem normalnym.
(b) Znalez¢ bazg ortonormalna przestrzeni C? zlozong z wektoréw wtasnych endomorfizmu 7.

83. Niech 0,7 beda endomorfizmami normalnymi przestrzeni unitarnej V. Udowodni¢, ze jesli
ot = 70, to dla kazdych a,b € C endomorfizm ac + br jest normalny.

84. Niech V = C? bedzie standardowa przestrzenia unitarng z baza standardowa £ = {e;, es}.
Niech o i 7 beda endomorfizmami V' takimi, ze

0(61) = €1, 0(6’2) = i€y, 7(61 + 62) =e1 + e, 7(61 - 62) = 2(61 - 62)-

(a) Udowodnié, ze o i 7 sa endomorfizmami normalnymi.
(b) Udowodnié, ze o + 27 nie jest endomorfizmem normalnym.
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