Zadania z Algebry liniowej 3
semestr zimowy 2008/2009

1. Niech V' bedzie przestrzenia wektorows nad cialem K i niech 0 € K oraz 6 € V beda
elementem zerowym ciata K i wektorem zerowym przestrzeni V. Postugujac sie aksjoma-
tami przestrzeni wektorowej udowodnié, ze dla kazdego skalara a € K i kazdego wektora
v € V mamy

(a) ad =0,

(b) Ov =46,

(¢) (=a)v = —(av),

(d) Jesiv#6iav=20,toa=0.

Uwaga. W dalszym ciagu zawsze uzywamy tego samego symbolu 0 zaréwno dla zera ciala
K jak i dla wektora zerowego przestrzeni V.

2. Dla podzbioru S przestrzeni wektorowej V' symbolem lin (S) oznaczamy podprzestrzen
przestrzeni V' rozpieta na zbiorze S. Udowodnié, ze dla podzbioréow S, T C V przestrzeni
wektorowej V' zachodzi:

(a) SCT = lin(S) Clin(T).

(b) lin(SUT) =Ilin(S) +1lin(T).

(c) lin(lin(S)) =lin (5).

3. Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenig wektorowa nad ciatem K. Udowod-
ni¢ nastepujace stwierdzenia.

(a) Jedli 7: V — V jest monomorfizmem, to 7 jest izomorfizmem.

(b) Jedli 7: V — V jest epimorfizmem, to 7 jest izomorfizmem.

4. Niech U i V beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym cialem K. Niech
{u1,...,u,} bedzie baza U i niech vy,...,v, bedzie ukladem n (niekoniecznie réznych)
wektorow przestrzeni V.

(a) Udowodnié, ze istnieje dokladnie jeden homomorfizm f : U — V taki, ze f(u;) = v;
dlai=1,...,n

(b) Udowodnié, ze f jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy {v1,...,v,} jest baza V.
(¢) Udowodnié, ze U =2V wtedy i tylko wtedy gdy dimU = dim V.

5. Niech S i T beda podprzestrzeniami skonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V'
nad cialem K.

(a) Jesli dim S = dim V, udowodni¢, ze S = V.

(b) Jesli dimV = n i {v1,...,v,} jest baza S, udowodnié, ze istnieje uklad wektoréw
Ur41,- .., Uy przestrzeni V taki, ze {v1,...,v,} jest baza przestrzeni V.

(c) Jesli V = S& T oraz {vi,...,v.} i {vry1,...,vn} sa bazami odpowiednio S i T, to
udowodnié, ze {vy,...,v,} jest baza przestrzeni V.

6. (a) Jesdli V jest przestrzenia skonczenie wymiarowa i W jest dowolna podprzestrzenia
przestrzeni V, dowies¢, ze istnieje podprzestrzen U przestrzeni V taka, ze V =W @ U.
(b) Niech V' = R? bedzie dwuwymiarowa przestrzenia wektorows (ptaszczyzna) nad ciatem
liczb rzeczywistych R. Niech {W,, : n € N} bedzie przeliczalna rodzing jednowymiarowych
podprzestrzeni (prostych na plaszczyznie) V. Udowodnié, ze istnieje prosta U na plasz-
czyznie V taka, ze V =W, & U dla kazdego n € N.

(¢) Niech V' = R3 bedzie tréjwymiarows przestrzenia wektorowa nad R i niech {W,, : n € N}
bedzie przeliczalng rodzing podprzestrzeni V' takich, ze dim W,, = 1 dla wszystkich n € N
lub dim W,, = 2 dla wszystkich n € N. Udowodnié¢, ze istnieje podprzestrzen U przestrzeni
V taka, ze V =W, & U dla kazdego n € N.



7. Udowodnié, ze jesli dimV = n < 0o, to dim Hom(V, V) = n?.

8. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K. Niech B = {vy,...,v,} bedzie
baza V i niech B’ = {wy,...,wy,} bedzie skonczonym zbiorem wektoréw przestrzeni V.
Zalbézmy, ze

w; = pi1v1 + -+ Pintn, t=1,...,m, gdzie p;; € K.

Macierz P := [p;;] nazywa si¢ macierzq przejscia od bazy B do zbioru B'.

(a) Udowodnié, ze zbiér B’ jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy gdy rank P = m.
(b) Jesdli m = n, udowodnié, ze macierz przejScia P jest nieosobliwa (det P # 0) wtedy i
tylko wtedy gdy B’ jest baza przestrzeni V.

9*. 1 Niech V bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem K i niech {vy, ..., v,}
bedzie bazg przestrzeni V. Niech K™ bedzie przestrzenia wektorowa, ktorej wektorami sa
n-elementowe uktady elementéw ciala K a dodawanie wektoréw i mnozenie wektoréw
przez skalary a € K okreslone sg nastepujaco:

(xl,--~,$n)+(y1,~--»yn) = ($1+y1,~--7$n+yn)a

a-(r1,...,x,) = (azx1,...,azy).

Udowodnié, ze odwzorowanie
V- K" zv+-+x0,— (T1,...,2Tp)

jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych.

Zauwazy¢, ze izomorfizm ten wektorowi v = > x;v; € V przyporzadkowuje wektor wspot-
rzednych (z1,...,z,) € K" Dlatego przestrzen K™ nazywa si¢ przestrzeniq wspdtrzednych
przestrzeni V, lub krétko przestrzenia wspotrzednych.

10*. Niech K bedzie dowolnym ciatem. Rozpatrzmy uktad m réwnan liniowych o n nie-
wiadomych z macierzag A = [a;]:

ain X1+ -+ ainXn=5b;, t=1,...,m, (1)

gdzie a;5,b; € K. Twierdzenie Kroneckera-Capelliego orzeka, ze uklad (1) ma rozwigzanie
Z1,...,xn € K wtedy i tylko wtedy gdy rank A = rank (A, b), gdzie b jest jednokolumnowa
macierza o elementach by, ..., by, .

(a) Jesli n = m i det A # 0, udowodnié, ze uklad (1) ma dokladnie jedno rozwiazanie
T1,...,Tn W ciele K.

(b) Jeslin > m i rank A = m, udowodni¢, ze uklad (1) ma rozwiazanie.

(¢) (Rozwiazalno$é uktadéw jednorodnych). Jesli by = --- = b,, = 0 1 n = m, udowodnié,
ze uklad (1) ma rozwiazanie (x1,...,z,) # (0,...,0) w ciele K wtedy i tylko wtedy gdy
det A = 0.

(d) (Rozwiazalnosé uktadéw jednorodnych). Jesli by = -+ = b, = 0 i n > m, udowodnic¢,
ze uklad (1) ma niezerowe rozwiazanie w ciele K.

(e) (Przestrzen rozwiazan ukladu jednorodnego). Jesli by = - -+ = b, = 0, udowodnié, ze
rozwiazania (z1,...,z,) ukladu (1) tworza podprzestrzen wektorowa S przestrzeni wspél-

rzednych K". Udowodnié, ze dim S = n — rank A.

1Zadania oznaczone gwiazdks nalezy uwaznie przeczytaé i rozwiazaé, jesli Czytelnik spotyka sie z nimi
po raz pierwszy.



11. Niech {M;j, i,j =1,...,n}, bedzie baza standardowa algebry macierzy M, (K).

(a) Jesli M = [a;;] € My (K), pokazac, ze M =37, i aij M.

(b) Niech K bedzie dowolnym ciatem i niech n > 1. Dla macierzy M = Mj; + Mo

i macierzy transponowanej M? = Mj1 + My, pokazaé, ze MM # M'M.

(c) Jesdli A jest m-wymiarowa K-algebra i {ai,...,an} jest baza A pokazaé, ze macierze
apM;j, 1 <k <m, 1<1i,j<n, tworza baz¢ K-algebry macierzy M, (A). Wywnioskowa¢
stad, ze dimg M, (A) = n? dimg A.

12*. Niech h : A — B bedzie izomorfizmem K-algebr. Sprawdzi¢ nastepujace fakty.

(a) h(Z(A)) = 2(B).

(b) h(U(A)) C U(B).

(c) Jedli Z jest ideatem w A, to h(Z) jest idealem w B.

(d) Algebra A jest centralna (prosta, z dzieleniem) wtedy i tylko wtedy, gdy B jest cen-
tralna (prosta, z dzieleniem).

13. Niech A bedzie K-algebra i niech a,b € A. Jedli 14 —ab jest elementem odwracalnym
w A, udowodnié, ze takze 14 — ba jest elementem odwracalnym.

Wskazéwka. Rozpatrzy¢ element 14 + b(1 — ab)La.

14. Niech A bedzie K-algebra.

(a) Pokazaé, ze K14 jest cialem izomorficznym z K.

(b) Pokazaé, ze Z(A) jest przemienna podalgebra algebry A.

(c) Jesli A jest algebra z dzieleniem, pokazaé, ze Z(A) jest podcialem algebry A.

(d) Niech A = M;3(R) bedzie 4-wymiarowa algebra macierzy nad R. Pokazaé, ze L =
{aMi1 + bMya — bMa; + aMag : a,b € R} C A jest podcialem algebry A oraz ze L jest
rozszerzeniem kwadratowym centrum Z(A).

15. Udowodnié, ze jesli dimg V' > 1, to algebra endomorfizméw Endg V' jest nieprzemien-
na.

16. Pokazaé, ze kazdy z nastepujacych wielomianéw stopnia 2 ma nieskorniczenie wiele zer
w algebrze kwaternionéw Hamiltona H. Znalezé wszystkie zera tych wielomianéw w H.
(a) X2+ 1.

(b) X2 + aX + b1, gdzie a,b € R, b # 0.

17. Rozwiazaé¢ nastepujace uktady réwnan liniowych w algebrze H.
(a) iX+jY =1, kX-Y =0.
(b) Xi+Yj=1, Xk-Y =0.

k-1
(a) Sprawdzi¢, ze macierz M jest odwracalna w algebrze macierzy Mo, (H).
(b) Czy macierz transponowana M jest odwracalna w Ms(H) ?

18. Niech M= | | 7 ] € M,(H).

19. Niech V bedzie dowolna (niekoniecznie skonczenie wymiarowa) przestrzenia wekto-
rowg nad cialem K. Niech 7 € Endg V' bedzie endomorfizmem jednoznacznie lewostron-
nie odwracalnym (to znaczy, istnieje dokladnie jeden endomorfizm o € Endg V' taki, ze
o1 = 1y ). Udowodnié, ze 7 jest endomorfizmem odwracalnym.



20. Niech dimg V' = n i niech {vy,...,v,} bedzie baza przestrzeni V. Dla kazdej pary
liczb naturalnych i, j niewigkszych od n obieramy endomorfizm 7;; przestrzeni V' taki, ze

Tij(’l)k) :(5jkvi, k= 1,...,n,

gdzie dy; jest "delta Kroneckera,” d,; = 1 gdy k = j oraz dy; = 0 gdy k # j.
(a) Pokazaé, ze endomorfizmy 7;; tworza baz¢ K—algebry Endg V.
(b) Sprawdzi¢ nastepujaca tabele mnozenia dla tej bazy:

TijTjil = Til,  TijTl = Oy gdy j # k.

(c) Pokazaé, ze jesli endomorfizm o przestrzeni V jest przemienny z kazdym endomorfi-
zmem 75, to 0 = a(711 + - -+ + Tpn) = aly, dla pewnego a € K.

(d) Udowodnié, ze centrum Z(Endg V') algebry endomorfizméw sklada sie ze skalarnych
wielokrotnosci endomorfizmu tozsamosciowego 1y :

21. Niech B = {v1,...,v,}, gdzie n = 2m, bedzie baza przestrzeni wektorowej V' nad cia-
tem K i niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni V' dzialajacym na bazie B nastepujaco:

’7’(1121;1) = —V24, T(UQZ') = V2i—1, 7= 1,...,m.
Zmalez¢ wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 gdy
1. K=R, 2.K=F; 3. K=F,.

22. Niech A bedzie macierza endomorfizmu 7 przestrzeni n—wymiarowej V' w dowolnej
bazie tej przestrzeni. Udowodnié, ze A € M,,(K) oraz 7 € Endg V maja ten sam wielomian
minimalny: pa = p,.

23. Udowodnié, ze kazdy endomorfizm przestrzeni wektorowej V nad cialem o charakte-
rystyce # 2 mozna przedstawi¢ w postaci sumy endomorfizméw odwracalnych.

24. Niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni wektorowej V' i niech A bedzie macierza 7
w pewnej bazie przestrzeni V. Nie wykorzystujac pojecia wyznacznika macierzy udowod-
ni¢ dwa nastepujace stwierdzenia.

(a) Jesli macierz A ma kolumne lub wiersz zlozony z zer, to 7 nie jest odwracalny.

(b) Jesli macierz A ma dwie kolumny lub dwa wiersze proporcjonalne, to 7 nie jest od-
wracalny.

25. Pokazaé, ze je$li macierze rzeczywiste A i B sg podobne nad cialem liczb zespolonych,
to sg takze podobne nad cialem liczb rzeczywistych.

26*. Podajemy szkic dowodu twierdzenia, ze nie istnieje tréjwymiarowa algebra z dziele-
niem nad ciatlem R liczb rzeczywistych.

Przypusémy, ze istnieje taka R-algebra D.

(a) Pokazaé, ze Z(D) = Rlp.

Zauwazy¢, ze centrum D jest cialem izomorficznym z R. Mozna zatem identyfikowaé cen-
trum D z R (sprowadza sie to do identyfikacji 1p =1 € R.).

Udowodnié, ze R jest jedynym podciatem D zawierajacym Z(D).

(b) Dla kazdego = € D pokazaé, ze elementy 1, z, 22 sa liniowo zalezne nad R.

(c) Pokazaé, ze istnieje element x € D taki, ze 22 = a, gdzie a € R oraz x & R.

Jedli a > 0, pokazaé, ze D ma dzielniki zera wbrew zalozeniu, ze jest algebra z dzieleniem.
Jedli a < 0, pokazaé, ze D ma podcialo zawierajace Z(D) izomorficzne z cialem C liczb
zespolonych, wbrew (a).

(d) Wywnioskowaé, Ze nie istnieje 3-wymiarowa algebra z dzieleniem nad cialem R liczb
rzeczywistych.



27. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa z baza {v1,...,v,} i niech 7 bedzie endomor-
fizmem przestrzeni V takim, ze

T(v1) = v, T(v2) =v3,...,T(Vp—1) = Vn, T(Vp) = —apU1 — Ap_1V2 — -+ — A1Vy.
(a) Udowodnié, ze f(7) =0 € Endg V dla wielomianu
f=X"+aX" '+ +a, € K[X].
(b) Udowodnié, ze f jest wielomianem minimalnym endomorfizmu 7.

28. Niech 7 € Endg V. Udowodnié, ze jesli (X — aq)™ -+ (X — ax)™* jest wielomianem
minimalnym endomorfizmu 7, to (X —aap)™ --- (X — aa)™* jest wielomianem minimal-
nym endomorfizmu ar.

29. Udowodnié¢, ze jesli 7 jest idempotentnym endomorfizmem przestrzeni V, to znaczy
jedli 72 = 7, to istnieja podprzestrzenie U i W przestrzeni V takie, ze

(a) V=UaW,

(b) 7(u) =0dlau e U,

(c) T(w) =w dla w € W.

30. Niech V bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem K o cha-
rakterystyce # 2. Zalézmy, ze endomorfizm 7 przestrzeni V spelnia tozsamoéé 73 = 7.
Udowodnié, ze istnieja podprzestrzenie U, W, Z przestrzeni V takie, ze

(a) V=UaWa_Z, (b) 7(u) =0 dla uweU,

(¢) T(w)=w dla weW, (d) 7(2)=—2 dla z€ Z.

31. Endomorfizm v przestrzeni V nazywa sie nilpotentnym, jesli istnieje liczba naturalna
m taka, ze v = Oy . Pokazaé, ze endomorfizm nilpotentny ma wektory witasne i ma tylko
jedng warto$¢ witasng a = 0.

32. Udowodnié, ze jesli v jest endomorfizmem nilpotentnym oraz f € K|[X] jest dowolnym
wielomianem takim, ze f(0) # 0, to endomorfizm f(v) jest odwracalny.

33. Udowodnié, ze endomorfizm nilpotentny v przestrzeni n—wymiarowej spetnia v™ = Oy .

34. Niech 0,7 € Endg V. Niech 0 # v € V bedzie wektorem wlasnym endomorfizmu 7
nalezacym do wartoéci wtasnej a € K. Udowodnié, ze jedli endomorfizmy o i 7 sa prze-
mienne oraz o(v) # 0, to o(v) jest takze wektorem wlasnym endomorfizmu 7 nalezacym
do wartosci wlasnej a.

35. Niech o, 7 € Endg V. Udowodnié, ze endomorfizmy o i 7 sa odwracalne wtedy i tylko
wtedy, gdy endomorfizmy o7 i 7o sa odwracalne.

36. Niech «, 3,7, € Endg V. Udowodnié, ze jedli endomorfizmy o + i a — 8 sa odwra-
calne, to istnieja endomorfizmy o, 7 € Endg V' takie, ze

oo + BT =17, Bo + ar = 6.

37. Niech ¢ i 7 beda endomorfizmami przestrzeni wektorowej V nad cialem C liczb ze-
spolonych. Udowodnié, ze jedli 02 = 72 = 1y, to przestrzenn V zawiera podprzestrzen U o
wymiarze 1 lub 2, ktora jest podprzestrzenia niezmiennicza obydwu endomorfizméw o i 7.

Wskazéwka. Rozpatrzyé wektor wlasny v endomorfizmu p := o — 7 oraz podprzestrzen
U :=lin(u,o(u)).



38. Niech 7 € Endi V spetlnia 7™ = 1y dla pewnej liczby naturalnej m.

(a) Udowodnié, ze jesli K jest cialem algebraicznie domknietym o charakterystyce zero to
T jest diagonalizowalny (to znaczy ma macierz diagonalna w pewnej bazie przestrzeni V).
(b) Niech K = R i niech m bedzie najmniejsza liczba naturalna taka, ze 7" = 1y. Udo-
wodnié, ze 7 jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy gdy m < 2.

39. Niech 7 bedzie endomorfizmem diagonalizowalnym przestrzeni wektorowej V nad cia-
lem R. Udowodnié, ze jedli 7™ = 1y dla pewnej liczby naturalnej m, to takze 72 = 1y.

40. Pokazaé, ze jedli a? jest warto$cig wlasng endomorfizmu 72 to a lub —a jest wartoscia
wlasng endomorfizmu 7.

41. Niech B = {v1,v92,v3} bedzie baza przestrzeni V nad cialem K o charakterystyce # 2
i niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni V' takim, ze

T(v1) =v2, 7T(v2)=w3, T(v3)=—vy— 2v3.

(a) Znalez¢ wielomian minimalny p, oraz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu 7.

(b) Dla kazdej wartosci wlasnej a endomorfizmu 7 znalezé baze¢ podprzestrzeni U, =
{veV:7(v) =av} wektoréw wlasnych endomorfizmu 7 nalezacych do wartosci wlasnej
a.

42. Niech B = {v1, v2,v3} bedzie baza przestrzeni V nad cialem K o charakterystyce # 2
i niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni V' takim, ze
T(Ul) = V9, T('UQ) = V3, T(’Ug) = —V9y — 21)3.

(a) Udowodnié, ze istnieja nietrywialne podprzestrzenie T—niezmiennicze Vi, Vo takie, ze
V=Vl
(b) Znalezé bazy podprzestrzeni Vi, V.

43. Niech B = {vy,v2,v3,v4} bedzie baza przestrzeni V nad cialem K o charakterystyce
# 2 i niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni V' takim, ze
T(v1) =ve, 7T(v2)=w3, T(v3)=wg, 7T(v4)=—v1+ 203.

(a) Znalez¢ wielomian minimalny p, oraz wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu 7.

(b) Dla kazdej wartosci wlasnej a endomorfizmu 7 znalezé baze podprzestrzeni U, =
{veV:7(v) =av} wektoréw wlasnych endomorfizmu 7 nalezacych do wartosci wlasnej
a.

44. Niech B = {v1,v2, v3,v4} bedzie baza przestrzeni V nad cialem K o charakterystyce
# 2 i niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni V takim, ze

T(v1) = v, T(v2) =wv3, T(v3)=wv4, T(v4)=—v1+ 20s.

(a) Udowodnié, ze istnieja nietrywialne podprzestrzenie T—niezmiennicze Vi, Vo takie, ze
V=Vl
(b) Znalezé bazy podprzestrzeni Vi, V.

45. Niech A, B € M,(K) beda macierzami idempotentnymi (A? = A oraz B%? = B).
Udowodnié, ze macierze A i B sa podobne wtedy i tylko wtedy gdy maja réwne rzedy.

46. Pokazaé, ze macierz

0100
0010
00 01
1 0 00

jest diagonalizowalna nad cialem liczb zespolonych, ale nie jest diagonalizowalna nad cia-
tem liczb rzeczywistych.



47. Niech 7 € Endg V' i niech f, g € K[X] beda dowolnymi wielomianami. Udowodnié, ze
(a) Jesli f | g, to ker f(7) C ker g(7).
(b) Jesli NWD (f,g) =1, to ker f(7) Nkerg(r) = 0.

48. Niech
1 1 1 1 1 1
A= -1 -1 -1 oraz B=| -1 -1 -1
1 1 0 1 0 0

beda macierzami nad dowolnym cialem K.

(a) Pokazaé, ze macierz A jest nilpotentna i znalezé jej ciag niezmiennikéw i postaé Jor-
dana.

(b) Pokazaé, ze macierze A i B nie sa podobne.

49. (a) Sprawdzié, ze kazda z nastepujacych macierzy jest nilpotentna:

0000 0010 0 0 0O 0 0 01
1 0 01 0 011 1 0 00 0 0 00
0 0 0 O’ 0 0 0 O’ 1 -1 0 0’ 1 -1 00
0 00O 00 00 1 1 10 0 0 0O

(b) Dla kazdej z macierzy punktu (a) znalezé jej posta¢ kanoniczna Jordana.

50. Dla kazdej z macierzy

6 2 -2 6 2 2
2 2 2 0 0 2

znalez¢ jej wielomian minimalny i posta¢ kanoniczng Jordana.

51. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe postaci Jordana macierzy w Mg(K), ktérych wielomia-
nem minimalnym jest p = X?(X — 1)3.

52. Niech K bedzie cialem o charakterystyce # 2. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe postaci
Jordana macierzy w Mjo(K), ktérych wielomianem minimalnym jest

p=X*(X-13*X+1)53

53. Niech
1 1 1 n 0 . 0
A 11 ... 1 oraz B — 0o o0 . 0
11 ... 1 00 ... 0

beda macierzami stopnia n nad dowolnym cialem K.

(a) Znalez¢ wielomiany minimalne macierzy A i B.

(b) Udowodnié, ze jesli char K = 0 lub char K =p # 0 i p{n, to macierze A i B sa
podobne.

54. Niech V bedzie 10-wymiarowg przestrzenig wektorowg nad cialem Q liczb wymiernych.
Udowodnié, ze kazde dwa endomorfizmy przestrzeni V', ktorych wielomian minimalny jest
rowny

(X241 (X3 +2X +2)

sga podobne.



55. Niech A = [a;j] € M, (K) bedzie macierza trojkatna. Udowodnié, ze

A" =0 = a1 = agy = -+ = Qpy = 0.

Z bedzie
macierza endomorfizmu 7 w bazie B. Niech f = (X —a)(X — d) — bc € K[X]. Udowodnié
dwa nastepujace stwierdzenia.

(a) f(r) = Oy

(b) Jesli T nie ma wartosci wlasnych, to dla kazdego wielomianu g = X2 +aX + 3 € K[X]
réznego od f, endomorfizm g(7) jest odwracalny.

56. Niech 7 € Endg V gdzie dimg V = 2. Niech B bedzie baza V i niech

57. Niech V bedzie przestrzenia 7—cykliczna. Udowodnié¢, ze kazdy endomorfizm o prze-
strzeni V' przemienny z 7 ma postaé¢ o = f(7), gdzie f € K[X].

58. Endomorfizm 7 przestrzeni V nazywa sie pdiprosty, jesli dla kazdej podprzestrzeni
niezmienniczej U endomorfizmu 7 istnieje dopelniajaca podprzestrzen niezmiennicza, to
znaczy taka podprzestrzen 7—niezmiennicza U; przestrzeni V, ze

V=U®&U,.

(a) Udowodnié, ze zacie$nienie endomorfizmu pélprostego 7 do jego podprzestrzeni nie-
zmienniczej U jest endomorfizmem potprostym przestrzeni U.

(b) Udowodnié, ze jesli przestrzen V jest sumg prosta V = Uy @ - - - @ U, podprzestrzeni
niezmienniczych U; endomorfizmu 7 i kazdy endomorfizm 7; indukowany przez 7 na U;
jest polprosty, to 7 jest polprostym endomorfizmem przestrzeni V.

59. Udowodnié, ze dla endomorfizmu 7 przestrzeni V' nad cialem K nastepujace warunki
sg réwnowazne.

(a) Endomorfizm 7 jest péiprosty.

(b) Przestrzen V mozna przedstawi¢ w postaci sumy prostej minimalnych (w sensie inklu-
zji) podprzestrzeni niezmienniczych endomorfizmu 7.

(¢) Wielomian minimalny endomorfizmu 7 nie dzieli si¢ przez kwadrat zadnego wielomianu
nierozktadalnego nad ciatem K.

60. Niech K bedzie cialem o charakterystyce zero. Udowodnié, ze jesli o i 7 sg endomor-
fizmami pélprostymi przestrzeni wektorowej V nad cialem K oraz om = 70, to 0 + 7T jest
takze endomorfizmem potprostym przestrzeni V.

61. (a) Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem liczb
rzeczywistych. Udowodnié¢, ze nie istnieja endomorfizmy o i 7 przestrzeni V takie, ze

or — 10 = 1y.

(b) Niech K bedzie cialem o charakterystyce 2 i niech V' bedzie 2-wymiarowsa przestrzenia
wektorowg nad cialem K. Wskaza¢ endomorfizmy o i 7 przestrzeni V takie, ze

or — 10 = 1y.

(c) Niech K bedzie dowolnym cialem i niech V' = K[X] bedzie przestrzenia wektorowa wie-
lomianéw nad K. Niech o bedzie endomorfizmem rézniczkowania wzgledem X, natomiast
7 niech bedzie endomorfizmem mnozenia wielomianu przez X. Sprawdzi¢, ze

oT — 170 = 1y

62. (a) Udowodnié, ze nad kazdym ciatem klatka Jordana J,(a) jest podobna do macierzy
transponowanej J,,(a)?.

(b) Udowodnié, ze nad cialem algebraicznie domknietym K kazda macierz A € M, (K)
jest podobna do macierzy transponowanej A7

(¢) Udowodnié, ze nad kazdym cialem K kazda macierz A € M, (K) jest podobna do
macierzy transponowanej A’



