Algebra liniowa 4
Endomorfizmy przestrzeni euklidesowych i unitarnych

Wyktad monograficzny 2009

Kazimierz Szymiczek

12.06.2009



Spis tresci

Przedmowa

1 Endomorfizmy przestrzeni wektorowych

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7

Podstawowe pojecia . . . . . . . ...
Homomorfizmy . . . . . . . . . ...
Endomorfizmy i macierze . . . . . . .. ...
Wielomian minimalny endomorfizmu . . . . . .. .. ... ... ... ...
Podprzestrzenie niezmiennicze . . . . . . . . ..o
Podobienstwo . . . . . . ..
Triangularyzacja i diagonalizacja . . . . . . . . . . . ... ... ... ...

2 Funkcjonaly dwuliniowe

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

Przestrzenie dwuliniowe . . . . . . . . ... L
Przestrzenie dwuliniowe i kongruencja macierzy . . . . . .. . ... . ...
[zometrie przestrzeni dwuliniowych . . . . . . .. .. ... L.
Nieosobliwos¢ przestrzeni dwuliniowych . . . . . . .. ... .00
Twierdzenie o rzucie prostopadtym . . . . . . .. . ... 0L,
Bazy ortogonalne przestrzeni dwuliniowych . . . . . . ... ... ... ...

3 Przestrzenie euklidesowe

3.1
3.2
3.3
3.4

Norma, odlegto$é i kat miedzy wektorami . . . . . . . . .. . ... ... ..
Bazy ortonormalne . . . . . .. ..o

Przyktady . . . . . . . .
Najlepsza aproksymacja . . . . . . . . . . . ...

4 Endomorfizmy przestrzeni euklidesowych

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

Endomorfizmy sprzezone . . . . . . . . ...
Macierze endomorfizméw sprzezonych . . . . .. ..o
Endomorfizmy samosprzezone przestrzeni euklidesowych . . . . . . . . ..
Przemienne zbiory endomorfizméw samosprzezonych . . . . . . . ... ...
[zometrie przestrzeni dwuliniowych . . . . . . .. .. ... 000,
Symetrie przestrzeni dwuliniowych . . . . . ... ... L.
Macierzowa reprezentacja grupy izometrii . . . . . . .. ... oL
Grupa ortogonalna . . . . . . ...

5 Funkcjonaly poéltoraliniowe

5.1
5.2
9.3
5.4
2.5

Przestrzenie hermitowskie . . . . . . . ... ... L.
Przestrzenie hermitowskie i kongruencja macierzy . . . . .. . .. .. ...
[zometrie przestrzeni hermitowskich . . . . . . . . . ... ... ... ...,
Nieosobliwos¢ przestrzeni hermitowskich . . . . . . .. ... ... ... ..
Twierdzenie o rzucie prostopadtym . . . . . .. ... ... ... ...

iii

17
17
19
21
23
25
26

29
29
31
33
35

37
37
39
40
42
44
45
47
o1



il

5.6 Bazy ortogonalne przestrzeni hermitowskich . . . . . . ..

6 Przestrzenie unitarne

6.1 Norma wektora i odlegto$¢ miedzy wektorami . . . . . . .
6.2 Bazy ortonormalne . . . . .. ... .00
6.3 Przyktady . . .. .. . ...
6.4 Dodatnio okreslone funkcjonaty hermitowskie . . . . . . .
6.5 Najlepsza aproksymacja . . . . . . ... .. ... ... ..

7 Endomorfizmy przestrzeni unitarnych

7.1 Endomorfizmy sprzezone . . . . . . . ... ...

7.2  Endomorfizmy samosprzezone przestrzeni unitarnych

7.3 Przemienne zbiory endomorfizméw samosprzezonych . . . .
7.4 Endomorfizmy normalne . . . . ... ... ... ... ...
7.4.1 Charakteryzacja endomorfizméw normalnych . . . .

7.4.2 Przemienne zbiory endomorfizméw normalnych

7.5 Endomorfizmy unitarne . . . . . . ... ..o
7.6 Symetrie i grupa unitarna . . . . ... ... L
7.7 Rozklad biegunowy . . . . .. ..o oL

8 Ciala rzeczywiscie domkniete

8.1 Ciata formalnie rzeczywiste . . . . . ... ... ... ...
8.2 Ciala uporzadkowane . . . . . . . . .. ... ...
8.3 Rzeczywiste domkniecie ciala uporzadkowanego . . . . . .

9 Ogoblne przestrzenie euklidesowe i unitarne

Bibliografia

SPIS TRESCI

101

103



Przedmowa

Linear algebra, like motherhood,
has become a sacred cow.
Irving Kaplansky

Algebre liniowg wyktada sie dla wszystkich specjalnosci matematycznych studiéw uni-
wersyteckich. Jednakze usytuowanie tych wyktadéw na pierwszych semestrach studiow nie
pozwala na omoéwienie bardziej zaawansowanych tematow, ktore sg kluczowe dla zastoso-
wan algebry liniowej w matematyce i poza nig. W szczegdlnosci, centralny problem istnie-
nia postaci kanonicznych endomorfizméw przestrzeni wektorowych jest zwykle zaledwie
musniety wzmiankg o diagonalizowalno$ci endomorfizméw samosprzezonych przestrzeni
euklidesowych.

Niniejszy skrypt jest zapisem wyktadu monograficznego z algebry liniowej w Uniwer-
sytecie Slaskim w semestrze letnim roku akademickiego 2008/2009. Koncentruje sie on
na przestrzeniach euklidesowych i unitarnych i postaciach kanonicznych macierzy endo-
morfizméw samosprzezonych i normalnych. Przedstawiamy takze nieco ogdlniejszg wersje
tej teorii zastepujac ciato liczb zespolonych dowolnym ciatem algebraicznie domknietym
K o charakterystyce zero oraz cialto liczb rzeczywistych ciatem rzeczywiscie domknietym
R takim, ze K jest kwadratowym rozszerzeniem R. W rozdziale 6smym przedstawiamy
zarys teorii cial rzeczywiscie domknietych i w rozdziale dziewigtym opisujemy uogdlnienia
przestrzeni euklidesowych i unitarnych do kontekstu ciatl rzeczywiscie domknietych i ich
algebraicznych domknieé.

Kazimierz Szymiczek
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Rozdziat 1

Endomorfizmy przestrzeni
wektorowych

Ostatnie zmiany 17.02.2007 r.

W tym rozdziale przypomnimy podstawowe pojecia i fakty o endomorfizmach prze-
strzeni wektorowych nad dowolnymi ciatami. Zaktadamy, Zze sa one znane z kursowego
wyktadu algebry liniowej.

1.1 Podstawowe pojecia

Niech K bedzie dowolnym ciatem i niech (V, + ,6) bedzie addytywna grupa abelowa.
Grupe V nazywamy przestrzenig wektorowg nad cialem K lub K —przestrzenia wektorows,
jesli na grupie V' okreslone jest dzialanie zewnetrzne z ciatem skalaréw K :

KxV =V, (av)—av

i ma ono nastepujace wlasnosci:

a(vy +v9) = avy + avy
(a1 +az)v = a1v+ aw
(ara2)v = aj(ag)
lv = v

dla wszystkich a,a;,as € K, vy,v9,v € V. Elementy przestrzeni V nazywamy wektorams.
Moéwimy, ze wektory vy, ..., v, € V sa lintowo zalezne, jesli istnieja aq,...,a,, € K nie
wszystkie réwne zero takie, ze

a1vy + -+ AUy = 0.

Wektory vy, ..., v, € V, ktore nie sg liniowo zalezne nazywaja sie liniowo niezalezne.
Mowimy, ze podzbior B C V przestrzeni V jest liniowo niezalezny jesli kazdy skonczony
podzbidr zbioru B jest liniowo niezalezny.

Mowimy, ze podzbiér B C V' przestrzeni V' rozpina przestrzen V jesli kazdy wektor v € V
mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw zbioru B,

UV =a1v1 + -+ QU

dla pewnych ay, ..., a, € K oraz v, ..., v, € B. Piszemy wtedy V = lin{ B}.
Podzbiér B przestrzeni V nazywa sie bazg przestrzeni V jesli jest liniowo niezalezny



i rozpina przestrzen V. Mozna udowodni¢, ze kazda przestrzen wektorowa ma baze i
ponadto, kazde dwie bazy przestrzeni V' sg zbiorami réwnolicznymi. Wobec tego moc
jakiejkolwiek bazy przestrzeni V nazywa sie wymiarem przestrzeni V i oznacza dim V' lub
dimg V, jesli chcemy zaznaczy¢, ze traktujemy V' jako przestrzen wektorowa nad ciatem
K (a nie nad jakims podciatem ciata K).

Podgrupe (U, + ,60) addytywnej grupy (V, + , 6) przestrzeni wektorowej V nad ciatem K
nazywa sie podprzestrzenig przestrzeni V jesli U jest zbiorem zamknietym ze wzgledu na
mnozenie przez skalary z ciata K, to znaczy dla kazdych a € K oraz u € U takze au € U.
Wtedy U jest takze przestrzenig wektorowg nad ciatem K.

Jesli U i W sa podprzestrzeniami przestrzeni V' to zbior

U+W={u+weV:ueclUweW}

takze jest podprzestrzenia przestrzeni V. Podprzestrzen U+ W nazywamy sumg lub sumg
zwyktg podprzestrzeni U i W. Zauwazmy, ze U +W =V oznacza iz zbiér U U W rozpina
przestrzen V.

Mowimy, ze przestrzen V jest sumg prostq podprzestrzeni U i W gdy

U+W =V oraz UNW ={0}.

Piszemy wtedy V = U @ W. Latwo dowodzi sie, ze V = U & W wtedy i tylko wtedy gdy
kazdy wektor v € V ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci v = u 4+ w gdzie u € U
oraz w € W.
Pojecia sumy i sumy prostej dwoch podprzestrzeni sg szczegbélnymi przypadkami ogol-
niejszych pojeé sumy i sumy prostej dowolnej (niekoniecznie skonczonej) rodziny pod-
przestrzeni przestrzeni V. Sformutujemy odpowiednie definicje w przypadku skoriczonej
rodziny podprzestrzeni.

Niech Uy, ..., U,, bedzie dowolng skoniczong rodzing podprzestrzeni przestrzeni wek-
torowej V. Sumg tej rodziny podprzestrzeni nazywamy zbior wszystkich wektorow v € V|
ktore mozna przedstawi¢ w postaci

v=uUy+ -+ Uy gdzie UZGU@ (11)
Suma podprzestrzeni Uy, ..., U,, jest podprzestrzenia przestrzeni V. Oznaczamy ja U; +
-+ + Up, lub krotko Y7, U;.
Moéwimy, ze przestrzen V jest sumg prostg rodziny podprzestrzeni Uy, ..., U, jesli

m m
U;=V oraz U;jn > U;={0} dlakazdego je{l,...,m}.
i=1 i=1
i
Piszemy wtedy V = @, U;. W szczegdlnosci wiec przestrzen V jest sumg prosta swoich
trzech podprzestrzeni Uy, Us, Us, jesli

Ui+Us+Us =V oraz Ulﬂ(U2+U3):Ugﬂ(Ul—i-Ug):Ugﬂ(Ul—i—UQ):{9}.

Podobnie jak w przypadku dwoch podprzestrzeni, V = @, U; wtedy i tylko wtedy gdy
kazdy wektor v € V ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci (1.1). W szczegdlnosci,
jesli przestrzen V ma baze vy, ..., v, oraz U; = Kv; sa jednowymiarowymi podprzestrze-
niami rozpietymi na wektorach bazowych, to

V=U,®---dU,.



Niech U bedzie podprzestrzenia przestrzeni V. Wtedy (U, + , ) jest podgrupa addytywnej
grupy abelowej (V, + ,0) i wobec tego mozna rozpatrywaé grupe ilorazowa V /U, ktorej
elementami sa warstwy v + U grupy V wzgledem podgrupy (normalnej) U i dodawanie
warstw jest okreslone nastepujaco:

(U1+U)+(U2+U):U1+U2+U.
Grupa ilorazowa V/U jest grupa abelowa i mozna na niej okresli¢ dziatanie zewnetrzne
KxV/U—-V/U (a,v+U)+— av+U,

ktore wyposaza grupe abelowa V/U w strukture przestrzeni wektorowej nad ciatem K.
Nazywamy ja przestrzenig ilorazowq przestrzeni V wzgledem podprzestrzeni U.

Jesli dim V' < oo, to znaczy jesli V' ma skonczong baze, to wymiar przestrzeni ilorazowe;j
V/U jest wyznaczony nastepujaco:

dimV/U = dimV — dim U.

Jesli bowiem {vy, ..., v} jest dowolna baza podprzestrzeni U, to uzupetiamy ja do bazy
{v1, ..., Vg, U1, ..., Uy} przestrzeni V i tatwo dowodzimy, ze warstwy uy + U, ..., Uy + U
tworza baze przestrzeni ilorazowej V/U.

1.2 Homomorfizmy

Niech teraz V i W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K. Homomorfizmem
przestrzeni V' w przestrzen W nazywamy odwzorowanie ¢ : V. — W, ktére jest homo-
morfizmem addytywnej grupy V' w addytywna grupe W i zachowuje mnozenie wektorow
przez skalary. A wiec

p(v1 4 v2) = @(v1) + p(va) oraz  p(av) = ap(v)

dla wszystkich v1,v9,v € V oraz a € K. Homomorfizm ¢ : V' — W nazywa sie monomor-
fizmem, epimorfizmem, izomorfizmem jesli ¢ jest odpowiednio odwzorowaniem injektyw-
nym, surjektywnym, bijektywnym. Jesli homomorfizm ¢ : V' — W jest izomorfizmem, to
przestrzenie V' i W nazywamy izomorficznymi i piszemy V = W. Latwo sprawdza sie, ze
izomorfizm ¢ : V — W przeprowadza baze przestrzeni V' na baze przestrzeni W i wobec
tego

Vw = dmV=dimW.

Jesli znamy jakas baze przestrzeni V', to istnieje bardzo prosty i wygodny sposob okreslania
homomorfizméw ¢ : V. — W w dowolna przestrzen wektorowa W (nad tym samym
ciatem). Jesli, na przyktad, przestrzen V jest skonczenie wymiarowa i ma baze {v, ..., v,}
to dla kazdego ukladu {wy,...,w,} wektoréw przestrzeni W istnieje doktadnie jeden
homomorfizm ¢ : V. — W taki, ze ¢(v;) = w; dla i = 1,...,n. Homomorfizm ten
dziata na wektorach przestrzeni V' (ktére sa kombinacjami liniowymi wektoréw bazowych)
nastepujaco:
olaivy + -+ + apvy) = aqwy + -+ - + apwy.

Zatem dla okreslenia homomorfizmu ¢ na przestrzeni wektorowej V' wystarczy wskazaé
obrazy poprzez ¢ wektoréw bazowych przestrzeni V.

Jgdrem homomorfizmu ¢ : V' — W przestrzeni wektorowych nazywa sie jadro homomor-
fizmu ¢ : V. — W grupy abelowej V' w grupe abelowa W. Jadro ¢ oznacza sie ker ¢.
A wiec kerp = {v € V : p(v) = 0w }. Specjalng role odgrywa homomorfizm kanoniczny
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ky : V. — V/U przestrzeni V' w przestrzen ilorazowa V/U wzgledem (dowolnej) pod-
przestrzeni U. Z definicji mamy xy(v) = v 4+ U. Latwo zauwazy¢, ze ker ky = U. Wazne
twierdzenie o homomorfizmach przestrzeni wektorowych méowi, ze jesli ¢ : V. — W jest
epimorfizmem przestrzeni wektorowych, to

V/kerp = W.

Jako proste zastosowanie twierdzenia o homomorfizmach otrzymamy formute dla wymiaru
sumy skonczenie wymiarowych podprzestrzeni U i W przestrzeni V:

dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W).
Ten rezultat wynika stad, ze epimorfizm
U—-U+W)/W, u—u+W

ma jadro U N W. Zatem U/(UNW) = (U + W)/W, skad poréwnujac wymiary izomor-
ficznych przestrzeni otrzymujemy formute dla dim(U + W).

Dla ustalonych przestrzeni wektorowych V, W nad ciatem K zbiér wszystkich homomorfi-
zméw ¢ : V. — W oznacza si¢ symbolem Hom(V, W) lub Homg (V, W). Zbiér Hom(V, W)
jest grupa abelowa ze wzgledu na zwykle dodawanie funkcji i grupe te wyposazamy w
strukture przestrzeni wektorowej nad ciatem K definiujac mnozenie homomorfizméw przez
skalary nastepujaco: dla ¢ € Hom(V, W) idla a € K okreslamy ap : V' — W nastepujaco:

(ap)(v) = ap(v) dla velV.

Latwo sprawdza sie, ze faktycznie ap € Hom(V, W). W ten sposéb mozemy rozpatrywac
przestrzen homomorfizméw Hom(V, W).
Jesli {vy,...,v,} oraz {wy,...,w,} sa bazami przestrzeni V i W, to definiujemy nm
homomorfizméw 7;; : V' — W takich, ze

Tij (V) = Ojpw;

dlal<i<m, 1<j<n Tutaj 0, =0 gdy j # k oraz §;; = 1. Dowodozi si¢, ze tworza
one baze przestrzeni Hom(V, W). Zatem dla przestrzeni skoficzenie wymiarowych mamy

dim Hom(V, W) = dim V' - dim W. (1.2)

1.3 Endomorfizmy i macierze

Homomorfizm 7 : V' — V przestrzeni wektorowej V' w siebie nazywa sie endomorfizmem
przestrzeni wektorowej V. Endomorfizm 7 : V. — V. ktory jest izomorfizmem nazywa
sie automorfizmem przestrzeni wektorowej V. Inaczej méwiac, automorfizm przestrzeni V'
jest endomorfizmem odwracalnym tej przestrzeni. Przestrzen endomorfizméw Hom(V, V')
oznacza si¢ End V' lub Endg V. Jedli dimg V' = n < oo, to na podstawie (1.2) otrzymu-
jemy dimg Endg V' = n?. Dla uproszczenia, od tego miejsca wektor zerowy przestrzeni V
bedziemy oznacza¢ 0 zamiast 6 lub 6y .

Wyréznimy endomorfizm zerowy Oy : V' — V taki, ze Oy (u) = 0 dla kazdego u € V', oraz
endomorfizm identycznosciowy 1y : V. — V taki, ze 1y (u) = u dla kazdego u € V.
Dziatania dodawania endomorfizméw i mnozenia endomorfizméw przez skalary okreélone
sg nastepujaco: dla o,7 € EndV

o+17: V=V, (0c+7)(u)=0cu)+7(u),
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orazdlaa€e KiT € EndV
ar:V =V, (a7)(u) =ar(u)

dla kazdego u € V. Ponadto okreslamy dziatanie mnozenia endomorfizmoéw, jako ztozenie
odwzorowan:

o-7: V=V, (6-7)(u)=o0(r(u)).

Rutynowe rachunki pokazuja, ze Endi V' z dodawaniem i mnozeniem endomorfizméw jako
dziataniami jest pierscieniem.

Nalezy jeszcze zauwazy¢, ze mnozenie endomorfizméw w End V' oraz mnozenie endomor-
fizmow przez skalary sg zwigzane nastepujaca wlasnoscia:

alc-T)=aoc-T=0"-ar

dla dowolnych o,7 € EndV oraz a € K. W ten sposéb pierscien Endg V' jest K —algebrg.
Nazywamy ja algebrg endomorfizmow przestrzeni wektorowej V.

Przypomnimy teraz fundamentalne pojecie macierzy endomorfizmu wzgledem bazy
przestrzeni.

DEFINICJA 1.3.1. Niech B = {vy,...,v,} bedzie uporzadkowana bazg przestrzeni wek-
torowej V' iniech 7 € Endg V. Kazdy wektor 7(v;) przedstawiamy jako kombinacje liniowa
wektoréw bazy B :

7(v5) = Y bijui,
=1

gdzie b;; sa jednoznacznie okreslonymi elementami ciata K.
Macierz m(7, B) := [b;;] € M, (K) nazywa sie¢ macierzg endomorfizmu 7 w bazie B.

Macierz m(7, B) mozna wiec opisaé jako macierz, ktorej j—ta kolumne tworza wspétrzedne
wektora 7(v;) w bazie B.

Niech M, (K) bedzie zbiorem wszystkich n x n macierzy (macierzy o n kolumnach i n
wierszach) o elementach z ciata K. Jak wiadomo M, (K) jest przestrzeniag wektorowa nad

cialem K z dzialaniem zewnetrznym i dodawaniem macierzy okreslonymi nastepujaco:
a- lag] = laay], [ai;] + [bij] = [ay; + byl

gdzie a € K.

Zbiér macierzy

gdzie Ej; jest macierzg, ktora w i—tym wierszu i j—tej kolumnie ma 1 a na pozostatych
miejscach zera, jest baza algebry M, (K). Rzeczywiscie, macierze te rozpinaja przestrzen
M, (K), co wynika z réwnosci

lai] = > ayEy,

1<i,j<n

oraz sa liniowo niezalezne, co tatwo otrzymuje si¢ przy pomocy tej samej réwnosci. Zatem
dimg M, (K) = n®.
W M, (K) jest takze okreslone wewnetrzne dzialanie mnozenia macierzy
[aij] - [bi] = leigl,  cij = ainbij + -+ + ainby.

>



To mnozenie jest taczne i rozdzielne wzgledem dodawania oraz macierz jednostkowa [ €
M, (K) jest jedynkag mnozenia: I-A = A-I = A dla kazdej macierzy A € M,,(K). Tak wiec
M, (K) jest pierscieniem. Ponadto mnozenie macierzy w M, (K) oraz mnozenie macierzy
przez skalary sa zwiazane nastepujaca wtasnoscia:

a(A-B)=aA-B=A-aB

dla dowolnych A, B € M,,(K) oraz a € K.
A wiec M, (K) jest K-algebra. Latwo stwierdzié¢, ze dla n > 1 algebra M, (K) jest nie-
przemienna.

Okazuje si¢, ze kazda uporzadkowana baza B przestrzeni V' wyznacza przyporzadko-
wanie

p:EndgV— M, (K), p(r)=m(r,B),

ktore jest izomorfizmem K-algebr. Rutynowy argument pozwala bowiem stwierdzi¢, ze
odwzorowanie u jest bijekcja, a ponadto dla dowolnych 0,7 € Endg V' oraz dowolnego
a € K mamy

m(oc +7,B8) = m(o,B)+ m(r,B),
m(at,B) = am(r,B),
m(o-7,B) = m(o,B) - m(r,B).

Jesli bowiem B = {vy,...,v,} jest baza V i

n n
o(vy) = aivi,  T(v;) =) bijv;
=1 i=1

to

n

(0 +7)(vy) = D _(ai; + bij)us,

=1

oraz
n

aT(Uj) = Z abi]”l)i

i=1
co oznacza, ze m(o + 7, B) = m(o, B) + m(7, B) oraz m(at, B) = am(7, B). Dalej,

n n n

(0-7)(v;) = o(r(vy)) = a(é bijvi) = ;bija(vi) = ;bij ;; UiV
= ki:(zn: akibij)vk>

i=1

skad wynika, Ze element c;; macierzy endomorfizmu o - 7 w bazie B ma postac

n
Chj = Y Qpibyj.
k=1

Jest to wiec element k—tego wiersza i j—tej kolumny iloczynu macierzy [a;;] - [b;;]. Stad
otrzymujemy m(o - 7, B) = m(o, B) - m(7, B).
A wiec bijektywne odwzorowanie

p:Endg V— M, (K), w(r)=m(r,B)
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ma nastepujace wtasnosci

plo+7) = plo)+p(r),
plo-7) = plo)-p(r),
p(ar) apu(r)
p(ly) I,

dla dowolnych 0,7 € Endg V' oraz dowolnego a € K. Odwzorowanie to jest wiec izomor-
fizmem K —algebr.

1.4 Wielomian minimalny endomorfizmu

Rozpatrzmy wazny przyktad homomorfizmu pierécienia K [X| wielomianéw jednej zmien-
nej nad ciatem K w pierscienn endomorfizméw Endg V' przestrzeni wektorowej V. Homo-
morfizm ten sprowadza sie do operacji podstawiania endomorfizmu w miejsce zmiennej
wielomianu.

Niech f=a9+ a1 X + -+ + a, X" bedzie wiclomianem o wspoétezynnikach z ciata K i
niech 7 € Endg V' bedzie dowolnym endomorfizmem przestrzeni V. Wtedy okreslamy

f(7) = aoly + a7 + -+ + a,7",

gdzie 1y oznacza endomorfizm identycznos$ciowy na V', to znaczy 1y (v) = v dla kazdego
v € V. Oczywiscie dla dowolnego wielomianu f € K[X] oraz 7 € Endg V mamy f(7) €
Endg V. Ponadto, przy ustalonym 7 € Endg V, odwzorowanie

pr o K[X] = Endg V, @ (f) = f(7)

jest homomorfizmem pierscieni. Dla dowolnych wielomianéw f, g € K[X]| mamy bowiem

(f+9)(7) = f(7) +9(r), (f9)(r) = f(7)-9(7),

oraz dla jedynki 1 pierécienia K[X]| mamy ¢, (1) = 14. Ponadto,

pr(af) = (af)(1) = af(7) = ap,(7)

dla kazdego a € K. Oznacza to, ze ¢, : K[X]| — Endg V jest faktycznie homomorfizmem
K —algebr.
Wazna konsekwencja tego, ze ¢, jest homomorfizmem pierscieni jest nastepujacy fakt:

TWIERDZENIE 1.4.1. Dla kazdego endomorfizmu 7 € Endg V' 1@ dla dowolnych wielomia-
now f,g € K[X] endomorfizmy f(7) i g(7) sq przemienne:

f(7)-g(r) = g(7) - f(7).

Dowdd. Mamy bowiem f(7) - g(7) = ¢, (fg) = o-(gf) = g(7) - f(7). [

Zauwazmy, ze przestrzen wektorowa K[X] jest nieskonczenie wymiarowa natomiast
dimEndg V = n?, gdzie n = dimV. W zwigzku z tym zaden homomorfizm K —algebr
K[X] — Endg V nie moze by¢ monomorfizmem, w szczegblnosci wige dla zadnego en-
domorfizmu 7 € Endg V' homomorfizm ¢, nie jest monomorfizmem. Nieco doktadniejsza
informacje podaje nastepujace twierdzenie.



TWIERDZENIE 1.4.2. Jesli V' jest przestrzenig n—wymiarowg nad ciatem K, to kazdy
endomorfizm 7 € Endg V' jest zerem pewnego niezerowego wielomianu o wspétczynnikach
z ciala K stopnia niewiekszego od n?.

Dowéd. Jak wiemy dimy Endg V = n?. Zatem w przestrzeni wektorowej Endg V kazdy
uktad n?+1 elementéw jest liniowo zalezny. Dla kazdego 7 € Endg V istnieja wiec skalary
ag, a1, ..., 0,2 € K, nie wszystkie réwne zero, takie, ze

aoly + arT + -+ + a2t = Oy

Oznacza to, ze dla wielomianu g = ag + a1 X + - - + 4,2 X" € K[X] mamy g # 0 oraz
g(1) = 0y. [

WNIOSEK 1.4.1. Dla kazdego endomorfizmu 7 € Endg V' skoriczenie wymiarowej prze-
strzeni wektorowej V' jadro homomorfizmu ¢, : K[X| — Endg V' jest niezerowym idealem
w pierscieniu wielomiandow K[X].

Wiemy, ze w pierScieniu wielomianéw K[X| kazdy ideal jest glowny. W szczegdlnosei
ker o, = (p) jest ideatem gléwnym generowanym przez pewien wielomian p € K[X].
Prowadzi to do nastepujacej definicji wielomianu minimalnego endomorfizmu 7.

DEFINICJA 1.4.1. Niech 7 bedzie endomorfizmem skonczenie wymiarowej przestrzeni
wektorowej V' nad cialem K. Wielomianem minimalnym p, endomorfizmu 7 nazywamy
unormowany generator p, ideatu ker ¢, pierécienia K[X].

A wiec p, € K[X] jest wielomianem minimalnym endomorfizmu 7 € Endg V' wtedy i
tylko wtedy, gdy p, jest wielomianem unormowanym (to znaczy, najwyzszy wspétczynnik
wielomianu p, jest rowny 1) oraz ker ¢, = (p;).

Definicje wielomianu minimalnego endomorfizmu mozna wiec sformutowaé takze naste-
pujaco.

Wielomian p, € K[X] jest wielomianem minimalnym endomorfizmu 7 jesli

e . jest wielomianem unormowanym,

® Dr (7—) = 0V7

e p, dzieli kazdy wielomian f € K[X] taki, ze f(7) = Oy.

Przyktad 1.4.1. Wielomianem minimalnym endomorfizmu zerowego Oy € Endg V' jest
wielomian py, = X € K[X], natomiast wielomianem minimalnym endomorfizmu iden-
tycznosciowego 1y przestrzeni V jest wielomian p;, = X — 1 € K[X].

W podstawowym wyktadzie algebry liniowej rozpatruje sie wielomian charakterystycz-
ny F, endomorfizmu 7. Jesli B jest baza przestrzeni V i A = m(r, B), to

F, = Fy = det(XI — A) € K[X].

Dowodzi sig, ze wielomian F) nie zalezy od wybory bazy B przestrzeni V. Dowodzi si¢
takze, ze Fu(A) = 0 € M,(K) i wobec tego takze F,.(1) = Oy € Endg V. Jest to tak
zwane twierdzenie Cayleya-Hamiltona. Wobec tego wielomian minimalny endomorfizmu
7 dzieli wielomian charakterystyczny endomorfizmu 7: p, | F;.

Uwaga 1.4.1. Podobnie jak w przypadku endomorfizméw skonczenie wymiarowych prze-
strzeni wektorowych takze dla macierzy kwadratowych mozna mowi¢ o wielomianach mi-
nimalnych. Punktem wyjscia sa homomorfizmy K —algebr

pa: KX] = Mp(K), [ f(A)
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okreslone dla kazdej macierzy A € M, (K). Unormowany generator p, jadra takiego ho-
momorfizmu ¢4 nazywa sie wielomianem minimalnym macierzy A.

A wiec wielomian py € K[X] jest wielomianem minimalnym macierzy A € M, (K) jesli
e p, jest wielomianem unormowanym,

e pa(A) =0,

e p, dzieli kazdy wielomian f € K[X] taki, ze f(A) = 0.

W szczegdlnosci, na podstawie twierdzenia Cayleya-Hamiltona, wielomian minimalny ma-
cierzy A dzieli wielomian charakterystyczny macierzy A: pa | Fa.

Innym faktem, waznym dla praktycznego wyznaczania wielomianu minimalnego endomor-
fizmu, jest nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 1.4.3. Niech 7 € Endg V' i niech A € M, (K) bedzie macierzq endomorfi-
zmu T w jakiejkolwiek bazie przestrzeni V.. Wtedy p, = pa.

Dowdd. Niech p : Endg V' — M, (K) bedzie izomorfizmem K —algebr, ktéry endomorfi-
zmowi T przyporzadkowuje macierz A. Wtedy z réwnosci p,(7) = 0 wynika, ze

0= u(0) = pu(p- (7)) = p-(u(7)) = p-(4),

skad wynika, ze pa | p,. Podobnie, rozpatrujac izomorfizm odwrotny p=t : M, (K) —
Endg V', z réwnosci pa(A) = 0 otrzymamy p4(7) = 0. Zatem p, | pa. Poniewaz wielomiany
Pr 1 pa sa unormowane wynika stad, ze p, = pa. O]

Dla wyznaczenia wielomianu minimalnego ps macierzy A € M, (K) rozpatrujemy
nastepujace uktady n? réwnan liniowych o niewiadomych g, 21, . . .

A+agl =0, A2+ A+20] =0, ..., A4 A" oA+ 20l =0, ...
Jesli k jest najmniejsza liczba naturalng, dla ktoérej uktad réwnan liniowych
AF 4 A At gl = 0
o niewiadomych xy_q,..., 21,9 ma rozwigzanie w ciele K, to

pa= X+ X o 4 X+ .

1.5 Podprzestrzenie niezmiennicze

DEeFINICJA 1.5.1. Podprzestrzen U przestrzeni V nazywamy podprzestrzenia nie-
zmienniczg endomorfizmu 7 € Endg V' lub 7—niezmiennicza, jesli 7(U) C U, to znaczy,
jedli dla kazdego u € U takze 7(u) € U.

Szczegblnie wazny jest przypadek, gdy podprzestrzen niezmiennicza ma wymiar 1. Jesli
dla v # 0 podprzestrzen U = Kv jest 7—niezmiennicza, to 7(v) € Kwv, zatem istnieje taki
skalar a € K, ze 7(v) = av. Wtedy tez (7 — aly)(v) = 0, to znaczy endomorfizm 7 — aly
ma niezerowe jadro i jest wobec tego osobliwy.

DEFINICJA 1.5.2. Element a € K nazywa si¢ wartoscig wiasng endomorfizmu 1 prze-
strzeni wektorowej V, jesli endomorfizm 7 — aly jest osobliwy.

TWIERDZENIE 1.5.1. Element a € K jest wartosScig wlasng endomorfizmu T przestrzen:
wektorowej V' wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wektor v € V' taki, ze v # 0 oraz T(v) = av.



Dowdd. Endomorfizm 7 — aly jest osobliwy wtedy i tylko wtedy gdy istnieje niezerowy
wektor v € V taki, ze (1 —aly)(v) = 0, a wige taki, ze 7(v) = av. O

DEFINICJA 1.5.3. Niech a € K bedzie wartoscig wlasng endomorfizmu 7. Wektorem
wtasnym endomorfizmu 7 nalezgcym do wartosci wlasnej a nazywamy kazdy wektor v € V'
taki, ze

v#0 1 7(v)=av.

LEMAT 1.5.1. Niech T € EndgV, a € K, 0 # v € V i niech g € K[X] bedzie dowolnym
wielomianem. Wtedy

T(v)=av = g(7)(v) = g(a)v.
Dowod. Zauwazmy najpierw, ze dla kazdej liczby naturalnej &,

jesli v jest wektorem wtasnym endomorfizmu 7 nalezacym do wartosci wta-
snej a, to v jest wektorem wlasnym endomorfizmu 7% nalezacym do wartoéci
wlasnej aF.

Rzeczywiscie, jesli 7(v) = av dla pewnego niezerowego wektora v € V., to 7%(v) =
7(7(v)) = 7(av) = a7(v) = a®v i tatwa indukcja pokazuje, ze 7F(v) = a*v.

Stad dla wielomianu g = coX™ + ¢, X™ ! + .- + ¢,, mamy

g(T)() = com™@W) + e ) + -+ el (v)
= cod™v 4 ca™ 4 F e

= g(a)v.

A wiec g(a) jest wartodcia wlasna endomorfizmu ¢(7) oraz v jest wektorem wlasnym
nalezacym do wartosci wlasnej g(a). O

TWIERDZENIE 1.5.2. Dia a € K i dla endomorfizmu 7 € Endg V' nastepujgce warunk:
sq rownowazne.

(a) a jest wartoscig wlasng endomorfizmu T.

(b) a jest pierwiastkiem wielomianu minimalnego p, endomorfizmu T.

Dowdéd. (a) = (b) Niech v € V' bedzie wektorem wlasnym nalezacym do wartosci wlasnej
a. Zatem 7(v) = av oraz v # 0. Na podstawie lematu 1.5.1 mamy p,(7)(v) = p,(a)v.
Poniewaz p,(7) = Oy, wiec wynika stad, ze p;(a)v = 0. Poniewaz za$ wektor v jest
niezerowy, otrzymujemy p,(a) = 0.

(b) = (a) Jedli p-(a) = 0 oraz a € K, to istnieje wielomian ¢ € K|[X] taki, ze p, = (X —a)q.
Wtedy wobec p,(7) = 0y, endomorfizm (7 — aly )q(7) jest endomorfizmem zerowym, ale
q(7) nie jest endomorfizmem zerowym (gdyz stopien wielomianu ¢ jest mniejszy od stopnia
wielomianu minimalnego p,). Istnieje wiec wektor v € V' taki, ze u := ¢(7)(v) # 0. Wtedy

(1 —aly)(u) = (1 — aly)q(7)(v) = p,(7)(v) = 0,
a wiec a jest wartoscig wtasng endomorfizmu 7. Il
WNIOSEK 1.5.1. Kazdy endomorfizm T ma tylko skoriczong liczbe wartosci wtasnych.
Dowdd. Wielomian minimalny p, ma tylko skonczona liczbe pierwiastkow. O]

Uwaga 1.5.1. W podstawowym wyktadzie algebry liniowej dowodzi sie, ze w twierdzeniu
1.5.2 mozna zamieni¢ wielomian minimalny p, wielomianem charakterystycznym F, en-
domorfizmu 7. A wiec element a ciala K jest wartoscia wltasng endomorfizmu 7 € Endg V
wtedy i tylko wtedy gdy a jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego endomor-
fizmu 7: Fj(a) = 0.
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TWIERDZENIE 1.5.3. Jesli aq,...,a;r € K sqg réoznymi wartoSciami wlasnymi endomor-
fizmu T oraz vi,...,vx € V sqg wektorami wltasnymi endomorfizmu T naleZgcymi odpo-
wiednio do wartosci wiasnych ay, ..., ar, to wektory vy, ..., vk s¢ lintowo niezaleine w
przestrzeni V.

Dowdod. Jeslivy,. .., v saliniowo zalezne, to istnieja skalary cy, . . ., ¢ nie wszystkie réwne
zero takie, ze
civ1 + -+ cpuE = 0. (13)

Biorac wartosci endomorfizmu 7 po obydwu stronach otrzymujemy
cla1v1 + - - -+ cpapvg = 0.
Mnozac pierwsza z tych réwnosci przez a; i odejmujac od niej druga réwnosé¢ otrzymamy
co(ay —ag)vg + -+ -+ + cx(ag — ag)ve = 0.

Rownosé ta pokazuje liniowa zaleznosé wektorow vs, ..., vy (gdyz jesli ¢; # 0, to ¢;(a; —
a;) # 0). Podobnie z liniowej zaleznosci wektoréw v, . .., v, wydedukujemy liniowg zalez-
nos¢ wektoréw vs, . . ., v,. Kontynuujac dochodzimy do wniosku, ze uktad jednoelemento-
wy ztozony z wektora vy, jest liniowo zalezny, sprzeczno$é (gdyz vy # 0). O

WNIOSEK 1.5.2. Kazdy endomorfizm T przestrzeni n—wymiarowej ma co najwyzej n
roznych wartosci wiasnych.

Dowdéd. Wektory wtasne nalezace do réznych wartosci wtasnych endomorfizmu 7 sa linio-
wo niezalezne, ich liczba nie moze wiec przekracza¢ wymiaru przestrzeni. O]

WNIOSEK 1.5.3. Jesli dimg V' = n ¢ endomorfizm 7 ma n réZnych wartosci wtasnych, to
1stnieje baza przestrzeni V- zlozZona z wektorow witasnych endomorfizmu .

Dowdéd. Na podstawie twierdzenia 1.5.3 endomorfizm 7 ma n liniowo niezaleznych wek-
torow wiasnych. O]

Istnienie podprzestrzeni T—niezmienniczych i wektorow wtasnych endomorfizmu ma
decydujacy wptyw na mozliwos¢ znalezienia bazy przestrzeni, wzgledem ktérej endomor-
fizm ma macierz opisujaca w przejrzysty sposodb dziatanie endomorfizmu na wektorach
przestrzeni.

TWIERDZENIE 1.5.4. Jesli dimg V' = n oraz endomorfizm ™ ma n réinych wartosci
wtasnych, to istnieje baza przestrzeni V, wzgledem ktorej endomorfizm ™ ma macierz dia-
gonalng.

Dowdéd. Niech aq, ..., a, bedg wartosciami wtasnymi endomorfizmu 7. Dla kazdej wartosci
wlasnej a; obieramy wektor wlasny v; nalezacy do a;. Na podstawie wniosku 1.5.3, wektory
wlasne vy, ..., v, tworza baze B przestrzeni V. Zatem z réwnosci 7(v;) = a;v; wynika, ze

aq 0 ce 0

0 .. 0

m(r,B)=| = “

0o 0 ... a,

A wiec macierz endomorfizmu 7 w bazie B jest diagonalna. O]
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Zal6ézmy teraz, ze endomorfizm 7 przestrzeni V' ma podprzestrzen niezmiennicza U.
Wtedy zaciesnienie 71 = 7|y endomorfizmu 7 do podprzestrzeni U jest endomorfizmem
podprzestrzeni U. Obieramy jakakolwiek uporzadkowana baze By = {v1,...,v,} podprze-
strzeni U i rozpatrujemy macierz A = m(7y, By) endomorfizmu 7 = 7|y podprzestrzeni
U. Baze By uzupelniamy nastepnie do uporzadkowanej bazy B przestrzeni V, a wiec

B=A{v1,...,00,Vp41,...,0n}
Macierz m(7, B) ma wtedy postaé

m(T,B):[’g g]

gdzie B i C sa pewnymi macierzami. A wiec niezmienniczos¢ podprzestrzeni U wzgledem
T pozwala znalez¢ baze przestrzeni V wzgledem ktorej macierz endomorfizmu 7 ma klatke
zer w lewym dolnym rogu o rozmiarach (n —r) x r.

Macierz endomorfizmu 7 ma jeszcze prostsza postacé, gdy przestrzen V' jest sumq prostq
dwoch podprzestrzeni niezmienniczych U i W. Obieramy wtedy jakakolwiek baze By =
{v1,...,v,} podprzestrzeni U oraz jakakolwiek baze By = {v,41,...,v,} podprzestrzeni
W iwobec V =U&W otrzymujemy, ze B = B U B, jest baza przestrzeni V. Poniewaz
T(U) CUoraz 7(W) C W, wiecdlaj=1,...,rorazi=1,...,n —r mamy

7(v;) € lin{B1} oraz 7(v,4;) € lin{By}.
Zatem macierz endomorfizmu 7 w bazie B ma posta¢ macierzy klatkowej

m(7, B) = [181 g]

gdzie A = m(7|y, By) oraz C' = m(7|w, Ba).

1.6 Podobienstwo

Przypomnimy teraz zwiazek miedzy macierzami m(7, .A) oraz m(7, B) endomorfizmu 7 w
dwoch réznych uporzadkowanych bazach A i B przestrzeni V. Niech wiec A = {uq, ..., u,}
i B = {vy,...,v,} beda uporzadkowanymi bazami przestrzeni V' i niech m(7, A) = [a;;] =:
A oraz m(7, B) = [b;;] =: B. Zatem

uj) =Y aigui,  T(v;) =D biu;
i=1 i=1
dla j =1,...,n. Obieramy endomorfizm o € Endg V taki, ze

O'(Uj):Uj, jzl,,n

Wtedy o przeprowadza baze przestrzeni V' na baze V', zatem jest automorfizmem prze-
strzeni V' oraz

To(uj) = wavz Zb,JU (u;) = wauz

Wynika stad, ze
o Yro (u ) Z bijus,
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dla j =1,...,n. Réwnodci te pokazuja, ze endomorfizm o~ !

to znaczy, m(oc ‘70, A) = B. Niech S := m(c, A). Wtedy

70 ma w bazie A macierz B,

B=m(oc"'r0,A) =m(c~', A)ym(r,A) m(c, A) = ST'AS.
Udowodnili$my wiec nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 1.6.1. Jesli A i B sq¢ macierzami endomorfizmu T w uporzgdkowanych
bazach A i B przestrzeni Vi jesli S = m(o, A) jest macierzq endomorfizmu o przeprowa-
dzajgcego baze A na baze B, to B = S7YAS, to znaczy

m<7_7 B) = m(a, A)_l ’ m(T’ -A) ) m(a, A)

Uwaga 1.6.1. Macierz S = m(o,.A) mozna takze interpretowaé jako macierz przejscia
od bazy A do bazy B. Jedli bowiem S = [s;;], to

n
U]':O'(Uj):zsijui, ]21,,Tl
i=1

DEFINICJA 1.6.1. Macierze A, B € M, (K) nazywamy podobnymi lub sprzezonymi, jesli
istnieje macierz odwracalna S € M, (K) taka, ze

B=S"1AS.

Podobienstwo macierzy jest relacja réwnowaznosciowa w algebrze macierzy M, (K).
Twierdzenie 1.6.1 orzeka, ze macierze endomorfizmu 7 w r6éznych bazach przestrzeni V' sa
podobne.

DEFINICJA 1.6.2. Endomorfizmy p i 7 przestrzeni V nazywamy endomorfizmami podob-
nymi lub sprzezonymi, jesli istnieje automorfizm o przestrzeni V taki, ze

p= o 7o

Latwo sprawdzi¢, ze relacja podobienstwa endomorfizméw jest relacja réwnowaznosci w
algebrze Endg V.

TWIERDZENIE 1.6.2. Dla endomorfizmow p i 7 przestrzeni V nastepujgce warunki sq
rOWNoOWazine:

(a) p i T sqg podobne.

(b) Dla kazdej uporzqdkowanej bazy A przestrzeni V- macierze m(p, A) i m(7,.A) sa po-
dobne.

(¢) Dla kazdej uporzqdkowanej bazy A przestrzeni V istnieje uporzadkowana baza B prze-
strzeni V' taka, Ze

m(p, A) = m(7, B).
Dowéd. (a) =(b) Niech p = o770, gdzie ¢ € AutV i niech A bedzie dowolng baza
przestrzeni V. Wtedy
m(p, A) =m(c 70, A) =S~ -m(1, A) - S,

gdzie S = m(o,A). A wiec macierze m(p,.A) i m(7,.A) sa podobne.

(b) =(c) Niech m(p, A) = S7™1-m(7, A) - S, gdzie S jest macierza odwracalng. Obieramy
automorfizm o przestrzeni V taki, ze S = m(o,.A). Niech B = o(A). Wtedy B jest baza
przestrzeni V' i na podstawie twierdzenia 1.6.1 mamy S~'m(7,A)S = m(7,B). A wiec
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m(p, A) = m(7, B).

(¢) =(a) Niech o bedzie automorfizmem przestrzeni V' przeprowadzajacym baze A na
baze B. Wtedy na podstawie (c) i twierdzenia 1.6.1 mamy

m(p, A) = m(7,B) = m(c, A)"" - m(7,A) - m(0, A) = m(c 70, A).

1 1

Endomorfizmy pic~'70 maja wiec rowne macierze w bazie A skad wynika, ze p = o~ '70.
A wiec (¢) =(a). O

Jak widzimy, endomorfizmy podobne maja wiele wspélnych wtasnoéci. Naturalnym
problemem jest wiec klasyfikacja endomorfizméw przestrzeni V' ze wzgledu na podobien-
stwo endomorfizméw. Problem ten jest Scisle zwiazany z klasyfikacja macierzy w M, (K)
ze wzgledu na podobienstwo macierzy.

Jesli bowiem ustalimy uporzadkowang baze A przestrzeni V i kazdemu endomorfi-
zmowi 7 przestrzeni V przyporzadkujemy macierz u(7) = A = m(r,.A) endomorfizmu 7
wzgledem bazy A, to jak wiemy, otrzymujemy izomorfizm K —algebr

w:Endg V. — M, (K).

Ten izomorfizm przeprowadza klasy endomorfizméw podobnych na klasy macierzy podob-
nych:
p{o~'ro 0 € AutV} = {ST'AS : S € GL(n, k)},

gdzie pu(o) = S dla 0 € AutV. Tutaj AutV oznacza grupe automorfizméw przestrzeni
V natomiast GL(n, K) oznacza grupe macierzy odwracalnych w M, (K). A wiec u prze-
prowadza klase endomorfizméw podobnych do 7 na zbiér macierzy endomorfizmu 7 we
wszystkich bazach przestrzeni V' (lub réwnowaznie, na zbiér macierzy wszystkich endo-
morfizméw podobnych do 7, w ustalonej bazie A przestrzeni V).

Ta obserwacja jest podstawa klasyfikacji endomorfizméw przestrzeni wektorowej i po-
szukiwania postaci kanonicznych macierzy endomorfizmoéow. Z kazdym endomorfizmem 7
przestrzeni V' wiazemy klase macierzy tego endomorfizmu we wszystkich bazach przestrze-
ni V i znajdujemy w tej klasie macierze szczegdlnych postaci, ktére opisuja przejrzyscie
dzialanie endomorfizmu 7 na odpowiadajacych tym macierzom bazach przestrzeni wek-
torowej V. Sa to tak zwane postaci kanoniczne macierzy endomorfizmu 7.

1.7 Triangularyzacja i diagonalizacja

Przytoczymy tu bez dowodu twierdzenia wskazujace warunki konieczne i wystarczajace
na to by dla danego endomorfizmu 7 przestrzeni wektorowej V' istniata baza V wzgledem
ktorej macierz 7 jest trojkatna lub diagonalna.

Macierz A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza diagonalng, jesli a;; = 0 dla i # j.
Piszemy wowczas A = diag(aq1, ass, ..., any)-

Macierz A = [a;j] € M,(K) nazywamy macierza trdjkqtng, jesli wszystkie elementy pod
gtéwna przekatng sg réowne zero (to znaczy, jesli a;; = 0 dla ¢ > j), lub gdy wszystkie
elementy nad gtéwna przekatna sa réwne zero (to znaczy, a;; = 0 dlai < j). W pierwszym
przypadku méwimy, ze A jest gorna trojkatna, w drugim, ze jest dolna tréjkatna.

TWIERDZENIE 1.7.1. Endomorfizm 7 € Endg V' ma macierz trojkgtng w pewnej bazie
przestrzeni V' wtedy 1 tylko wtedy, gdy wielomian minimalny p, endomorfizmu T rozktada
sie nad ciatem K na iloczyn czynnikow liniowych:

pr=X—=b1) (X =0bg), br,....0n €K
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TWIERDZENIE 1.7.2. Niech endomorfizm 7 € Endg V' ma macierz tréjkging A = [a;;] w
pewnej bazie przestrzeni V. Wtedy

(a) Wielomian minimalny p, endomorfizmu T jest dzielnikiem wielomianu
(X — (IH) tee (X — am).

(b) Kazda wartosé wlasna endomorfizmu T wystepuje przynajmniej jeden raz wsréd ele-
mentow diagonalnych aj; macierzy A.
(c) Kazdy element diagonalny a;; macierzy A jest wartoscig wlasng endomorfizmu .

A oto odpowiednie twierdzenia o endomorfizmach diagonalizowalnych.

TWIERDZENIE 1.7.3. Endomorfizm 7 € Endg V' ma macierz diagonalng w pewnej bazie
przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian minimalny p, endomorfizmu T rozktada
sie nad ciatem K na iloczyn parami roznych czynnikow lintowych:

pT:(X—b1)<X—bk), bl,...7bk€K7 bz%bj dla ’L#]

TWIERDZENIE 1.7.4. Jesli endomorfizm 7 € Endg V' ma macierz diagonalng w pewnej
bazie przestrzeni V' oraz by, ..., by € K sq wszystkimi parami roznymi elementami cia-
ta K wystepujgcymi na przekgtnej macierzy diagonalnej endomorfizmu 7, to wielomian
minimalny p, ma postac

pr=(X—=01) (X = bg).
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Rozdziat 2

Funkcjonaly dwuliniowe

Ostatnie zmiany 19.04.2009 r.

2.1 Przestrzenie dwuliniowe

DEFINICJA 2.1.1. Przestrzenig dwuliniowg nad ciatem K nazywamy pare (V, 3), gdzie V
jest skonczenie wymiarows przestrzenig wektorowa nad ciatlem K oraz

g:VxV—-K
jest funkcjonatem dwuliniowym na przestrzeni V.

To ostatnie oznacza, ze (3 spelnia
Blax + by, 2) = aB(z, z) + bB(y, 2),

ﬁ(x,ay + bZ) = aﬁ(m,y) + bﬁ(x,z),

dla wszystkich z,y, z € V' i wszystkich a,b € K.

Jesli U jest podprzestrzenig przestrzeni wektorowej V', to zaciesnienie o = (), ,, funkcjo-
natu 3 do podprzestrzeni U jest oczywiscie funkcjonatem dwuliniowym na przestrzeni U.
Pare (U, ) nazywamy podprzestrzenig przestrzeni dwuliniowej (V, (3).

Bedziemy stale stosowaé nastepujace uproszczenia w oznaczeniach.
Po pierwsze, zamiast pisa¢ (V, 3) bedziemy takze uzywaé¢ symbolu V' dla oznaczenia prze-
strzeni dwuliniowej.
Po drugie, zamiast [3(z,y) piszemy czesto po prostu (x,y).
Po trzecie, dla dowolnego wektora x € V' wprowadzamy oznaczenie ¢(x) := (z,x). Okre-
slona w ten sposob funkcja

q:V —- K

ma nastepujace wtasnosci:
glar) = a’q(x),  qle+y) —qlx) —qly) = (x,9) + (y,2)

dla dowolnych a € K, z,y € V. Funkcje ¢ nazywamy funkcjonatem kwadratowym stowa-
rzyszonym z funkcjonatem dwuliniowym ( , ).

DEFINICJA 2.1.2. Niech V bedzie przestrzenia dwuliniows z funkcjonalem dwuliniowym
( , ) istowarzyszonym funkcjonatem kwadratowym g.

1. Wektor x € V nazywa sie izotropowy, jesli © # 01 q(z) = 0. Jedli g(z) # 0, to x
nazywa sie nieizotropowy.
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2. Przestrzen V nazywa sie izotropowa, jesli zawiera wektor izotropowy. W przeciwnym
przypadku przestrzen nazywa si¢ nieizotropowa.

3. Przestrzen V nazywa sie symetryczna jesli funkcjonat (, ) jest symetryczny, to
znaczy jesli
(x,y) = (y,z) dla wszystkich z,y € V.

4. Jesli V jest przestrzenig symetryczna, to méwimy, ze wektory x,y € V sa ortogo-
nalne lub prostopadte jesli (x,y) = 0.

Zauwazmy, ze pojecie prostopadtosci wektorow wprowadzamy jedynie dla przestrzeni sy-
metrycznych. Dzieki temu relacja prostopadtosci wektoréw jest symetryczna: jesli (z,y) =
0, to takze (y,z) = 0. Ponadto, w przestrzeni symetrycznej, dla kazdych x,y € V mamy

q(x +y) —q(z) — q(y) = 2(z,y).

Przyklad 2.1.1. Przestrzenig euklidesowqg nazywamy symetryczng przestrzen dwulinio-
wa V nad cialem R liczb rzeczywistych, w ktérej ¢(z) > 0 dla kazdego niezerowego wek-
tora x € V. Przestrzen euklidesowa jest wiec nieizotropowa. Standardowym przykltadem
n—wymiarowej przestrzeni euklidesowej jest przestrzen wspotrzednych R™ z funkcjonatem
dwuliniowym ( , ) okreslonym formuta

((3717 s axn)a (yb cee ayn)) =T1Y1+ -+ Tuln.

Dla wektora x = (z1,...,2,) € R” mamy

qg(z) = af+--- + .

Jest to zawsze nieujemna liczba rzeczywista. W zwiazku z tym dtugoscig lub normg wek-
tora x przestrzeni euklidesowej nazywa si¢ liczbe ||z|| = 1/q(x).

Przyktad 2.1.2. Przestrzen dwuliniowa (V,6), gdzie 6 jest funkcjonalem zerowym (to
znaczy, 0(z,y) = 0 dla wszystkich x,y € V') nazywa sie totalnie izotropowa. Tutaj kazdy
niezerowy wektor jest izotropowy i kazde dwa wektory sg ortogonalne.

Przyktad 2.1.3. Niech V = K? bedzie 2—wymiarows przestrzeniag wspotrzednych nad
dowolnym cialem K. Definiujemy funkcjonat A na przestrzeni V' ktadac

A:K?x K? - K,

A((e1, 2), (g1, 92) = dlet [ ) ] |

T2 Y2

7, dobrze znanych wtasnosci wyznacznikéw macierzy otrzymujemy
1. A jest funkcjonatem dwuliniowym na przestrzeni K2.
2. Kazdy niezerowy wektor przestrzeni dwuliniowej (K2, A) jest izotropowy:

q(z) = Az, ) =0 dla wszystkich = € K.

3. Dwa wektory z,y sa ortogonalne, A(z,y) = 0, wtedy i tylko wtedy gdy sa propor-
cjonalne (to znaczy gdy sa roéwnolegte!).
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Przyklad 2.1.4. Rozpatrzmy teraz przestrzen wspotrzednych C™ nad ciatem liczb ze-
spolonych C i okre$lmy funkcjonat

x:C"xC" - C,

X((xh cee 7In)7 (yla s >yn)) =Ty + Ty,
gdzie @ oznacza liczbe sprzezona z a € C. Latwo sprawdzi¢, ze y jest funkcjonatem linio-
wym ze wzgledu na pierwsza zmienna i jest addytywny ze wzgledu na druga zmienna:

x(ax + by, z) = ax(x, z) + bx(y, 2),

X,y + 2) = x(@,y) + x(z, 2),

dla wszystkich z,y,z € C" i wszystkich a,b € C. Jednakze x nie jest funkcjonatem
liniowym ze wzgledu na druga zmienng. Mamy natomiast

x(r,ay) = ax(z,y).

Tak wigc, zgodnie z definicjg 2.1.1, (C", x) nie jest przestrzenia dwuliniowa. Nazywamy
ja przestrzenig pottoraliniowa (lub hermitowska lub unitarna).

Prawie wszystko co powiedzieliémy powyzej o przestrzeniach euklidesowych przenosi
sie na przestrzenie unitarne. Funkcjonat x jest bardzo bliski symetrii ma bowiem wtasnosé

x(z,y) = x(y, ).

Ponadto, ¢(z) = x(z,x) dla dowolnego wektora x € C", jest dodatnia liczba rzeczywista
co wynika natychmiast z definicji:

q(x) =X1T1+ -+ Ty = |x1‘2 4o |$n|2

dla z = (z1,...,z,) € C". Tak wiec przestrzen unitarna jest nieizotropowa i mozemy
wprowadzi¢ dlugo$é wektora z € C" uzywajac tej samej formuty y/q(x), ktorej uzyliémy
w przypadku przestrzeni euklidesowe;j.

2.2 Przestrzenie dwuliniowe i kongruencja macierzy

Niech V' bedzie przestrzenia dwuliniowa nad ciatem K i niech B = {vy,...,v,} bedzie
pewng bazg przestrzeni wektorowej V. Macierz

A= [(vi, v;)]
nazywamy macierza przestrzeni dwuliniowej V' wzgledem bazy B. Piszemy
V= A w bazie B
gdy A jest macierza V wzgledem bazy B, a takze
VA

gdy A jest macierza V wzgledem jakiej$ bazy przestrzeni V.
Zauwazmy, ze dziatanie funkcjonatu dwuliniowego ( , ) na przestrzeni V jest opisane w
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sposob kompletny poprzez macierz A przestrzeni V.
Rzeczywiscie, dla x,y € V', gdzie v = 32, wyv;, y = 22, y;v5, i, y; € K, mamy

(z,y) = ZZ%%‘(%%’), (2.1)

a takze

q(x) = (z,2) = ZZ&:ixj(vi,vj). (2.2)

Znajac macierz A = [(v;,v;)] oraz wspotrzedne wektoréw z,y w bazie B mozemy znalezé
warto$¢ funkcjonatu dwuliniowego (z,y) a takze norme ¢(z) poshugujac sie formutami
(2.1)1 (2.2).

Sprobujemy teraz opisaé zbior Bil V' wszystkich funkcjonatow dwuliniowych, jakie moz-
na okresli¢ na przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K. Zauwazylidmy juz, ze jesli obie-
rzemy baze B przestrzeni V, to kazdy funkcjonal dwuliniowy na V' wyznacza macierz
kwadratowa zalezna od bazy B i jest jednoznacznie wyznaczony przez te macierz. Tak

wigc przy ustalonej bazie B = {vy,...,v,} przestrzeni V mamy odwzorowanie
BilV — M,(K) (2.3)
B = (B, )],

gdzie M, (K) jest zbiorem wszystkich n x n macierzy o elementach z ciata K. To odwzoro-
wanie jest injektywne, gdyz z (2.1) wynika, ze dwa funkcjonaly dwuliniowe majace te sama
macierz wzgledem bazy B sa réwne. Mozna takze tatwo pokazaé, ze odwzorowanie (2.3)
jest surjektywne.! Tak wiec funkcjonaly dwuliniowe na przestrzeni V sg we wzajemnie jed-
noznacznej odpowiedniosci z macierzami kwadratowymi stopnia n = dim V. Zauwazmy,
ze w tej odpowiedniosci symetrycznym funkcjonalom dwuliniowym odpowiadajg macierze
symetryczne.

Zbadamy teraz, w jaki sposob odwzorowanie (2.3) zalezy od wyboru bazy B prze-

strzeni wektorowej V. Niech wiec B = {vy,...,v,} oraz B = {wy,...,w,} beda bazami
przestrzeni V' i niech
V = A=la;| whazie B oraz V =C =|c;] w bazie B (2.4)

Kazdy wektor w; bazy B’ przedstawiamy jako kombinacje liniowa wektoréw bazy B,
wy = pnvi+Ppigvs + -+ Pinn,

(2.5)
Wy = PpiU1 + P2V + -+ Ppp¥np.

Macierz P := [p;;] nazywa sie¢ macierzq przejscia od bazy B do bazy B'. Z kursowego
wyktadu algebry liniowej wiemy, ze macierz przej$cia P jest macierza nieosobliwa. Wobec
(2.4) i (2.5) otrzymujemy

Cij = (wi, wj) = (sz’svs, zt:pjtvt>
= Z zt: pis(US7 Ut)]?jt
= zt: Zpisastpjt-
Tutaj diy := Y, pisas jest elementem i—tego wiersza i t—tej kolumny macierzy P - A,

natomiast ¢;; = 3, ditpj: jest elementem i—tego wiersza i j—tej kolumny macierzy PA- P*.
A wiec C = PAP".

170b. K. Szymiczek, Wyklady z algebry dwuliniowej, Skrypt US 1991, str. 24.
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DEFINICJA 2.2.1. Macierze A,C € M, (K) nazywamy kongruentnymi, jesli istnieje ma-
cierz nieosobliwa P € M, (K) taka, ze C' = PAP". Piszemy wtedy A = C.

Podsumujemy nasza analize zaleznosci odwzorowania (2.3) od wyboru bazy w prze-
strzeni V' nastepujaco.

TWIERDZENIE 2.2.1. Niech V' bedzie przestrzeniq dwuliniowq i niech B oraz B bedg
bazami przestrzeni V. Jesh

VA whazie B oraz V =(C w bazie B,

to A 1 C' sqg macierzami kongruentnymi: A = C. Dokladniej, jesli P jest macierzq przej-
$cia od bazy B do bazy B', to
C = PAP'.

Okazuje sie, ze kongruentnosé¢ macierzy A i C'jest nie tylko warunkiem koniecznym, ale
takze wystarczajacym na to, by A i C' byty macierzami tej samej przestrzeni dwuliniowej.

TWIERDZENIE 2.2.2. Niech V bedzie przestrzeniq dwuliniowq z bazq B. Zalozmy, ze V =
A w bazie B. Wtedy macierz C jest macierzq przestrzeni dwuliniowej V' wzgledem pewnej
bazy B' przestrzeni V wtedy i tylko wtedy gdy A = C.

Dowdd. Pozostaje pokazaé,ze V=2A i A=2C = V(.

Zatézmy wiec, ze V = A w bazie B = {vy,...,v,} izalézmy, Ze istnieje macierz nieosobli-
wa P taka, ze C' = PAP". Obieramy wektory wy,...,w, spelniajace (2.5). Nieosobliwo$¢
P pociaga, ze wektory te tworzg baze przestrzeni V. Oznaczmy te nowa baze przez B'.
Wtedy P jest macierzg przejscia od B do B'. Odwracajac teraz kolejno$é argumentow uzy-
tych do wyznaczenia elementéw ¢;; w dowodzie twierdzenia 2.2.1 stwierdzamy, ze réwnos¢
C = PAP' pocigga c¢;j = (w;, w;). Tak wigc C' jest macierza przestrzeni dwuliniowej V'
wzgledem bazy B'. O

7 twierdzenia 2.2.1 wynika, ze wyznacznik macierzy przestrzeni dwuliniowej V' zalezy
od wyboru bazy przestrzeni V. Jesli bowiem A i C' sa macierzami tej samej przestrzeni
dwuliniowej V' wzgledem baz B i B', to

det C = (det P)? - det A, (2.6)

gdzie P jest macierzg przejscia od bazy B do bazy B'. Wyznaczniki A i C' r6znig sie wiec
czynnikiem, ktory jest kwadratem pewnego niezerowego elementu ciata K.

2.3 Izometrie przestrzeni dwuliniowych

DEFINICJA 2.3.1. Niech (U, «) i (V,3) beda przestrzeniami dwuliniowymi nad tym sa-
mym cialem K. Izomorfizm ¢ : U — V przestrzeni wektorowych U i V nazywamy izometrig
przestrzeni dwuliniowych (U, ) i (V, 3) jesli zachowuje on funkcjonaty dwuliniowe a1 (3,
to znaczy, jesli

alz,y) = B(i(x),i(y)) dla wszystkich z,y € U.

Jedli istnieje izometria ¢ miedzy (U, «) i (V, ), to méwimy, ze przestrzenie te sa izo-
metryczne 1 piszemy
(U,a) = (V. 5).

Dla zaznaczenia, ze odwzorowanie ¢ jest izometrig piszemy

i1 (U,a) = (V,0).
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Zauwazmy, ze jesli i : (U, a) = (V, ), to
alz,y) =0 < pFi(x),i(y)) =0,

a wiec izometria 7 zachowuje ortogonalnosé¢ wektorow,

Go(7) = oz, ) = B(i(x),i(2)) = ga(i(x)),

a wiec izometria 4 zachowuje funkcjonaty kwadratowe stowarzyszone z funkcjonatami
dwuliniowymi «, 3, a takze

Ga(z) =0 = gpli(z)) =0,
to znaczy izometria i zachowuje izotropowos$¢ wektoréw (i przestrzeni).

Przyktad 2.3.1. Jedli (U, «) jest przestrzenia euklidesowa oraz (U, ) = (V, 3), to (V, )
takze jest przestrzenig euklidesowa, gdyz izometria zachowuje funkcjonaty kwadratowe, a
zatem takze ich dodatnio$c.

Pokazemy teraz, ze problem klasyfikacji n—wymiarowych przestrzeni dwuliniowych
nad cialem K ze wzgledu na izometrie jest réwnowazny klasyfikacji n x n macierzy o
elementach z ciala K ze wzgledu na kongruencje macierzy.

TWIERDZENIE 2.3.1. Niech (U,«) i (V,3) bedq przestrzeniami dwuliniowymi nad ciatem
K. Zaléimy, ze A i B sq macierzami (U, «) i (V, 3) wzgledem jakichkolwiek baz przestrzeni

UiV:
U,a)=A i (V,0)=B.
Wtedy
U,a)=(V,3) & A=B.
Dowdd. Niech {uy,...,u,} i{v1,...,v,} beda bazami U i V takimi, ze
(U,a) = A w bazie {uy,...,u,},

(V,8) =2 B w bazie {v,...,v,}.

Jeslii : U — V jest izometria, to {i(uy),. .., i(u,)} jest baza przestrzeni V oraz [5(i(uy), i(u;))] =
[a(ug, )] = A, zatem

(V,B) = A w bazie {i(uy),...,i(un)}.

Niech P bedzie macierza przejscia od bazy {i(u1),...,i(u,)} przestrzeni V do bazy
{v1,...,v,}. Wtedy B = PAP" na podstawie twierdzenia 2.2.1 czyli A = B.

Zatozmy teraz, ze B = PAP?!, gdzie P jest macierzg nieosobliwg. Rozpatrzmy baze
{ul, ..., ul} przestrzeni U otrzymana z bazy {ui, ..., u,} przy pomocy macierzy przejscia
P. Wtedy na podstawie twierdzenia 2.2.1 mamy

[a(u),,u))] = PAP" = B.

A wiec przestrzenie (U, «) i (V,3) maja te sama macierz B wzgledem odpowiednio do-
branych baz. Pokazemy iz wynika stad, ze przestrzenie U i V' sa izometryczne.

Niech i : U — V bedzie jedynym izomorfizmem przestrzeni wektorowych spetiajacym
i(up) =v dla k=1,...,n.
Wtedy dla dowolnych wektoréw = = >, zpu), y = >, yju; przestrzeni U mamy

oz, y) =D wryo(ug, wp) =YY weyiB(ve, v) = B(i(x), i(y)).

k1 k

Zatem 17 jest izometrig. O

22



2.4 Nieosobliwosé przestrzeni dwuliniowych

W dalszym ciggu zajmujemy si¢ wylacznie symetrycznymi przestrzeniami dwuliniowymi.
Od tego miejsca termin przestrzern dwuliniowa jest skrotem dla symetrycznej przestrzeni
dwulintowe;.

DEFINICJA 2.4.1. Niech V bedzie przestrzenig dwuliniowa nad dowolnym ciatem K. Zbior

radV :={v eV : (v,2) =0 dla wszystkich = €V}

nazywamy radykatem przestrzeni dwuliniowej V.

Latwo sprawdzi¢, ze radykat radV jest podprzestrzenia przestrzeni wektorowej V. Jest
to totalnie izotropowa podprzestrzen przestrzeni dwuliniowej V. Zauwazmy, ze zatozenie
iz funkcjonatl dwuliniowy jest symetryczny uwalnia nas od koniecznosci rozrézniania lewo-
i prawostronnych radykatow.

DEFINICJA 2.4.2. Przestrzen dwuliniowa V' nazywa si¢ nieosobliwa jesli radV = 0. W
przeciwnym przypadku przestrzen V nazywa si¢ osobliwa.

Zauwazmy, ze zgodnie 7z ta definicja przestrzen zerowa (sktadajaca sie tylko z wektora
zerowego) jest nieosobliwa. W dalszym ciagu milczaco zaktadamy, ze rozpatrywane prze-
strzenie sg niezerowe. Zauwazmy takze, ze kazda przestrzen euklidesowa jest nieosobliwa.
Rzeczywiscie, jesli v # 0, to (v,v) > 0, a wiec v nie nalezy do rad V. Ogdlniej, kazda
przestrzen nieizotropowa jest nieosobliwa.

W szczegolnosei, jesli v € V' jest wektorem nieizotropowym, to jednowymiarowa podprze-
strzenn S = Kwv jest nieizotropowa (bo dla niezerowego wektora av € S, gdzie 0 # a € K,
mamy (av,av) = a*(v,v) # 0), zatem jest nieosobliwa.

Pokazemy teraz, ze wyznaczenie radykatu przestrzeni dwuliniowej sprowadza sie do roz-

wigzania pewnego uktadu roéwnan liniowych.

STWIERDZENIE 2.4.1. Niech {vy,...,v,} bedzie bazq przestrzeni dwuliniowej V' i niech
v e V. Wtedy
veradV < (v,u,) =0 dla k=1,...,n.

Dowdd. Konieczno$é tych warunkow jest oczywista. Z drugiej strony, jesli (v, v;) = 0 dla
k=1,...,n, to dla kazdego wektora x = x1vy + - - - + z,v, przestrzeni V' mamy

(U,l‘) = 331(1),1)1) et xn(vavn) =0,
zatem v € radV. [

Na podstawie stwierdzenia 2.4.1 wektor v = xyvy + --- + z,v, nalezy do radykatlu
przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy gdy

x1(v1,v6) + -+ xp(vp, ) =0 dla k=1,... n,

to znaczy wtedy i tylko wtedy gdy wspotrzedne wektora v spetniaja uktad réwnan linio-
wych jednorodnych, ktérego macierzg wspoétczynnikéw przy niewiadomych jest macierz
[(vi, vg)] przestrzeni dwuliniowej V' w pewnej bazie tej przestrzeni. Przestrzen V jest wiec
nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy ten ukltad rownan ma tylko rozwiazanie zerowe.
Udowodnili$my wiec nastepujace kryterium nieosobliwo$ci przestrzeni dwuliniowe;.

TWIERDZENIE 2.4.1. Niech V' bedzie niezerowqg przestrzenig dwuliniowg nad dowolnym
ciatem K i niech A bedzie macierzq przestrzeni V- wzgledem jakiejkolwiek bazy przestrzeni
V. Przestrzen V' jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy det A # 0.

23



7 tego twierdzenia tatwo wynika, ze przestrzen nieosobliwa nie musi by¢ nieizotropo-
wa. Na przyktad, dwuwymiarowa przestrzen dwuliniowa z baza {u, v}, wzgledem ktérej
funkcjonal dwuliniowy ma macierz

1 0
A=

jest nieosobliwa (gdyz det A # 0), natomiast zawiera wektor izotropowy u + v.

Przystepujemy teraz do interpretacji nieosobliwosci przestrzeni dwuliniowej przy po-
mocy pojecia przestrzeni dualnej do danej przestrzeni wektorowej. Dla przestrzeni wek-
torowej V' nad ciatem K przestrzeniq dualng V* nazywamy przestrzen

V* := Hom(V, K)

wszystkich funkcjonatéow liniowych X : V — K| czyli homomorfizméw przestrzeni V' nad
cialem K w jednowymiarowa przestrzen K nad K. Dodawanie funkcjonaléw i mnozenie
przez skalary z ciala K sg zwyklymi dziatlaniami dodawania funkcji i mnozenia funkcji
przez skalar. A wigc dla A\, p € V* oraz dowolnego a € K mamy

Ap: V=K, (A p)(v) =)+ p(v), ar:V =K, (a\)(v) =a-\(v)

dla kazdego wektora v € V.

Jesli przestrzen V' jest skonczenie wymiarowa, to dim V' = dim V*. Rzeczywiscie, jesli
V1,...,0, jest bazg przestrzeni V', to konstruujemy n funkcjonatéw liniowych vj,..., v}
na przestrzeni V' ktadac

vi(v;)) =0 gdy i#j oraz v;(v;) =1

dla wszystkich ¢+ = 1,2,...,n. Latwo sprawdzi¢, ze funkcjonaty te sg liniowo niezalezne
i rozpinaja przestrzen V*. Jedli bowiem ajv] + --- + a,v;, = 0 € V*, to biorac obraz
wektora v; poprzez funkcjonat a;vf + - -+ + a,v}; otrzymujemy a; = 0. Z drugiej strony,
jesli A € V* jest dowolnym funkcjonatem oraz A(v;) = a; € K, to ayvf + -+ - + a,v} oraz
A przyjmuja rowne wartosci na wektorach bazy vy, ..., v, przestrzeni V', sg zatem rowne:
A = a1vf +- - - +a,v;. PokazaliSmy wiec, ze funkcjonaty 7, ..., v} tworza baze przestrzeni
dualnej V*. Stad dim V' = dim V'*.

Gdy V jest przestrzenig dwuliniowsg istnieje bardzo prosty sposéb konstruowania funk-
cjonatow liniowych na przestrzeni V. Ustalamy wektor v € V' i wigzemy z nim odwzoro-
wanie

AoV —= K, N(2) =(z,v) dla z€V.

Z liniowosci ( , ) wzgledem pierwszej zmiennej wynika natychmiast, ze A, jest funkcjo-
natem liniowym na V| a wiec jest elementem przestrzeni dualnej V*. Okazuje sig, ze dla
nieosobliwego funkcjonatu dwuliniowego ( , ) ta konstrukcja daje wszystkie funkcjonaly
liniowe na V. Dla ustalenia tego faktu rozpatrzmy odwzorowanie

Ay :V =V Ay(v) =\,
LEMAT 2.4.1. Niech V' bedzie przestrzenig dwulintowqg nad dowolnym ciatem K. Wtedy
(a) Ay jest homomorfizmem przestrzeni wektorowych.

(b) ker Ay = radV.

Dowdd. (a) pozostawiamy jako latwe ¢wiczenie dla czytelnika.
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(b) Wykorzystujac jedynie definicje otrzymujemy

kerAy = {veV:Ay(v)=0¢eV*}
= {veV:(r,v) =0 dla wszystkich = €V}
= radV.

]

TWIERDZENIE 2.4.2. Przestrzen dwuliniowa V' jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy
homomorfizm Ay : V. — V* jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych.

Dowéd. Wykorzystamy nastepujacy elementarny fakt z algebry liniowej. Jesli V' i U sa
skonczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi nad tym samym cialem K oraz
dim V = dim U, to homomorfizm x : V' — U jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych
wtedy i tylko wtedy gdy x jest injektywny (to znaczy, gdy ker x = 0). Rzeczywiscie, jesli
X jest injektywny, to dim x(V') = dim V' = dim U, zatem x(V') C U pociaga x(V) = U.
Rozpatrzmy teraz homomorfizm Ay przestrzeni wektorowej V' w przestrzen dualna
V*. Przestrzen V ma skonczony wymiar i jak wiemy dimV = dim V*. Na podstawie
powyzszej uwagi wnioskujemy, ze Ay jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy Ay jest
injektywny, to znaczy gdy ker Ay, = 0. Na podstawie lematu 2.4.1 jest to réwnowazne
warunkowi radlV = 0, a wiec nieosobliwosci przestrzeni dwuliniowej V. O]

Zauwazmy jeszcze, ze z twierdzenia 2.4.2 wynika rezultat znany jako twierdzenie Riesza
o reprezentacji. Twierdzenie to moéwi, ze dla kazdego funkcjonatu liniowego A : V. — K
na skonczenie wymiarowej nieosobliwej przestrzeni dwuliniowej V' istnieje doktadnie jeden
wektor v € V taki, ze

Az) = (z,v)
dla wszystkich z € V.

2.5 Twierdzenie o rzucie prostopadlym

Niezerowy wektor nieosobliwej przestrzeni dwuliniowej V' nie moze by¢ prostopadty do ca-
tej przestrzeni V. Moze sie jednak zdarzy¢, ze niezerowy wektor przestrzeni nieosobliwe;j
jest prostopadty do niezerowej podprzestrzeni przestrzeni V. Na przyktad, w przestrze-
ni euklidesowej R™ kazdy wektor bazy standardowej jest prostopadty do podprzestrzeni
rozpietej na wszystkich pozostatych wektorach bazy standardowe;j.

DEFINICJA 2.5.1. Niech S bedzie podprzestrzenia przestrzeni dwuliniowej V. Zbior
St:={veV:(v,r) =0 dla wszystkich = € S}
nazywamy ortogonalnym dopetnieniem podprzestrzeni S.

Uwaga 2.5.1. V* =rad V oraz 0% = V. Ponadto, S+ jest podprzestrzenia przestrzeni
V. Rzeczywiscie, jedli u,v € S* oraz a,b € K, to dla kazdego wektora x € S mamy

(au + bu, ) = a(u,x) + b(v,z) = 0,

i wobec tego au + bv € S*.
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Uwaga 2.5.2. Dla podprzestrzeni S przestrzeni dwuliniowej V' mamy

SNSt = {vesS:(v,r)=0 dla wszystkich = € S}
= radS.

Stad wynika, ze podprzestrzen S jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy S N S+ = 0.

TWIERDZENIE 2.5.1. (Twierdzenie o rzucie prostopadtym.) Jesli S jest nieosobliwg pod-
przestrzeniq przestrzeni dwuliniowej V, to

V=8@S*t

Dowéd. Na podstawie uwagi 2.5.2 nieosobliwo$é S pocigga S N S+ = radS = 0, zatem
S+ S+ = S5 @ S*. Pozostaje zatem udowodnié, ze V = S + S+.
Niech v € V. Rozpatrzmy funkcjonatl liniowy p, na podprzestrzeni S okreslony naste-
pujaco:
fo S — K, py(s) = (s,0).

Poniewaz S jest nieosobliwg przestrzenig dwuliniowa, na podstawie twierdzenia 2.4.2 ho-
momorfizm Ag : S — S* jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych. Zatem istnieje
wektor ¢t € S taki, ze pu, = Ag(t) = N\, gdzie

)\t S — K, )\t(S) = (S,t).
Tak wiec dla kazdego s € S mamy

<S7U) = ,U"u(s) = )‘t(s) = (Svt)v

skad wynika, ze (s,v —t) = 0 dla kazdego s € S. Oznacza to, ze v — t € S*. Wobec tego
dla kazdego v € V' mamy

v=t+((w—t), teS v—tecSt

skad V = S + S+, O

2.6 Bazy ortogonalne przestrzeni dwuliniowych

Glownym zastosowaniem twierdzenia o rzucie prostopadlym jest twierdzenie o istnieniu
baz prostopadlych w przestrzeniach dwuliniowych.

DEFINICJA 2.6.1. Baza {vy,...,v,} przestrzeni dwuliniowej V nazywa sie¢ prostopadia
lub ortogonalna jesli wektory tej bazy sa parami prostopadle to znaczy, (v;,v;) = 0 dla

L # 7.
Inaczej méwiac, jesli A = [(v;, v;)] jest macierza przestrzeni dwuliniowej V' wzgledem

bazy {v1,...,v,}, to baza ta jest ortogonalna wtedy i tylko wtedy gdy macierz A jest
diagonalna:

A= ((v1,v1), .y (Vn,v0)) = (q(v1), - -+, q(vy)).

TWIERDZENIE 2.6.1. Kazda przestrzen dwuliniowa V' nad ciatem K o charakterystyce
# 2 ma baze ortogonalng. Ponadto, dla kazdego wektora nieizotropowego v € V' istnieje
baza ortogonalna przestrzeni V- zawierajgca wektor v.

26



Dowdd. Indukcja ze wzgledu na wymiar przestrzeni V. Jesli dimV = 1, to kazdy nie-
zerowy wektor przestrzeni tworzy baze ortogonalna. Zatézmy wiec, ze dimV > 1 i ze
przestrzenie dwuliniowe o wymiarze mniejszym niz dim V' maja bazy ortogonalne.

Rozpatrzymy dwa przypadki. Najpierw przypusémy, ze wszystkie niezerowe wektory
przestrzeni V' sg izotropowe. Wtedy dla wszystkich z,y € V' mamy

0=(z+yz+y)=(z,2)+2xy) + (y,y) = 2(z,y).

Poniewaz charakterystyka ciata K nie jest rowna 2, wynika stad, ze (x,y) = 0 dla wszyst-
kich x,y € V. Zatem w tym przypadku przestrzen V jest totalnie izotropowa. Wtedy
jednak kazda baza przestrzeni V jest ortogonalna.

Teraz zal6zmy, ze przestrzen V zawiera wektor nieizotropowy v. Rozpatrzmy 1—wy-
miarowg podprzestrzen S := Kv rozpieta na wektorze v. Poniewaz v jest nieizotropowy,
podprzestrzen S jest nieosobliwa. Zatem na podstawie twierdzenia 2.5.1 o rzucie prosto-
padtym mamy rozktad

V=SaSs"

Tutaj dim S+ < dimV i wobec tego na podstawie zatozenia indukcyjnego S+ ma baze
ortogonalna {vs, ..., v, }. Wtedy {v,vs,...,v,} jest baza ortogonalna przestrzeni V. [

Twierdzenie 2.6.1 o istnieniu baz ortogonalnych ma nastepujaca interpretacje macie-
rZOwa.

WNIOSEK 2.6.1. Niech A bedzie dowolng macierzq symetryczng o elementach z ciala K
o charakterystyce # 2. Wtedy istnieje macierz nieosobliwa P o elementach z ciata K taka,
ze

PAP!

jest macierzq diagonalng.

W standardowej przestrzeni euklidesowej R" wektory jednostkowe ey, ..., e, tworza
baze ortogonalng.

Twierdzenie 2.6.1 nie obejmuje przestrzeni dwuliniowych nad ciatami o charaktery-
styce 2. Okazuje sie, ze istniejg przestrzenie dwuliniowe nad cialami o charakterystyce 2,
ktore nie majg baz ortogonalnych. Najprostszym przykitadem jest dwuwymiarowa prze-
strzen dwuliniowa V' nad ciatem Fy, ktora w pewnej bazie u, v ma macierz

o)

Przestrzen V' jest nieosobliwa, gdyz jej macierz w bazie u, v ma wyznacznik rézny od zera.
Gdyby przestrzen ta miata baze ortogonalna x, y, to jej macierz w tej bazie bytaby macie-
rza diagonalna (¢(z),q(y)). Tymczasem jednak norma ¢(x) kazdego wektora przestrzeni
V' jest rowna zero. Rzeczywiscie, jesli x = au + bv gdzie a,b € sy, to

q(z) = (au + bv, au + bv) = a*(u,u) + 2ab(u, v) + b*(v,v) = 0,

gdyz (u,u) = (v,v) = 0 oraz 2ab = 0 w ciele Fy. Zatem przestrzen V' w bazie ortogonalnej
miataby macierz zerowa wbrew temu, ze jest przestrzenig nieosobliwg.

Ogolniej mozna powiedzie¢, ze nad ciatami o charakterystyce 2 baz ortogonalnych nie
maja przestrzenie symplektyczne. Sa to dwuliniowe przestrzenie symetryczne V| w ktorych
kazdy wektor ma norme zero: (z,x) = 0 dla kazdego x € V.

Mozna udowodnié¢, ze jesli przestrzen dwuliniowa symetryczna V nad cialem o cha-
rakterystyce 2 nie jest symplektyczna, to ma baze ortogonalng.?

270b. K. Szymiczek, Wyklady z algebry dwuliniowej, Skrypt US 1991, str. 57.
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Na zakonczenie przedstawimy jeszcze jedng metode dowodu twierdzenia 2.6.1, ktéra w
odréznieniu od przyjetego w tym rozdziale podejscia jest w pelni efektywna i nadaje si¢ do
konstrukeji bazy ortogonalnej. Jest to tak zwana metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta.
Jedynym ograniczeniem stosowalnosci tej metody jest zatozenie, ze rozpatrywana prze-
strzen dwuliniowa jest nieizotropowa.

TWIERDZENIE 2.6.2. Niech V' bedzie nieizotropowq przestrzeniq dwuliniowq nad dowol-

nym ciatem K. Niech B = {vy,..., v} bedzie zbiorem liniowo niezaleznych wektoréw
przestrzeni V.. Wtedy istnieje zbidr parami ortogonalnych wektorow B' = {uq, ..., uy}
taki, ze

lin{B} = lin{B'}.

W szczegolnosci, jesli B jest bazq przestrzeni V', to B’ jest bazqg ortogonalng przestrzeni
V.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny ze wzgledu na liczbe k wektoréw w zbiorze
B. Jedli k = 1, to obieramy u; = vy 1 wtedy oczywiscie lin{B} = lin{B'}. Niech 1 </ < ki
zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla £—elementowych zbioréw liniowo niezaleznych.
Niech B = {v1,...,vs, 041} bedzie zbiorem liniowo niezaleznym i niech wy, ..., u, beda
parami prostopadtymi wektorami takimi, ze

lin{vy, ..., 0} = lin{fuy, ... u}.
Wskazemy jak znalezé wektor uyyq prostopadty do wszystkich wektoréw wuq, ..., uy i taki,
ze

lin{B} = lin{uy, ..., upum1} (2.7)

Okazuje sie, ze przy odpowiednio dobranych skalarach z1, ..., x, wektor

Upp1 = Vo1 + Trug + -+ - + oty (2.8)
jest prostopadty do kazdego z wektoréw wy, ..., uy i spelia (2.7). Rzeczywiscie, dla i < ¢
mamy

(weg1, i) = (Vg1 + Trur + -+ + 2pug, ;) = (Vor, u;) + 2 (w4, u;).

Zatem (ugy1,u;) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy

(W+1, ;)
(uia uz)

xTr; =

(wykorzystujemy tu nieizotropowos$¢ przestrzeni V). Ten wybor skalaréw x; gwarantuje
wiec, ze wektor w1 postaci (2.8) jest prostopadly do kazdego z wektordéw wuq, ..., uy.
Ponadto,

lin{B} =lin{vy,...,ve} +lin{vg1} = lin{uy, ..., ue} + linf{upr } = lin{ug, ... ue, upsa },

gdzie srodkowa réwnosé wynika z (2.8). O
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Rozdziat 3

Przestrzenie euklidesowe

Ostatnie zmiany 20.04.2009 r.

DEFINICJA 3.0.2. Przestrzenia euklidesowq nazywamy skonczenie wymiarowg przestrzen
dwuliniowg V' nad ciatem R liczb rzeczywistych z dodatnio okreslonym symetrycznym
funkcjonatem dwuliniowym

(, ):VxV =R

zwanym iloczynem skalarnym na przestrzeni V.

Dodatnia okre$lonos¢ funkcjonatu dwuliniowego oznacza, ze dla kazdego niezerowego
wektora v € V mamy ¢(v) = (v,v) > 0. Tak wiec funkcjonal dwuliniowy ( , ) jest
dodatnio okreslony gdy stowarzyszony z nim funkcjonat kwadratowy ¢ przyjmuje dodatnie
wartosci na niezerowych wektorach przestrzeni V. Méwimy wtedy takze, ze ¢ jest dodatnio
okreslonym funkcjonatem kwadratowym.

Wobec dodatniej okredlonosci iloczynu skalarnego przestrzen euklidesowa jest nieizo-
tropowa i zatem takze nieosobliwa. Jesli U jest podprzestrzenia przestrzeni euklidesowe]
V', to iloczyn skalarny zaciesniony do U jest oczywiscie takze dodatnio okreslony. Wobec
tego kazda podprzestrzen przestrzeni euklidesowej jest takze przestrzenia euklidesowa.
W szczegdlnodei, kazda podprzestrzen przestrzeni euklidesowej jest podprzestrzenia nie-
osobliwg.

3.1 Norma, odleglosé¢ i kat miedzy wektorami

Poniewaz dla kazdego wektora v przestrzeni euklidesowej mamy (v,v) > 0, liczba (v,v)
jest kwadratem pewnej liczby rzeczywistej d, (v,v) = d?, przy czym mozemy wzigé d > 0.
Te nieujemna liczbe rzeczywista d nazywamy diugoscig lub normg wektora v i oznaczamy
|lv]|. A wiec

|lv|| = \/(U,U) = \/q(v) dla kazdego wektora v € V.

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a i dowolnego wektora v € V' mamy

lav]| = y/(av, av) = \Ja2(v,v) = |a| |[v]] -

W szczegblnosci, ||—v|| = ||v]]-

Z pojeciem dtugosci wektora przestrzeni euklidesowej V' zwigzane sg nastepujace cztery
twierdzenia. Dowody dwdch pierwszych (wraz z interpretacja geometryczng tych twier-
dzen) pozostawiamy jako éwiczenia dla Czytelnika.

Twierdzenie Pitagorasa: Jesli u,v € V' sa prostopadte, to
2 2 2
[l of]" = [lull”+ llvf]”
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Twierdzenie o rownolegtoboku: Dla dowolnych u,v € V|
4 ol|* + flu = o]|* = 2(J[ull* + [[o]]*).
Nierownosé Cauchy’ego-Schwarza: Dla dowolnych u,v € V|
| (w, )| < ul} - fJof],

przy czym réwnos$é zachodzi tylko wtedy gdy wektory w, v sg liniowo zalezne.

Nierowno$é trojkgta: Dla dowolnych u,v € V,
[w+ ol < Jlull + (ol

przy czym rownosé zachodzi tylko wtedy gdy wektory w, v sa liniowo zalezne oraz (u,v) >
0.

Dla dowodu nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza mozna zalozy¢, ze wektory u i v sg nieze-
rowe, gdyz w przeciwnym wypadku nieréwnosé jest prawdziwa. Dla dowolnej liczby © € R
mamy

|u— zv||* = (u — 20, u — 2v) = (u,u) — 22(u, v) + 22(v,v)

skad wobec nieujemnosci ||u — zv||* wynika, ze tréjmian kwadratowy (u,u) — 2z (u, v) +
2?(v,v) dla kazdego x € R przyjmuje wartosci nieujemne. Zatem jego wyrdéznik jest nie-
dodatni,

4(u,v)? — 4(u, u)(v,v) <0,

skad otrzymujemy nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza. Ponadto, z jednej strony [[u — zv||* =
0 wtedy i tylko wtedy gdy v —xv = 0, czyli gdy wektory w i v sa liniowo zalezne, z drugiej
za$é strony ||u — zv||* = 0 wtedy i tylko wtedy gdy (u,u) — 2z (u, v) + z%(v,v) = 0. Wobec
niedodatniosci wyréznika ma to miejsce tylko wtedy gdy 4(u, v)? — 4(u, u)(v,v) = 0 czyli
tylko wtedy gdy [(u,v)| = [Jul - [[v]l

Dla dowodu nieréwnosci tréjkata wykorzystamy nieréwnos¢ Cauchy’ego-Schwarza w na-
stepujacym rachunku:

2 2 2 2 2
lu+ vl = (utv,utv) = [[ul”+2(u, 0) +v]* <l +2[full [l + [olI° = (ull+[v]])*

Stad wynika juz nieréwnos¢ tréjkata, przy czym widzimy, ze w nierownosci trojkata za-
chodzi rownosé wtedy i tylko wtedy, gdy (u,v) = ||u|| [|v]] a wiec wtedy i tylko wtedy gdy
zachodzi réownos$¢ w nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza oraz (u,v) > 0.

Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza wynika, ze dla dowolnych niezerowych wektorow
u i v przestrzeni euklidesowej mamy

(o)

B P St
lll - floll =

W zwiazku z tym w przedziale [0, 7] istnieje dokladnie jedna liczba « taka, ze

(u, v)

COS QU = 0.
[l - [0

Te liczbe a nazywamy miara kata pomiedzy wektorami u i v przestrzeni euklidesowe;j.
W szczegblnosei, jesli wektory sa prostopadle, (u,v) = 0, to kat miedzy nimi ma miare
%71’. Zauwazmy, ze nie zdefiniowaliSmy pojecia kata miedzy wektorami, lecz pojecie miary
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kata miedzy wektorami.

W przestrzeni euklidesowej V' mozna okreslié odleglosé d(u,v) pomiedzy wektorami
u,v eV,
d(u,v) = flu—vl|. (3.1)

Tak okreslona funkcja d : V x V' — R ma wszystkie wtasnosci wymagane od metryki
przestrzeni metryczne;j:

o du,v) >0 oraz d(u,v) =0 wtedy itylko wtedy gdy u =wv,
e d(u,v) =d(v,u),
o d(u,v) < d(u,w) + d(w,v),

dla dowolnych wektoréw u,v,w € V. Pierwsza wtasnos¢ odlegtoéci wynika z dodatniej
okreslonosci iloczynu skalarnego, druga wynika z ||u — v|| = ||—(u — v)||, trzecia jest kon-
sekwencja nieréwnosci trojkata:

d(u,v) = [lu = vl = [[(u = w) + (v = V)[| < [lu = w|[ + [w = v[| = d(u, w) + d(w,v).

A wiec kazda przestrzen euklidesowa jest przestrzenig metryczna z metryka okreslong
wzorem (3.1). Tak jak w kazdej przestrzeni metrycznej okresla sie pojecie granicy ciagu
wektoréw przestrzeni euklidesowej i cigglosci endomorfizmoéw i funkcjonatéw liniowych na
przestrzeni euklidesowej. Rozpatruje sie tez takie pojecia jak domknietos¢ zbioréw wekto-
row czy zupelosc¢ przestrzeni. W przestrzeniach euklidesowych wszystkie te pojecia za-
chowuja si¢ bardzo regularnie: wszystkie endomorfizmy i funkcjonaty sa ciagte, wszystkie
podprzestrzenie sa domkniete, przestrzen euklidesowa jest zupeta. Istnieja jednak wazne
przyktady nieskonczenie wymiarowych przestrzeni dwuliniowych nad R z dodatnio okre-
slonymi funkcjonatami dwuliniowymi (takie jak w przyktadzie 3.3.2), w ktérych analiza
i topologia sa znacznie bardziej skomplikowane. Jest to problematyka analizy funkcjonal-
nej, ktoéra w tym skrypcie nie bedziemy si¢ zajmowac. Przeciwnie, naszym zamiarem jest
studiowanie algebraicznych aspektow przestrzeni euklidesowych i pokazanie, ze wszystkie
rozpatrywane przez nas pojecia i fakty uogolniajg sie na przestrzenie euklidesowe nad
cialami rzeczywiscie domknietymi.

3.2 Bazy ortonormalne

Na podstawie twierdzenia 2.6.1 kazda przestrzen euklidesowa ma baz¢ ortogonalng. Jesli

B ={vq,...,v,} jest baza ortogonalna przestrzeni euklidesowej V', to wektory
— _1_ - 1
AT oV 2O = T Vn

tworza baze ortonormalng tej przestrzeni euklidesowej. Oznacza to, ze sa one para-
mi prostopadle i maja dtugosci réwne 1. Dla dowolnych skalarow a,b € R mamy bo-
wiem (avy, bv;) = ab(vi,v;) = 0 oraz (avs,av;) = a*(vi,v;) = a®|jvs]|>. Zatem obierajac
a=|lv;]| ™", b= |v;]| 7" otrzymujemy ortonormalno$é bazy ey, ..., e,.

Tak wigc kazda przestrzen euklidesowa ma baze ortonormalna. Przejscie od bazy ortogo-
nalnej B do bazy ortonormalnej {ey,...,e,} nazywa sie normalizacjg bazy ortogonalnej
B. Przypomnijmy, ze dysponujemy takze efektywna metoda konstrukeji bazy ortogonal-
nej przestrzeni euklidesowej. Jesli dana jest jakakolwiek baza przestrzeni euklidesowej,
to zastosowanie metody ortogonalizacji Grama-Schmidta, opisanej w twierdzeniu 2.6.2,
prowadzi do konstrukeji bazy ortogonalnej tej przestrzeni.
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Bazy ortonormalne prowadzag do istotnych uproszczen rachunkéw w przestrzeniach eu-
klidesowych. Jesli &€ = {ejy,...,e,} jest baza ortonormalng przestrzeni V oraz u =
Yot Tie;, v = > y;e; sa dowolnymi wektorami tej przestrzeni, to z dwuliniowosci iloczy-
nu skalarnego i ortonormalnosci bazy £ otrzymujemy nastepujace, bardzo proste formuty
dla iloczynu skalarnego wektoréw w i v i dla normy wektora wu:

(u,v) = T1y1 + T2Y2 + + + TpYn, [|ul] = $% + ng +oet :pi
Jak to zauwazyliSmy juz wczesniej, z twierdzenia 2.2.1 wynika, ze jesli A i C' s3 macierzami
tej samej przestrzeni dwuliniowej V' wzgledem baz B = {vy,...,v,} i B/ = {w,...,w,},
to
det C' = (det P)* - det A, (3.2)

gdzie P jest macierza przejscia od bazy B do bazy B'. Jesli V' jest przestrzenig euklidesowa,
to V' ma baze¢ ortonormalng B i w tej bazie przestrzen V ma macierz jednostkowa A =
I = [(v;,v5)]. Jesdli B’ jest takze bazg ortonormalng V', to takze macierz C' = [(w;, w;)]
jest macierza jednostkowa i wobec tego z réwnosci (3.2) wynika, ze dla macierzy przejécia
P od bazy B do bazy B’ mamy (det P)*> = 1. Nastepujace twierdzenie podaje znacznie
doktadniejszy rezultat.

TWIERDZENIE 3.2.1. Niech B bedzie bazg ortonormalng przestrzeni euklidesowej V' i
niech B’ bedzie bazqg V. Niech P bedzie macierzq przejscia od bazy ortonormalnej B do
bazy B'. Baza B’ jest ortonormalna wtedy i tylko wtedy gdy P jest macierzq ortogonalng,
to znaczy P~ = PT.

Dowdd. Niech najpierw B = {vq,...,v,} oraz B’ = {wy,...,w,} beda bazami ortonor-
malnymi przestrzeni euklidesowej V' i niech

Wy = P11V + Piavs + -+ Praln,

(3.3)
Wy = PpiU1 + P2V + -+ Ppp¥np.

Macierz P := [p;;] jest wiec macierza przejscia od bazy B do bazy B'. Wiersze macierzy
P traktujemy jako wektory standardowej przestrzeni euklidesowej R™. Wtedy z ortonor-
malnosci baz B i B’ wynika, ze

0 = (wi, wj) = papj1 + PiePj2 + -+ + DinDjn = (i1, Dizs - - - Din), (Dj1, Pj2s - - -, Pin))s

1= (wi,wi) = p?1 ‘*’p?z + +pfn = ((pibpi% e ,pm% (pz'l,pz'z, ce ,pm))

dla wszystkich i # 7, 1 < 7,7 < n. A wiec wiersze macierzy P tworzg ukltad ortonormalny
(faktycznie baze ortonormalna) przestrzeni R™. Stad otrzymujemy, ze iloczyn macierzy
P - PT jest macierza jednostkows I,,. Macierz P jest wiec prawostronnie odwrotna do
macierzy P. Poniewaz jednak w kazdej grupie kazdy element ma tylko jeden element
prawostronnie odwrotny, zatem P? = P~! (w grupie macierzy nieosobliwych GL(n,R)).

Zalozmy teraz, ze B jest baza ortonormalng V' oraz macierz przejscia P = [p;;] od
bazy B do bazy B’ = {w,...,w,} jest ortogonalna. Mamy wiec réwnosci (3.3). Podobnie
jak powyzej wiersze macierzy P traktujemy jako wektory standardowej przestrzeni eu-
klidesowej R™. Z ortogonalnosci macierzy P wynika, ze wiersze macierzy P tworza baze
ortonormalng przestrzeni R”. A wiec dla i # j mamy

((pir, pizs - - - Pin)s (Pj1:Dj2, - - s Djn)) =0
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oraz
((pu,pw, cee 7pm)7 (pilapiQa . ,pm)) =1

dla kazdego i < n. Poniewaz B = {vy,...,v,} jest baza ortonormalna, wiec z réwnosci
(3.3) otrzymujemy

(wi, wy) = pupji + pioPj2 + +++ + PinPjn = ((Pir, Pias - - -, Pin)s (Pj1, Dj2s - - - s Djn))
i wobec tego (w;,w;) = 0 dla i # j oraz (w;,w;) = 1 dla ¢ < n. A wiec baza B’ =

{wy,...,w,} jest ortonormalna. [

3.3 Przyktady

Przykltad 3.3.1. Jak zauwazyliémy w przyktadzie 2.1.1, dla kazdej liczby naturalnej n
funkcjonal dwuliniowy okreslony na przestrzeni wspotrzednych R™ formuta

((.751,...,xn),(yl,...,yn)) = 21Y1 + ... +xnyn

jest iloczynem skalarnym na R"™. Zatem R" z tak okreslonym funkcjonatem dwuliniowym
jest przestrzenig euklidesowa. Nazywamy ja standardowq przestrzenia euklidesows. Dla

wektorow u = (z1,...,2,), v = (Y1, ..., Yn) przestrzeni R” mamy
Jul| = 21+ + 2%, d(u,0) = \/(331 =)t (@ — )
Przestrzen R™ ma standardowq baze ortonormalng ey, . .., e, ztozona z wektoréow jednost-

kowych e; = (z1,...,2,), gdzie z; = 1 oraz z; = 0 dla j # 1.

Przyktad 3.3.2. Niech V' = Cla,b] bedzie przestrzenia wszystkich funkcji ciaglych
f i [a,b] — R okreslonych na przedziale domknietym [a,b] C R. Jest to nieskoncze-
nie wymiarowa przestrzen wektorowa nad cialem R (na przyktad, funkcje wielomiano-
we f;i(r) = 2%, i € N, s liniowo niezalezne). Na przestrzeni tej okresla sie funkcjonat
(, ):VxV —R wzorem

(f,9) = /ab f(x)g(x)dx.

Standardowe wtasnosci calki oznaczonej pokazuja, ze ( , ) jest dodatnio okreslonym
funkcjonatem dwuliniowym. W ten sposob przestrzen funkcji ciggtych na przedziale do-
mknietym ma wszystkie wtasnosci przestrzeni euklidesowej z wyjatkiem skonczonosci wy-
miaru.

Innym przyktadem tego typu jest przestrzen V = (? wszystkich ciggéw (a;) liczb rzeczy-
wistych spemiajacych warunek Y%, |a;| < oo. Tutaj funkcjonal dwuliniowy okresla sie
nastepujaco:

((a), (b)) = aib;.
i=0
Szereg po prawej stronie jest zbiezny gdyz
0 < (las| = [b:])* = |ail* = 2]as[bs] + [b:]?

i wobec tego 2|a;b;| < |a;|? + |b;i|? skad otrzymujemy

o0 ) [e%S)
2| CLzbz| < Z]al|2+2|bl|2 < 0.
i=0 =0 =0

33



TWIERDZENIE 3.3.1. Kazda n—wymiarowa przestrzen euklidesowa jest izometryczna ze
standardowq przestrzeniqg euklidesowg R™.

Dowéd. Niech V bedzie n—wymiarowa przestrzenig euklidesowa z iloczynem skalarnym
( , )v iniech B = {vy,...,v,} bedzie baza ortonormalna przestrzeni V. Z drugiej
strony wezmy standardowg przestrzen euklidesowa R" ze standardowsg bazg ortonormalng
{e1,...,en}. Rozpatrzmy macierze przestrzeni dwuliniowych V' i R" w tych bazach:

[(vi, vj)v] = I, = [(ei, €5)],

gdzie I, jest macierza jednostkowa stopnia n. Przestrzenie dwuliniowe V' i R™ maja iden-
tyczne (a wiec takze kongruentne) macierze w odpowiednich bazach, zatem przestrzenie
te sa izometryczne na podstawie twierdzenia 2.3.1. Il

Twierdzenie 3.3.1 pozwala zawezi¢ rozpatrywanie przestrzeni euklidesowych do stan-
dardowych przestrzeni euklidesowych R™. Tym niemniej, jesli przestrzen dwuliniowa nad
R jest zadana poprzez swoja macierz wzgledem pewnej bazy tej przestrzeni, pozostaje
otwarte pytanie jak rozpoznac, czy przestrzen ta jest euklidesowa. Na to pytanie istnieje
klasyczna odpowiedZ zawarta w nastepujacym twierdzeniu udowodnionym w 1894 roku
przez G. Frobeniusa.

TWIERDZENIE 3.3.2. Niech V' bedzie n—wymiarowq przestrzenig wektorowq nad ciatem

R i niech A = [a;;] bedzie macierzqg funkcjonatu dwuliniowego ( , ) na przestrzeni
V w bazie B = {v1,...,v,} tej przestrzeni. Dla k < n, niech Ay = [aijl1<ij<k bedzie
macierzq funkcjonatu (, ) zacie$nionego do podprzestrzeni Vi = lin{vy, ... v} w bazie

By ={v1,...,vx}. Przestrzen V jest euklidesowa wtedy i tylko wtedy, gdy
det A, >0 dla kazdego k=1,2,...,n.

Dowdod. Jesli przestrzen V jest euklidesowa, to takze wszystkie podprzestrzenie V) sa
euklidesowe i wobec tego wystarczy pokazac, ze wyznacznik macierzy dowolnej przestrzeni
euklidesowej w dowolnej bazie tej przestrzeni jest dodatnia liczba rzeczywista. Jak juz
zauwazyliSmy, przestrzen euklidesowa V' ma baze ortonormalna i jesli P jest macierza
przejécia od bazy B do bazy ortonormalnej, to I = PAPT na podstawie twierdzenia
2.2.1. Zatem 1 = (det P)? - det A skad wynika, ze det A > 0.

Zatozmy teraz, ze det A, > 0 dla kazdego k = 1,2,...,n. JeSlin =1,to A = A; i
jedyny element macierzy A jest dodatnig liczba rzeczywista, skad wynika, ze funkcjonat
dwuliniowy jest dodatnio okreslony i wobec tego V' jest przestrzenia euklidesowsa. Zatézmy
teraz, ze n > 1 i twierdzenie jest prawdziwe dla przestrzeni o wymiarze n — 1. Rozpatrzmy
podprzestrzen V,,_1 = lin{vy, ..., v, 1} przestrzeni V. Na podstawie zalozenia indukcyjne-
go V,,_1 jest przestrzenig euklidesowa, w szczegolnosci jest ona nieosobliwg podprzestrzenia
przestrzeni V' i wobec tego na podstawie twierdzenia o rzucie prostopadtym mamy

V=V,1®Vi,.

Tutaj dim V., = dimV —dim V,,_; = 1 i wobec tego V-, = lin{w} dla pewnego w € V.
Jedli (w,w) = a, to wobec w € V.- | mamy

VA, 1®[a whbazie B, ;U{w},

gdzie A,_1 @ [a] oznacza macierz A, z dotaczona jedna kolumng i jednym wierszem,
ktorych wszystkie elementy sg réwne 0 z wyjatkiem ostatniego rownego a. Poniewaz jednak
rownoczesnie mamy

VA wbazie B,
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wiec jesli @ jest macierza przejscia od bazy B do bazy B, _1 U {w} przestrzeni V, to
An—l D [(l} = QAQT

Biorac wyznaczniki po obu stronach otrzymujemy adet A, ; = (det Q)*det A skad wy-
nika, ze a > 0. Teraz juz tatwo zauwazy¢, ze funkcjonal dwuliniowy na V jest dodatnio
okreslony. Kazdy wektor v € V ma jednoznaczne przedstawienie w postaci v = u + cw,
gdzie u € V,,_1, ¢ € R oraz

q(v) = (v,v) = (u+ cw,u + cw) = (u,u) + (w,w) = q(u) + *a >0,
gdyz V,,_ jest przestrzenig euklidesows i wobec tego q(u) > 0 oraz c*a > 0. Ponadto, jesli
v # 0, tou+#0lub ¢ # 01 wobec tego g(v) > 0. O
3.4 Najlepsza aproksymacja

W przestrzeni euklidesowej twierdzenie 2.5.1 o rzucie prostopadtym prowadzi do naste-
pujacego twierdzenia o najlepszej aproksymacyi.

TWIERDZENIE 3.4.1. Niech S bedzie podprzestrzeniq przestrzeni euklidesowej V' i niech
vEV. Jesliv=s+ s, gdzies € S oraz st € S*, to

v —s|| < |lv—t dla kazdego wektora t € S.

Wektor s jest wiec najlepszym przyblizeniem wektora v w podprzestrzeni S.

Dowéd. Dlat € S mamy s —t € S. Poniewaz v — s = s+ € S+, wiec wektory s —t,v — s
sg prostopadte i wobec tego na podstawie twierdzenia Pitagorasa mamy

lo—t]* = llv = s+ s —t]* = llo = s||* + I|s — tl|* > |lv — s]|*.

Stad |lv —t|| > ||[v — s|| dla kazdego t € S. O
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Rozdziat 4

Endomorfizmy przestrzeni
euklidesowych

Ostatnie zmiany 12.06.2009 r.

W tym rozdziale rozpatrujemy endomorfizmy przestrzeni euklidesowych, ktore spet-
niaja pewne dodatkowe warunki wyrazone w jezyku iloczynu skalarnego. Dwoma typowy-
mi przyktadami, ktore bedziemy analizowaé, sg endomorfizmy samosprzezone i izometrie
przestrzeni euklidesowych. Przypomnijmy, ze endomorfizm 7 przestrzeni euklidesowej V'
nazywa sie samosprzezony jesli (7(v),u) = (v, 7(u)) dla wszystkich u,v € V. Natomiast
endomorfizm 7 jest izometria, jesli jest bijektywny oraz (7(u),7(v)) = (u,v) dla wszyst-
kich u,v € V. Dla endomorfizméw samosprzezonych gtownym problemem jest istnienie
baz ortonormalnych ztozonych z wektoréw wtasnych, natomiast dla izometrii podamy
pewne informacje o strukturze grupy izometrii przestrzeni euklidesowej.

W 84.1 i §4.2 rozpatrujemy nieco ogélniejsza sytuacje, gdyz endomorfizmy sprzezone
i endomorfizmy samosprzezone mozna zdefiniowa¢ w dowolnej nieosobliwej symetrycznej
przestrzeni dwuliniowej.

4.1 Endomorfizmy sprzezone

Zaktadamy, ze V' jest przestrzenig wektorowa nad cialem K, z nieosobliwym funkcjonatem
dwuliniowym ( , ). Oznacza to, ze odwzorowanie

Ay V=V Ay(v) =)\,
jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych. Tutaj dla ustalonego wektora v € V
A V=K, N(x)=(v,2) dla z€V.

Inna interpretacja nieosobliwosci przestrzeni dwuliniowej V' pozwala stwierdzié, ze jesli
dla v,w € V mamy (u,v) = (u,w) dla kazdego wektora u € V', to v = w. Rzeczywiscie,
(u,v) = (u, w) dla kazdego u € V pociaga v —w € radV = 0.

TWIERDZENIE 4.1.1. Dla kazdego endomorfizmu T nieosobliwej przestrzeni dwuliniowej
V' istnieje doktadnie jeden endomorfizm 1% przestrzeni V' spetniajgcy warunek

(T(v),u) = (v,7(u)) dla wszystkich u,v € V.
Dowdéd. Niech u € V. Wektor u i endomorfizm 7 przestrzeni V' wyznaczaja odwzorowanie
ANV =K, Av)=(1(v),u).
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Oczywiscie A jest funkcjonalem liniowym na przestrzeni V. Wobec nieosobliwosci prze-
strzeni V' istnieje doktadnie jeden wektor w € V taki, ze A = Ay (w) = Ap,. W ten sposéb
kazdemu wektorowi v € V' przyporzadkujemy jednoznacznie wektor w € V' taki, ze

(v, w) = Aw(v) = A(v) = (7(v),u)
dla kazdego v € V. Wektor w bedziemy oznacza¢ w =: 7*(u). Ma on wiec nastepujaca

wlasnos¢:
(T(v),u) = (v,7"(u)) dla wszystkich wu,v € V. (4.1)

7* jest odwzorowaniem 7 : V' — V. Z definicji 7* wynika, ze jest to jedyne odwzorowanie
7" : V. — V spekiajace warunek (4.1). Pozostaje zatem wykazaé, ze 7 jest endomorfi-
zmem przestrzeni V.

Wezmy dowolne v, x,y € V oraz a,b € K. Wtedy

(v,7"(az +by)) = (7(v),az +by) = a(r(v),z) + b(7(v), y)
= a(v,7(x)) + b(v, 77 (y) = (v, a7 () + bT"(y)).
Stad wobec nieosobliwo$ci przestrzeni V' wynika, ze 7*(ax + by) = at*(z) + br*(y). O

DEFINICJA 4.1.1. Niech 7 bedzie endomorfizmem nieosobliwej przestrzeni dwuliniowe;j

V.

(a) Endomorfizm 7* przestrzeni V', spelniajacy warunek (4.1), nazywamy endomorfizmem
sprzezonym z endomorfizmem 7.

(b) Endomorfizm 7 przestrzeni V' nazywa sie samosprzezony jesli T = 7%, to znaczy, jesli
(7(v),u) = (v,7(u)) dla wszystkich u,v € V.
TWIERDZENIE 4.1.2. Dla nieosobliwej przestrzeni dwuliniowej V' odwzorowanie
Endg V — Endg V, T T
ma nastepujgce wtasnosci
(c+7)'=0"4+71", (o7)" =7"c", (ar)" =a1",
dla kazdych endomorfizmow o, T przestrzeni V' i dla kazdego skalara a € K, a takze
1y, =1y, ()" =71

Dowdd. Wykorzystujemy whasno$¢ (4.1) definiujaca endomorfizm sprzezony i nieosobli-
wos¢é przestrzeni. A wiec dla kazdych u,v € V mamy

(u, (0 +7)"(v)) = (0 +7)(u),v) = (o(u),v) + (1(u),v) = (4,07 (v)) + (v, 7"(v))
= (u, (0" +77)(v)),
)

skad wynika, ze (0 4+ 7)*(v) = (¢* + 7*)(v) dla kazdego v € V. Podobnie

(u, (07)"(v)) = (o7(w), v) = (7(v),07(v)) = (u, 770" (v)),
(u, (a7)*(v)) = ((a7)(u), v) = a(7(u),v) = a(u,7"(v)) = (u,a7(v))

dowodza dwoch nastepnych wtasnosci. Dla dowodu dwoch ostatnich wlasnosci zauwazmy,
ze dla dowolnych u,v € V, mamy

(u, 17 (v)) = (1(u),v) = (u,v) = (u, 1(v)),
v) = (v, 7 (W) = (1(v),u) = (u, 7(v)).
Wobec tego 1*( ) 1(v ) oraz (7*)*(v) = 7(v) dla kazdego v € V. O
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4.2 Macierze endomorfizméw sprzezonych

Niech V' bedzie nieosobliwa przestrzenia dwuliniowa nad cialem K. Niech B = {vy,...,v,}
bedzie uporzadkowana baza przestrzeni wektorowej V' iniech 7 € Endg V. Niech m(7, B) :=
B = [b;;] € M, (K) bedzie macierza endomorfizmu 7 w bazie B. Zatem dla j = 1,...,n,

T(Uj) = Zbijvi‘
=1

Zatézmy takze, ze endomorfizm 7* sprzezony z T ma w bazie B macierz m(7*, B) := C' =
[Cij] S Mn(K)

LEMAT 4.2.1. Jesli baza B jest ortogonalna, to
bij(vi, i) = ¢ji(v;, v))
dlai,j=1,...,n.

Dowadd. Lemat wynika z nastepujacego rachunku

n

(%ﬁ(”j)) = (Ui, stjvs) = Z bsj(vz’,vs) = bz’j(Uz’,Ui);
s=1 s=1

(T*(0:), v5) = (D esivs, v5) = D Csil0s,v5) = ¢5i(v5,v;)
s=1 s=1

oraz stad, ze (v;, 7(v;)) = (7*(vi), vj). O

Zwiazek pomiedzy macierzami B i C' staje si¢ jeszcze prostszy jesli baza ortogonalna B
jest ortonormalna, to znaczy dodatkowo (v;,v;) = 1 dla kazdego ¢ = 1,...,n. Wtedy
z lematu 4.2.1 otrzymujemy b;; = cj;, to znaczy C = BT. Zanotujmy ten rezultat jako
nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 4.2.1. Niech B bedzie bazg ortonormalng nieosobliwej przestrzeni dwuli-
niowej V1 niech T bedzie endomorfizmem przestrzeni wektorowej V. Wtedy

m(7*,B) = m(1, B)T.

W szczegolnosci, jesli endomorfizm T jest samosprzezony, to m(t, B) jest macierzqg syme-
tryczng.

Zauwazmy, ze mamy teraz prosty macierzowy argument dla dowodu twierdzenia 4.1.2.
Na przyktad, udowodnimy jeszcze raz, ze (o7)* = 7*0*. Niech B bedzie bazg ortonormalng
przestrzeni V. Wtedy na podstawie twierdzenia 4.2.1 mamy

m((o7)*,B) = m(or,B)" = (m(o,B) - m(7, B))" = m(7, B)" - m(c, B)' = m(7*,B) - m(c*, B)
=m(7"-c", B).

Endomorfizmy (o7)* oraz 7% - 0* maja wiec rowne macierze w bazie B, zatem sa réwne.

TWIERDZENIE 4.2.2. Niech T bedzie endomorfizmem nieosobliwej przestrzeni dwuliniowej
V. Nastepujgce warunki sg rownowazne.

(a) Endomorfizm T jest samosprzezony.

(b) Dla kazdej bazy ortonormalnej B macierz endomorfizmu T wzgledem bazy B jest sy-
metryczna.

(c) Istnieje baza ortonormalna B taka, Ze macierz endomorfizmu T wzgledem bazy B jest
symetryczna.
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Dowdéd. (a) = (b). Jesli T jest samosprzezony, to juz zauwazyliSmy, ze jego macierz wzgle-
dem dowolnej bazy ortonormalnej B jest symetryczna na podstawie twierdzenia 4.2.1.
(b) = (c) jest oczywiste.

(c) = (a). Jedli macierz [b;;] endomorfizmu 7 wzgledem bazy B jest symetryczna, to z
rachunku przeprowadzonego w dowodzie lematu 4.2.1 otrzymujemy

(vi, 7(v5)) = big = bji = (v, 7(v;)) = (T(v3),v;)

dla kazdych dwoch wektoréw v;, v; bazy ortonormalnej B. Stad, wykorzystujac dwulinio-
wos¢ (, ) oraz linjowos¢ 7 otrzymujemy dla dowolnych skalaréw x;, y;

(Z fEivi,T(Z yjvj)) = ZZ(%T(%’)) = ZZ(T(%)M) = (T(Z i), Zyﬂ)j)-

A wiec 7 jest endomorfizmem samosprzezonym. O

4.3 Endomorfizmy samosprzezone przestrzeni eukli-
desowych

Najprostszym typem endomorfizméw przestrzeni euklidesowych sg endomorfizmy diago-
nalizowalne w bazie ortonormalnej przestrzeni. Jesli 7 jest takim endomorfizmem prze-
strzeni euklidesowej V| to istnieje baza ortonormalna {v,...,v,} przestrzeni V zlozona
z wektorow wlasnych endomorfizmu 7. Jesli wektor wlasny v; nalezy do wartosci wlasnej
a; € R, to 7(v;) = a;v; i dla dowolnego wektora v = xyvy + - - + v, € V), gdzie z; € R,

mamy
n

T(v) =Y @7 (v;) = T1a1v1 + -+ + Tpanvy.
i=1
Otrzymujemy wiec bardzo prosty i geometrycznie przejrzysty opis sposobu dziatania en-
domorfizmu 7 na wektorach przestrzeni euklidesowej V. W zwiazku z tym naturalnym
zagadnieniem staje sie znalezienie warunkéw koniecznych i wystarczajacych na to by endo-
morfizm przestrzeni euklidesowej byt diagonalizowalny w bazie ortonormalnej przestrzeni.
Zauwazymy najpierw nastepujacy oczywisty warunek konieczny.

TWIERDZENIE 4.3.1. Jesli T jest endomorfizmem przestrzeni euklidesowej diagonalizo-
walnym w pewnej bazie ortonormalnej tej przestrzeni, to T jest endomorfizmem samo-
sprzezonym.

Dowdéd. Endomorfizm diagonalizowalny w bazie ortonormalnej ma w tej bazie macierz
diagonalna, a wiec symetryczng i wobec tego jest samosprzezony na podstawie twierdzenia
4.2.2. O

Gléwne twierdzenie tego rozdziatu (twierdzenie spektralne 4.3.2) orzeka, ze zauwazony
w twierdzeniu 4.3.1 warunek konieczny diagonalizowalnos$ci endomorfizmu w bazie orto-
normalnej jest takze warunkiem wystarczajacym. Rozpoczniemy od uniwersalnego lematu
o istnieniu podprzestrzeni niezmienniczych endomorfizméw dowolnych (niekoniecznie eu-
klidesowych) przestrzeni wektorowych nad ciatem liczb rzeczywistych.

LEMAT 4.3.1. Kazdy endomorfizm T dowolnej przestrzeni wektorowej nad ciatem liczb
rzeczywistych ma podprzestrzen niezmienniczg o wymiarze 1 lub 2.
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Dowdéd. Niech p, bedzie wielomianem minimalnym endomorfizmu 7. Jest to wielomian o
wspotczynnikach w ciele R. Nad ciatem R jedynymi wielomianami nierozktadalnymi sa
wielomiany stopnia 1 i wielomiany stopnia 2 z ujemnym wyroéznikiem. Jesli wielomian p,
ma w swoim rozktadzie na czynniki nierozktadalne czynnik stopnia 1, to ma w ciele R
pierwiastek i na podstawie twierdzenia 1.5.2 pierwiastek ten jest wartoscig wtasna endo-
morfizmu 7. Zatem 7 ma jednowymiarowa podprzestrzen niezmiennicza. Jesli wielomian
pr W swoim rozktadzie na iloczyn czynnikéw nierozktadalnych nie ma czynnika liniowego,
to rozktad ten ma postaé

pr=Jr fus

gdzie wielomiany f; sa trojmianami kwadratowymi z ujemnymi wyréznikami. Zauwazmy,
ze

0=pr(7) = fulr) - fi(7)

i wobec tego co najmniej jeden z endomorfizméw f;(7) jest osobliwy (gdyby wszystkie by-
ty nieosobliwe, to ich iloczyn bytby takze nieosobliwy, podczas gdy jest endomorfizmem
zerowym). Jesli fi = X% —aX — b, gdzie a,b € R, oraz v € V jest niezerowym wek-
torem takim, ze f;(7)(v) = 0, to podprzestrzen U = lin{v, 7(v)} jest 7—niezmiennicza.
Rzeczywiscie,

7(U) = lin{r(v), 7*(v)} = lin{7(v), ar(v) + bv} C U.

Oczywiscie dim U < 2 i wobec tego lemat jest udowodniony. O]

LEMAT 4.3.2. Kazdy endomorfizm samosprzezony przestrzeni euklidesowej ma wektor
wtasny, zatem takze podprzestrzen niezmienniczg o wymiarze 1.

Dowadd. Na podstawie poprzedniego lematu wystarczy jedynie udowodnié¢, ze jesli 7 ma
podprzestrzen niezmienniczg o wymiarze 2, to ma takze podprzestrzen niezmienniczg o
wymiarze 1. Przypusémy zatem, ze U jest T—niezmiennicza i ma wymiar 2. Mozemy zatem
traktowaé 7 jako endomorfizm przestrzeni (plaszczyzny) euklidesowej U. Endomorfizm 7
po zaciesnieniu do U jest takze endomorfizmem samosprzezonym przestrzeni U, gdyz
(u,7(v)) = (7(u),v) dla wszystkich u,v € V i tym bardziej dla wszystkich u,v € U.
Wobec tego 7 ma w bazie ortonormalnej przestrzeni U macierz symetryczna, powiedzmy

a b
b c|’
Wielomian charakterystyczny tej macierzy jest rowny
X?—(a+¢)X +ac— b
a jego wyroznik
(a+c)* —4(ac — b*) = (a — c)* + 4b

jest suma kwadratéw w ciele R, a zatem jest kwadratem liczby rzeczywistej. Wobec tego
wielomian charakterystyczny endomorfizmu 7 ma pierwiastek w ciele R, a zatem takze
warto$¢ wlasng w ciele R. Stad wynika, ze 7 ma wektor wtasny, ktory rozpina jednowy-
miarowg podprzestrzen niezmiennicza. O

LEMAT 4.3.3. Jesli T jest endomorfizmem samosprzezonym przestrzeni dwuliniowej V

oraz U jest podprzestrzeniq T—niezmienniczq, to ortogonalne dopetnienie U~ podprze-
strzeni U jest takze podprzestrzeniq T—mniezmienniczq.
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Dowéd. Pokazemy, ze jedli w € UL, to takze 7(w) € UL. Niech w € Ut. Wtedy dla
kazdego v € U mamy 7(u) € U (gdyz U jest podprzestrzenia T—niezmiennicza) oraz
(w,7(u)) = 0 (gdyz w € Ut). Zatem, wobec samosprzezonoéci endomorfizmu 7 mamy

(r(w), u) = (w,7(u)) =0
dla kazdego u € U. Stad wynika, ze 7(w) € U™, O

TWIERDZENIE 4.3.2 (Twierdzenie spektralne - przypadek symetryczny). Niech T bedzie
endomorfizmem samosprzezonym przestrzeni euklidesowej V. Wtedy istnieje baza ortonor-
malna przestrzeni V' ztozona z wektorow wiasnych endomorfizmu 7.

Dowod. Indukcja ze wzgledu na wymiar przestrzeni V. Niech n = dim V' > 1 i niech U
bedzie 1-wymiarowg podprzestrzenia niezmienniczg endomorfizmu 7. Wtedy na podstawie
lematu 4.3.3 podprzestrzen U~ jest takze T—niezmiennicza oraz

V=UaU"*

na podstawie twierdzenia 2.5.1 o rzucie prostopadtym. Na podstawie zatozenia indukcyj-
nego istnieje baza ortonormalna podprzestrzeni U+ zlozona z wektoréw wtasnych endo-
morfizmu 7. Dotaczajac do niej wektor u; € U o dtugosci 1 otrzymamy baze ortonormalng
przestrzeni V' ztozong z wektoréw wlasnych endomorfizmu 7. O]

Zauwazmy, ze twierdzenia 4.3.1 1 4.3.2 daja warunek konieczny i wystarczajacy diago-
nalizowalnosci endomorfizmu przestrzeni euklidesowej w bazie ortonormalnej: Endomor-
fizm przestrzeni euklidesowej jest diagonalizowalny w bazie ortonormalnej tej przestrzeni
wtedy 1 tylko wtedy gdy jest samosprzezony.

TWIERDZENIE 4.3.3. Niech A bedzie macierzq symetryczng o elementach rzeczywistych.
Wtedy istnieje macierz ortogonalna P o elementach z ciata R taka, e P~YAP jest ma-
cierzq diagonalng.

Dowdéd. Macierz A traktujemy jako macierz endomorfizmu samosprzezonego przestrzeni
euklidesowej R" w bazie standardowej. Na podstawie twierdzenia spektralnego istnieje
baza ortonormalna B przestrzeni R"”, w ktérej endomorfizm ten ma macierz diagonalna
D. Jedli P jest macierzg przejécia od bazy standardowej do bazy B, to D = P~'AP na
podstawie twierdzenia 1.6.1. O

Ostatnie twierdzenie méwi, ze kazda macierz symetryczna nad ciatem liczb rzeczywi-
stych jest ortogonalnie podobna do macierzy diagonalne;j.

4.4 Przemienne zbiory endomorfizméw samosprzezo-
nych

Na podstawie twierdzenia spektralnego kazdy endomorfizm samosprzezony przestrzeni eu-
klidesowej jest diagonalizowalny w pewnej bazie ortonormalnej tej przestrzeni. Jesli wiec
wezmiemy dwa endomorfizmy samosprzezone o i 7 przestrzeni euklidesowej V', to dla
kazdego z nich istnieje baza ortonormalna ztozona z wektoréw wtasnych tego endomor-
fizmu. Nasuwa si¢ naturalne pytanie, czy istnieje taka baza ortonormalna przestrzeni V,
ktorej kazdy wektor jest wektorem wlasnym zaréwno o jak i 77 Nastepujace twierdze-
nie wskazuje warunek konieczny jaki spetnia¢ musza endomorfizmy samosprzezone o i 7
diagonalizowalne w tej samej bazie ortonormalnej przestrzeni euklidesowe;j.
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TWIERDZENIE 4.4.1. Niech o i 7 bedg endomorfizmami samosprzezonymi przestrzeni
euklidesowej V. Jesli istnieje baza przestrzeni V' ztozona z wektorow wlasnych obydwu
endomorfizmow o i T, to endomorfizmy te sqg przemienne:

OT = T0.

Dowdd. Niech {vy,...,v,} bedzie baza przestrzeni V taka, ze o(v;) = a;v;, 7(v;) = byv;
dla pewnych skalaréw a;,b; € R. Wtedy

(o7)(v;) = o(bjv;) = bjav; = T(av;) = (to)(v;), i=1,...,n.

Endomorfizmy o7 oraz 7o przyjmuja te same wartosci na wektorach bazy przestrzeni V
i wobec tego przyjmuja te same wartosci na wszystkich wektorach przestrzeni V: o7 =
TO. =

Naszym celem jest udowodni¢, ze przemiennos¢ endomorfizmow samosprzezonych jest
takze warunkiem wystarczajacym na ich diagonalizowalnosé¢ w tej samej bazie ortonormal-
nej przestrzeni euklidesowej. Faktycznie nie ma potrzeby ogranicza¢ si¢ do dwoch endo-
morfizméw samosprzezonych. Bedziemy rozpatrywaé dowolny zbior 7 endomorfizméow sa-
mosprzezonych przestrzeni euklidesowej V. Z twierdzenia 4.4.1 otrzymujemy natychmiast,
ze jesli istnieje baza przestrzeni V' ztozona z wektoréw wtasnych wszystkich endomorfi-
zméw zbioru 7, to T jest przemiennym zbiorem endomorfizméw przestrzeni V', to znaczy,
7o = ot dla kazdych 7,0 € 7. Przystepujemy do dowodu twierdzenia odwrotnego.

LEMAT 4.4.1. Niech T bedzie przemiennym zbiorem endomorfizméw samosprzezonych
przestrzeni euklidesowej V. Wtedy istnieje wspolny wektor wiasny dla wszystkich endo-
morfizmow zbioru T (to znaczy taki wektor v € V, Ze v # 0 oraz dla kazdego 7 € T mamy

7(v) € Rv).

Dowdéd. Najpierw rozpatrzymy (trywialny) przypadek, gdy wszystkie endomorfizmy w
zbiorze 7 sg skalarne, a wiec postaci 7 = aly, gdzie a € R zas 1y jest identyczno$cig
na V. Dla endomorfizmu skalarnego kazdy niezerowy wektor przestrzeni V' jest wektorem
wlasnym. W zwiazku z tym, jesli wszystkie endomorfizmy w zbiorze 7 sg skalarne, to
kazdy niezerowy wektor przestrzeni V' jest wspolnym wektorem wlasnym wszystkich en-
domorfizméw zbioru 7. W szczegdlnodei, jesli dim V' = 1, to wszystkie endomorfizmy sa
skalarne i wobec tego lemat jest prawdziwy. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgle-
du na wymiar przestrzeni V. Niech wiec dim V' > 1. Jesli 7 € 7 nie jest skalarny, to 7 ma
warto$¢ wtasng a i wektor wlasny v € V' nalezacy do a. Niech

U={ueV:71(u)=au}.

Jest to podprzestrzen T—niezmiennicza, a takze, U # 0 oraz U # V (bo 7 nie jest
skalarny). Ponadto, U jest c—niezmiennicza dla kazdego o € 7. Rzeczywiscie, dla u € U
mamy

7(o(u)) = o(r(u)) = oau) = ao(u),

zatem o(u) € U. Zaciesnienia endomorfizméw o € 7 do podprzestrzeni U tworza wiec
przemienny zbioér endomorfizméw samosprzezonych przestrzeni U i wobec dim U < dim V'
na podstawie zatozenia indukcyjnego endomorfizmy zbioru 7 maja wspolny wektor wtasny
w podprzestrzeni U. O

TWIERDZENIE 4.4.2. Jesli T jest przemiennym zbiorem endomorfizmow samosprzezo-
nych przestrzeni euklidesowej V, to V- ma baze ortonormalng {vy,...,v,} takq, Ze kazdy
wektor wv; jest wektorem wlasnym wszystkich endomorfizméw zbioru T .
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Dowdéd. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny ze wzgledu na wymiar n przestrzeni V. Twier-
dzenie jest oczywiscie prawdziwe dla n = 1. Niech wiec n > 1. Na podstawie lematu 4.4.1
istnieje wspolny wektor wtasny v € V dla wszystkich endomorfizméw 7 € 7. Mozemy
zaktadaé, ze ||v|]| = 1, gdyz w przeciwnym razie zamiast wektora v wezmiemy wektor

mv. Niech U = Rw. Jest to wiec podprzestrzen T—niezmiennicza dla kazdego endo-

morfizmu 7 € 7. Na podstawie lematu 4.3.3 ortogonalne dopelnienie U+ podprzestrzeni
U jest podprzestrzenig 7—niezmiennicza dla kazdego endomorfizmu 7 € 7. Poniewaz
dim Ut < dimV, na podstawie zalozenia indukcyjnego podprzestrzen UL ma baze or-

tonormalng vy, ..., v, ztozong z wektorow wlasnych wszystkich endomorfizméw 7 € 7.
Wtedy {v,vq,...,v,} jest baza ortonormalna przestrzeni V' zlozona z wektoréw whasnych
wszystkich endomorfizméw 7 € 7. Il

Twierdzenia 4.4.1 i 4.4.2 podajg warunek konieczny i wystarczajacy réwnoczesnej
diagonalizowalnosci zbioru endomorfizméw samosprzezonych przestrzeni euklidesowej w
bazie ortonormalnej tej przestrzeni: Dla zbioru T endomorfizmoéw samosprzezonych prze-
strzeni euklidesowej istnieje baza ortonormalna przestrzeni ztozZona z wektorow wlasnych
wszystkich endomorfizmoéw zbioru T wtedy 1 tylko wtedy gdy kazde dwa endomorfizmy
zbioru T sq przemienne.

4.5 Izometrie przestrzeni dwuliniowych

Wprawdzie interesuja nas przede wszystkim endomorfizmy przestrzeni euklidesowych, ale
wlasnosci, ktére bedziemy omawia¢, maja znacznie szerszy zakres i w zwigzku z tym nie
bedziemy ograniczaé¢ sie do przestrzeni euklidesowych. Wtasciwym kontekstem sg tutaj
przestrzenie dwuliniowe nad dowolnym ciatem i takie tez bedziemy przewaznie czynic zato-
zenie. [zometrig przestrzeni dwuliniowej V' nazywamy bijektywny endomorfizm 7: V — V
taki, ze (7(u),7(v)) = (u,v) dla wszystkich u,v € V. Okazuje sie, ze jesli przestrzen V'
jest nieosobliwa, to bijektywnos¢ 7 jest konsekwencja pozostatych zatozen.

LEMAT 4.5.1. Niech 7 bedzie endomorfizmem nieosobliwej przestrzeni dwuliniowej V.
Jesli endomorfizm T spetnia warunek:

(1(u), 7(v)) = (u,v) dla wszystkich u,v €V,
to T jest bijektywny, czyli jest automorfizmem przestrzeni wektorowej V.

Dowdéd. Przypusémy, ze 7(v) = 0 dla pewnego v € V. Wtedy 0 = (7(u), 7(v)) = (u,v) dla
kazdego wektora u € V. Stad v € rad V' i wobec nieosobliwosci przestrzeni V' otrzymujemy
v =0. A wiec ker7 = 0, 7 jest injektywny, a wiec takze surjektywny. Il

Zauwazmy takze, ze jesli 7 jest izometria nieizotropowej przestrzeni dwuliniowej V' i 7
ma wartos$¢ wlasng a, to koniecznie a = +1. Rzeczywiscie, jesli a jest wartoscia wlasng 7
i wektor wlasny v nalezy do wartosci wlasnej a, to 7(v) = av oraz (v,v) = (7(v), 7(v)) =
(av,av) = a*(v,v), skad wobec nieizotropowosci przestrzeni V wynika, ze a® = 1.

7 drugiej strony, izometrie moga w ogdle nie mie¢ wartosci wtasnych. Na przyktad,
obrét na plaszezyznie euklidesowej R? o kat rézny od zerowego i pétpelnego nie ma oczy-
wiscie wartosci wlasnych (bo nie ma wektoréw whasnych).
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4.6 Symetrie przestrzeni dwuliniowych

In this chapter! we will consider the isometries of a bilinear space V. This is of great
importance for revealing the structure and deeper properties of a bilinear space V.
Thus we consider bijective linear maps ¢ : V' — V preserving the bilinear functional
on the space V' :
(x,y) = (i(z),i(y)) forall z,ye V.

The set of all isometries of the space V' is denoted Isom V. It is nonempty, since the identity
map idy, leaving every vector of V fixed, is an isometry of V. The identity map will be
also written 1y,. There is also the negative —1y of 1y, which reverses every vector in V,
that is, —1y(z) = —z for all = € V. This is also an isometry of V.

Now we will show that the set Isom V' is, in fact, a group with respect to the composition
of maps. The best we can do is to show that Isom V' is a subgroup of the automorphism
group Aut V' of bijective linear maps of the vector space V onto V. Thus we are to check
that Isom V' is closed with respect to composition of maps, and closed with respect to
taking inverses. So let 7,5 € IsomV. Then ioj : V — V is a linear automorphism, and it
is an isometry of V| since we have

(z,y) = (1(2),5(y)) = (((5(2)),i(5(y))) = (10 7)(2), (i 0 5)(y))

for all z,y € V. It follows that i0j € Isom V. Further, if i € Isom V, then also i~! € Isom V,
since for x = i(u), y =i(v), u,v € V, we have

(z,y) = (i(w),i(v)) = (u,v) = (7' (2),7'(y)).
Thus Isom V' is a group, and we call it the isometry group of the bilinear space V.

DEFINICJA 4.6.1. For a nonsingular symmetric bilinear space V' the group Isom V' is said
to be the orthogonal group of V' and is denoted O(V).

We will study the group O(V') in §4.8. Here we only point out some important examples
of isometries called symmetries.

The motivating example comes from the geometry of Euclidean space R3. If U is a line
in the space R?, and U+ is the plane orthogonal to U, then the ‘mirror’ reflection about
the plane U+ is a nontrivial isometry of the Euclidean space R®. It reverses the vectors of
the line U and leaves the vectors of the plane U+ pointwise fixed.

Now we define symmetries in arbitrary bilinear space V. Let U be a nonsingular sub-
space of V. Then, according to the orthogonal complement theorem, we have

V=UaU".

DEFINICJA 4.6.2. A symmetry of the space V with respect to the nonsingular subspace
U is the map oy : V — V, defined as follows

oy(u+w)=—utw, for ue U, we U
Thus the symmetry oy reverses each vector u € U,

oy(u) = —u for all ue U,

'Fragmenty tekstu w jezyku angielskim pochodza z mojej ksiazki Bilinear Algebra, Gordon and Breach
Science Publishers, Amsterdam 1997.
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and leaves the orthogonal complement U+ of U pointwise fixed:
oy(w) =w forall we U™

We leave it to the reader to check that oy is a linear automorphism of the vector space
V. Given this we show that oy is an isometry of the bilinear space V.
For, if u,v' € U, w,w’ € U+, then

(ov(u+w), oy +w')) = (—u+w,—u +w')

(u,u’) + (w,w")
= (u+w,u +w).

Thus for each nonsingular subspace U of V, we have oy € Isom V. Choosing the subspace
U properly we find nontrivial elements of the isometry group Isom V. The following two
particular choices for U are noteworthy:.

Przyklad 4.6.1. Let V be a nonsingular space and put U = V. Then V+ = 0, and
oy(v)=—v forall veV.

Thus with this choice of U, we have o, = —1y,.

Przyktad 4.6.2. Let V be a bilinear space and let v € V' be an anisotropic vector. Then
the 1—dimensional subspace U = Kwu is nonsingular and we can take the symmetry oy
with respect to the line U = Ku. We write o, instead of oy and call it the symmetry
with respect to the anisotropic vector u. Its action on V' is defined by the equation

ou(au +w) = —au + w,
for all @ € K and all vectors w orthogonal to .

TWIERDZENIE 4.6.1. (Witt’s prolongation theorem - first version.) Let V' be a symmetric
space over a field K of characteristic # 2. For each pair of anisotropic vectors u and w
with equal norms, there is an isometry of the space V' carrying u to w.

Dowdéd. We can assume that u # w, since otherwise the identity 1y takes u to w. We will
use the picture below to direct our intuition but the proof will run independently of any
intuitive arguments. So v and w, having equal norms, span a rhombus with the diagonals
u+w and u — w.

U+ w

These diagonals are orthogonal (as they should be in a rhombus), since we have (u —
w,u+w) = (u,u) + (u,w) + (—w,u) + (—w,w) = 0. Moreover, u =  (u—w) + 3 (u+w),
that is, u is the sum of two orthogonal vectors.

Now if the vector u — w is anisotropic, we can take the symmetry o,_,, in the nonsingular

line K (u — w) and then we get

Ou—w(tt) = —= (u—w) + = (u+w) = w.



Hence the isometry o,_,, carries u to w.
Similarly, if the vector u 4 w is anisotropic, we take the symmetry o,.,, and observe that
1
Ourw(u) = 5 (u—w)— 5 (u+w) =—w.

This time the composition —1y oo, takes u to w. Alternatively, the composition of two
symmetries o, © 0,1, also sends u to w.

Thus if at least one of the vectors © —w and u+ w is anisotropic, then we are through.
It remains to show that one of the vectors v — w and u + w has to be anisotropic. So
assume that (v — w,u — w) = (v +w,u + w) = 0. Then we would have

0= (U_wau_w)+(u+wuu+w) = 2((“’7“) + (w7w)) :4(u7u>7
contrary to the assumptions that (u,u) # 0 and char K # 2. O
Before going on we draw a corollary which states precisely what has been proved.

WNIOSEK 4.6.1. Retain the hypotheses from Theorem 4.6.1. Then either u — w is aniso-
tropic and the symmetry o, _,, takes u to w, or, u+ w 1s anisotropic and the composition
Ow O Oyt takes u to w.

4.7 Macierzowa reprezentacja grupy izometrii

Let V be a bilinear space over an arbitrary field K. The isometry group Isom V' of the
bilinear space V is a subgroup of the automorphism group AutV of the vector space V' :

IsomV C AutV.

Now Aut V' is known to be isomorphic with the linear group GL(n, K), where n = dim V.
Recall that GL(n, K) is the group of all invertible n x n matrices with entries in K. We
fix an isomorphism

p: AutV — GL(n, K),

and will find the subgroup p(lsom V) of GL(n, K) which corresponds to the isometry
subgroup Isom V' of the group Aut V. As is known from a basic linear algebra course, the
isomorphism p is defined as follows. We choose a basis B = {vy,...,v,} for the vector
space V' and for each linear automorphism o € AutV and each basis vector v; we write
o(v;) as a linear combination of the basis vectors:

O'(Ul) = S811V1 + S92 + -+ + Sn1Un,
(4.2)
U(vn) = S1pVU1 + S2pU2 + - -+ + SppUn.
This gives the matrix
S11 S12 ... Sin
S _ [Sij] _ 8:21 8:22 . S?n ’
Snl Sn2 ... San

whose i—th column consists of coordinates of the vector o(v;) in the basis B. In linear
algebra course one shows that the mapping

p:AutV — GL(n, K), p(o)=S
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is a group isomorphism. Let us emphasize that the isomorphism g depends on the choice
of the basis B. Two different bases for V' always determine two distinct isomorphisms
AutV — GL(n, K).

Now we come to the point of interest to us. Assume that the automorphism o of V is
an isometry of the bilinear space V. What can be said about the matrix S = u(o)?

TWIERDZENIE 4.7.1. Let V' be an n—dimensional bilinear space over a field K. Let B =
{v1,...,v,} be a basis for V and let A = [(v;,v;)] be the matriz of V relative to the basis
5.

(a) An automorphism o of the vector space V is an isometry of the bilinear space V' if
and only if the matrix S = p(o) of the automorphism o relative to the basis B satisfies
the condition

STAS = A.
(b) The group lsom V' of isometries of bilinear space V is isomorphic to the subgroup
{S € GL(n,K) : S'AS = A}
of the matriz group GL(n, K).

Dowéd. (a) The equalities (4.2) show that S* is the transition matrix from the basis
B ={vy,...,v,} to the basis o(B) = {o(v1),...,0(v,)} of the space V. Hence, by Theorem
221,

[(o(vi),o(v;))] = S'A(S")" = S'AS.

On the other hand, ¢ is an isometry if and only if (o(v;), 0(v;)) = (v;,v;) for all 4,5 < n,
that is, if and only if S'AS = A.
(b) is just a restatement of (a). O

As an example we now consider the isometry group of the hyperbolic plane H over a
field K of characteristic # 2. So we assume that {u,v} is a hyperbolic pair spanning H :

H =~ H (1)] in {u,v).

Let o € Isom H be an isometry of the hyperbolic plane and let S = [ Z cci ] be the matrix
of o with respect to the basis {u,v}. By Theorem 4.7.1,

(101 101
S l 10 5= 1 0"
Multiplying through we get

2ab ad+bc | |0 1
ad +bc  2cd 11 0|

The four entries of the matrix S are to satisfy the system of equations
ab=0, ad+bc=1, cd =0,

and we require additionally that det S = ad — bc # 0, since S is an invertible matrix. This
system has two series of solutions:

Lb=0,c=0, d=a""', a-an arbitrary element of K.
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II.a=0,d=0, c=b"1 b- an arbitrary element of K.

Thus we have two types of isometries o of the hyperbolic plane H :

Type I :S= [ 3 2_1 1 ;. o(u) =au, o(v) =alv,
0 b B
Type Il : S = b0 i o(u) =bv, o(v) =b""u.

It is useful to observe that isometries of type I leave the isotropic lines Ku and Kv fixed
(but not elementwise!), while isometries of the type II interchange the two isotropic lines
of the plane H.

Now we will show that every isometry o of type Il is, in fact, the symmetry o, 4, in
the nonsingular line K (u — bv). First we have

(u—bv,u —bv) = —=2b(u,v) = —2b # 0,
and so u — bv is an anisotropic vector. We also have
(u—bv,u+bv) =(u—o(u),u+o(u) =0,

so that v — bv,u + bv form an orthogonal basis for H. Now we check that ¢ and o, 4,
assume equal values on the basis of H :

o(u—bv) =oc(u) —bo(v) =bv—u= 0y p(u—bv),

o(u+bv) =oc(u) +bo(v) =bv+u=ou_p,(u+bv).

It follows that o = o,_py.

Now we show that every isometry of type I is the product of two symmetries: o =
Ou—v © Oy_an. We start with the observation that, as shown above, for each b € K , the
symmetry o,_p, is an isometry of type II, hence for b = a and b = 1, we have

Cu—an(U) = a¥, Oyu_qn(V) = a Mu, oy_y(u) = v, Tyy = u.
This is what we need to compute the images of basis vectors v and v under the composition
Oy—v O Oy—qu*
Ou—v O Oy_ap(tt) = 0y_p(av) = au = o(u),
O O Ou—an(V) = Oupla™u) = a 'v = o(v).

Thus the isometries o,,_,00,_4, and o act in the same way on the basis {u, v} of the plane
H, hence they act in the same way on the whole hyperbolic plane H. We have obtained
the following explicit description of the isometry group of hyperbolic plane.

TWIERDZENIE 4.7.2. Let K be a field of characteristic different from 2.
(a) Every isometry o of the hyperbolic plane H over K is either a symmetry or the product

of two symmetries in anisotropic lines of the plane H.
(b) The set of matrices

{[8 2—1]1a6[‘(}u{l2 o

is a subgroup of GL(2, K) isomorphic to the isometry group lsom H of the hyperbolic plane
H owver the field K.

:bEK}
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The determinants of matrices in the theorem above are all 1 or —1. This is more than a
coincidence. Recall that given any automorphism o of the vector space V, the determinant
det o of o is defined to be the determinant of the matrix S of o relative to any basis B
of the space V. It is well known that det S does not depend on the choice of the basis B.
Taking the determinant of automorphism of V' defines a group homomorphism

det : AutV — K,

which can also be viewed as the composition

AutV - GL(n, K) 2% K.
TWIERDZENIE 4.7.3. Let V' be a nonsingular bilinear space over a field K. Then every
isometry of V' has determinant £1, 1.e.,

det(Isom V) C {1, -1} C K.

Dowdd. Let o € Isom V. We choose a basis B for V' and take the matrix S of ¢ relative to
B and the matrix A of V relative to B. Then by Theorem 4.7.1, S'AS = A, hence taking
determinants we get (det S)*det A = det A. Since V' is nonsingular, we have det A # 0,
and so (det S)? = 1. Thus det o = det S = +1, as required. O

DEFINICIA 4.7.1. An isometry o of the bilinear space V is said to be a rotation of the
space V, if det ¢ = 1, and is said to be a reflection of V| if detc = —1.

Przyktad 4.7.1. Rotations of the hyperbolic plane H are the isometries of type I, i.e.,
those with diagonal matrices relative to the hyperbolic pair spanning H, and reflections
are the isometries of type II.

It is clear that rotations of a bilinear space V form a subgroup in the isometry group
Isom V. We will give some more details on the rotation groups in the next section. Here
we discuss another subgroup of the isometry group called the center of the group. The
center Z(G) of a group G is the set of elements of G which commute with every element
of the group G. Thus the center of the isometry group is defined to be

Z(lsomV) :={o clsomV :0o07 =700 foral 7€ lsomV}.

Clearly 1y € Z(Isom V'), and it is also easy to check that —1y € Z(lsom V). We will show
in the next section that these two isometries are, in general, the only central elements of
the isometry group. As a preparation we now prove a geometric characterization of the
isometries +1y,. The geometric property of an isometry o we are going to use is that o
leaves every line of the space V fixed. This amounts to satisfying the condition

o(Kv) = Kwv

for each nonzero vector v € V| that is, for each line Kv of V. Clearly, 1, and —1y leave
every line of V fixed, and we are going to prove that no other isometry does.

TWIERDZENIE 4.7.4. Let V be a non-totally isotropic bilinear space over a field K. An
isometry o € lsom V' leaves every line of V' fixed if and only if 0 = 1y or o = —1y.

Dowdd. Suppose v is a nonzero vector in V' and an isometry o leaves the line Kwv fixed.
Then o(v) = av for some a € K. If u is an arbitrary vector of the line Kv, then u = bv,
where b € K, and we have

o(u) =o(bw) =bo(v) = abv = au = a - 1g,(u).
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This shows that, if an isometry o leaves the line Kv fixed, then its restriction o|g, to the
line Kv is a scalar multiple of the identity isometry of the line:

U|KU =a- 1Kv~
Now assume that dim V' > 2 and o leaves every line of V' fixed. Then for any two linearly
independent vectors v,w € V there are a, b, c € K such that
0|Kv =a- 1K1)7 O_IKw =b- 1Kw> U|K(v+w) =cC- 1K(v+w)-
Hence
cv+w)=0c+w)=0c)+o(w)=av+ bw.

Now linear independence of v and w implies
a=c=b.

We have proved that, if o leaves every line of V' fixed, then there is an element a € K
such that o(v) = av for all v € V. It remains to show that @ = 1. Since V' is not totally
isotropic, there are u,v € V' with (u,v) # 0. Then

(u,v) = (o(u),o(v)) = (au,av) = a*(u,v).

Hence a? = 1 and a = %1, as required. ]

4.8 Grupa ortogonalna

In this section we assume throughout that V' is a symmetric bilinear space. According to
Definition 4.6.1, the isometry group Isom V' of a nonsingular symmetric space V' is said to
be the orthogonal group of V' and is denoted O(V). If V' is an n—dimensional symmetric
space over K and A is the matrix of V relative to a basis of V| then

O(V)={S e GL(n, K): S'AS = A},

in view of Theorem 4.7.1. We begin our discussion of the orthogonal group with a result
on the determinant homomorphism det : O(V) — {£1}. If the characteristic of the field
K is 2, then —1 = 1, and so det is obviously a surjective homomorphism. In other words,
when char K = 2, then every isometry in O(V) is a rotation. When char K # 2, then the
determinant homomorphism is also surjective, as the following theorem shows, but this
time the conclusion is that not all isometries in O(V') are rotations.

TWIERDZENIE 4.8.1. For every nonsingular symmetric space V' over a field K of cha-
racteristic # 2, the determinant homomorphism

det : O(V) — {1} (4.3)
1S a surjective map.

Dowdd. 1t is sufficient to point out a reflection in the group O(V'). The space V is dia-
gonalizable by Theorem 2.6.1, so we can assume that B = {vy,...,v,} is an orthogonal
basis for V. By nonsingularity of V, all the basis vectors are anisotropic, and so it makes
sense to consider the symmetry o := o,,. Since o reverses v; and leaves fixed all the other
basis vectors in B, the matrix of o in the basis B is the diagonal matrix S = (—1,1,...,1).
Now from

—1=detS = det o € det(O(V)),

it follows that o is a reflection, as required. n

51



The group of rotations of a symmetric space V' is usually denoted Ot (V). Thus
OF(V)={o€O(V):deto =1}

is the kernel of the determinant homomorphism (4.3). As such it is a normal subgroup of
the orthogonal group, and if char K # 2, then the index of the rotation group O™ (V) in
O(V) is 2. In the latter case, each symmetry o, in an anisotropic line Kv is a reflection
and we get the following coset decomposition of the orthogonal group:

O(V) = O (V) U a,0%(V).

Przyktad 4.8.1. Consider orthogonal group O(H) of the hyperbolic plane H over a field
of characteristic # 2. The rotation group O (H) is isomorphic to the matrix group

[52)ve)

This follows immediately from Theorem 4.7.2.

Now we are going to discuss generating sets for the orthogonal group. We have observed
in the proof of Theorem 4.8.1 that every symmetry o, with respect to an anisotropic line
Kw is a reflection. Hence a product

O-Ulo...oo-vk

of symmetries is a rotation if k is even, and a reflection, if k is odd. Thus products of
symmetries produce both rotations and reflections and it is a natural question to ask
whether the symmetries actually generate the entire orthogonal group O(V'). This makes
sense only when char K # 2, since otherwise o, = 1y for every anisotropic v € V. We will
answer the question in the affirmative but first we consider some special cases.

Przykltad 4.8.2. Let V' be a nonsingular symmetric space over a field of characterictic
# 2. If dimV = 1, then it is easy to show that O(V') = {1y, —1y }, and moreover, —1y is

a symmetry. Then also 1y, = —1y o—1y is a product of two symmetries. If dimV =n > 2,
then V has an orthogonal basis {vy,...,v,} and we have
ly =04, 00, and —1ly =0, 0---00,,.

These follow from determining the action of the given products of symmetries on the basis
vectors vy, ..., v,. For instance,

Tuy 0+ 0 00, (08) = 71y 0+ 0 00, (1) = 7y, 0+ 0 0y (—3) =~

for £k = 1,...,n. Thus we have shown that, if dim V' = n, then the isometry —1y is a
product of n symmetries.

Przyklad 4.8.3. We will prove here a result complementary to Theorem 4.7.2. We con-
sider an anisotropic plane V over a field K of characteristic # 2 and claim that every
1sometry of V' is either a symmetry or the product of two symmetries.

We fix an orthogonal basis {u,v} for V' and consider an arbitrary isometry o € O(V).
There are two cases.
L o(u) =u.
Suppose o(v) = au + bv for some a,b € K. Then we have

0= (u,v) = (o(u),o(v)) = (u, au+bv) = a(u,u),
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whence a = 0. Thus o(v) = bv and the computation (v,v) = (¢(v),0(v)) = b* (v,v)
shows that b* = 1. If b = 1, then o(u) = u, o(v) = v, hence 0 = 1y and this is the

product of two symmetries (in fact, a square o, o 0, of any symmetry o,). If b = —1,
then o(u) = u, o(v) = —v, hence o = 0, is a symmetry.
II. o(u) # u.

The vector o(u) —u # 0 is anisotropic and orthogonal to o(u) +u, as a simple calculation
shows. Hence we have

Q

U(u)_u(%(a(u) —u) + %(O’(u) + u))
T(o(u) —u) + 2(o(u) +u)

Ua(u)—u(a(u)) =

= u.
Thus the isometry 44—y, © 0 leaves the vector u fixed, and so the case I applies and gives
Og(u)—u © 0 = 1y or o,.
So we get 0 = 0y(y)—y OF O = Og(y)—y © 0y, Which proves our claim.

TWIERDZENIE 4.8.2. Let V' be a nonsingular symmetric space over a field K of charac-
teristic # 2. Then the orthogonal group O(V') is generated by the set of all symmetries o,
with respect to anisotropic vectors v € V.

Dowéd. We will induct on n = dim V. The case when n = 1 has been considered in
Example 4.8.2, so we can assume that n > 2. Let o be an arbitrary isometry of the
space V. We choose an orthogonal basis {v1,...,v,} for V| each v; being anisotropic by
nonsingularity of V. Consider the vectors o(v1) and v;. They have equal norms and are
anisotropic, hence by Witt’s prolongation theorem 4.6.1, there is an isometry 7 € O(V)
taking o(v1) to vy, i.e.,

T(o(v1)) = vy.

We know also from Corollary 4.6.1 that 7 can be chosen to be either a symmetry or the
product of two symmetries, and this fact will be used later in the proof. Now consider the
isometry 7o g. It leaves vy fixed, hence it also leaves fixed the orthogonal complement of
Koy -

(1o0)((Kv)*" = (Kuvy)™ .

The space U := (Kv;)* has dimension n — 1 and the restriction (7 o o)|y is an isometry
of U. Hence, by induction hypothesis, there are symmetries oy, , ..., 0, € O(U) such that

(Too)ly =0y, 0---00,,. (4.4)
By the orthogonal complement theorem 2.5.1,
V=KualU,
and this allows us to extend the symmetries o,, of U to the symmetries of V' by setting
Ou, (V1) =v1, k=1,...,m,

and extending by linearity to the whole space V.
Now the product g,, o---00,, of symmetries of V agrees with 700 not only on U but also
on the complementary direct summand Kw;, and so the two agree on the whole space V.
Thus from (4.4) we get

TOO =0y, 000y,
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an equality in the group O(V'). Recall that here 7 is either a symmetry or a product of
two symmetries. In the first case, if 7 = o, say, we get

0 =0y OO0y, O--"00y,,
a product of r + 1 symmetries, and in the second case, when 7 = o, 0 0, we get
0 =0,00,00y, 000y,

a product of r+2 symmetries of the space V. This proves that the group O(V') is generated
by symmetries. O]

Uwaga 4.8.1. From the above proof and from our earlier results in Theorem 4.7.2 and
Example 4.8.3 it is easy to obtain a stronger result saying that if dimV = n > 1, then
every isometry o € O(V) can be written as the product of at most 2n — 2 symmetries.
We propose this as an exercise for the reader. However, it turns out that this is not the
strongest statement possible. One can prove that if dimV = n > 1, then every isometry
o € O(V) is the product of at most n symmetries. Our computation of the orthogonal
group of hyperbolic plane in Theorem 4.7.2 and the result in Example 4.8.3 confirm this
stronger result when n = 2. On the other hand, there are isometries in O(V') which are not
the products of less than n symmetries, an explicit example being —1,,. This improved
version of the theorem on generation of the orthogonal group by symmetries is known
as the Cartan-Dieudonné’s theorem. Its proof can be found in more advanced texts (see
E. Artin [1], Theorem 3.20, T. Y. Lam [2], p. 27, or O. T. O’Meara [3], 43:12a).

Uwaga 4.8.2. W szczegdlnie interesujacym nas przypadku grupy ortogonalnej przestrzeni
euklidesowej te doktadniejsza wersje twierdzenia o generowaniu grupy ortogonalnej przez
symetrie mozna uzyskac bez jakiegokolwiek dodatkowego wysitku. Jesli u jest niezerowym
wektorem przestrzeni euklidesowej V', to na podstawie twierdzenia 2.5.1 mamy rozktad

V = lin{u} @ lin{u}*
i mozemy rozpatrze¢ symetrie o, przestrzeni V', ktéra dziata nastepujaco:
ou(u) = —u, o,(w)=w dlakazdego w € lin{u}*.

Bardzo tatwo otrzymujemy nastepujacy odpowiednik twierdzenia 4.6.1 o przedtuzaniu
izometrii.

TWIERDZENIE 4.8.3. Dla kazdej pary roznych wektorow w i w przestrzeni euklidesowe;j V'
takich, ze |u|| = |w|| istnieje symetria przestrzeni V' przeprowadzajgca u na w.

Dowdd. Wobec ||u|| = ||w|| mamy (u,u) = (w,w) istad (v —w,u+w) = (u,u) + (u,w) +
(—w,u) + (—w,w) = 0. Wobec tego

i) = (G (0= 0) 3 () =~ (=) o (-t 0) = w.

Teraz tatwo otrzymujemy

TWIERDZENIE 4.8.4. Grupa ortogonalna O(V') przestrzeni euklidesowej V' jest genero-
wana przez symetrie. Dokladniej, jesli n = dimV > 1, to kazZda izometria przestrzeni
euklidesowej V' jest iloczynem co najwyzej n symetrii.
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Dowdd. Postepujemy jak w dowodzie twierdzenia 4.8.2 z tym, ze teraz sytuacja jest prost-
sza, gdyz na podstawie twierdzenia 4.8.3 wektory o réwnych normach mozna przeprowa-
dzi¢ na siebie przez jedna symetrie a nie przez jedna lub iloczyn dwoch symetrii, jak to
mieliSmy w dowodzie twierdzenia 4.8.2. Stad tez wynika doktadniejsza wersja twierdzenia
4.8.4. O

We end this section with a discussion of commutativity questions in orthogonal gro-
ups. It will become clear that orthogonal groups are highly noncommutative. The only
exception is the rotation group O* (V) of a plane V' and we discuss this first. We assume
that the characteristic of the ground field K is not 2. Then every nonsingular symmetric
space V of dimension 2 over K is either anisotropic or else hyperbolic. This is not quite
trivial observation since it amounts to saying that every isotropic plane is hyperbolic, and
this holds only when char K # 2. We postpone the discussion of these matters to the next
chapter and will assume here that nonsingular planes are either anisotropic or hyperbolic.
With this assumption Theorem 4.7.2 and Example 4.8.3 cover all nonsingular planes and
yield the following result.

WNIOSEK 4.8.1. Let V' be a nonsingular symmetric plane over a field of characteristic
# 2. Then every rotation in the orthogonal group O(V) is the product of two symmetries,
and every reflection in O(V) is a symmetry.

Dowdd. Every isometry in O(V) is either a symmetry or the product of two symmetries.
Every symmetry is a reflection and every product of two symmetries is a rotation. Hence
the result follows. O]

Now we can prove commutativity of the rotation group of a plane.

TWIERDZENIE 4.8.5. Let V' be a nonsingular symmetric plane over a field of characteristic
# 2. Then the rotation group O (V') is an Abelian group.

Dowdd. Let p be a rotation in O (V) and let o be a symmetry in O(V'). Then oy :=cop
is a reflection (its determinant is —1), hence a symmetry, by Corollary 4.8.1. But the
square of a symmetry in the orthogonal group O(V) is equal to the identity map 1y,
hence o0 opooop =1y, and so

gopoo=p " (4.5)

for all rotations p and all symmetries o.

Now we will prove the commutativity of the group O* (V). So let p and p; be two
rotations and let o be an arbitrary symmetry. Then o, := 0 o p is a symmetry, and we
also have p = 0 o gy. This will now be used in computing the commutator of p and p; :

poprop topt = co(oiopioo)ooop’

= (copitoo)op’
= (p) lopt = 1y,

where we have used twice the relation (4.5) to substitute for the expressions in parentheses.
Thus p o p; = p1 o p, as required. [

Uwaga 4.8.3. The rotation group O1 (V') for spaces V' of dimension > 3 is always non-
Abelian (see O. T. O’Meara [3], 43:12b). The orthogonal group O(V') is Abelian only in
the two cases: when dim V' = 1, and when V' is a hyperbolic plane over the field F3 (see
O. T. O’Meara [3], 43:12a).

Finally, we determine the center of the orthogonal group of an anisotropic space.
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TWIERDZENIE 4.8.6. IfV is an anisotropic symmetric space over a field of characteristic
£ 2, then
Z(0(V)) = {lv, =1v}.

Dowad. Let o € Z(O(V)). To show that 0 = 1y it is sufficient to prove that o leaves
every line of V' fixed (see Theorem 4.7.4). So let 0 # v € V. In the anisotropic space V/
the vector v is anisotropic, hence we can form the symmetry o,. Since ¢ is in the center
of the orthogonal group, we have ¢ o ¢, = 0, 0 0, hence also

aoavoa’lzav.

On the other hand, it is easy to check that for every isometry o,
000, 0 ol = Oo(v)-

Thus if 0 € Z(O(V)), then 0, = 04, for each nonzero vector v € V. Equal symmetries
have the same hyperplanes of fixed vectors, hence the same anisotropic lines, where they
reverse vectors. Hence Kv = Ko(v) for all v € V| and since Ko(v) = o(Kwv), we get
o(Kv) = Kwv for all v € V. Thus the symmetry o in the center of the group O(V') leaves
every line in V fixed, hence ¢ = 1y, or ¢ = —1y,, by Theorem 4.7.4. O]

Uwaga 4.8.4. We have determined the center of the orthogonal group for an aniso-
tropic space V but the same result holds for every nonsingular symmetric space over a
field of characteristic # 2 with the exception of hyperbolic plane over the field F3 (see
O. T. O’Meara [3], 43:12). As to the rotation subgroup O*(V'), it is non-Abelian in di-
mensions > 3. Its center is then trivial, that is, contains only 1y, or is equal to {1y, =1y},
if —1y is a rotation (see O. T. O’Meara [3], 43:13a).

Uwaga 4.8.5. There is an extensive literature about the structure of orthogonal gro-
ups. We cite only one important classical result. If V' is a Euclidean space of odd di-
mension n > 3, then the rotation group O (V) is simple, that is, it does not contain
proper normal subgroups. If the dimension is an even number > 6, then the factor group
Ot (V) /{1y, —1v} is a simple group (see E. Artin [1], Theorem 5.3).
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Rozdziat 5

Funkcjonaty péltoraliniowe

Ostatnie zmiany 22.04.2009 r.

Pojecie dtugosci wektora wprowadziliSmy jak dotad jedynie dla wektoréow przestrzeni
euklidesowych. Formula definiujaca dtugosé wektora ||v|| = 1/(v,v) istotnie wykorzystuje
dodatnig okreslono$¢ iloczynu skalarnego ( , ). Okazuje sie, Ze istnieje analogon pojecia
przestrzeni euklidesowej, w ktérym ciatem podstawowym jest ciato C liczb zespolonych a
funkcjonal dwuliniowy jest zastgpiony ogélniejszym typem funkcjonatu zwanym péttora-
lintowym. W tej nowej sytuacji mozna otrzymac odpowiedniki dos¢ znacznej czesci teorii
przestrzeni euklidesowych poprzez uzycie doktadnie tych samych technik, ktore znamy juz
z teorii przestrzeni euklidesowych.

W tym rozdziale rozpatrujemy funkcjonaty pottoraliniowe i przestrzenie hermitowskie
jako odpowiedniki funkcjonatéw dwuliniowych i symetrycznych przestrzeni dwuliniowych.
W nastepnym rozdziale omawiamy przestrzenie unitarne jako odpowiednik przestrzeni eu-
klidesowych i w koncu w rozdziale 7 dyskutujemy endomorfizmy przestrzeni unitarnych
w zakresie podobnym do przedstawionych w rozdziale 4 wtasnosci endomorfizméw prze-
strzeni euklidesowych.

5.1 Przestrzenie hermitowskie

Kazda liczba zespolona ma jednoznaczne przedstawienie w postaci r + st, gdzie r, s € R.
Ciato C ma automorfizm o : C — C taki, ze o(r + si) = r — si. Dla a € C bedziemy na
og6t pisaé¢ @ zamiast o(a). Zauwazmy, ze @ = a dla kazdego a € C. Zauwazmy tez, ze jesli
dla a € C mamy a =@, to a € R.

Niech V' bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem C. Funkcjonatem péttoraliniowym
na przestrzeni V nazywamy odwzorowanie

6:VxV-=C

ktore jest liniowe ze wzgledu na pierwsza zmienng i potliniowe ze wzgledu na drugg zmien-
na. Oznacza to, ze  spelnia warunki

Blau + bv,w) = af(u,w) + b (v, w),

B(u, av + bw) = aB(u,v) + bB(u, w),

dla wszystkich u,v,w € V' i wszystkich a,b € C.
W przypadku funkcjonatéw dwuliniowych rozpatrywaliSmy wytacznie symetryczne
funkcjonaty dwuliniowe. Dla funkcjonaléw pottoraliniowych symetria nie jest mozliwa,
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gdyz wymuszataby ona liniowos¢ funkcjonatu ze wzgledu na druga zmienng. Natomiast
wspotgra z pottoraliniowoscia nastepujacy warunek hermitowskiej symetrii:

B(u,v) = B(v,u) dla wszystkich u,v e V.

DEerINICJA 5.1.1. Funkcjonat pottoraliniowy spetniajacy warunek hermitowskiej syme-
trii nazywamy hermitowskim. Skonczenie wymiarowa przestrzen wektorowa V nad C z
okreslonym na niej funkcjonatem hermitowskim nazywa sie przestrzeniq hermitowskq.

W przestrzeni hermitowskiej mozemy juz wprowadzi¢ pojecie prostopadtosci (ortogo-
nalnosci) wektorow u, v poprzez warunek (3(u, v) = 0. Ze wzgledu na hermitowska symetrie
funkcjonatu hermitowskiego relacja ortogonalnosci wektoréw jest symetryczna:

Blu,v) =0 <= f(u,v) =0 <= [(v,u) =0.

Tak jak w przestrzeniach dwuliniowych, dla dowolnego wektora v € V wprowadzamy
oznaczenie q(v) := [(v,v). Okreslona w ten sposéb funkcja

q:V —-C
ma nastepujace wtasnosci:
g(av) = lal*q(v),  qlu+v) —q(u) —q(v) = B(u,v) + B(v,u)

dla dowolnych a € C,u,v € V. Funkcje ¢ nazywamy funkcjonatem kwadratowym stowa-
rzyszonym z funkcjonatem poéltoraliniowym 3. Zauwazmy, ze z warunku hermitowskiej
symetrii otrzymujemy (v, v) = 5(v,v), zatem dla kazdego wektora v € V' warto$¢ funk-
cjonatu kwadratowego q(v) = (v, v) jest liczba rzeczywista. A wiec ¢ jest funkcja

qg:V —R, q(v) = (v,v).

Wektor niezerowy v € V' nazywa sie izotropowy, jesli ¢(v) = 3(v,v) = 0. Podobnie jak w
przestrzeniach dwuliniowych wprowadzamy pojecia przestrzeni izotropowej i nieizotropo-
wej.

Jesli B = {vy,...,v,} jest baza przestrzeni hermitowskiej V', to macierz

A= [B(vi, v5)]
nazywamy macierza przestrzeni hermitowskiej V' wzgledem bazy B. Piszemy wtedy
V=A wbazie B.
Oznaczmy a;; = [(v;,v;). Wtedy
aij = B(vi, v5) = Bluj, vi) = @i

Tak wiec A = AT, gdzie dla macierzy Q = [g;;] € M,(C) symbolem @ oznaczamy macierz
sprzezong z @, to znaczy Q = [@;]. Macierz A o whasnosci A = AT nazywamy macierza
hermitowska. Macierz przestrzeni hermitowskiej wzgledem dowolnej bazy tej przestrzeni

jest wiec macierza hermitowska.
Dla u,v € V, gdzie u = 3=, rv;, v =3, y;vj, mamy
Blu,v) =D > ayai; (5.1)
i
oraz

q(u) = B(u,u) = Z Z Wij TiT;-

Macierz [a;;] przestrzeni hermitowskiej V' wzgledem dowolnej bazy tej przestrzeni wyzna-
cza zatem w zupetnosci zaréwno funkcjonat hermitowski 3 jak réwniez stowarzyszony z
nim funkcjonal kwadratowy q.
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Przyklad 5.1.1. Rozpatrzmy sygnalizowany juz w rozdziale 2 przyktad standardowe;j
przestrzeni hermitowskiej (przyklad 2.1.4). Niech V bedzie przestrzenia wspolrzednych
C" nad ciatem liczb zespolonych C z funkcjonatem

x:C"xC" — C,

X((xb ce >xn)7 (yla s 73/71)) = xlgl + - +xnyn

Latwo sprawdzi¢, ze x jest funkcjonatem hermitowskim. Dla v = (zy,...,z,) wartos¢
funkcjonalu kwadratowego q(v) = |z1|*> + -+ + |2,|* jest nieujemng liczba rzeczywista
igv) > 0dlaov # 0. W zwiazku z tym przestrzen ta jest nieizotropowa. Macierza
funkcjonatu y w bazie standardowej jest macierz jednostkowa.

Przyktad 5.1.2. Jesli A € M,(R) jest macierza symetryczng, to A traktowana jako
macierz nad ciatem C jest oczywiscie macierza hermitowska i wobec tego wyznacza na
n—wymiarowej przestrzeni wektorowej V' nad cialem C funkcjonatl hermitowski zadany
formuta (5.1). Zatem kazda symetryczna przestrzen dwuliniowa nad cialem R wyznacza
przestrzen hermitowska nad ciatem C.

Dla przestrzeni hermitowskich istnieja odpowiedniki wszystkich twierdzen rozdziatu 2
o przestrzeniach dwuliniowych. Sformutujemy je tutaj w tej samej kolejnosci pomijajac
przewaznie dowody, ktore otrzymujemy z dowodéw odpowiednich twierdzen o przestrze-
niach dwuliniowych poprzez nieznaczne modyfikacje.

5.2 Przestrzenie hermitowskie i kongruencja macie-
rzy

DEFINICJA 5.2.1. Macierze A,C € M, (C) nazywamy hermitowsko kongruentnymi, jesli
istnieje macierz nieosobliwa P € M, (C) taka, ze C'= PAP?. Piszemy wtedy A =" C.

TWIERDZENIE 5.2.1. Niech V' bedzie przestrzeniq hermitowskq i niech B oraz B' bedg
bazami przestrzeni V. Jesh

V>A whazie B oraz V =C w bazie B,

to A i C' sq macierzami hermitowsko kongruentnymi: A =" C. Dokladniej, jesli P jest
macierzq przejscia od bazy B do bazy B', to

C = PAPL.
Zauwazmy, ze C' = PAP? pociaga
det C' = det A - det P - det P! = det A - det P - det Pt = det A - |det P|*.

5.3 Izometrie przestrzeni hermitowskich

DEFINICJA 5.3.1. Niech (U, ) i (V,3) beda przestrzeniami hermitowskimi. Izomorfizm
h : U — V przestrzeni wektorowych U i V nazywamy izometrig przestrzeni hermitowskich
(U,a) i (V, ) jesli zachowuje on funkcjonaty hermitowskie «v i 3, to znaczy, jesli

a(u,w) = B(h(u), h(w)) dla wszystkich w,w € U.

Jedli istnieje izometria przestrzeni hermitowskich (U, «) i (V, 3), to przestrzenie te nazy-
wamy izometrycznymi i piszemy (U, «) = (V, 3).
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Zauwazmy, ze izometria h zachowuje ortogonalnos¢ wektorow a takze funkcjonaty kwa-
dratowe stowarzyszone z funkcjonatami hermitowskimi « i 5. Rzeczywiscie, dla kazdego
uw € U mamy

Go(u) = a(u, u) = B(h(u), h(u)) = gg(h(u)).

TWIERDZENIE 5.3.1. Niech (U, ) i (V,[3) bedg przestrzeniami hermitowskimi. Zaldzmy,
ze A 1 B sq macierzami (U, ) i (V,3) wzgledem jakichkolwiek baz przestrzeni U iV :

U,a)2A i (V,B)~B

Wtedy
(Ua)=(V,8) & A="B.

5.4 Nieosobliwos¢ przestrzeni hermitowskich

Dla uproszczenia oznaczen zamiast ((u,v) bedziemy pisaé¢ po prostu (u,v). Tak jak w
przypadku przestrzeni dwuliniowych definiujemy radykat rad V' przestrzeni hermitowskiej
jako zbiér wszystkich wektoréw ortogonalnych do catej przestrzeni:

radV={veV:(vw)=0 YweV}.

Z liniowo$ci funkcjonatu hermitowskiego wzgledem pierwszej zmiennej wynika natych-
miast, ze rad V' jest podprzestrzenia przestrzeni wektorowej V.

DEFINICJA 5.4.1. Niech S bedzie podprzestrzenig przestrzeni hermitowskiej V. Zbior
L ={veV:(v,w)=0 dlawszystkich w € S}
nazywamy ortogonalnym dopetnieniem podprzestrzeni S.

Uwaga 5.4.1. V+ =radV oraz 0+ = V. Ponadto, S* jest podprzestrzenia przestrzeni
V. Rzeczywiscie, jedli u,v € ST oraz x,y € C, to, wykorzystujac liniowos$¢ funkcjonatu
hermitowskiego wzgledem pierwszej zmiennej, dla kazdego wektora w € S mamy

(2 + yo, ) = w(u, w) + y(v,w) = 0,

i wobec tego zu + yv € S*.
Zauwazmy jeszcze, ze jesli S jest podprzestrzenia wilasciwg, to S+ # 0. Rzeczywidcie,

niech vy, ..., vy bedzie bazg S i niech vy, ..., Vg, Vgi1,. .., v, bedzie bazg V. Mamy
= invi €St — (v,v1) =+ = (v,v,) =0
i=1

= 21(v1,0;) + -+ xp(vp,v;) =0 dla j=1,... k.

A wiec wektor v nalezy do St wtedy i tylko wtedy gdy jego wspéirzedne spetniajg uktad
k réwnan liniowych jednorodnych o n niewiadomych. Poniewaz k < n, taki uktad ma
rozwigzanie niezerowe.

Przestrzen hermitowska nazywamy nieosobliwg jesli jej radykat jest zerowy. Podobnie
jak w przypadku przestrzeni dwuliniowych dowodzimy, ze przestrzen hermitowska jest
nieosobliwa wtedy 1 tylko wtedy gdy wyznacznik macierzy tej przestrzeni wzgledem dowolnej
bazy jest rozny od zera.
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Rzeczywiscie, jesli vy, ..., v, tworza baze V, to wektor v = zyv1 + -+ + 2,0, € V
nalezy do radykatu przestrzeni V wtedy i tylko wtedy gdy
r1(v1,v6) + -+ xp(vp, ) =0 dla kE=1,... n,

to znaczy wtedy i tylko wtedy gdy wspotrzedne wektora v spetniaja uktad réwnan linio-
wych jednorodnych, ktérego macierzg wspotczynnikéw przy niewiadomych jest macierz
[(vi, vg)] przestrzeni hermitowskiej V' w pewnej bazie tej przestrzeni. Przestrzen V jest
wiec nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy ten uktad réwnan ma tylko rozwigzanie zerowe
a to ma miejsce tylko wtedy gdy det[(v;, vg)] # 0.

Uwaga 5.4.2. Kazda nieizotropowa przestrzen hermitowska jest nieosobliwa. Rzeczywi-
Scie, jesli V' jest nieizotropowa i v € rad V', to (v,v) = 0, skad wobec nieizotropowosci V'
otrzymujemy v = 0. Zatem rad V' = 0 i przestrzen jest nieosobliwa. W dalszym ciagu zaj-
mowac sie bedziemy przede wszystkim nieizotropowymi przestrzeniami hermitowskimi,
ktore sa, jak widzimy, nieosobliwe. Natomiast istnieja oczywiscie izotropowe przestrze-
nie hermitowskie, ktére takze sg nieosobliwe. Na przyktad, na podstawie przyktadu 5.1.2

macierz
01
1 0

wyznacza przestrzen hermitowska i jest to przestrzen nieosobliwa, gdyz wyznacznik tej
macierzy jest rozny od zera, natomiast przestrzen ta jest oczywiscie izotropowa.

Przystepujemy teraz do interpretacji nieosobliwosci przestrzeni hermitowskiej przy
pomocy pojecia przestrzeni dualnej do danej przestrzeni wektorowej,

V* :=Hom(V,C).

Tak jak w przypadku przestrzeni dwuliniowej istnieje bardzo prosty sposob konstruowania
funkcjonatow liniowych na przestrzeni hermitowskiej V. Ustalamy wektor v € V' i wigzemy
z nim odwzorowanie

AV —=C, \N(z)=(x,v) dla z€V.

Z liniowosci ( , ) wzgledem pierwszej zmiennej wynika natychmiast, ze A, jest funkcjo-
natem liniowym na V| a wiec jest elementem przestrzeni dualnej V*. Okazuje sie, ze dla
nieizotropowego funkcjonatu hermitowskiego ( , ) ta konstrukcja daje wszystkie funkcjo-
naly liniowe na V. Dla ustalenia tego faktu rozpatrzmy odwzorowanie

Av: V=V Ay(v) =\,

LEMAT 5.4.1. Niech V' bedzie przestrzenig hermitowskq. Wtedy

(a) Ay jest homomorfizmem grup addytywnych.
(b) ker Ay =rad V.

Dowdéd. (a) pozostawiamy jako tatwe ¢wiczenie dla czytelnika. Zauwazmy, ze Ay nie jest
homomorfizmem przestrzeni wektorowych, gdyz Ay (av) = @Ay (v). Rzeczywiscie,

Aaw(7) = (z,av) = a(x,v) = a\,(z)
dla kazdego x € V.
(b) Wykorzystujac jedynie definicje otrzymujemy
kerAy = {veV:Ay(v)=0€eV*}
= {veV:(z,v) =0 dla wszystkich = €V}
= radV.
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TWIERDZENIE 5.4.1. Jesli przestrzen hermitowska V' jest nieizotropowa, to homomorfizm
Ay jest izomorfizmem addytywnych grup abelowych.

Dowad. Jesli przestrzen V jest nieizotropowa, to rad V' = 0 i na podstawie lematu 5.4.1
homomorfizm Ay jest injektywny. Nalezy wiec pokazaé, ze jesli V' jest nieizotropowa, to
homomorfizm Ay jest surjektywny.

Wezmy dowolny funkcjonat liniowy p € V*. Udowodnimy, ze istnieje v € V taki, ze
A = Ay (v) = p, to znaczy,

istnieje v €V taki, ze (z,v) =\, (z) = p(z) dlakazdego x € V. (5.2)

Mozemy zatozy¢, ze p # 0, gdyz dla p = 0 mozna wzia¢ v = 0. Poniewaz p # 0, wiec
ker u # V. Faktycznie, jesli dim V' = n, to dimker p = n—1, gdyz n = dim ker g+dim im p
oraz im p = C. Wobec tego (ker 1)+ # 0 (na podstawie uwagi 5.4.1).

Jedli v € ker N (ker u)*, to (v,v) = 0, skad wobec nieizotropowosci V' wynika, ze v = 0.
Zatem dla kazdego niezerowego wektora vy € (ker p)+ mamy

V = ker u & Cuy.

Kazdy wektor v € V mozemy wiec przedstawi¢ jednoznacznie w postaci v = u—+ cvy, gdzie
u € ker p oraz ¢ € C. Jesli wektor v spelnia (5.2), to w szczegdlnosei dla x = u mamy

(u,u + cvg) = p(u) =0

skad wynika, ze (u,u) + ¢(u,vg) = 0, skad wobec (u,vy) = 0 wynika, ze (u,u) = 0. Wobec
nieizotropowosci przestrzeni V' oznacza to, ze u = 0. A wiec jesli wektor v = u + cvy
spelniajacy (5.2) istnieje, to u = 0, czyli v = cvy gdzie ¢ € C oraz vy € (ker p)*.
Zmajdziemy teraz warunek konieczny i wystarczajacy jaki spetnia¢ musi liczba ¢ aby
wektor v = cvg spelniat (5.2). Niech = bedzie dowolnym wektorem przestrzeni V. Wtedy
mamy przedstawienie
r=w+dvy, w€kery, deC.

Warunek (5.2) jest spelniony przez wektor v = cvg wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdych
w € ker u, d € C zachodzi

dé(vg, vo) = (dvg, cvy) = (w + dvg, cvg) = (x, cvg) = p(x) = p(w + dvy) = p(dvy) = du(vy),

a wiec wtedy i tylko wtedy gdy

f1(vo)
(’007 UU) .

CcC =

Tak wiec dla v = (‘; évgg) vo mamy Ay (v) = p i Ay jest odwzorowaniem surjektywnym. [

WNIOSEK 5.4.1 (Twierdzenie Riesza o reprezentacji). Jesli V' jest nieizotropowq prze-
strzenig hermitowskq, to dla kazdego funkcjonatu liniowego p:V — C istnieje doktadnie
jeden wektor v € V' taki, zZe

pw(z) = (z,v) dla kaidego x €V.

5.5 Twierdzenie o rzucie prostopadlym

Tutaj mozna dostownie przepisaé¢ definicje, twierdzenia i dowody, ktore przedstawiliSmy
w przypadku przestrzeni dwuliniowych.
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Uwaga 5.5.1. Dla podprzestrzeni S przestrzeni hermitowskiej V' mamy
SNSt = {vesS:(v,r)=0 dla wszystkich = € S}
= radS.

Stad wynika, ze podprzestrzen S jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy gdy S NS+ = 0.

TWIERDZENIE 5.5.1. (Twierdzenie o rzucie prostopadlym.) Jesli S jest nieizotropowq
podprzestrzeniq przestrzeni hermitowskiej V, to

V=8Sa@St

Dowdéd. Na podstawie uwagi 5.5.1 nieizotropowosé¢ S pocigga S N S+ =rad S = 0, zatem
S+ St =S5 @ S*. Pozostaje zatem udowodnié, ze V = S + S*+.
Niech v € V. Rozpatrzmy funkcjonal liniowy pu, na podprzestrzeni S okreslony naste-
pujaco:
o 2 S — C, MU(S) = (va)'
Poniewaz S jest nieizotropowa przestrzenia hermitowska, na podstawie twierdzenia 5.4.1
istnieje wektor t € S taki, ze p, = Ag(t) = A, gdzie

)‘t S — (C, >\t(8) = (S,t).
Tak wiec dla kazdego s € S mamy

(va) = Nv(s) = )‘t(s) = (S,t),

skad wynika, ze (s,v —t) = 0 dla kazdego s € S. Oznacza to, ze v — t € S*+. Wobec tego
dla kazdego v € V' mamy

v=t+@w—t), teS v—tecS

skad V = S + S+, O

5.6 Bazy ortogonalne przestrzeni hermitowskich

Tak jak w przypadku przestrzeni dwuliniowych gléwnym zastosowaniem twierdzenia o
rzucie prostopadlym jest twierdzenie o istnieniu baz prostopadtych w przestrzeniach her-
mitowskich. Dowdd jest taki sam jak w przypadku dwuliniowym, a nawet prostszy, gdyz
ciato podstawowe ma charakterystyke zero.

TWIERDZENIE 5.6.1. KazZda nieizotropowa przestrzen hermitowska ma baze ortogonalng.
Ponadto, dla kazdego wektora niezerowego v € V' istnieje baza ortogonalna przestrzeni V
zawierajgca wektor v.

Dowod. Wezmy dowolny wektor niezerowy v € V. Jesli przestrzen ma wymiar 1, to wek-
tor v tworzy baze ortogonalng przestrzeni V. Zatézmy, ze dimV = n > 1 i twierdzenie
jest prawdziwe dla przestrzeni o wymiarze mniejszym niz n. Rozpatrzmy 1—wymiarowa
podprzestrzen S := Cuv rozpieta na wektorze v. Poniewaz v jest nieizotropowy, podprze-
strzen S jest nieosobliwa. Zatem na podstawie twierdzenia 5.5.1 o rzucie prostopadtym

mamy rozktad
V=Sost

Tutaj dim S+ < dim V' i wobec tego na podstawie zatozenia indukcyjnego S+ ma baze
ortogonalna {vs, ..., v,}. Wtedy {v,vs,...,v,} jest baza ortogonalna przestrzeni V. [
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Takze dla przestrzeni hermitowskich funkcjonuje metoda ortogonalizacji Grama-Schmidta.
Nastepujace twierdzenie ma doktadnie taki sam dowod jak twierdzenie 2.6.2.

TWIERDZENIE 5.6.2. Niech V bedzie nieizotropowq przestrzeniq hermitowskq. Niech B =

U1, ..., U} bedzie zbiorem liniowo niezaleinych wektoréw przestrzeni V.. Wtedy zbior B’ =
¢ Y p Y
{uy, ..., ux} okreslony nastepugjgco:
_ _ . _ (Vo1 uq)
Uy = vy, Upr = Vpy1 + U + -+ a0y gdzie 1 = ————F
(uia uz)

sktada sie z parami ortogonalnych wektorow oraz
lin{B} = lin{B'}.

W szczegolnosci, jesli B jest bazq przestrzeni V', to B' jest bazq ortogonalng przestrzeni
V.

64



Rozdzial 6

Przestrzenie unitarne

Ostatnie zmiany 22.04.2009 r.

DEFINICJA 6.0.1. Przestrzenia unitarng nazywamy skonczenie wymiarowa przestrzen
hermitowska V' nad ciatem C liczb zespolonych z dodatnio okreslonym funkcjonatem her-
mitowskim

(, ):VxV-=C

zwanym iloczynem skalarnym.

Przypomnijmy, ze z warunku hermitowskiej symetrii mamy (v, v) = (v,v) i wobec tego
(v,v) € R. Funkcjonal péttoraliniowy na przestrzeni unitarnej obok warunku hermitow-
skiej symetrii spetnia jeszcze warunek dodatniej okreslonosci, ktory oznacza, ze

(v,v) > 0 dla kazdego niezerowego wektora v € V.
A wiec na przestrzeni unitarnej V' funkcjonat kwadratowy ¢ : V' — R przyjmuje tylko
wartosci nieujemne, przy czym ¢(v) = 0 tylko dla v = 0.
6.1 Norma wektora i odleglo$¢ miedzy wektorami

Warunek dodatniej okreslonosci iloczynu skalarnego w przestrzeni unitarnej oznacza, ze
dla kazdego wektora v € V' warto$é¢ funkcjonatu kwadratowego q(v) = (v, v) jest kwadra-
tem pewnej liczby rzeczywistej d € R:

(v,v) = d*.

7, dwoch liczb d i —d wybieramy te, ktora jest nieujemna i nazywamy ja diugoscig lub
normg wektora v i oznaczamy ||v||. Zatem

|lv|| = \/(v,v) = \/q(v) dla kazdego wektora v € V.

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby zespolonej a i dowolnego wektora v € V' mamy

lav]] = /(av, av) = \/|al2(v,0) = [a] 0] .

W szezegélnoscei, ||—vl|| = ||v|| = [|xiv||.

7 pojeciem dtugosci wektora przestrzeni unitarnej V' zwigzane sg nastepujace cztery
twierdzenia, ktérych dowody (wraz z interpretacja geometryczna tych twierdzen) pozo-
stawiamy jako ¢wiczenia dla Czytelnika.
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Twierdzenie Pitagorasa: Jesli u,v € V' sa prostopadte, to
lu+l* = flull® + [|o]*
Twierdzenie o rownolegtoboku: Dla dowolnych u,v € V|
4 ol|* + flu = o]|* = 2(J[ull* + [[o]]*).
Nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza: Dla dowolnych u,v € V|
| (w, 0)| < lull - o],

przy czym réwno$é zachodzi tylko wtedy gdy wektory w, v sa liniowo zalezne.

Nierownos$é trojkgta: Dla dowolnych u,v € V,
[w+ ol < [[ul] + o]

przy czym réwnosé zachodzi tylko wtedy gdy wektory u, v sa liniowo zalezne, (u,v) € R
oraz (u,v) > 0.

W przestrzeni unitarnej nie mozemy wprowadzi¢ (miary) kata miedzy wektorami tak jak

zrobiliSmy to w przestrzeni euklidesowej gdyz m nie jest na og6t liczbg rzeczywista.
Mozemy natomiast dokladnie tak jak w przestrzeni euklidesowej okresli¢ odleglosé d(u,v)

pomiedzy wektorami u,v € V,
d(u,v) = ||lu—0].

Tak okreslona funkcja d : V x V' — R ma wszystkie wtasnosci wymagane od metryki
przestrzeni metrycznej. Kazda przestrzen unitarna V' jest wiec przestrzenia metryczna z
metryka d.

Wazna konsekwencja dodatniej okreslonosci iloczynu skalarnego w przestrzeni unitar-
nej jest nastepujacy fakt.

TWIERDZENIE 6.1.1. Kazda przestrzen unitarna jest nieizotropowq, zatem takze nieoso-
bliwg, przestrzenig hermitowskq.

Dowoéd. Warunek dodatniej okreslonos$ci iloczynu skalarnego pociaga oczywiscie nieizotro-
powosé przestrzeni unitarnej. Stad tez wynika nieosobliwo$¢ przestrzeni unitarnej (zobacz
uwage 5.4.2). [

Kazda podprzestrzen S przestrzeni unitarnej V' jest oczywiscie takze przestrzenig uni-
tarng i wobec tego jest nieosobliwa.

6.2 Bazy ortonormalne

Poniewaz dla niezerowego wektora v € V' dtugos$¢ d = ||v|| jest dodatnia liczba rzeczywista,
wiec Hév” = é |lv|]| = 1. Przejscie od wektora v do mv nazywa sie normalizacjqg wektora

v. Wektor o dtugosci 1 nazywa sie unormowany. Baza {vq,...,v,} przestrzeni unitarnej
nazywa sie baza ortonormalng gdy jest to baza ortogonalna i dtugosé kazdego wektora
tej bazy jest rowna 1.

TWIERDZENIE 6.2.1. Kazda przestrzen unitarna ma baze ortonormalng.
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Dowdd. Na podstawie twierdzen 5.6.1, 5.6.2, przestrzen unitarna ma baze ortogonalna.
Po znormalizowaniu kazdego wektora takiej bazy otrzymujemy baze¢ ortonormalng. O]

Bazy ortonormalne prowadza do istotnych uproszczen rachunkéw w przestrzeniach
unitarnych. Jesli £ = {ey,...,e,} jest baza ortonormalna przestrzeni V oraz

U =111+ -+ Tply, UV=y1€1+ "+ Ypen

sg dowolnymi wektorami tej przestrzeni, to z poéttoraliniowosci iloczynu skalarnego i or-
tonormalnoéci bazy £ otrzymujemy nastepujace, bardzo proste formuty dla iloczynu ska-
larnego wektoréw u i v i dla normy wektora wu:

(w,0) =@ Gi+ -+ 2, ull® = |21 P+ + 2l
przy czym pierwszg z nich mozna takze zapisa¢ jako nastepujaca réwnosé Parsevala:
(u,v) = (u,er)(er,v) + -+ + (u, e,)(en, v).

Jak to juz zauwazylidémy, z twierdzenia 5.2.1 wynika, ze jesli A i C' sa macierzami tej samej
przestrzeni hermitowskiej V' wzgledem baz B = {vy,...,v,} 1 B' = {wy,...,w,}, to

det C' = |det P|* - det A, (6.1)

gdzie P jest macierza przejscia od bazy B do bazy B'. Jesli V jest przestrzenig unitarna,
to V ma baze ortonormalng B i w tej bazie przestrzen V ma macierz jednostkowa A =
I = [(v;,v5)]. Jesdli B’ jest takze baza ortonormalng V, to takze macierz C' = [(w;, w;)]
jest macierzg jednostkowa i wobec tego z réwnosci (6.1) wynika, ze dla macierzy przejécia
P od bazy B do bazy B’ mamy |det P]z = 1. Nastepujace twierdzenie podaje znacznie
doktadniejszy rezultat.

TWIERDZENIE 6.2.2. Niech B bedzie bazg ortonormalng przestrzeni unitarnej Vi niech
B' bedzie bazg V. Niech P bedzie macierzq przejécia od bazy ortonormalnej B do bazy B'.
Baza B' jest ortonormalna wtedy i tylko wtedy gdy P jest macierzq unitarng, to znaczy
p~t=pT.

Dowdd. Ytatwa modyfikacja dowodu twierdzenia 3.2.1. Il

6.3 Przyktady

Przyktad 6.3.1. W przyktadzie 2.1.4 rozpatrywaliSmy przestrzen wspotrzednych C" z
funkcjonatem poéttoraliniowym

(,):C"xC"—C,

(('Tla ce 7'1771)7 (y17 o ayn» - xlyl +oe +xnyn

Jest to n—wymiarowa przestrzen unitarna, ktora nazywamy standardowq przestrzenia
unitarna. W bazie {eq, ..., e,} ztozonej z wektoréw jednostkowych przestrzen ta ma ma-
cierz jednostkowa. Jesli V' jest jakakolwiek n—wymiarows przestrzenia unitarna, to V ma
baze ortonormalna B i w tej bazie V' ma macierz jednostkowa. Tak wiec V i C" maja
identyczne macierze w odpowiednich bazach i wobec tego, na podstawie twierdzenia 5.3.1
sg izometryczne. A wiec, kazda n—wymiarowa przestrzen unitarna jest izometryczna ze
standardowg n—wymiarowq przestrzeniq unitarng C".
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Takze przyktady nieskonczenie wymiarowych przestrzeni rzeczywistych z dodatnio
okreslonymi funkcjonatami dwuliniowymi rozpatrywane w przyktadzie 3.3.2 maja swo-
je odpowiedniki hermitowskie.

Przyktad 6.3.2. Niech V' = Cfa,b] bedzie przestrzenia wszystkich funkcji ciaglych
f : la,b] — C okreslonych na przedziale domknietym [a,b] C R. Jest to nieskoriczenie
wymiarowa przestrzen wektorowa nad cialem C. Na przestrzeni tej okresla si¢ funkcjonat

(, ):VxV —C wzorem

b

(f,9) :/a f(z)g(x)dx.

Standardowe wtasnosci calki oznaczonej pokazuja, ze ( , ) jest dodatnio okreslonym
funkcjonatem hermitowskim. A wiec przestrzen zespolonych funkcji cigglych na przedzia-
le domknietym ma wszystkie wlasnosci przestrzeni unitarnej z wyjatkiem skonczonosci
wymiaru.

Réwniez na przestrzeni V' = ¢ wszystkich ciggéw (a;) liczb zespolonych spetiajacych
warunek > 2° |a;| < oo mozna okresli¢ dodatni funkcjonal hermitowski nastepujaco:

(@), (b)) = ib

Szereg po prawej stronie jest zbiezny gdyz
0 < (las| = [8:])* = |ail* — 2]as[bs] + |03

i wobec tego 2|a;b;| < |a;|? + |b;|? skad otrzymujemy
i=0 i=0 i=0 i=0

6.4 Dodatnio okreslone funkcjonaly hermitowskie

Zauwazona w przyktadzie 6.3.1 izometria przestrzeni unitarnych ze standardowymi prze-
strzeniami unitarnymi pozwala zawezi¢ rozpatrywanie przestrzeni unitarnych do standar-
dowych przestrzeni unitarnych C". Podobnie jak w przypadku przestrzeni euklidesowych
powstaje pytanie jak rozpoznaé, czy przestrzen hermitowska zadana poprzez swoja ma-
cierz wzgledem pewnej bazy tej przestrzeni jest unitarna. Klasyczna odpowiedz w przy-
padku przestrzeni euklidesowych znamy juz z twierdzenia Frobeniusa 3.3.2. Doktadnie ten
sam argument rozstrzyga te kwestie w przypadku przestrzeni unitarnych.

TWIERDZENIE 6.4.1. Niech V' bedzie n—wymiarowq przestrzenig wektorowq nad ciatem

C i niech A = [a;;] bedzie macierzq funkcjonatu hermitowskiego (, ) na przestrzeni
V w bazie B = {v1,...,v,} tej przestrzeni. Dla k < n, niech Ay = [aijl1<ij<r bedzie
macierzq funkcjonalu (|, ) zacie$nionego do podprzestrzeni Vi = lin{vy, ..., v} w bazie

By, = {v1,...,vx}. Przestrzen V jest unitarna wtedy i tylko wtedy, gdy
det A, >0 dla kazdego k=1,2,...,n.

Dowdod. Jesli przestrzen V jest unitarna, to takze wszystkie podprzestrzenie Vj, sa unitarne
i wobec tego wystarczy pokazaé, ze wyznacznik macierzy dowolnej przestrzeni unitarnej
w dowolnej bazie tej przestrzeni jest dodatnia liczbag rzeczywista. Jak juz zauwazylismy;,
przestrzen unitarna V' ma baze ortonormalng i jesli P jest macierza przejscia od bazy
B do bazy ortonormalnej, to I = PAP" na podstawie twierdzenia 5.2.1. Zatem 1 =
| det P|? - det A skad wynika, ze det A jest liczba rzeczywista i det A > 0.
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Zatozmy teraz, ze det A, > 0 dla kazdego k = 1,2,...,n. JeSlin =1,to A = A; i
jedyny element macierzy A jest dodatnia liczba rzeczywista, skad wynika, ze funkcjonat
hermitowski jest dodatnio okreslony i wobec tego V' jest przestrzenia unitarng. Zatézmy
teraz, ze n > 11 twierdzenie jest prawdziwe dla przestrzeni o wymiarze n — 1. Rozpatrzmy
podprzestrzen V,,_1 = lin{vy, ..., v, 1} przestrzeni V. Na podstawie twierdzenia o rzucie
prostopadtym mamy

V=V, V*,.

Tutaj dim V|, = dimV —dim V,_; = 1 i wobec tego VX | = lin{w} dla pewnego w € V.
Jesli (w,w) = a, to wobec w € V.| mamy

VA, 1®[a wbazie B, ;U{w},

gdzie A,_1 @ [a] oznacza macierz A,_; z dotaczona jedna kolumna i jednym wierszem,
ktorych wszystkie elementy sa roéwne 0 z wyjatkiem ostatniego réwnego a. Poniewaz jednak
roOwnoczesnie mamy

VA wbaze B,

wiec jesli @ jest macierza przejscia od bazy B do bazy B,,_; U{w} przestrzeni V, to
=T
Anfl © [CL} = QAQ .

Biorac wyznaczniki po obu stronach otrzymujemy adet A, ; = |det Q|*> det A skad wy-
nika, ze a > 0. Teraz juz tatwo zauwazy¢, ze funkcjonat hermitowski na V' jest dodatnio
okreslony. Kazdy wektor v € V ma jednoznaczne przedstawienie w postaci v = u + cw,
gdzie u € V,,_1, c € C oraz

q(v) = (v,0) = (u+ cw,u+ cw) = (u,u) + |e|*(w,w) = g(u) + |c[’a >0,
gdyz V,,_1 jest przestrzenia unitarng i wobec tego q(u) > 0 oraz |c|?a > 0. Ponadto, jesli
v # 0, to u# 0 lub ¢ # 0 1 wobec tego g(v) > 0. m
6.5 Najlepsza aproksymacja

Takze twierdzenie 3.4.1 o najlepszej aproksymacji w przestrzeni euklidesowej ma swoj
odpowiednik w przestrzeniach unitarnych. Dowod jest taki sam jak w przypadku euklide-
SOWy.

TWIERDZENIE 6.5.1. Niech S bedzie podprzestrzeniq przestrzeni unitarnej V i niech v €
V. Jesliv = s+ s*, gdzie s € S oraz st € S+, to

lv—s|| < |lv—t dla kazdego wektora t € S.

Wektor s jest wiec najlepszym przyblizeniem wektora v w podprzestrzeni S.
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Rozdzialt 7

Endomorfizmy przestrzeni
unitarnych

Ostatnie zmiany 12.06.2009 r.

W tym rozdziale, réwnolegle do rezultatéw rozdziatu 4 o endomorfizmach przestrzeni
euklidesowych, rozpatrujemy endomorfizmy przestrzeni unitarnych spetniajace warunki
wyrazone w jezyku iloczynu skalarnego. Beda to endomorfizmy samosprzezone, normalne
i unitarne (tak nazywa sie izometrie przestrzeni unitarnych).

7.1 Endomorfizmy sprzezone

Zakladamy, ze V jest przestrzenig unitarng. A wiec na V jest zadany dodatnio okreslony

funkcjonatl hermitowski
(, ):VxV-—=C,

ktory nazywamy iloczynem skalarnym. Bedziemy interpretowac nieosobliwosé przestrzeni
unitarnej V' poprzez izomorfizm grup addytywnych przestrzeni V' i przestrzeni dualnej
V=,

Ay :V =V Av(v) =N\,
gdzie A\, : V — C, A\, (z) = (z,v) dla x € V (zob. twierdzenie 5.4.1).

TWIERDZENIE 7.1.1. Dla kazdego endomorfizmu T przestrzeni unitarnej V istnieje do-
ktadnie jeden endomorfizm T przestrzeni V' spetniajocy warunek

(T(v),u) = (v,7"(u)) dla wszystkich w,v e V. (7.1)

Dowdd. Dla kazdego u € V' rozpatrzmy funkcjonat liniowy g na przestrzeni V' okreslony
nastepujaco:
p) = (r(v),u) da velV.

Na podstawie twierdzenia 5.4.1 istnieje doktadnie jeden wektor w € V' taki, ze u = \,.
Mamy zatem

(T1(v),u) = u(v) = A\p(v) = (v,w) dla wszystkich v e V.

W ten sposéb kazdemu wektorowi v € V' przyporzadkujemy jednoznacznie wektor w € V/,
ktéry oznaczamy 7*(u), spetniajacy

(1(v),u) = (v, 7"(u)) dla wszystkich w,v € V.
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Tutaj 7* jest odwzorowaniem 7* : V' — V spelniajacym warunek (7.1) i pozostaje wyka-
zac, ze 7" jest endomorfizmem przestrzeni V' i ze jest to jedyny endomorfizm przestrzeni
V' spetiajacy warunek (7.1).

WezZzmy dowolne v, x,y € V oraz a,b € C. Wtedy

(v,7"(ax +by)) = (7(v),az +by) = a(r(v), ) + b(r(v),y)
= a(v,7"(z)) + b(v, 7 (y)) = (v,a7™(x) + bT*(v)).

Wobec nieosobliwosci przestrzeni V' wynika stad, ze 7*(ax + by) = at*(x) + b7*(y).
Pokazemy teraz, ze endomorfizm 7% speliajacy (7.1) jest tylko jeden. Przypusémy, ze
istnieje jeszcze jeden endomorfizm p przestrzeni V' taki, ze

(v, p(w)) = (7(v),u) = (v,77(u)) Vov,ueV.

Wtedy (v, p(u) — 7*(u)) = 0 dla kazdego v € V', skad wobec nieosobliwosci przestrzeni
wynika, ze p(u) = 7"(u) dla kazdego u € V. A wiec p = 7. O

DEFINICJA 7.1.1. (a) Endomorfizm 7* przestrzeni unitarnej V', speliajacy warunek (7.1),
(t(v),u) = (v,7"(u)) dla wszystkich u,v €V

nazywamy endomorfizmem sprzezonym z endomorfizmem 7 przestrzeni V.
(b) Endomorfizm 7 nazywa sie samosprzezony jesli 7 = 7*, to znaczy, jesli

(1(v),u) = (v,7(u)) dla wszystkich u,v € V.

Uwaga 7.1.1. Poniewaz iloczyn skalarny nie jest symetryczny, fakt, ze w definicji endo-
morfizmu 7* pojawia si¢ on na miejscu drugiej zmiennej iloczynu skalarnego wydaje sie
mie¢ znaczenie. Okazuje si¢ jednak, ze tak nie jest, gdyz endomorfizm 7* spetnia takze
warunek

(7*(v),u) = (v,7(u)) dla wszystkich v,u € V. (7.2)

Rzeczywiscie, dla dowolnych v, u € V mamy
(77 (v),u) = (u, 7%(v)) = (7(u),v) = (v, 7(u)).

Stad wynika tez natychmiast, ze (7*)* = 7. Mamy bowiem

(v, (77)"(w)) = (77(v), u) = (v, 7(u))

dla wszystkich u,v € V skad wobec nieosobliwoéci iloczynu skalarnego otrzymujemy

*

(7%)* = 7. W dalszym ciagu piszemy 7 zamiast (7%)*.

TWIERDZENIE 7.1.2. Niech V bedzie przestrzenig unitarng. Odwzorowanie
Endc V — Endc V, T T
ma nastepujgce wltasnosci
(c+7)'=0c"4+71", (o1)" =7"c", (ar)" =ar",
dla kazdych endomorfizmow o, T przestrzeni V @ dla kazdego skalara a € C, a takze

k%

1*\/ = ]-V> T = T.
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Dowdéd. Wykorzystujemy wtasnosé (7.1) definiujaca endomorfizm sprzezony i nieosobli-
wos¢ przestrzeni. A wiec dla kazdych u,v € V mamy

(v, (0 +7)(w) = (6 +7)(v),u) = (a(v),u) + (7(v),u) = (v,0"(uw)) + (v,7"(u))
= (v, (0" +77)(u)),
)

skad wynika, ze (0 + 7)*(u) = (¢* + 7*)(u) dla kazdego u € V. Podobnie

(v, (07)" () = (07 (v),u) = (7(v),0"(v)) = (v, 7°07(u)),
oraz
(v, (a7)*(u)) = ((a7)(v),u) = a(7(v),u) = a(v,7*(u)) = (v,a7"(u))
dowodzg dwoch nastepnych wtasnosci. Pozostaje udowodni¢, ze 17, = 1y. Zauwazmy, ze
dla dowolnych u,v € V, mamy

(Uv 1*<u)> = (1(1})’“) = (Uau) = (U’ 1(“))7
Wobec tego 1*(u) = 1(u) dla kazdego u € V. O

Wartosci endomorfizmu sprzezonego

Pokazemy teraz wyrazny wzor na wartos¢ 7%(u) dla dowolnego wektora u € V. Jesli
v =210 + - + TpUy, gdzie x; € C oraz vy, ..., v, jest bazg ortonormalng przestrzeni V,
to (v,v;) = x;. Wobec tego wspéhrzedne wektora v w bazie ortonormalnej wyrazaja sie
poprzez wartosci iloczynu skalarnego i mamy ogoélng formute

v=(v,v1)v1 + -+ (v,0,)Vp (7.3)

dla dowolnego v € V' i dowolnej bazy ortonormalnej {vi,...,v,} przestrzeni V.
W szczegdlnosci zatem dla wektora v = 7*(u) mamy

"(u) = Z(T*(u),vi)vi = Z(u, 7(v;)) v,
gdzie wykorzystaliSmy (7.2). Jest to zapowiadana wyrazna formuta dla obliczenia wartosci
7* na dowolnym wektorze u € V.

Uwaga 7.1.2. Jak pokazaliémy powyzej, jesli vy, ..., v, jest bazg ortonormalna przestrze-
ni unitarnej V, to dla kazdego endomorfizmu 7 przestrzeni mamy nastepujacy wyrazny
wzoér dla dziatania endomorfizmu sprze¢zonego 7* :

n

T (u) = D (u, 7(v;))vi. (7.4)
i=1
Dla badania wlasnosci endomorfizmu sprzezonego z 7, w szczegolnosci dla dowodu twier-
dzenia 7.1.2, mozna bytoby postugiwac sie tym wzorem. Jako przyktad sprawdzimy ta me-
todg zachowanie sie operacji sprzezenia endomorfizmu przy dodawaniu endomorfizméw.
A wiec dla 0,7 € Endg V' oraz dowolnego u € V' mamy

(0 +7)(w) = > (u (o +7)(v))v;

'M:

.
Il
—

I
M:

(u, o(v;) Ul—l—ZUTUl))"UZ
= 0()+T() (0" + 1) (u).

Pokazalismy wigc, ze (0 + 7)* = o* + 7%,

.
Il
—
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Macierz endomorfizmu sprzezonego.

Niech B = {uy,...,u,} bedzie baza ortonormalna przestrzeni unitarnej V' i niech 7 €
Endg V. Niech

A= [aij] = m(T, B) oraz B = [bij] — m<7_*’8)'
Wtedy 7(u;) = X; agui, 7 (u) = 3, bigu; oraz

apj = (T(uj), uk)a bjk = (T*<uk)v uj)

i wobec tego B
ary = (T(uy), we) = (uy, 7" (wp)) = (7*(w), uj) = by

A wiec A = BT. Macierz BT nazywamy macierza sprzezong z macierza B. Zauwazmy, ze
A = BT wtedy i tylko wtedy gdy AT = B. Zwykle macierz A” oznacza sie symbolem A*.
A wiec macierz B endomorfizmu 7 sprzezonego z endomorfizmem 7 jest sprzezona z ma-
cierza A endomorfizmu 7 (obydwie macierze w tej samej bazie ortonormalnej przestrzeni
unitarnej V'):

m(7,B)=A = m(B)=A"=A" (7.5)

Zgodnie z definicjg 7.1.1 endomorfizm 7 przestrzeni unitarnej V' nazywa sie samosprze-
zony, jesli

(t(v),u) = (v,7(u))  VYu,veV.

Jak zauwazylismy w twierdzeniu 7.1.2, endomorfizm 1y jest samosprzezony. Ogoélniej, jesli
a € R, to aly jest samosprzezony gdyz (aly)* = alj, = aly.
Latwo tez zauwazy¢, ze dla dowolnego endomorfizmu o przestrzeni unitarnej V' endomor-
fizm 7 = oo™ jest samosprzezony. Rzeczywiscie,

" = (00") = 00" =00" =T.
Jesli A jest macierza endomorfizmu samosprzezonego 7 w bazie ortonormalnej, to wobec

T = 7" mamy A = A*. Macierz o tej wtasno$ci nazywamy hermitowskq. Nastepujace
twierdzenie dowodzimy podobnie jak twierdzenie 4.2.2 w rozdziale 4.

TWIERDZENIE 7.1.3. Niech T bedzie endomorfizmem przestrzeni unitarnej V.
Nastepujgee warunki sq rownowazne.

(a) Endomorfizm T jest samosprzezony.

(b) Dla kazdej bazy ortonormalnej B macierz endomorfizmu T wzgledem bazy B jest her-
mitowska.

(c) Istnieje baza ortonormalna B taka, Ze macierz endomorfizmu T wzgledem bazy B jest
hermitowska.

7.2 Endomorfizmy samosprzezone przestrzeni unitar-
nych

Nastepujacy lemat, analogiczny do lematu 4.3.3, ma kluczowe znaczenie w dowodzie twier-
dzenia spektralnego w przypadku unitarnym.

LEMAT 7.2.1. Jesli 7 jest endomorfizmem samosprzezonym przestrzeni unitarnej V. oraz
U jest podprzestrzeniq T—niezmienniczq, to ortogonalne dopetnienie UL podprzestrzeni U
jest takze podprzestrzeniq T—mniezmienniczq.
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Dowéd. Pokazemy, ze jedli w € U™, to takze 7(w) € Ut. Jedli w € U+, to dla kazdego
uw € U mamy

(7(w), u) = (w,7(u)) =0
gdyz w € U+ oraz 7(u) € U. Stad wynika, ze 7(w) € UL. O

LEMAT 7.2.2. Kazdy endomorfizm T przestrzeni unitarnej ma podprzestrzen niezmienni-
czq o wymiarze 1.

Dowdd. Wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 ma pierwiastek w ciele algebraicznie
domknietym C i wobec tego endomorfizm 7 ma wektor wlasny, ktéry rozpina jednowy-
miarowa podprzestrzen niezmiennicza. O]

LEMAT 7.2.3. KaZda warto$é wlasna endomorfizmu samosprzezonego T przestrzeni uni-
tarnej V' jest liczbg rzeczywistq.

Dowdd. Dla endomorfizmu samosprzezonego 7 i dowolnego wektora u € V' mamy

(T(w),w) = (u, 7(u)) = (7(u), u).

Zatem (7(u),u) € R dla kazdego u € V. W szczegdlnosei, jesli u jest wektorem whasnym
nalezacym do wartosci wlasnej a endomorfizmu 7, to (7(u),u) = a(u,u) € R. Poniewaz
(u,u) € R, wigc takze a € R. O

Twierdzenie spektralne

TWIERDZENIE 7.2.1 (Twierdzenie spektralne - przypadek unitarny). Niech T bedzie en-
domorfizmem samosprzezonym przestrzeni unitarnej V. Wtedy istnieje baza ortonormalna
przestrzeni V- ztoZona z wektoréw wlasnych endomorfizmu 7.

Dowdd. Indukcja ze wzgledu na wymiar przestrzeni V. Niech n = dimV' > 1 i niech
U bedzie 1—wymiarows podprzestrzenig niezmiennicza endomorfizmu 7. Wtedy U~ jest
takze T—niezmiennicza na podstawie lematu 7.2.1 oraz

V=UasU"

na podstawie twierdzenia o rzucie prostopadtym. Na podstawie zatozenia indukcyjnego
istnieje baza ortonormalna podprzestrzeni U~ ztozona z wektoréw wlasnych endomorfi-
zmu 7. Dotaczajac do niej wektor uy € U o dhugosci 1 otrzymamy baze ortonormalng
przestrzeni V ztozong z wektoréw wltasnych endomorfizmu 7. ]

Jesli vy, ..., v, jest baza ortonormalna przestrzeni unitarnej V' ztozona z wektoréw
wtasnych endomorfizmu samosprze¢zonego 7 oraz ay, . . ., a, sa odpowiednimi warto$ciami
wlasnymi, to znaczy 7(v;) = a;v;, to na podstawie lematu 7.2.3 wszystkie a; naleza do
ciala R. Endomorfizm 7 ma wiec w bazie ortonormalnej B = {vy,...,v,} rzeczywistq
macierz diagonalng:

ap 0 ... 0
(e B) = ding(on o= |0 O
0 0 ... a,

Niech B i B’ beda bazami ortonormalnymi przestrzeni unitarnej V' i niech P bedzie ma-
cierza przejécia od bazy B do bazy B'. Latwo stwierdzi¢, ze macierz P jest unitarna, to
znaczy P~' = PT. Jest to odpowiednik twierdzenia o bazach ortonormalnych przestrzeni
euklidesowej: macierz przejscia P od bazy ortonormalnej przestrzeni euklidesowej do innej
bazy ortonormalnej tej przestrzeni jest macierza ortogonalng, to znaczy P! = PT.
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TWIERDZENIE 7.2.2. Niech A bedzie macierzq hermitowskq o elementach z ciata C. Wte-
dy istnieje macierz unitarna P o elementach z ciala C taka, e P~YAP jest macierzq
diagonalng.

Twierdzenie to méwi, ze kazda macierz hermitowska nad ciatem liczb zespolonych jest
unitarnie podobna do macierzy diagonalnej.

7.3 Przemienne zbiory endomorfizmoéw samosprzezo-
nych

LEMAT 7.3.1. Niech T bedzie przemiennym zbiorem endomorfizmow przestrzeni unitarnej
V', to znaczy o = o1 dla kazdych 7,0 € T. Wtedy istnieje wspolny wektor wlasny dla
wszystkich endomorfizmoéw zbioru T (to znaczy taki wektor v € V| Ze v # 0 oraz dla
kazdego T € T mamy 7(v) € Cv).

Dowdd. Postepujemy doktadnie tak jak w przypadku przestrzeni euklidesowej (zobacz le-
mat 4.4.1). Jesli wszystkie endomorfizmy w zbiorze 7 sa skalarne, to kazdy niezerowy
wektor przestrzeni V jest wspolnym wektorem wtasnym wszystkich endomorfizméw zbio-
ru 7. W szczegblnosci, jesli dimV = 1, to wszystkie endomorfizmy sa skalarne i wobec
tego lemat jest prawdziwy. Przeprowadzimy dowod indukceyjny ze wzgledu na wymiar
przestrzeni V. Niech dimV' > 1. Jesli 7 € 7 nie jest skalarny, to 7, jako endomorfizm
przestrzeni wektorowej nad ciatem algebraicznie domknigtym ma warto$é¢ wtasna a i wek-
tor wlasny v € V nalezacy do a (w przypadku przestrzeni euklidesowej potrzebowali$my
tutaj zalozenia, ze endomorfizmy zbioru 7 sa samosprzezone). Niech

U={ueV:71(u) =au}.

Jest to podprzestrzen T—niezmiennicza, a takze, U # 0 oraz U # V (bo 7 nie jest
skalarny). Ponadto, U jest c—niezmiennicza dla kazdego o € 7. Rzeczywiscie, dla u € U
mamy

T(o(u) = o(7(u) = o(au) = ao(u),

zatem o(u) € U. Zaciesnienia endomorfizméw o € 7 do podprzestrzeni U tworza wiec
przemienny zbiér endomorfizméw przestrzeni unitarnej U i wobec dimU < dimV na
podstawie zalozenia indukcyjnego endomorfizmy zbioru 7 maja wspolny wektor wtasny
w podprzestrzeni U. O

TWIERDZENIE 7.3.1. Jesli T jest przemiennym zbiorem endomorfizmow samosprzezo-
nych przestrzeni unitarnej V, to V. ma baze ortonormalng {vq,...,v,} takq, Ze kazdy
wektor v; tej bazy jest wektorem wlasnym wszystkich endomorfizmow zbioru T .

Dowdéd jest taki sam jak w przypadku przestrzeni euklidesowej (zobacz twierdzenie
4.4.2).

7.4 Endomorfizmy normalne

Jesli endomorfizm 7 przestrzeni unitarnej V ma w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni
V' macierz diagonalna D, to endomorfizm sprzezony 7% ma w tej samej bazie macierz D*,
ktora jest takze macierzg diagonalng. Poniewaz macierze diagonalne sg przemienne, wiec
DD* = D*D i wobec tego takze 77" = 7*7. A wiec kazdy endomorfizm diagonalizowalny
w bazie ortonormalnej przestrzeni unitarnej jest przemienny ze swoim endomorfizmem
Sprzezonym.
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DEFINICJA 7.4.1. Endomorfizm 7 przestrzeni unitarnej V' nazywa sie normalny, jesli jest
przemienny ze swoim endomorfizmem sprzezonym 7*:

7T =TT

Przyktad 7.4.1. Kazdy endomorfizm samosprzezony jest normalny. Ponadto, jesli endo-
morfizm 7 jest normalny, to endomorfizm sprzezony 7* tez jest normalny (jest przemienny
z endomorfizmem 7* = 7). Dwa dalsze przyktady: kazdy endomorfizm skosny (spelnia-
jacy 7" = —7) jest normalny i kazdy endomorfizm unitarny (spelniajacy 77* = 7*7 = 1)
jest normalny. Latwo tez zauwazy¢, ze jesli endomorfizm normalny 7 jest odwracalny, to
77! jest normalny.

Uwaga 7.4.1. Sprawdzenie czy dany endomorfizm jest czy nie jest normalny jest bar-
dzo proste. Jesli endomorfizm 7 jest zadany poprzez swojg macierz A w jakiej$ bazie
przestrzeni unitarnej, to znajdujemy baze ortonormalna B tej przestrzeni i macierz B
endomorfizmu 7 w bazie B zgodnie z twierdzeniem 1.6.1. Endomorfizm 7" ma w bazie B
macierz B* (zobacz 7.5) i wobec tego 77" = 77 wtedy i tylko wtedy gdy BB* = B*B.
Ten ostatni warunek sprawdza sie bezposrednim rachunkiem.

Uwaga 7.4.2. Istnieja endomorfizmy normalne, ktére nie sg samosprzezone. Niech 7
bedzie endomorfizmem przestrzeni unitarnej V', ktéry w pewnej bazie ortonormalnej B
tej przestrzeni ma macierz diagonalng m(7, B) = diag(as, ..., a,) = D. Wtedy m(7*, B) =
D* = diag(ay, ..., a,) i wobec tego DD* = D*D. Stad wynika, ze 77" = 7%7 i wobec tego
7 jest normalny. Tymczasem jesli co najmniej jedna z liczb zespolonych ayq,...,a, nie
jest liczba rzeczywista, to 7 nie jest samosprzezony, gdyz endomorfizm samosprzezony ma
rzeczywiste wartosci wlasne (lemat 7.2.3).

LEMAT 7.4.1. (a) KaZdy endomorfizm 7 przestrzeni unitarnej V- ma jednoznaczne przed-
stawienie w postacs
T=04+1p
gdzie o, p sq endomorfizmami samosprzezonymi.
(b) 1 =0 —ip.
(¢)  Endomorfizm T jest normalny wtedy i tylko wtedy gdy op = po.
Dowdéd. (a) Dla endomorfizmu 7 obieramy
oi=3(1+7), p=F0r—7)=3i(t"—7).
Wtedy o* = %(T* + 7)) =0 oraz p*= %i((T*)* —7) = —%z’(T — %) = p.
A wiec o i p sa endomorfizmami samosprzezonymi. Zauwazmy teraz, ze
o+ip=3(T+7)+ig(r—7") =1,
co dowodzi (a), z wyjatkiem jednoznacznosci przedstawienia. Cze$¢ (b) jest natychmia-
stowa:
Th=(0+ip) =0t —ipt =0 —ip
i wynika z niej takze jednoznacznosé przedstawienia z czesci (a). Wystarczy pokazaé, ze
jesli o + ip = 0 dla samosprzezonych endomorfizmoéw o, p, to 0 = p = 0. Z réwnosci
o +ip = 0 otrzymujemy na podstawie czesci (b) réwnosé o —ip = 0 1 wobec tego (dodajac
i odejmujac stronami) mamy o =01 p = 0.
Dla dowodu (c) zauwazmy, ze

TN =71 <= (0+ip)(oc—ip) = (0 —ip)(c+ip) <= —iop+ipo=iop—ipo
<~ 0Op = pOo.
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7.4.1 Charakteryzacja endomorfizméw normalnych

Nastepujgce twierdzenie podaje definitywng charakteryzacje endomorfizméw diagonalizo-
walnych w bazach ortonormalnych przestrzeni unitarnej.

TWIERDZENIE 7.4.1. Niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni unitarnej V. Nastepu-
Jjace warunki sg rownowazne.

(a) Endomorfizm T jest normalny.

(b) Istnieje baza ortonormalna przestrzeni V- zloZona z wektoréw wlasnych endomorfizmu
T.

Dowdd. (a) = (b) Niech 7 bedzie endomorfizmem normalnym i niech 7 = o + ip bedzie
przedstawieniem endomorfizmu 7 z lematu 7.4.1. A wiec endomorfizmy o, p sa samosprze-
zone i przemienne. Na podstawie twierdzenia 7.3.1 istnieje baza ortonormalna {us, ..., u,}
przestrzeni V' ztozona z wektoréw wlasnych endomorfizméw o i p. Zatem istnieja a;,b; € R
takie, ze

o(u;) = ajuj, p(u;) =bju;, j=1,... n

Zatem wobec T = o + ip mamy

T(uj) = o(u;) +ip(uj) = (a; +ibj)u;, j=1,...,n.

A wiec {uq, ..., u,} jest baza ortonormalna ztozong z wektoréw wtasnych endomorfizmu
normalnego 7.
(b) = (a) zauwazyliSmy juz przed definicja endomorfizmu normalnego. O

Rozstrzygniemy jeszcze jedna watpliwosé zwigzana z diagonalizowalnoscig endomorfi-
zmoOw przestrzeni unitarnej. Jak dotad rozpatrywalismy jedynie endomorfizmy, ktore maja
macierz diagonalng w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni unitarnej. Powstaje natu-
ralne pytanie, czy endomorfizmy, ktore maja macierz diagonalng w pewnej bazie maja tez
macierz diagonalng w pewnej bazie ortonormalnej. Inaczej méwigce, pytamy czy z tego, ze
istnieje baza przestrzeni unitarnej ztozona z wektoréw wtasnych endomorfizmu wynika,
ze istnieje baza ortonormalna tej przestrzeni ztozona z wektoréw wtasnych tego endomor-
fizmu. OdpowiedZ jest negatywna (zobacz przyktad 7.4.2). Najpierw zauwazymy jeszcze
dwie wtasnosci endomorfizméw normalnych.

LEMAT 7.4.2. Niech T bedzie endomorfizmem normalnym przestrzeni unitarnej V' i niech
u €V bedzie wektorem wlasnym endomorfizmu T nalezgcym do wartosci wtasnej a. Wtedy
u jest takze wektorem wtasnym endomorfizmu sprzezonego T i nalezy do wartosci wiasnej

a.

Dowdd. Mamy udowodnié, ze jesli 7(u) = au, to 7*(u) = au. W dowodzie wykorzystamy
wyrazny wzér (7.4) dla wartosci endomorfizmu 7*:

n

T (u) = Z(u,T(U,'))Ui,

=1

gdzie vy, ..., v, tworzg baze ortonormalng przestrzeni V. Zauwazmy, ze wobec normal-
nosci endomorfizmu 7 istnieje baza ortonormalna B = {vy,...,v,} zlozona z wektorow
wilasnych endomorfizmu 7 (na podstawie twierdzenia 7.4.1). Wektor u ma przedstawienie
u = >, x;v;, gdzie x; € K i nie wszystkie x; sa rowne zero. Wobec tego

Z ax;v; = au = 7(u) = Zxﬁ(vi) = Zmiaivi,

7
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gdzie a; jest wartoscia wlasng 7, do ktérej nalezy wektor wlasny v;. Stad wynika, ze
jesli x; # 0, to a; = a. Pokazalismy wiec, ze jesli u jest wektorem wlasnym nalezacym
do wartosci wtasnej a, to u jest kombinacjg liniowa tych wektoréw witasnych v; bazy
ortonormalnej B, ktore nalezg do wartosci wtasnej a. Niech

U:=ker(tr—al)={veV:7(v) =av}.

Pokazalismy, ze podprzestrzen U jest rozpieta na tych wektorach bazy B, ktére naleza do
wartosci wlasnej a. Zmieniajgc ewentualnie porzadek wektoréw w bazie B mozemy zato-

zy¢, ze wektory vy, . .., vy tworzg baze podprzestrzeni U. Wtedy pozostate wektory bazowe
Vig1, - - . ,V, tworza baze ortogonalnego dopelienia U+ podprzestrzeni U. Zauwazmy tez,
ze

T(U+) CcU*

gdyz podprzestrzen U~ jest rozpieta na wektorach wtasnych endomorfizmu 7. Wykorzy-
stamy teraz wzor (7.4) dla obliczenia 7*(u):
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(u, v;)vi

¢
= dZ(u, v; )
i=1

Tutaj 31",y (u, 7(v;))v; = 0, gdyz u € U oraz 7(v;) € U*. Ponadto >0, (u,v;)v; = u na
podstawie (7.3). O

Uwaga 7.4.3. Lemat 7.4.2 mozna takze udowodni¢ nie postugujac sie¢ wyraznym wzorem
(7.4) dla wartosci endomorfizmu 7*. Najpierw zauwazmy, ze dla dowolnego endomorfizmu
normalnego 7 i dla kazdego v € V' mamy

Ir(@)II* = (r(v), 7(v)) = (v, 77(0)) = (v, 77" (v)) = (T"(0),7"(v)) = |7 (0)]|*.
Dalej zauwazmy, ze dla dowolnego skalara a € C endomorfizm 7 — al jest normalny:

(tr—al)(t—al) = (1 —al)(t" —al) =77" — ar™ — ar + aal
=7'T—ar* —ar+aal = (7" —al)(t —al)
=(r—al)" (7 —al).

Wobec tego dla dowolnego a € C i dowolnego v € V' mamy
I(r = a) (@) = [I(7" = a1)(v)]*

Jesli teraz 7(u) = au, to ||(1 —al)(u)|| = 0, skad takze ||(7* —al)(u)|| = 0 i wobec tego
™ (u) = au.

LEMAT 7.4.3. Niech T bedzie endomorfizmem normalnym przestrzeni unitarnej V' i niech
ay,asy bedg roinymi wartosSciami wlasnymi endomorfizmu 7. Wtedy kazde dwa wektory
wtasne endomorfizmu T nalezgce do wartosci wlasnych ay,as sqg prostopadle.
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Dowdd. Niech 7(u1) = ajuy oraz 7(ug) = asus. Wtedy
(7(u1),u2) = (arug,us) = aq(uy, us).
Z drugiej strony, wykorzystujac normalnos¢ endomorfizmu 7 i lemat 7.4.2, mamy
(T(u1),u2) = (ug, 7" (uz2)) = (uq, daus) = as(ug, us).
Zatem aq(uqi,us) = as(uy, uy) i poniewaz a; # ay otrzymujemy stad (ug, us) = 0. O

Przyktad 7.4.2. Wskazemy teraz przykltad endomorfizmu diagonalizowalnego przestrze-

ni unitarnej, ktéry nie jest diagonalizowalny w bazie ortonormalnej tej przestrzeni.
Niech V = C? bedzie standardowa dwuwymiarows przestrzenia unitarng nad cialem

liczb zespolonych. Zatem dla wektorow x = [z, 23], y = [y1, 2, gdzie z;,y; € C mamy

(x,y) = 2191 + 220

WeZzmy dwa wektory v; = [1,1],v2 = [0,4] i zauwazmy, ze sa one liniowo niezalezne.
Stanowig zatem baze przestrzeni V. Definiujemy teraz endomorfizm 7 przestrzeni V ktadac

T(U1> = V1, T(’Ug) = ivg.

A wiec macierz m(7, B) endomorfizmu 7 w bazie B = {v;,v2} jest diagonalna:

m(r, B) — Ll) Q} .

7

Endomorfizm 7 jest wiec diagonalizowalny i wektory bazowe sg wektorami wtasnymi na-
lezacymi do réznych wartosci wlasnych a; = 1, ay = i. Poniewaz jednak (vy,vy) = —i # 0,
wektory te nie sa prostopadte. Zatem na podstawie lematu 7.4.3 endomorfizm 7 nie jest
normalny, a wiec na podstawie twierdzenia 7.4.1 nie istnieje baza ortonormalna przestrzeni
V' ztozona z wektoréw wtasnych endomorfizmu 7.

7.4.2 Przemienne zbiory endomorfizméw normalnych

Twierdzenie 7.4.1 daje satysfakcjonujaca charakteryzacje endomorfizméw przestrzeni uni-
tarnej diagonalizowalnych w bazach ortonormalnych. Diagonalizowalne w bazach ortonor-
malnych sg wiec endomorfizmy normalne i tylko one. Rozpatrzymy teraz problem diagona-
lizowalnosci w najogolniejszej postaci, mianowicie znajdziemy warunek konieczny i wystar-
czajacy rownoczesnej diagonalizowalnosci w bazie ortonormalnej zbioru endomorfizméow
przestrzeni unitarnej. Inaczej méwige, znajdziemy warunek konieczny i wystarczajacy na
to by dla zbioru 7 endomorfizméw przestrzeni unitarnej V' istniala baza ortonormalna B
przestrzeni V taka, ze kazdy wektor bazy B jest wektorem wtasnym kazdego endomorfizmu
zbioru 7. Jeden warunek konieczny wynika natychmiast z twierdzenia 7.4.1. Jesli endo-
morfizmy zbioru 7 majg macierze diagonalne w pewnej bazie ortonormalnej przestrzeni
V', to kazdy endomorfizm tego zbioru musi by¢ normalny. Drugim warunkiem koniecznym
réwnoczesnej diagonalizowalnosci endomorfizméw zbioru 7 jest przemiennosé zbioru 7 :
kazde dwa endomorfizmy o, 7 € 7 sg przemienne. Rzeczywiscie, rownoczesna diagonali-
zowalno$¢ oznacza, ze istnieje baza B przestrzeni V|, w ktorej macierze endomorfizméw o
i 7 s diagonalne, a wiec przemienne. Stad wynika przemiennos¢ endomorfizméw o i 7.
W dalszym ciagu rozpatrywaé bedziemy wiec zbiory 7 endomorfizméw przestrzeni unitar-
nej V, ktore sg normalne i przemienne, to znaczy, kazdy endomorfizm 7 € 7 jest normalny
oraz o = 70 dla kazdych o,7 € 7.
Rozpoczynamy od nastepujacej charakteryzacji normalnosci endomorfizmu.
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TWIERDZENIE 7.4.2. Niech T bedzie endomorfizmem przestrzent unitarnej V. Endomor-
fizm T jest normalny wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wielomian f € C[X] taki, ze

" = f(7).

Dowdd. Jesli " = f(7), to 7f(1) = f(7)7 na podstawie twierdzenia 1.4.1, zatem 7 jest
normalny.

Zatozmy teraz, ze 7 jest endomorfizmem normalnym. Na podstawie twierdzenia 7.4.1
istnieje baza ortonormalna {uy, ..., u,} przestrzeni V zlozona z wektoréw wtasnych endo-
morfizmu 7. Niech 7(u;) = aju; dla j =1,...,n 1 pewnych a; € C. Wtedy na podstawie
lematu 7.4.2 mamy 7*(u;) = @;u;. Obieramy teraz wielomian f € C[X] taki, ze f(a;) = @,
dla j=1,...,n. Wtedy

f(T)(ug) = flaj)u; = Tu; = 77 (uy),

dla wszystkich wektoréw bazy {us, ..., u,}. Pierwsza réwnosé wynika tutaj z lematu 1.5.1.
Stad wynika, ze f(1) = 7" O

Uwaga 7.4.4. Objasnimy istnienie wielomianu f, ktéry w zadanych punktach a; przyj-
muje zadane wartosci @;. Jest to konsekwencja tak zwanej formuty interpolacyjnej La-
grange’a. Jesli F' jest dowolnym cialem (niekoniecznie algebraicznie domknietym) oraz
¢, b, 7 =1,...,m sa dowolnymi elementami ciata F', takimi, ze ¢; # ¢; dla i # j, to
istnieje wielomian f € F[X] taki, ze

f(Cj):bj, jzl,,m
Rzeczywiscie, niech g; € F[X] bedzie iloczynem wszystkich czynnikéw liniowych X — ¢;
z wyjatkiem czynnika X — ¢;. Wtedy wielomian
(X)), 92(X) gm(X)
+ by
gi(c1) " ga(ca) G (Cm)

przyjmuje w punkcie ¢; warto$¢ b;. Zauwazmy, ze ta konstrukcja pozwala wskaza¢ wielo-
mian f stopnia < m — 1, ktory w zadanych m punktach przyjmuje zadane wartosci.

F(X) =0 4ot by,

WNIOSEK 7.4.1. Jesli T jest endomorfizmem normalnym przestrzeni unitarnej V, to endo-
morfizm sprzezony T* jest przemienny z kazdym endomorfizmem o, z ktorym przemienny
jest endomorfizm T :

oT=T0 = 0T =ToO.
Dowdéd. Na podstawie twierdzenia 7.4.2 mamy 7% = f(7) dla pewnego f € K[X]. Za-
uwazmy, ze oT = 70 pociaga o f(17) = f(7)o. Zatem o7* = o f(7) = f(7)0 = TF0. O

WNIOSEK 7.4.2. Jesli T = {r; : i € I} jest zbiorem przemiennym endomorfizméw nor-
malnych przestrzent unitarnej V, to zbior

S =TUT " ={r:iel} U {r:iel}
jest takze zbiorem przemiennym endomorfizmoéow normalnych przestrzeni V.

Dowdéd. Kazde dwa endomorfizmy zbioru 7 sg przemienne na podstawie zatozenia i wobec
tego takze kazde dwa endomorfizmy zbioru 7 sg przemienne:

T = (nm)" = (nmy) =TT

Ponadto kazdy endomorfizm zbioru 7 jest przemienny z kazdym endomorfizmem zbioru
T*. Rzeczywiscie,
* k

wynika z wniosku 7.4.1 dla 0 = 7; oraz 7 = 7;. O
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Zbiér § ma nastepujaca wtasnosé: jesli 7 € S, to 7 € §. Taki zbiér endomorfizmow
przestrzeni unitarnej nazywa si¢ zbiorem samosprzezonym. ZauwazyliSmy wigc, ze kazdy
przemienny i normalny zbiér 7 endomorfizméw przestrzeni unitarnej V' zawiera sie w pew-
nym przemiennym, normalnym i samosprzezonym zbiorze S endomorfizméw przestrzeni

V.

LEMAT 7.4.4. Niech S bedzie samosprzezonym zbiorem endomorfizmow przestrzent uni-
tarnej V. Niech W bedzie S—niezmienniczq podprzestrzeniq przestrzeni V- (to znaczy, W
jest podprzestrzeniq niezmienniczq kazdego endomorfizmu zbioru S). Wtedy W jest takze
S—niezmienniczq podprzestrzeniq przestrzeni V.

Dowéd. Niech z € W+ oraz 7 € S. Nalezy udowodnié¢, ze (7(x), W) = 0, albo réwno-
waznie, ze (x,7"(W)) = 0. Poniewaz S jest zbiorem samosprzezonym, wiec wraz z endo-
morfizmem 7 zawiera endomorfizm 7* i wobec tego W jest podprzestrzenia niezmiennicza
endomorfizmu 7*. Zatem 7*(W) C W oraz dla kazdego w € W mamy 7*(w) € W i wobec
tego (z,7*(w)) = 0. O

Mozemy teraz sformutowaé gtéwne twierdzenie o réwnoczesnej ortonormalnej diago-
nalizowalnosci zbioréw endomorfizmoéw przestrzeni unitarnych.

TWIERDZENIE 7.4.3. Niech T = {7, : i € I} bedzie zbiorem endomorfizmdw przestrzeni
unitarnej V. Nastepujgce warunki sg rownowazne.

(a) Zbior T jest normalny i przemienny.
(b) Przestrzen V- ma baze ortonormalng, ktorej kazdy wektor jest wektorem wlasnym kaz-
dego endomorfizmu zbioru T .

Dowdd. (a) = (b) Przeprowadzimy dow6d indukeyjny ze wzgledu na wymiar n := dim V.
Jesli n = 1, to twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe, zatézmy wiec, ze n > 1. Niech
S:=TUT* gdzie T* = {7 :i € I}. Wtedy S jest zbiorem przemiennym i samosprzezo-
nym. Na podstawie lematu 7.3.1 istnieje niezerowy wektor u € V' taki, ze u jest wektorem
wlasnym kazdego endomorfizmu zbioru S. Mozna oczywiscie zatozyé, ze ||u|| = 1. Niech
W .= Cu. Jest to jednowymiarowa podprzestrzen niezmiennicza kazdego endomorfizmu
zbioru S. Na podstawie lematu 7.4.4 podprzestrzen W+ jest takze S—niezmiennicza. Po-
niewaz ma ona wymiar mniejszy niz przestrzen V, na podstawie zatozenia indukcyjnego
ma baze ortonormalng ztozong z wektorow wtasnych vy, . . ., v, wszystkich endomorfizméow
zbioru 7. Po dolgczeniu wektora u otrzymujemy baze ortonormalng przestrzeni V.

(b) = (a) zauwazyliémy juz wczesniej analizujac warunki konieczne réwnoczesnej diago-
nalizowalnosci zbioru endomorfizméw przestrzeni unitarnej. O]

Przyklad 7.4.3. Jako pierwszy przykitad zastosowania twierdzenia 7.4.3 pokazemy, ze
jesli o i 7 83 endomorfizmami normalnymi i o7 = 70, to dla kazdych a, b € C endomorfizm
ao + bt jest normalny. Rzeczywiscie, zbior {o, 7} jest normalny i przemienny i wobec tego
na podstawie twierdzenia 7.4.3 istnieje baza ortonormalna {vy, ..., v,} przestrzeni V taka,
ze o(v;) = ¢u;, T(v;) = d;v; dla pewnych ¢;, d; € C. Wobec tego

(ao +b7)(v;) = (ac; + bd;)v;, i=1,...,n,

skad na podstawie twierdzenia 7.4.1 endomorfizm ac + b7 jest normalny.

Stad tez wynika, ze jesli endomorfizm 7 jest normalny, to f(7) jest normalny dla kazdego
wielomianu f € C[X]. Jest to oczywiste gdy f = X*, gdyz 77" = 7*7 pociaga 7% (7%)* =
()% = (7*)*rF = (7%)*r*. Natomiast dla dowolnego wielomianu f = Y"7_, ¢ X* nor-
malno$¢ f(7) wynika z normalnosci ¢, 7% oraz przemiennosci sktadnikéw f(7).
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Uwaga 7.4.5. Implikacje (a) = (b) w twierdzeniu 7.4.3 mozna takze udowodni¢ przez
wykorzystanie twierdzenia 7.3.1 o istnieniu bazy ortonormalnej ztozonej z wektorow wta-
snych przemiennego zbioru endomorfizméw samosprzezonych przestrzeni unitarnej. Kazdy
endomorfizm 7 € 7 przedstawiamy w postaci 7 = o + ip, gdzie o, p sa samosprzezone.
Na podstawie lematu 7.4.1 endomorfizmy o, p sa przemienne, natomiast z wniosku 7.4.1
wynika, ze 0 = %(T + 7*) oraz p = %Z(T* — 7) sa przemienne z kazdym endomorfizmem
zbioru 7. Nawet wiecej, jesli przez S oznaczymy zbiér wszystkich endomorfizméw samo-
sprzezonych o, p wystepujacych w przedstawieniach 7 = o + 1p endomorfizméw zbioru
T, to zbior S jest przemienny. Pozostaje tylko sprawdzi¢, ze dla 7 = o + ip € T oraz
=0 +1ip € T mamy oo’ = o'c oraz op = p'o. Ot6z wiemy juz, ze o jest przemienny
z 7', zatem

oo’ +iop =d'oc+ipo,
skad biorac endomorfizmy sprzezone otrzymujemy

oo —ipo=oc0 —iop.

Dodajac i odejmujac stronami otrzymamy oo’ = o’c oraz op’ = p'o. Zbiér S jest wiec
przemiennym zbiorem endomorfizméw samosprzezonych. Zatem na podstawie twierdzenia
7.3.1 istnieje baza ortonormalna ztozona z wektorow wlasnych wszystkich endomorfizmow
zbioru §. Kazdy wektor tej bazy jest tez wektorem wtasnym kazdego endomorfizmu 7 € 7.

7.5 Endomorfizmy unitarne

W rozdziale czwartym moéwiliSmy juz o izometriach przestrzeni dwuliniowych. W prze-
strzeni unitarnej endomorfizmy spetniajace warunek zachowywania funkcjonatu hermi-
towskiego nazywaja sie endomorfizmami unitarnymi.

DEFINICJA 7.5.1. Endomorfizm 7 przestrzeni unitarnej V nazywamy unitarnym, jesli
spelia nastepujacy warunek:

(7(u), 7(v)) = (w,v) Yu,veV
Zauwazmy, ze endomorfizm unitarny zachowuje diugosci wektoréw, gdyz dla dowolnego

v € V mamy
I7@)II* = (7(v), 7(v)) = (v,v) = [Jv]]*

Poniewaz dla 0 # v € V mamy ||v|| > 0, wynika stad, ze endomorfizm unitarny 7
przeprowadza wektory niezerowe na niezerowe, jest zatem endomorfizmem nieosobliwym.
Endomorfizmy unitarne przestrzeni unitarnych maja wiec podstawowe wtasnosci izometrii
przestrzeni dwuliniowych i wobec tego endomorfizmy unitarne przestrzeni unitarnej V'
nazywamy takze izometriami przestrzeni unitarnej V.

LEMAT 7.5.1. Endomorfizm T przestrzeni unitarnej V' jest izometrig wtedy i tylko wtedy,

gdy
(T(u), 7(u)) = (u,u) YVueV.

Dowdd. Koniecznosé tego warunku jest oczywista. Jesli zas ten warunek jest spetniony,
to dla dowolnych w,v € V mamy

(T(u+v),7(u+v)) = (u+v,u+v).

Stad
(7(w), 7(v) + (T(v), 7(w) = (u,v) + (v,u).
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Podstawiajac tu 2v w miejsce v i dzielac przez ¢ otrzymamy

—(7(w),7(v)) + (7(v), 7(v)) = =(u,v) + (v, u).

Odejmujac stronami dwie ostatnie réwnosci otrzymujemy (7(u), 7(v)) = (u,v) dla wszyst-
kich u,v € V. m

Zanotujmy nastepujaca charakteryzacje endomorfizméw unitarnych w jezyku endo-
morfizméw sprzezonych.

TWIERDZENIE 7.5.1. Endomorfizm T przestrzeni unitarnej V' jest izometrig wtedy i tylko
wtedy, gdy
T =1y.

Dowdd. Jesli T jest izometria, to dla kazdych u,v € V mamy

(u,0) = (7(w), 7(v)) = (u, 777 (v)).

Stad wynika, ze 7*7 = 1y,. Na odwrét, jesli 7°7 = 1y, to

(u,v) = (u,7"7(v)) = (7(u), 7(v))
dla kazdych u,v € V' i wobec tego T jest izometrig przestrzeni V. O]

WNIOSEK 7.5.1. Endomorfizm T przestrzeni unitarnej V' jest izometrig V' wtedy i tylko

wtedy, gdy jest odwracalny oraz

R

WNIOSEK 7.5.2. Izometria T przestrzeni unitarnej V' jest endomorfizmem normalnym
przestrzeni V.

WNIOSEK 7.5.3. Dla kazdej izometrit T przestrzeni unitarnej V istnieje baza ortonormal-
na przestrzeni V- ztozZona z wektorow wtasnych izometrii 7.

WNIOSEK 7.5.4. Endomorfizm normalny T przestrzeni unitarnej V jest izometrig V wtedy
1 tylko wtedy, gdy kazda wartosé wlasna endomorfizmu ™ ma wartosé bezwzgledng 1.

Dowdd. Jesli T jest normalny, to jest diagonalizowalny, zatem istnieje baza ortonormalna
V1, ..., Uy, przestrzeni V ztozona z wektoréw wlasnych endomorfizmu 7. Niech 7(v;) = a;v;,
gdzie a; € C. Jesli 7 jest izometrig, to

(vj,v5) = (T(v;), 7(vy)) = (a5, ajv5) = a;a;(vj, v;),

skad wynika, ze a;a; = 1. A wiec |a;| = 1. Z drugiej strony, jesli wszystkie |a;| = 1, to dla
dowolnego wektora v = cyvy + - - - + ¢, v, mamy

HT(U)HQ = H01<l1111+'--—|-cnanvn\|2
= 101 - C1a1 + -+ Cpay - CplGy
= Clcil.alail_k..._i_cnq.anafn

= T+ i = ]2

Zatem T jest izometria. O
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7.6 Symetrie i grupa unitarna

Wszystkie pojecia i fakty o izometriach, symetriach i grupie ortogonalnej przestrzeni eu-
klidesowej omawiane w rozdziatach 4.5 — 4.8 maja swoje odpowiedniki w przestrzeniach
unitarnych. Przedstawimy je tutaj w nieco skréconej wersji. Przede wszystkim tatwo
sprawdza sie, ze iloczyn o1 dwoch izometrii jest izometrig i wobec wniosku 7.5.1 izome-
trie przestrzeni unitarnej (endomorfizmy unitarne) tworza grupe, ktéra nazywamy grupg
unitarng przestrzeni V' i oznaczamy U(V).

Macierzowa reprezentacja grupy unitarnej

Nastepujace twierdzenie otrzymuje si¢ przez naturalna modyfikacje twierdzenia 4.7.1.

TWIERDZENIE 7.6.1. Niech V' bedzie n—wymiarowq przestrzenig unitarng i niech A =
[(vs, v;)] bedzie macierzq przestrzeni V- w bazie B = {v1,...,v,} przestrzeni V.

(a) Automorfizm o przestrzeni wektorowej V' jest izometrig przestrzeni unitarnej V. wtedy
i tylko wtedy gdy macierz S = m(o,B) automorfizmu o w bazie B spelnia

SYAS = A.
(b) Grupa unitarna U(V') przestrzeni V' jest izomorficzna z podgrupg
{$€GL(n,C): $'AS = A}

grupy macierzy GL(n, C).

Symetrie

Jesli u jest niezerowym wektorem przestrzeni unitarnej V', to na podstawie twierdzenia
5.5.1 mamy rozktad

V = lin{u} @ lin{u}*

i wobec tego dla kazdej liczby zespolonej a mozemy okresli¢ endomorfizm o, , przestrzeni
V', ktory dziala nastepujaco:

Oua(t) = au, 0,q(w) =w dlakazdego w € lin{u}*.
Mamy wiec
Ouva:V =V, ouelcut+w)=acu+w dla ce€C, welin{u}.
Poniewaz dla liczby zespolonej a takiej, ze aa = 1 mamy

(Oualcu +w), oy q(cu +w)) = (acu + w, acu + w) = (acu, acu) + (w, w)

= aa(cu, cu) + (w,w) = (cu + w, cu + w)

wigc na podstawie lematu 7.5.1 stwierdzamy, ze jesli |a| = 1, to endomorfizm o, , jest
izometrig przestrzeni unitarnej V. Izometri¢ o,, , nazywamy symetrig przestrzeni unitarne;
V wzdtuz wektora u.

Zauwazmy, ze 0,31 = ly oraz symetria o, _; jest okreSlona tak samo jak symetria
przestrzeni euklidesowej wzdhuz wektora wu.
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Grupa unitarna

TWIERDZENIE 7.6.2. Grupa unitarnald(V') przestrzeni unitarnej V' jest generowana przez
symetrie. Dokladniej, jesli n = dim V' > 1, to kazda izometria przestrzeni unitarnej V'
jest iloczynem co najwyzej n symetrii.

Dowdéd. Niech 7 bedzie izometria przestrzeni unitarnej V. Na podstawie wniosku 7.5.4

istnieje baza ortonormalna B = {uy,...,u,} ztozona z wektoréw wlasnych, przy czym
jesli 7(uj) = ajuy, to |a;| = 1. Rozpatrzmy symetrie 0y, 4,, j = 1,...,n. Latwo zauwazy¢,
ze

T = Ouwar " Oupan-

Rzeczywiscie, dla kazdego wektora bazowego u; mamy

Oui,ar ** " Oup,an (uj) = Ouj,ar """ Ouja; (uj) = Oug,ar """ Ouj_q,a5-1 (ajuj) = QU; = T(uj)'
i stad wynika rownos¢ 7 = oy, 4, Ouyan- ]

Uwaga 7.6.1. W przypadku grupy izometrii przestrzeni euklidesowej twierdzenie 4.8.2
0 generowaniu tej grupy przez symetrie otrzymalidémy poprzez zastosowanie twierdzenia
Witta méwiacego, ze dla kazdej pary réznych wektorow u i w przestrzeni euklidesowej
V' takich, ze ||u|| = ||w|| istnieje symetria przestrzeni V' przeprowadzajaca u na w. Sy-
metri¢ te konstruuje si¢ bardzo prosto. Wobec ||u|| = ||w| mamy (u,u) = (w,w) i stad
wykorzystujac symetrie iloczynu skalarnego otrzymujemy (u — w,u + w) = 0. Zatem

1 1 1 1
Ouw(u) = au_w(§ (u—w)+ 5 (u+w)) = —5 (u—w)+ 5 (u+w) =w. (7.6)
To podejdcie jest catkowicie niedostepne w przypadku przestrzeni unitarnych. Mianowicie
w przestrzeni unitarnej V' nie jest na ogél prawda, ze jesli ||u|| = ||Jw]], to (u—w, u+w) = 0.
Najprostszy kontrprzyktad otrzymuje si¢ nastepujaco. Wezmy dowolny niezerowy wektor
ueVoraz w=iue€ V. Wtedy |Jiu] = || ||u|| = ||u]], tymczasem

(u —du,u +iu) = (1 —d)u, (1 +d)u) = (1 —i)?|lu| # 0.

W ksiazce [9] S. Romana, Advanced linear algebra, Springer 2005, sformutowane jest
btedne twierdzenie (Theorem 10.11 na str. 214) méwiace, ze jesli (u,u) = (w,w) # 0, to
symetria o,_,, _1 przeprowadza u na w. Autor argumentuje, ze (u,u) = (w,w) pociaga
(u —w,u 4+ w) =0 (co jak wiemy jest falszywe) i stosuje (7.6). Na tym blednym twier-
dzeniu oparte jest Zle sformutowane twierdzenie (Theorem 10.12) o generowaniu grupy
unitarnej przez symetrie. Sformutowanie i argumentacja uzyte przez autora sg poprawne
w przypadku przestrzeni euklidesowej, ale sg falszywe w przypadku przestrzeni unitarne;j.
Jak widzimy z twierdzenia 7.6.2 grupe unitarna U(V') generuja wszystkie symetrie oy,
gdzie |a] = 1, a nie zbidr takich symetrii z a = —1.

7.7 Rozklad biegunowy

DEFINICJA 7.7.1. Endomorfizm samosprzezony o przestrzeni unitarnej V' nazywa sie
dodatni, jesli spelnia nastepujacy warunek:

(oc(u),u) >0  Yuel.

Na przyktad, dla kazdego p € EndV endomorfizm o = pp* jest samosprzezony i
dodatni.
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TWIERDZENIE 7.7.1. (a) Kazdy niezerowy endomorfizm p przestrzeni unitarnej V. moz-
na przedstawié w postaci
p=T0,

gdzie o jest samosprzezonym endomorfizmem dodatnim i T jest izometrig przestrzeni V.
(b) Kazdy niezerowy endomorfizm p przestrzeni unitarnej V. mozna przedstawié w postaci

P = 0171,
gdzie oy jest samosprzezonym endomorfizmem dodatnim i 7, jest 1zometrig przestrzeni V.

Dowdd. (a) Najpierw przypusémy, ze wymagane przedstawienie endomorfizmu p istnieje
i poszukajmy wskazowki jak okreslone muszg by¢ endomorfizmy 7 i o wystepujace w tym
przedstawieniu. Jesli p = 70, to p* = o*7* = o771, zatem

pip=o0rt 10 =0%
A wiec o nalezy obraé¢ tak, by p*p = o2. Ponadto, dla kazdego v € V musimy mie¢
p(v) = 7(o(v)), co pokazuje jak nalezy okresli¢ T na imo
Przystepujemy wiec do dowodu, ze dla endomorfizmu niezerowego p istnieje samosprze-
zony endomorfizm dodatni o taki, ze p*p = o%. Najpierw zauwazamy, ze endomorfizm p*p
jest samosprzezony, a takze dodatni gdyz

(p*p(u),u) = (p(u), p(u)) > 0 dla kazdego w € V.

Jedli a jest wartoscia wlasna endomorfizmu p*p, to @ € R (na podstawie lematu 7.2.3) i
jest liczba nieujemna. Rzeczywiscie, jesli u jest wektorem wtasnym nalezacym do wartosci
wlasnej a, to p*p(u) = au oraz

a(u,u) = (au, u) = (p"p(u),u) > 0

skad wynika, ze a > 0. Niech w4, ..., u, bedzie bazg ortonormalng przestrzeni V' ztozona z
wektoréw wiasnych endomorfizmu p*p(u) i niech p*p(u;) = a;u; dlai =1,...,n. Wtedy qa;
sg nieujemnymi liczbami rzeczywistymi i mozemy zdefiniowa¢ endomorfizm o przestrzeni
V wymagajac by na bazie uq, ..., u, dziatal on nastepujaco:

o(u;) =+a;u;,, i=1,...,n.

Wtedy
o (u;) = aju; = p*p(u;) dla i=1,...,n,

skad wynika, ze 02 = p*p. Nalezy teraz pokazaé, ze o jest samosprzezonym endomorfizmem
dodatnim. Samosprzezonos¢ o wynika stad, ze jest to endomorfizm diagonalizowalny w
bazie ortonormalnej i ma rzeczywiste wartosci whasne (zob. twierdzenie 7.1.3), natomiast
dodatnio$¢ o wynika stad, ze 0 ma nieujemne warto$ci wlasne.

Przystepujemy teraz do konstrukcji endomorfizmu 7. Najpierw zauwazmy, ze dla kazdego
v € V mamy

lo()II* = (0(v), o(v)) = (6*(v),0) = (p"p(v),v) = (p(v). p(v)) = Ip(V)|I*. (7.7
Teraz okreslimy 7 na im o ktadac
T(o(v)) =pv) dla velV.

Przedstawienie wektora podprzestrzeni im o w postaci o(v) nie jest na ogbt jednoznaczne
(chyba, ze o jest bijekcja) i wobec tego musimy sprawdzi¢ dobra okreslono$¢ T na imo.
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Jesli o(x) = o(y) dla z,y € V, to o(x — y) = 0 i wobec tego na podstawie (7.7) mamy
plx —y) =0, czyli p(x) = p(y). Zatem 7 jest dobrze okreslonym odwzorowaniem na im o
i oczywiscie 7 : imo — V jest homomorfizmem przestrzeni wektorowych. Mozna nawet
powiedzie¢, ze T jest izometrycznym zanurzeniem im o w przestrzen V gdyz

Ir(e @)l = llp()ll = o)

na podstawie (7.7). Rozszerzymy teraz homomorfizm 7 : ime — V do endomorfizmu
7 :V — V w nastepujacy sposob. Obieramy bazg ortonormalng vy, . .., vx podprzestrzeni
imo. Wtedy 7(v1),...,7(vx) sa parami ortogonalnymi wektorami przestrzeni V. Rozsze-
rzamy vy, . .., vy do bazy ortonormalnej vy, ..., Vg, ki1, - . ., U, Przestrzeni V' i rozszerzamy
uktad 7(v1),...,7(vg) do bazy ortonormalnej 7(vy), ..., 7(Vk), Ug+1, - - -, Uy Przestrzeni V.
Rozszerzamy teraz definicje 7 do endomorfizmu 7 : V' — V' takiego, ze

T(Uk+i) = Uk, 1= 1,...,n—k.
Endomorfizm 7 przeprowadza wiec baze ortonormalng vy, ..., Uk, Vky1, - - ., U, pPrzestrzeni
V na baze ortonormalna 7(v1), ..., 7(Ug), Ugs1, - - - , Uy, te] przestrzeni, jest zatem izometria.

Ponadto, 7(c(v)) = p(v) dla kazdego v € V', a wiec 7o = p, gdzie o jest samosprzezonym
endomorfizmem dodatnim za$ 7 jest izometria przestrzeni V.
(b) Na podstawie czesci (a), dla endomorfizmu p* mamy przedstawienie

p" =70,
gdzie o jest samosprzezonym endomorfizmem dodatnim i 7 jest izometrig przestrzeni V.
Zatem
p=(p) =01 =01 =017

gdzie o, = o jest samosprzezonym endomorfizmem dodatnim oraz 7 = 77! jest izometria
przestrzeni V. [

Twierdzenie 7.7.1 bywa nazywane twierdzeniem o rozktadzie biegunowym. Jest to
kolejna analogia wtasno$ci endomorfizmoéw przestrzeni unitarnej i liczb zespolonych. Na-
sladuje ono przedstawienie niezerowej liczby zespolonej r w postaci r = ts = st, gdzie s
jest dodatnia liczba rzeczywista (s = |r|) oraz t jest liczba zespolona o module 1.
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Rozdziat 8

Ciala rzeczywiscie domkniete

Ostatnie zmiany 6.06.2009 r.

W tym rozdziale przedstawiamy podstawowe pojecia teorii cial uporzadkowanych. W
szczegolnosci dyskutujemy ciala rzeczywiscie domkniete, ktére stanowiag wtasciwe dla po-
trzeb algebry liniowej uogoélnienie ciata R liczb rzeczywistych.

8.1 Ciata formalnie rzeczywiste

Ciato K nazywa sie formalnie rzeczywiste (lub krétko, rzeczywiste) jesli —1 € K nie daje
sie przedstawic¢ jako suma kwadratéw elementéw ciata K.

Wprowadzamy nastepujace oznaczenie dla zbioru wszystkich skoriczonych sum kwa-
dratow niezerowych elementéw ciata K :

ZKQ::{a%—l—---#—aiEK:a17...,an€K, n>1}.

Tutaj K = K \ {0} oznacza zbiér réznych od zera elementéw ciata K. Zauwazmy, ze
1Y K* & 0eY K?

zatem cialo K jest rzeczywiste wtedy i tylko wtedy gdy 0 & >° K2
Oto kilka elementarnych ale waznych obserwacji o ciatach rzeczywistych.

Uwaga 8.1.1. (a) Cialo formalnie rzeczywiste ma charakterystyke zero.
Mianowicie, jedli char K = p#£0,to0=p-1=p-12 € ¥ K2
(b) Jesli K jest cialem formalnie rzeczywistym, to kazde podciato F' ciata K jest takze
formalnie rzeczywiste.
Wiynika to stad, ze > F2C Y K2
(c) Jesli K jest ciatem formalnie rzeczywistym, to > K? jest podgrupa multyplikatywnej
grupy K.
Rzeczywiscie, zbiér 3 K2 jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie i jedli a = 3 aey K2,
to

at=a-(a"t)?e ZKQ,

edyz K2 C Y K2,

(d) Jedli K jest ciatem formalnie rzeczywistym i cialo F' jest izomorficzne z K, to F jest
ciatem formalnie rzeczywistym.

Jedli bowiem i : K — F jest izomorfizmem cial, to i(3¥ K?) = 3 F2.

(e) Jedli K jest ciatem formalnie rzeczywistym oraz a € Y. K2, to K(y/a) jest cialem
formalnie rzeczywistym.
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Niech a € K\ K? oraz E := K(y/a). Jedli 0 € ¥ E?, to istnieja z;,; € K, nie wszystkie
rowne zero, takie, ze

0= Z(wz—f—yz Zx %—CLZ:yZ—FZZ:nyZ

7

Stad wynika, ze S22 +aY y? = 0. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze a € S K2 pociaga
0 € 3 K?, wbrew zalozeniu.

Uwaga 8.1.2. Definicje ciata formalnie rzeczywistego mozna takze sformutowaé w jezyku
form kwadratowych. Forme kwadratowa

gO(Xl, Ce ,Xn) = Z CLinZ'Xj
ij=1
o wspoétezynnikach a;; w ciele K nazywamy nieizotropowg nad ciatem K jesli rbwnanie

o(Xy,...,X,) =0

nie ma niezerowego rozwiazania w ciele K. W przeciwnym razie forme nazywamy izotro-
powg. A wigc, na przyktad, forma X? + X3 4+ X? jest nieizotropowa nad ciatem R liczb
rzeczywistych ale jest izotropowa nad ciatem C liczb zespolonych.

Ciato K jest formalnie rzeczywiste gdy dla kazdej liczby naturalnej n forma kwadratowa

XP+X5+ -+ X,
jest nieizotropowa nad ciatem K.

Jednym z gtéwnych tematéw teorii cial formalnie rzeczywistych jest problem zacho-
wania rzeczywistosci przy rozszerzeniach ciata. Rozpoczynamy od przypadku rozszerzen
kwadratowych cial.

STWIERDZENIE 8.1.1. Niech K bedzie cialem formalnie rzeczywistym. Jeslh K(\/a) nie
jest ciatem formalnie rzeczywistym, to —a € 3 K2,

Dowdd. Jesli ¥, (z;+y;v/a )? = 0 dla pewnych z;, y; € K, to Y 27 +a Yy y? = 0. Zauwazmy,
ze nie wszystkie y; sa réwne zero, gdyz przeczytoby to formalnej rzeczywistosci ciata K.
Zatem w formalnie rzeczywistym ciele K mamy 3" y? # 0 i wobec tego

—a =

Z yz
na podstawie uwagi 8.1.1(e). O

TWIERDZENIE 8.1.1. Niech K bedzie ciatem formalnie rzeczywistym i niech a € K \ K2,
Cialo K(y/a) jest formalnie rzeczywiste wtedy i tylko wtedy gdy —a € 3 K*.

Dowdd. ! Tt will be more convenient to prove the equivalent statement that the field
K(y/a) is nonreal if and only if —a € Y. K2. By Stwierdzenie 8.1.1, it remains to prove
the ‘only if’ part of the statement. So assume —a € Y K2, and write explicitly —a =
a?+---+a2, where a; € K. Then (y/a)?+a}+---+a? = 0 showing that the field K (y/a)

is nonreal. O

'Fragmenty tekstu w jezyku angielskim pochodza z mojej ksiazki Bilinear Algebra, Gordon and Breach
Science Publishers, Amsterdam 1997.
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Przyktad 8.1.1. We apply the above criterion to the quadratic number field Q(y/a),
where a € Q \ Q2. Observe that a rational number r # 0 is a sum of squares of rational
numbers if and only r > 0. For if » > 0 and r = m/n, where m and n are positive integers,
then r = mn - (1/n)? is the sum of squares of rational numbers, and, on the other hand,
the negative rational numbers clearly are not sums of squares. Thus, by Twierdzenie 8.1.1,
the quadratic field Q(y/a ) is formally real if and only if @ > 0. While this latter condition
is much simpler than the one in Twierdzenie 8.1.1, it uses the fact that Q is an ordered
field. Twierdzenie 8.1.1 invokes only the arithmetic structure of the field K and does not
presuppose any order structure on K.

In general, we view number fields as the subfields of the field C of complex numbers.
Keeping this in mind we can say that the quadratic number field Q(v/a ) is formally real
if and only if it is contained in the field R of real numbers.

W przypadku rozszerzen ciat formalnie rzeczywistych stopnia nieparzystego sytuacja
jest znacznie prostsza.

TWIERDZENIE 8.1.2. Niech E bedzie rozszerzeniem stopnia nieparzystego ciata K. Jesh
K jest ciatem formalnie rzeczywistym, to E takze jest cialem formalnie rzeczywistym.

Na podstawie uwagi 8.1.2 wystarczytoby udowodni¢ nastepujacy fakt.

Jesli cialo E jest rozszerzenmiem stopnia mieparzystego ciata K i forma kwadratowa ¢ =
X2+ X2 +---+ X2 jest nieizotropowa nad cialem K, to forma ¢ jest takze nieizotropowa
nad ciatem E.

Okazuje sie, ze bez wiekszego wysitku mozna udowodni¢ jeszcze ogdlniejsze twierdzenie
pochodzace od T. A. Springera.

TWIERDZENIE 8.1.3. (Twierdzenie Springera).

Niech E bedzie rozszerzeniem stopnia nieparzystego ciata K o charakterystyce # 2 i niech
0 =a1 X?+---+apX? bedzie formg kwadratowq o wspélczynnikach z ciata K. Jesli forma
@ jest nieizotropowa nad K, to ¢ jest nieizotropowa nad E.

Dowdd. We induct on the degree n = [E : K]. If n = 1, there is nothing to prove. So
assume n > 1 is an odd integer. The field £ has a primitive element 6 such that £ = K (6).
Thus every element of E has a unique representation as the value g(#) of a polynomial
g € K[t] of degree < n. We will write f for the minimal polynomial of . Thus f € K[t]
is monic irreducible and f(#) = 0.
Suppose ¢ is isotropic over E. So there are nonzero polynomials g¢i,..., g in K[t] of
degrees < n such that

a1g1(0)* + - -+ + apgr(0)* = 0. (8.1)

If the polynomials gy, ..., gr have the greatest common divisor d € K|t], then g; = d -
Gi, i = 1,...,k, where the polynomials G; are relatively prime and d(f) # 0, since degd <
n. Then from (8.1) it follows that the polynomials G; satisfy a;G1(6)*+- - - +axG1(0)* = 0.
Thus we can assume from the beginning that in (8.1) the polynomials g¢,..., gy are
relatively prime.

Consider the polynomial g := ayg? + -+ + argi € K[t]. We have g(6) = 0, hence g is
divisible by the minimal polynomial f of the primitive element 6, that is, g = f - h, where
h € K|t]. We claim that

(a) g # 0, and

(b) deg h is odd and degh < n.

To prove (a) we show that the highest coefficient of ¢ is a nonzero element of K. So let
m = max{degg; : 1 < ¢ < k}. Then the highest coefficient of g is the value of the
form ¢ at the k-tuple (¢q,...,cx), where ¢; is the highest coefficients of the polynomial
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g; if its degree is equal to m, and zero otherwise. Since ¢ is anisotropic over K, we have
o(c1,...,cr) # 0, and so g is a nonzero polynomial.
(b) follows from the computation of the degree of ¢ :

degh+n =degh+deg f = degg = 2m < 2n,

and from the fact that n is odd.
Now (b) implies that h has an irreducible (over K) factor hy of odd degree and deg h; <
degh < n. Let 0; be a zero of hy in an extension field F' of K. Then also h(#;) = 0 and

arg1(61)% + -+ - + arg(61)* = g(61) = f(61)h(61) = 0.

The field Fy = K(0;) C F has degree [E; : K] = degh; < n, and by induction hypothesis
the form ¢ is anisotropic over Fj. Hence ¢;(6;) = 0 for i = 1,... k. It follows that the

minimal polynomial A; of 6; divides all the polynomials ¢y, ..., gx, contrary to the fact
that they are relatively prime polynomials. Hence (8.1) leads to a contradiction and so ¢
cannot be isotropic over E. [

Przyktad 8.1.2. All cubic extensions of the rational number field Q are formally real
fields (as well as all odd degree extensions of Q). While for quadratic extensions we have
observed that Q(y/a) is formally real if and only if it is contained in the field R of real
numbers, for cubic number fields the latter is no longer a necessary condition for the
reality of the field.

Podstawowe znaczenie w teorii cial formalnie rzeczywistych maja ciata rzeczywiscie
domknigte (ang. real closed fields).

DEeFiNicJA 8.1.1. Ciato F' nazywa si¢ rzeczywiscie domkniete jesli ma nastepujace dwie
wtasnosci:

(a) F' jest formalnie rzeczywiste.

(b) Kazde formalnie rzeczywiste algebraiczne rozszerzenie K ciala I jest réwne F.

In other words, a real field F'is real closed if it has no proper algebraic extensions that
are formally real fields. A real closed field is closed with respect to reality of the field: no
proper algebraic extension of the field can be a real field. We recognize the prototype of a
real closed field: it is the real field R. It has just one proper algebraic extension, the field
C of complex numbers, and the extension is a nonreal field. However basic this example
is, it is far from being isolated.

TWIERDZENIE 8.1.4. Dla kazdego formalnie rzeczywistego ciata K istnieje rozszerzenie
algebraiczne F' ciala K, ktore jest cialem rzeczywiscie domknietym.

Dowdd. We consider the family F of all formally real algebraic extensions of the field K
contained in a fixed algebraic closure K of K. The family F is nonempty, since K € F. We
view F as a partially ordered set with the field inclusion as the partial ordering relation.
A maximal element F'in F, if it exists, is a formally real algebraic extension of K with no
proper formally real algebraic extensions (by the maximality of F). Hence F if it exists,
is a real closed field containing K. The proof is thus reduced to showing that the family
F has a maximal element, and for this we will use the Kuratowski-Zorn Lemma.

Let C:={FE,:a € A} be achain in F (that is, E, € F for all a € A, and E, C E,,
or B, C E, for all a,b € A). We must show that every such C is bounded in F, that is,
there is an E € F such that £, C F for all a € A. A natural candidate for E is the union
of all fields in C :

E = U{Ea:aEA}.
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It certainly contains all the E,, a € A, and it remains to show that F € F. First of all,
we show that F is a field. So let z,y € E. Then there are a,b € A such that x € E,
and y € Ej, and since C is a chain, we have either £, C E}, or E, C E,. In the first case
x,y € Ejp, in the second, x,y € E,. Thus either xt —y € E, or x —y € E,, and it follows
that always z — y € E. Similarly, z/y € E, if y # 0, showing that F is a subfield of K.
Now we prove that FE is a formally real field. Suppose not, and let

—1 =22+ .- + 22, with the z;’s in E. Then each x; lies in a field Eq; of the chain C.
Since C is a chain, one of the fields E,;), call it E,, contains all the others, and then £,
contains all the z;’s. It follows that F, is a nonreal field, a contradiction.

Thus we have proved that the field £ is an upper bound for the chain C and F € F. By
the Kuratowski-Zorn Lemma, the family F contains a maximal element F, and this is a

real closed field containing K. m
WNIOSEK 8.1.1. Jesli F' jest cialem rzeczywiscie domknigtym, to:

(a) o F 2 = [

(b) [F/F?[ = 2.

(c) Kazdy wielomian f € Ft] stopnia nieparzystego ma pierwiastek w ciele F.

Dowdd. (a) Suppose a € 3 F?\ F2. Then F(y/a) is a quadratic extension of F and, by
Uwaga 8.1.1(e), it is a formally real field, contrary to the hypothesis that F' is real closed.
(b) Clearly, I # E2. Suppose that |F/F?| > 4. Then there is an a € F such that
1,—1,a, —a lie in four distinct square classes of F. Thus a ¢ F? and —a ¢ F2 = ¥ 2,
the latter by (a). Hence, by Theorem 8.1.1, F'(y/a) is a formally real quadratic extension
of F, a contradiction.

(¢) A polynomial f € F[t] of odd degree must have a factor h of odd degree which is
irreducible over F. If § is a zero of h in an extension field of F, then F'() is a formally
real extension of F' (by Theorem 8.1.2). Thus F(0) = F and 6 € F, as required. O

Uwaga 8.1.3. Cialo K nazywa sie cialem pitagorejskim jesli 3 K2 = K2. A wiec, na
podstawie wniosku 8.1.1, kazde ciato rzeczywiscie domknigte jest cialem pitagorejskim.

Uwaga 8.1.4. Mozna udowodnié¢ nastepujacy kluczowy fakt:

Jesli F jest cialem rzeczywiscie domknietym, to jego kwadratowe rozszerzenie F(v/—1)
jest ciatem algebraicznie domknietym.

Dowdd mozna znalezé w ksigzce S. Lang, Algebra, PWN Warszawa 1973, na str. 224-225,
302.

8.2 Cialta uporzadkowane

Cialo K nazywa sie ciatem uporzadkowanym przez relacje binarng > okreslong na ciele
K, jesli dla wszystkich a,b,c € K,

a>b i b>c = a>c,

a>b albo a=0 albo b>a,

a>b = a+c>b+ec,

a>b i ¢>0 = ac>bc.
Nie mozemy wykluczy¢, ze cialo K ma wigcej niz jedng relacje porzadkujaca i wobec tego
piszemy (K, >) dla zaznaczenia, ze K jest uporzadkowane przez relacje >.

Jedli (K, >) jest cialem uporzadkowanym, to specjalna role graja elementy dodatnie w
porzadku >, a wiec elementy zbioru

P={zeK:x>0}.
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Zauwazmy, ze dla a,b € K,
a>bsa+(-b)>b+(-b)=a—-b>0<a—-beP.

Oznacza to, ze zbiér P elementéw dodatnich w porzadku > ciata K charakteryzuje kom-
pletnie relacje porzadkujaca > na ciele K. W zwiazku z tym piszemy takze (K, P) zamiast
(K,>) izbiér P nazywamy porzgdkiem ciata K.

A wiec porzadek P ciala K jest podzbiorem ciata K. Nasuwa sie oczywiste pytanie
jak rozpoznaé¢ podzbiory P ciata K, ktére sa faktycznie porzadkami ciata K7 Okazuje sie,
ze istnieje w peini satysfakcjonujaca odpowiedz na to pytanie.

TWIERDZENIE 8.2.1. Niech P bedzie podzbiorem ciata K. Na to by istniata relacja po-
rzgdkujgca > na ciele K ze zbiorem elementéow dodatnich P potrzeba i wystarcza by zbior
P miuat nastepujgce wltasnosci:

(1) P+P C P

(2) P-P C P

(3) Pu—-P =

gdzie —P:={x e K: -z € P}

Dowéd. Let P be the set of positive elements of an ordered field (K, >). If a,b € P, then
a+ b > 0 and ab > 0 by compatibility of > with addition and multiplication in K. Thus
a+b € P and ab € P. This proves properties (1) and (2) of P.
To prove (3), take any a € K. By the trichotomy property of the relation > we have
either a > 0 or 0 > a, that is, either a € P or —a € P, as desired.

Now let us assume that the subset P C K has properties (1),(2) and (3). We define
the binary relation > on K be setting

a>b & a—-beP.

We now show that the relation > has the four properties defining an ordering relation on
K. Solet a,b,c € K and assume first that a > band b > c¢. Thena—b € Pand b—c € P,
and since P is closed under addition by (1), we have a — ¢ = (a — b) + (b — ¢) € P. Thus
a > ¢ and the relation > is transitive.

If a #b, thena—be K = PU—P. Hence either a —b € P and a > b, or a —b € —P and
b > a. To prove trichotomy for > we have to verify that we cannot have simultaneously
a > band b > a. This will follow from the fact that P and — P are disjoint sets: PN—P = ().
Contrary to this, let us suppose that there is an z € P with —x € P. Then 0 = 2+ (—xz) €
P, according to (1), and this contradicts (3).

It remains to prove compatibility of > with addition and multiplication in K. Suppose
a>b. Then (a+c¢)—(b+c) =a—b € P and if ¢ > 0 then ac—bc = (a—b)c € P, showing
that a + ¢ > b+ ¢ and ac > be, as required. O]

Uwaga 8.2.1. Wobec twierdzenia 8.2.1 podzbiér P ciata K jest porzadkiem ciata K,
jesli spelnia warunki (1), (2), (3) twierdzenia 8.2.1. A oto lista dalszych elementarnych
obserwacji o porzadkach cial.

(4) Jesli P jest porzadkiem ciata K, to K2 C P oraz >, K*> C P.

For if a € K, then either a € P or —a € P. If a € P, then by (2), a®> € P, and if —a € P,
then again by (2), a> = (—a)(—a) € P. Hence K? C P and from this and (1) it follows
that - K2 C P.

(5) Jesli K jest cialem uporzadkowanym, to K jest cialem formalnie rzeczywistym oraz
char K = 0.
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If P is an ordering of K, then Y, K> C P C K, by (3) and (4). Hence 0 ¢ . K2. And
char K = 0, by Remark 8.1.1(a).

(6) Jesli P jest porzadkiem ciata K, to P jest podgrupa multyplikatywnej grupy K ciala
K o indeksie dwa: [K : P] = 2.

P is a subset of K (by (3)), is closed under multiplication (by (2)) and contains the squares
(by (4)). Hence for each a € P, we have a™! = a- (1/a)? € P. Thus P is a subgroup of K.
We have shown in the proof of Theorem 8.2.1 that P N —P = (), so that (3) is the
decomposition of the group K into cosets modulo the subgroup P. Thus [K : Pl =2.

(7) Jesli P i P’ sa dwoma porzadkami ciala K oraz P C P', to P = P’. Inaczej méwiac,
rozne porzadki sg nieporéwnywalne.

Suppose P C P’ and P # P'. Choose an x € P'\ P. Then, by (3), —z € P and so
x,—x € P', whence 0 = x + (—z) € P’, a contradiction.

(8) Jesli p jest automorfizmem ciata K i P jest porzadkiem ciata K, to u(P) jest takze
porzadkiem ciata K.

Verifying (1), (2) and (3) for u(P) is easy and is left to the reader. It is worthwhile to
observe that (8) can be used to produce examples of fields with more than one ordering.

(9) Jesli cialo E jest rozszerzeniem ciata K i @ jest porzadkiem ciata E, to P :=Q NK
jest porzadkiem ciata K.

Porzadek P = (Q N K ciala K nazywa sie porzadkiem indukowanym przez porzadek @)
ciata F.

Easy verification that P satisfies (1), (2) and (3) is left to the reader.

(10) Ciato C liczb zespolonych nie jest cialem uporzadkowanym.

Ciato R liczb rzeczywistych ma dokltadnie jeden porzadek P = R2.

Cialo rzeczywiscie domkniete F' ma dokladnie jeden porzadek P = F2.

Ciato Q liczb wymiernych ma doktadnie jeden porzadek P = S Q? indukowany przez
jedyny porzadek ciata R.

C nie jest cialem formalnie rzeczywistym, zatem nie jest cialem uporzadkowanym na
podstawie (5).

Jesli P jest porzadkiem ciata R, to R2 C P na podstawie (4). Tymczasem R? jest porzad-
kiem ciata R, gdyz zbiér ten oczywiscie spelnia warunki (1), (2), (3). Zatem R = P na
podstawie (7). Ta argumentacja stosuje sie do dowolnego ciata rzeczywiscie domknietego
F.

Jesli P jest porzadkiem ciata Q, to S := 32 Q2 C P. Na podstawie (7) wystarczy sprawdzic,
ze S jest porzadkiem ciata Q. Zbior S jest oczywiscie zamkniety ze wzgledu na dodawanie
i mnozenie. Aby sprawdzié¢ (3) obieramy rézna od zera liczbe wymierng r = m/n, gdzie
m i n sa liczbami catkowitymi i n > 0. Wtedy r € S gdy m > 0 (zobacz przyklad 8.1.1)
oraz r € —S gdy m < 0. Stad wynika, ze SU—S = Q. Zatem S jest porzadkiem ciata Q.

Udowodnimy teraz tak zwane pierwsze twierdzenie Artina-Schreiera, ktére wyjasnia
ostatecznie zwiazek pomiedzy cialami formalnie rzeczywistymi i ciatami uporzadkowany-
mi.

TWIERDZENIE 8.2.2. (Cialo K jest ciatem uporzgdkowanym wtedy i tylko wtedy gdy jest
ciatem formalnie rzeczywistym.

Dowdéd. We have already observed that an ordered field is formally real. Now we prove the
converse. So let us assume that K is a formally real field. Then, by Theorem 8.1.4, there
exists a real closed field F' containing K. But a real closed field is uniquely ordered (by
Uwaga 8.2.1.(10)), hence F' induces an ordering on its subfield K (by Uwaga 8.2.1.(9)).
Thus K is an ordered field. O
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In view of this result we will use interchangeably the phrases ‘formally real’” and ‘or-
dered’, unless we want to work with a specified ordering of the real field K. The first
Artin-Schreier theorem can be restated as follows.

WNnNIOSEK 8.2.1. Ciato K ma przynagmniej jeden porzgdek wtedy i tylko wtedy gdy
~1¢ Y K>

Drugie podstawowe twierdzenie Artina-Schreiera podaje arytmetyczna charakteryzacje
elementow totalnie dodatnich ciata formalnie rzeczywistego K.

DErINICJA 8.2.1. Niech K bedzie dowolnym ciatem. Element a € K nazywa si¢ totalnie
dodatni, jesli jest dodatni w kazdym porzadku ciata K.

This definition is somewhat tricky since we speak about orderings of an arbitrary field
K. Traditionally, it is meant that in a nonreal field K (having no orderings) every field
element is totally positive, that is, it is meant that the condition put on all orderings is
automatically satisfied when there are no orderings at all. This trick allows simultaneous
formulation of results for real and nonreal fields as exemplified in the second Artin-Schreier
theorem below.

Returning to totally positive elements, it is an interesting problem to find all totally
positive elements of a field. This becomes trivial when the field has a unique ordering (or
has no orderings), but it looks hopelessly in the general case. It seems that first we have
to find all orderings of the field, and only then, taking their intersection, we can get a
hold on totally positive elements. However, it turns out that there is a simpler and more
elegant solution to this problem. Notice that by Remark 8.2.1(4), S K2 C P for every
ordering P of the real field K. Hence nonzero sums of squares in K are examples of totally
positive elements of K. The second Artin-Schreier theorem asserts that there are no more
totally positive elements in K.

TWIERDZENIE 8.2.3. Niech K bedzie cialem o charakterystyce # 2. Element a € K jest
totalnie dodatni wtedy i tylko wtedy gdy a € 3 K2

Dowdd. First we dispose of the case of a nonreal field K. We have agreed that all elements
of a nonreal field are totally positive. On the other hand, every element of a nonreal field
can be written as a sum of squares of nonzero elements of the field.

Thus in the rest of proof we assume that K is a formally real field. It is sufficient to show
that every totally positive element of K belongs to 3> K2. Contrary to this, suppose that
a € K is totally positive and is not a sum of squares in K. Then the field K(y/—a) is
formally real (by Theorem 8.1.1), hence, by the first Artin-Schreier Theorem 8.2.2, it has
an ordering P’, say. Observe that, by Remark 8.2.1.(4), —a = (v/—a)? € P/

On the other hand, let P := K N P’ be the ordering of K induced by P’. Then a € P,
since a is totally positive, and —a € P, since —a € P’. But P is closed under addition,
hence 0 = a + (—a) € P, a contradiction. This proves that a € > K 2 as required. Il

Uwaga 8.2.2. We have excluded fields of characteristic two, since when char K" = 2, then
S K? = K2, and the squares need not comprise all of K.

We will often use the set of all orderings of a field K and so we introduce the symbol
X(K) for that set. Thus P € X(K) means that P is an ordering of the field K, and
X (K) # 0 if and only if K is a formally real field. The set of all totally positive elements
of K can be written as { P : P € X(K) }, and the second Artin-Schreier theorem asserts

that, if char K # 2, then '
({P:PeX(K)}=> K
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The following definition introduces an arithmetic invariant of a field with an immediate
interpretation in theory of formally real fields.

DEFINICJA 8.2.2. Let K be an arbitrary field. The Pythagoras number of the field K
is the smallest positive integer p = p(K), with the property that every sum of nonzero
squares in K can be written as the sum of p squares in K. If such a number p does not
exist, we say that K has infinite Pythagoras number and write p(K) = oo.

The determination of p(K) is, in general, a challenging problem. We discuss first the
easiest cases.

Przyktad 8.2.1. When char K = 2, then every sum of squares in K is a square in K,
hence p(K) = 1, a case of no further interest.

So assume K is a nonreal field and char K # 2. Clearly, s(K) < p(K), and on the other
hand, for each a € K, we have the identity

a=(a+1)°/4+(-1)(a—1)*/4,

showing that a can be written as the sum of s(K')+ 1 squares in K. Thus for every nonreal
field K,
s(K) <p(K) <s(K)+1.

In particular, when K has odd characteristic p, then K contains the prime field IF, and
so we have the inequality s(K) < s(F,) < 2 for the level of K. Thus for every field K of
odd characteristic,

1 <s(K)<p(K)<s(K)+1<3.

Another obvious observation is that for K a formally real field, p(K) = 1 is equivalent
to saying that K is a Pythagorean field (see Remark 8.1.3). Every real closed field has
Pythagoras number 1.

Less trivial is determination of p(Q). A classic result in number theory asserts that every
positive integer is the sum of four squares of integers (Lagrange’s theorem). An easy
consequence is that p(Q) = 4. A more general result of C.L. Siegel establishes that p(K) =
2,3 or 4 for every algebraic number field K.

Uwaga 8.2.3. The problem of determining the Pythagoras number of the rational func-
tion field K, := R(X73, ..., X,) in n indeterminates over the reals turns out to be extremely
difficult and remains open for n > 2. For n = 1, the only case tractable by elementary
methods, one shows that p(K;) = 2. The following estimates hold for n > 1 :

n+1<p(K,) <2".

The lower estimate was proved by J.W.S. Cassels in 1964, the upper by A. Pfister in 1967.
For n = 2 these estimates give p(K>) = 3 or 4, but deciding which one of the two is the true
value of p(K5) turned out to be a very difficult task. In 1971 J.W.S. Cassels, W.J. Ellison
and A. Pfister proved eventually that p(K3) = 4. Their proof uses sophisticated methods
of theory of elliptic curves over function fields and does not generalize to n > 2. To show
that p(K3) = 4 it suffices to point out a rational function f € K5 which is totally positive
(and so a sum of squares in K3) but cannot be represented as the sum of three squares
in K,. Cassels, Ellison and Pfister’s choice is

f=1+X*Y*"+ XY? - 3X?%Y2
The fact that f is the sum of squares in R(X,Y") follows from the identity

(14 X% f= (1= XY+ X°(1 - Y?)? + X°V?(1 - X*)2,
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It is amazing that the machinery of elliptic curves is needed to show that the polynomial
f is not representable as the sum of 3 squares in the function field R(X,Y’), seemingly
an elementary problem. Another surprising property of the polynomial f is that, even
though it is a sum of squares of rational functions, it cannot be expressed as the sum of
squares of (any number of) polynomials in R[X, V]!

There is a conjecture that p(K,) = 2" for all n, but no progress has been achieved for
n > 3.

The Pythagoras number can be defined for any commutative ring R (just replace in
Definition 8.2.2 the field K with R). Thus, for instance, p(Z) = 4 by Lagrange’s theorem.
Here the ring Z and its field of quotients Q have equal Pythagoras numbers. This is
not always so. M. D. Choi, Z. D. Dai, T. Y. Lam and B. Reznick proved in 1982 that
the polynomial ring R[Xy,...,X,] in n > 2 indeterminates over the reals has infinite
Pythagoras number, while for its field of quotients K, we have the Pfister’s bound p(K,,) <
2",

8.3 Rzeczywiste domkniecie ciala uporzadkowanego

Now we return to real closed fields. We have seen that, given a formally real field K,
there exists a real closed extension field F' of K inducing on K an ordering (see proof of
Theorem 8.2.2). We are going to analyze this connection more closely and to establish
that, in fact, all orderings of a real field K are induced by real closed fields.

We fix an ordering P of the field K and consider the extension field £ of K obtained by
adjoining to K the square roots of all elements of P :

E=KNP):=K{/p : peP}).

The field E will play a role in the construction of a real closed field inducing on K the
ordering P. Recall that the elements of E are of the form

f(s1,.oy8m)
g(s1, .-, Sm)

)

where f and ¢ are polynomials in m > 1 indeterminates with coefficients in K and
S1,...,8m € {y/P : p € P} are square roots of elements of P with g(si,...,5,) # 0.
It follows that each element a € FE belongs to a finite extension of K of the form

K(\/p1,-..,\/Pk ), where py,...,p, € P.

STWIERDZENIE 8.3.1. Niech (K, P) bedzie ciatem uporzgdkowanym. Wtedy rozszerzenie
E =K((/P) ciala K jest cialem formalnie rzeczywistym.

Dowdd. We claim that E has the following property: for all by,...,b, € P and all
aiy...,0, € B,

biaj + -+ + bya? # 0.
Clearly, for by = --- = b, = 1, this property implies that F is a formally real field.

Suppose that £ does not have the required property. Then there are 0,...,0, € P
and ay,...,a, € F such that

biaj + -+ bya = 0. (8.2)
Each a; in (8.2) is contained in a finite extension K (/p, ..., /P ) With the p; € P. Hence
there are also py,...,p, € P such that simultaneously

ary -y 0y € K(\/D1s- s /Dm )- (8.3)
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The number m of square roots of elements of P needed here is not uniquely determined,
but each set of the a;’s certainly determines the smallest number m of square roots needed
in (8.3). Now we select the sets by,...,b, € P and ay,...,a, € E with the property that
they satisfy (8.2) and the corresponding number m in (8.3) is smallest possible. We are
going to reach a contradiction by constructing another relation of the type (8.2) requiring
only m — 1 square roots in (8.3).

Certainly m > 1, since when m = 0, we have K(/p1,...,/Pm ) = K and by (8.3) all the
a; € K, hence bja? 4 - - - + bya? € P, contrary to (8.2).

The field K(\/p1, ..., /Pm ) can be viewed as a quadratic extension

K(Vp1, - V/Pm) = K (/)

of the field K* := K(\/p1,...,/Pm—1 ). Here K*(/py, ) is a quadratic extension of K*,
since otherwise we would have K*(,/p,, ) = K*, contrary to the choice of the number m.
Thus we can write

ai:xi_{_yi\/pma Liy Yi 6K*7 Z:177n

Now (8.2) can be written in the following form

0= Z biai = Z(bzx? + 0ipmy) + 2y/Pm Z biviyi,

and it follows that
Z(bzxf + bipmy?) = 0.
Here we have obtained a relation of the type (8.2), where all the b; and b;p,, are in P and

x5,y € K* = K(\/p1,-..,\/Pm—1)- This, however, contradicts our choice of the number
m. Thus relations (8.2) are impossible in £ and so F is a formally real field. ]

Now we come to the theorem on inducing orderings of a real field by the real closed fields.

TWIERDZENIE 8.3.1. Niech K bedzie ciatem formalnie rzeczywistym i niech P bedzie
porzgdkiem ciata K. Wtedy istnieje ciato F' o nastepujgcych wlasnosciach:

(a) F jest rzeczywiscie domknietym algebraicznym rozszerzeniem ciata K,
(b) F indukuje porzqdek P na K, to znaczy, P = KN F2

Dowéd. Let E := K(v/P). By Proposition 8.3.1, E is a formally real field, hence, by
Theorem 8.1.4, there exists a real closed algebraic extension F' of the field E. Thus we
have the tower of algebraic extensions K C E C F, and so F' is an algebraic extension of
K. This proves (a).

Now let P’ = K N F? be the ordering of K induced by the unique ordering 2 of F. We
show that P = P’ and for this it suffices to show that P C P’ (by Remark 8.2.1(7)). So
let pe P. Thenp = (\/p)* € E2, hence also p € F2. Thus p € KN F? = P', showing that
P C P'. This proves (b). O

DEFINICJA 8.3.1. Rzeczywiscie domkniete algebraiczne rozszerzenie F' ciala K induku-

jace porzadek P na ciele K nazywa si¢ rzeczywistym domknieciem ciala uporzadkowanego
(K, P).

Thus we have proved that every ordered field has a real closure. As to the uniqueness,
E. Artin and O. Schreier proved that any two real closures F; and F; of an ordered field
(K, P) are isomorphic over K. In fact, there is a unique isomorphism between F; and Fy
which is identity on K. For a proof, see S. Lang’s Algebra, p. 277. Thus we can speak of
the real closure of an ordered field.
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Przyktad 8.3.1. We show here that the field K = Q(¢) of rational functions in one inde-
terminate t over the field of rational numbers @ has infinitely many (in fact, uncountably
many) orderings, hence also infinitely many pairwise nonisomorphic real closures.

The idea is to associate with every transcendental real number o an ordering of the field
K. If a € R is a transcendental number and g € Q[t] is a nonzero polynomial, then the
value g(a) is a nonzero real number. Hence, given a rational function h = f/g € Q(¢),
where f,g € Q[t] and g # 0, we can consider the value h(a) = f(«)/g(a) of the rational
function h at the point a. We now set

P,:={heK:hla)>0}

where > is the order relation in the real field R. It is easy to verify that

P,+FP,CPFP, P,-P,CP, P,U-FP, =K.

Thus P, is an ordering of K. Now we show that, if o and 3 are real transcendental
numbers and « # 3, then P, # P;.
Let, say, @ < [ (an inequality in R). Then there exists a rational number a such that
a < a < (3. Consider the polynomial h =t —a € K. We have h(a) = a — a < 0, hence
h ¢ P,. On the other hand, we have h(3) = 3 —a > 0, hence h € Pg. This shows that
P, # Pg.
We have established that the assignment a +— P, is an injective map from the set 7 of
all real transcendental numbers into the set X (K) of all orderings of K. Since 7 is known
to be uncountable, it follows that so is X (K).
Let K, and Kz be the real closures of K inducing the orderings P, and P on K. If there
exists a field isomorphism i : K, — Kj over K (i.e., leaving fixed every element of K),
then

Py =i(P,) = KnNi(K2)=KnNKj; =P

Hence for distinct transcendental numbers o and 3 the real closures K, and Kjz are
nonisomorphic over K. Thus the field K = Q(¢) has infinitely many real closures pairwise
nonisomorphic over K.
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Rozdziat 9

Ogdlne przestrzenie euklidesowe i
unitarne

Ostatnie zmiany 30.05.2009 r.

Gléwne twierdzenia tego cyklu wyktadow dotycza endomorfizméw przestrzeni eukli-
desowych i unitarnych. Oczywiscie w twierdzeniach tych wykorzystujemy pewne kluczowe
wtasnosci ciata liczb rzeczywistych R i ciata liczb zespolonych C. Najprostszym przykta-
dem sg twierdzenia o istnieniu wartosci wtasnych endomorfizméw samosprzezonych, ktore
sg konsekwencja algebraicznej domknietoséci C oraz rzeczywistej domknietoéci R. Okazuje
sie, ze w catym wyktadzie korzystaliSmy wytacznie z takich wtasnosci ciata R, ktére maja
wszystkie ciata rzeczywiscie domkniete. Ponadto, wtasnosci ciata C, ktére sa podstawa
twierdzen o endomorfizmach przestrzeni unitarnych, redukuja sie do dwoch faktow: (a)
C = R(i), to znaczy, C jest kwadratowym rozszerzeniem R o /—1, oraz (b) C jest cialem
algebraicznie domknietym. Jesli F' jest dowolnym ciatem rzeczywiscie domknietym, to na
podstawie uwagi 8.1.4, cialo F(y/—1) jest cialem algebraicznie domknietym. Tak wiec
cialo F(v/—1) jest doktadnie w takiej samej relacji do ciata rzeczywiscie domknietego F
jak ciato C do ciala R.

Te obserwacje pozwalaja stwierdzi¢, ze wszystkie pojecia zdefiniowane dla przestrzeni
euklidesowych i wszystkie twierdzenia o endomorfizmach przestrzeni euklidesowych pozo-
staja w mocy, jesli zastapi¢ w nich ciato liczb rzeczywistych R dowolnym ciatem rzeczywi-
Scie domknietym F'. Podobnie, wszystkie pojecia zdefiniowane dla przestrzeni unitarnych
i wszystkie twierdzenia o endomorfizmach przestrzeni unitarnych pozostaja w mocy, jesli
zastapi¢ w nich cialo liczb zespolonych C kwadratowym rozszerzeniem F(v/—1) dowol-
nego ciata rzeczywiscie domknietego.

Jako przyktad takiego podejscia sformutujemy niektore definicje i wazniejsze twierdze-
nia w ich optymalnej ogélnosci.

DEFINICJA. Przestrzenia euklidesowqg nazywamy skonczenie wymiarows przestrzen dwu-
liniowa V' nad ciatem rzeczywiscie domknietym F' z dodatnio okreslonym symetrycznym
funkcjonatem dwuliniowym

(, ):VXV—>F
zwanym iloczynem skalarnym na przestrzeni V.

Tutaj dodatnig okreslonos¢ iloczynu skalarnego rozumiemy nastepujaco: dla kazdego nie-
zerowego wektora v € V' wartos¢ iloczynu skalarnego (v, v) jest dodatnim elementem ciata
F (a wiec (v,v) jest kwadratem pewnego niezerowego elementu ciata F'). Tak jak w roz-
dziale 3 definiujemy norme wektora, dowodzimy nierownosci Cauchy’ego-Schwarza oraz
istnienia baz ortonormalnych. Wszystkie rezultaty rozdziatu 4 pozostajg prawdziwe dla
przestrzeni euklidesowych nad dowolnym cialem rzeczywidcie domknietym. Szczegdlnie
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jasno widac¢ to w dowodach kluczowych lematow o istnieniu wektoréw wtasnych endomor-
fizméw samosprzezonych, gdzie wykorzystalismy wszystkie wtasnosci ciata R charakte-
rystyczne dla ciat rzeczywiscie domknietych (w szczegélnosci rozktadalno$é wielomianow
na iloczyn czynnikéw liniowych i kwadratowych z ujemnymi wyréznikami). Finalnym
twierdzeniem w naszej dyskusji endomorfizméw samosprzezonych byto twierdzenie 4.4.2,
ktorego ogdlna wersja brzmi nastepujaco.

Twierdzenie. Jesli T jest przemiennym zbiorem endomorfizmow samosprzezonych prze-
strzeni euklidesowej V' nad dowolnym ciatem rzeczywiscie domknietym F, to V' ma baze
ortonormalng {vy,...,v,} takq, Ze kazdy wektor v; jest wektorem wlasnym wszystkich
endomorfizmow zbioru T .

Rozdziat 5 o funkcjonatach péttoraliniowych, przestrzeniach hermitowskich, twierdze-
niu o rzucie prostopadtym i istnieniu baz ortogonalnych mozna bez zadnych zmian prze-
nie$¢ na przestrzenie wektorowe nad dowolnym cialem F(y/—1), gdzie F jest ciatem
rzeczywiscie domknietym. Podobnie jest w rozdziale 6, gdzie wprowadzamy przestrzenie
unitarne wymagajac dodatniej okreslonosci funkcjonatu hermitowskiego. Wreszcie w roz-
dziale 7 réwniez nie korzystamy z zadnych wtasnosci cial R i C, ktére nie przystugiwaltyby
cialom F i F(y/—1), gdzie F jest rzeczywiscie domkniete. Tak wiec takze nasze gtéwne
twierdzenie 7.4.3 o réwnoczesnej ortonormalnej diagonalizowalnosci zbiorow endomorfi-
zméw przestrzeni unitarnych jest prawdziwe w ogolnych przestrzeniach unitarnych i brzmi
nastepujaco.

Twierdzenie. Niech T = {7; : i € I} bedzie zbiorem endomorfizméw przestrzeni unitar-
nej V nad cialem F(\/—1), gdzie F jest cialem rzeczywiscie domknietym. Nastepujgce
warunki sq rownowazne.

(a) Zbior T jest normalny i przemienny.
(b) Przestrzen V. ma baze ortonormalng, ktorej kazdy wektor jest wektorem wiasnym kaz-
dego endomorfizmu zbioru T .
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