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Przedmowa

Linear algebra, like motherhood,
has become a sacred cow.
Irving Kaplansky

Jakkolwiek algebre liniowa wyktada sie dla wszystkich specjalnosci matematycznych
studiéow uniwersyteckich, to jednak usytuowanie tych wyktadéw na pierwszych semestrach
studiéw nie pozwala na omoéwienie bardziej zaawansowanych tematow, ktore sa kluczo-
we dla zastosowan algebry liniowej w matematyce i poza nig. W szczegdlnodci, centralny
problem istnienia postaci kanonicznych endomorfizméw przestrzeni wektorowych jest zwy-
kle zaledwie musniety wzmianka o diagonalizowalnosci endomorfizméw samosprzezonych
przestrzeni euklidesowych.

Niniejszy skrypt jest zapisem wyktadu fakultatywnego z algebry liniowej w Uniwersy-
tecie Slaskim w semestrze zimowym roku akademickiego 2008/2009. Koncentruje si¢ on
na postaciach kanonicznych macierzy endomorfizméw i przedstawia w miare kompletnie
teorie postaci diagonalnej, tréjkatnej, Jordana i Frobeniusa. Akceptujac nowe tendencje
w wyktadzie algebry liniowej staramy sie nie korzysta¢ z wyznacznikow, nawet tam gdzie
sa one tradycyjnie uwazane za niezbedne (wielomian charakterystyczny i pierwiastki cha-
rakterystyczne endomorfizmu).
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Niniejsza wersja wyktadu bedzie systematycznie rozszerzana i poprawiana. Nowa wersja
rozdziatu bedzie zawierata date ostatniej zmiany.

Kazimierz Szymiczek



Rozdziat 1

Przestrzenie wektorowe

Ostatnie zmiany 9.10.2008 r.

W pierwszym rozdziale przypominamy podstawowe pojecia algebry liniowej. Zaktada-
my, ze Czytelnik zna te pojecia i fakty i przytaczamy je jedynie dla ustalenia terminologii,
oznaczen oraz jako wygodne podreczne zestawienie definicji i twierdzen.

1.1 Podstawowe pojecia

Niech K bedzie dowolnym cialem i niech (V, + ,60) bedzie addytywna grupa abelowa.
Grupe V nazywamy przestrzenig wektorowg nad cialem K lub K —przestrzenia wektorows,
jesli na grupie V' okreslone jest dzialanie zewnetrzne z ciatem skalaréw K :

KxV =V, (a,v)—av

i ma ono nastepujace wlasnosci:

a(vi +vy) = avy + avy
(a1 + a2)v = a1v+ agv
(ara2)v = aq(ag)

v = v

dla wszystkich a,ay,as € K, vy,vy,v € V. Elementy przestrzeni V nazywamy wektorams.
Mowimy, ze wektory vy, ..., v, € V sa lintowo zalezne, jesli istniejg skalary aq, ..., a,, € K
nie wszystkie réwne zero takie, ze

a1vy + -+ AU, = 0.

Wektory vy, ...,v, € V, ktore nie sg liniowo zalezne nazywaja sie liniowo niezalezne.
Moéwimy, ze podzbior B C V' przestrzeni V' jest liniowo niezalezny jesli kazdy skonczony
podzbidr zbioru B jest liniowo niezalezny.

Moéwimy, ze podzbiér B C V przestrzeni V' rozpina przestrzen V jesli kazdy wektor v € V/
mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektorow zbioru B,

UV =a1v1 + -+ anpUm,

dla pewnych aq,...,a, € K oraz vy,...,v, € B. Piszemy wtedy V = lin(B).

Podzbiér B przestrzeni V nazywa sie bazg przestrzeni V jesli jest liniowo niezalezny
i rozpina przestrzen V. Mozna udowodni¢, ze kazda przestrzen wektorowa ma baze i
ponadto, kazde dwie bazy przestrzeni V' sa zbiorami réwnolicznymi. Wobec tego moc
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jakiejkolwiek bazy przestrzeni V nazywa sie wymiarem przestrzeni V i oznacza dim V' lub
dimg V', jesli chcemy zaznaczy¢, ze traktujemy V' jako przestrzen wektorowa nad ciatem
K (a nie nad jakims podciatem ciata K).

Podgrupe (U, + ,60) addytywnej grupy (V, + , 6) przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K
nazywa sie podprzestrzenig przestrzeni V jesli U jest zbiorem zamknietym ze wzgledu na
mnozenie przez skalary z ciata K, to znaczy dla kazdych a € K oraz u € U takze au € U.
W tej sytuacji U jest takze przestrzeniag wektorowa nad ciatem K.

Jesli U i W sa podprzestrzeniami przestrzeni V' to zbior

U+W={u+weV:ueclUweW}

takze jest podprzestrzenia przestrzeni V. Podprzestrzen U+ W nazywamy sumg lub sumg
zwyktqg podprzestrzeni U i1 W. Zauwazmy, ze V = U + W oznacza iz zbior U U W rozpina
przestrzen V.

Moéwimy, ze przestrzen V jest sumg prostg podprzestrzeni U i W gdy

V=U+W oraz UNW ={0}.

Piszemy wtedy V = U @& W. Latwo dowodyzi sie, ze V = U & W wtedy i tylko wtedy gdy
kazdy wektor v € V ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci v = u + w gdzie u € U
oraz w € W.

Pojecia sumy i sumy prostej dwéch podprzestrzeni sg szczegdlnymi przypadkami ogolniej-
szych pojeé sumy i sumy prostej dowolnej (niekoniecznie skonczonej) rodziny podprze-
strzeni przestrzeni V. Niech {U; : i € I} bedzie dowolng rodzina podprzestrzeni przestrze-
ni wektorowej V. Sumg tej rodziny podprzestrzeni nazywamy zbior wszystkich wektoréow
v € V, ktore mozna przedstawi¢ w postaci skonczonych sum postaci

V= Uy s+ Uy,

gdzie u;; € U;; oraz i; € I. Zbidr ten jest podprzestrzenia przestrzeni V' i oznaczamy go
U
iel
Moéwimy, ze przestrzen V jest sumg prostg rodziny podprzestrzeni {U; : i € I} jesli
U;=V oraz U;jn > U;={0} dlakazdego je€ Il
i€l 1€l i ]

Piszemy wtedy V' = @,c; U;. Podobnie jak w przypadku dwoch podprzestrzeni, V =
Dicr U; wtedy i tylko wtedy gdy kazdy wektor v € V' ma dokladnie jedno przedstawienie
w postaci v = u;, + -+ u;, gdzie u;; € U;; oraz i € I.

Niech U bedzie podprzestrzenig przestrzeni V. Wtedy (U, + , 6) jest podgrupa addytywnej
grupy abelowej (V, + ,0) i wobec tego mozna rozpatrywaé grupe ilorazowa V/U, ktorej
elementami sa warstwy v + U grupy V wzgledem podgrupy (normalnej) U i dodawanie
warstw jest okreslone nastepujaco:

(U1+U>+(U2+U):U1+UQ+U.
Grupa ilorazowa V/U jest grupa abelowa i mozna na niej okresli¢ dziatanie zewnetrzne
KxV/U—-V/U (a,v+U)—av+U,

ktére wyposaza grupe abelowa V/U w strukture przestrzeni wektorowej nad cialem K.
Nazywamy ja przestrzenig ilorazowq przestrzeni V' wzgledem podprzestrzeni U.
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Jesli dim V' < oo, to znaczy jesli V' ma skonczona baze, to wymiar przestrzeni ilorazowe;j
V/U jest wyznaczony nastepujaco:

dimV/U = dimV — dim U.

Jesli bowiem {vy, ..., v} jest dowolna baza podprzestrzeni U, to uzupetiamy ja do bazy
{v1, ..., Vg, U1, ..., Uy} przestrzeni V i tatwo dowodzimy, ze warstwy uy + U, ... Uy + U
tworza baze przestrzeni ilorazowej V/U.

1.2 Homomorfizmy

Niech teraz V i W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K. Homomorfizmem
przestrzeni V' w przestrzen W nazywamy odwzorowanie ¢ : V. — W, ktore jest homo-
morfizmem addytywnej grupy V' w addytywna grupe W i zachowuje mnozenie wektorow
przez skalary. A wiec

p(v1 +v2) = @(v1) + p(v2) oraz  p(av) = ap(v)

dla wszystkich v1, vy, v € V oraz a € K. Homomorfizm ¢ : V' — W nazywa sie monomor-
fizmem, epimorfizmem, izomorfizmem jesli ¢ jest odpowiednio odwzorowaniem injektyw-
nym, surjektywnym, bijektywnym.

Jgdrem homomorfizmu ¢ : V' — W przestrzeni wektorowych nazywa sie jadro homomor-
fizmu ¢ : V — W grupy abelowej V' w grupe abelowg W. Jadro ¢ oznacza sie ker . A
wiec ker o = {v € V : ¢(v) = Oy }. Latwo sprawdza sie, ze homomorfizm ¢ : V' — W jest
monomorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy ker ¢ = 0.

Jesli homomorfizm ¢ : V. — W jest izomorfizmem, to przestrzenie V i W nazywamy
izomorficznymi i piszemy V = W. Latwo sprawdza sig, ze izomorfizm ¢ : V' — W prze-
prowadza baze przestrzeni V' na baze przestrzeni W i wobec tego

Vew = dmV=dmW.

Jesli znamy jakas baze przestrzeni V', to istnieje bardzo prosty i wygodny sposob okreslania
homomorfizméw ¢ : V. — W w dowolna przestrzen wektorowa W (nad tym samym
cialem). Jesli, na przyktad, przestrzen V jest skonczenie wymiarowa i ma baze {v1,...,v,}
to dla kazdego uktadu {wy,...,w,} wektor6w przestrzeni W istnieje doktadnie jeden
homomorfizm ¢ : V. — W taki, ze ¢(v;) = w; dla i = 1,...,n. Homomorfizm ten
dziata na wektorach przestrzeni V' (ktére sa kombinacjami liniowymi wektoréw bazowych)
nastepujaco:
olaivy + -+ + apvy) = aqwy + -+ - + apWwy.

Zatem dla okreslenia homomorfizmu ¢ na przestrzeni wektorowej V wystarczy wskazaé
obrazy poprzez ¢ wektoréw bazowych przestrzeni V. Wykorzystamy to spostrzezenie dla
dowodu nastepujacego faktu:

dimV =dimW = V=W.

Jesli B i B’ sa bazami V' i W, odpowiednio, to dim V' = dim W oznacza, ze istnieje bijekcja
f:B — B'. Niech ¢ : V.— W bedzie jedynym homomorfizmem, takim, ze p(v) = f(v)
dla kazdego v € B. Wtedy ¢ jest izomorfizmem. Rzeczywiscie, poniewaz f jest bijekcja,
wszystkie wektory bazy B’ przestrzeni W sa w obrazie homomorfizmu ¢, skad wynika, ze
v jest surjekcja. Z drugiej strony, jesli v € ker ¢, oraz v = a1v; + - - - + AUy, gdzie v; € B
oraz a; € K, to z rbwnosci

0=0)=af(vi) + -+ amf(vm)



4 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE WEKTOROWE

wynika, ze a; = -+ = a,, = 0, gdyz f(v1),..., f(v,) sa liniowo niezalezne jako wektory
bazy B’ przestrzeni W. Zatem v = 0, co oznacza, ze ker ¢ = 0 1 wobec tego ¢ jest injekcja.
Specjalng role odgrywa homomorfizm kanoniczny ky : V. — V/U przestrzeni V' w prze-
strzen ilorazowa V/U wzgledem (dowolnej) podprzestrzeni U. Z definicji mamy kg (v) =
v+ U dla kazdego v € V. Latwo zauwazy¢, ze ker kyy = U. Wazne twierdzenie o homomor-
fizmach przestrzeni wektorowych mowi, ze jesli ¢ : V' — W jest epimorfizmem przestrzeni

wektorowych, to
V/ker p = W.

Jako proste zastosowanie twierdzenia o homomorfizmach otrzymamy formute dla wymiaru
sumy skonczenie wymiarowych podprzestrzeni U i W przestrzeni V:

dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W).
Ten rezultat wynika stad, ze epimorfizm
U—-U+W)/W, u—u+W

ma jadro U N W. Zatem U/(UNW) = (U + W)/W, skad poréwnujac wymiary izomor-
ficznych przestrzeni otrzymujemy formute dla dim(U + W).

Dla ustalonych przestrzeni wektorowych V, W nad ciatem K zbiér wszystkich homomorfi-
zméw ¢ @ V' — W oznacza si¢ symbolem Hom(V, W) lub Homg (V, W). Zbiér Hom(V, W)
jest grupa abelowa ze wzgledu na zwykte dodawanie funkcji i grupe te wyposazamy w
strukture przestrzeni wektorowej nad ciatem K definiujgc mnozenie homomorfizméw przez
skalary nastepujaco: dla ¢ € Hom(V, W) idla a € K okreslamy ap : V' — W nastepujaco:

(ap)(v) = ap(v) dla veV.

Latwo sprawdza sie, ze faktycznie ap € Hom(V,W). W ten sposdéb mozemy rozpatrywaé
przestrzeri, homomorfizméw Hom(V, W).
Jesli {vy,...,v,} oraz {wy,...,w,} sa bazami przestrzeni V i W, to definiujemy nm
homomorfizméw 7;; : V- — W takich, ze

Tij(Vk) = 0w

dlal <i<m, 1 <j < n Dowodz sig, ze tworza one baze przestrzeni Hom(V, W).
Zatem dla przestrzeni skoniczenie wymiarowych mamy

dim Hom(V, W) = dim V' - dim W. (1.1)

Jesli ¢ : W — W’ jest homomorfizmem, to dla kazdego homomorfizmu f : V. — W
otrzymujemy homomorfizm przestrzeni wektorowych oo f : V. — W', W ten sposob
definiuje sie homomorfizm indukowany

¢« : Hom(V, W) — Hom(V,W'),  ¢.(f) = ¢o f.

W jezyku teorii kategorii mozna powiedzie¢, ze przy ustalonej przestrzeni V', przyporzad-
kowania

W — Hom(V.W), ¢ p.

okreslaja funktor kowariantny kategorii przestrzeni wektorowych w siebie. Dwie nastepu-
jace wtasnosci homomorfizmu indukowanego sa tatwe do udowodnienia.
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STWIERDZENIE 1.2.1. (a) Dla kazdego epimorfizmu ¢ : W — W' homomorfizm induko-
wany

¢« : Hom(V, W) — Hom(V, W')
jest takze epimorfizmem.

(b) Jesli 0—W — W' —=W"—0 jest ciggiem dokladnym, to takzie
0 — Hom(V, W) — Hom(V,W') — Hom(V,W") — 0
jest ciggiem doktadnym.

Dla przyktadu udowodnimy pierwsza wtasnosé. Niech g € Hom(V, W’) i niech {v;}
bedzie baza przestrzeni V. Poniewaz ¢ jest epimorfizmem, wiec istnieja w; € W takie,
ze p(w;) = g(v;) dla kazdego i. Obieramy teraz homomorfizm f € Hom(V, W) taki, ze
f(v;) = w; dla kazdego i. Wtedy g = ¢f = ¢v.(f). A wiec ¢, jest epimorfizmenn.

1.3 Endomorfizmy i macierze

Homomorfizm 7 : V' — V przestrzeni wektorowej V' w siebie nazywa sie endomorfizmem
przestrzeni wektorowej V. Endomorfizm 7 : V' — V', ktéry jest izomorfizmem nazywa si¢
automorfizmem przestrzeni wektorowej V. Przestrzen endomorfizméw Hom(V, V') ozna-
cza sie¢ End V' lub Endg V. Jedli dimg V' = n < oo, to na podstawie (1.1) otrzymujemy
dimK EndK V= n2.

Przypomnimy teraz fundamentalne pojecie macierzy endomorfizmu wzgledem bazy prze-
strzeni.

DEFINICJA 1.3.1. Niech B = {vy,...,v,} bedzie uporzadkowana baza przestrzeni wek-
torowej V' iniech 7 € Endg V. Kazdy wektor 7(v;) przedstawiamy jako kombinacje liniowa
wektorow bazy B :

T(Uj) = Z bijvi,
=1

gdzie b;; sa jednoznacznie okreslonymi elementami ciata K.
Macierz m(7, B) := [b;;] € M, (K) nazywa si¢ macierzg endomorfizmu T w bazie B.
Macierz m(7, B) mozna wiec opisa¢ jako macierz, ktorej j—ta kolumne tworza wspétrzedne
wektora 7(v;) w bazie B.
Niech M, (K) bedzie zbiorem wszystkich n x n macierzy (macierzy o n kolumnach i n
wierszach) o elementach z ciatla K. Jak wiadomo z kursu algebry liniowej M, (K) jest
przestrzenia wektorowa nad ciatem K z dziataniem zewnetrznym i dodawaniem macierzy
okreslonymi nastepujaco:

a - [ag] = laai], [ai] + [bis] == [ai; + by],
gdzie a € K. Zbiér macierzy

gdzie M;; jest macierzg, ktora w :—tym wierszu i j—tej kolumnie ma 1 a na pozostalych
miejscach zera, jest baza algebry M, (K). Rzeczywiscie, macierze te rozpinaja przestrzen
M, (K), co wynika z réwnosci

lay] = > ayMy,

1<i,j<n



6 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE WEKTOROWE

oraz sg liniowo niezalezne, co tatwo otrzymuje sie przy pomocy tej samej réwnosci. Zatem
dimg M, (K) = n?.
Okazuje sig, ze kazda uporzadkowana baza B przestrzeni V' wyznacza przyporzadkowanie
p:Endg V. — M, (K), wp(r)=m(r,B),

ktore jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych. Rutynowy argument pozwala bowiem
stwierdzi¢, ze odwzorowanie p jest bijekcja, a ponadto dla dowolnych o, 7 € Endg V' oraz
dowolnego a € K mamy

m(oc+7,B) = m(o,B)+ m(r,B),
m(ar,B) = am(r,B).

Jesli bowiem B = {vy,...,v,} jest baza V i

n n
O'(Uj) = Zaijvi, T(Uj) = Zbijvi
i=1 =1

to

n

(0 +7)(v) = 2 (0 +bij)ui,

=1

oraz
n

CLT('Uj) = Z abijvi

=1

co oznacza, ze m(o + 7, B) = m(o, B) + m(7, B) oraz m(at, B) = am(T, B).

1.4 Moduly nad piersScieniami przemiennymi

Pojecie przestrzeni wektorowej nad ciatem jest szczegdlnym przypadkiem ogdlniejszego
pojecia modutu nad pierécieniem. Niech A bedzie dowolnym pierécieniem przemiennym
(z jedynka 1 € A) i niech M bedzie addytywna grupa abelowa.

Grupe M nazywamy modulem nad pierscieniem A, lub krétko A—modutem, jesli na grupie
M okreslone jest dziatanie zewnetrzne z pierscieniem skalaréw A :

Ax M — M, (a,m)— am

i ma ono nastepujace wtasnosci:

a(m1 + m2> = ami+ amsy (12)
(ay +az)m = aym+ asm (1.3)
(aras)m = aq(asm) (1.4)
Im = m (1.5)

dla wszystkich a,ay,a0 € A, my, mo, m € M.

Jak widzimy, w przypadku gdy pierscien A jest cialem, definicja ta redukuje sie do de-
finicji przestrzeni wektorowej. Niektore pojecia i fakty algebry liniowej przenosza sie bez
zadnych zmian do teorii modutéw. Na przyktad, definicje liniowej niezaleznosci wekto-
row, bazy i wymiaru przestrzeni, podprzestrzeni, sumy prostej, przestrzeni ilorazowej,
homomorfizmu, przestrzeni homomorfizméw, homomorfizmu indukowanego, funkcjonatu
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liniowego, przestrzeni dualnej, przestrzeni bidualnej - majg swoje oczywiste odpowiedniki
w teorii modutow.

Zmacznie wigkszej ostroznosci wymaga korzystanie w teorii moduléw z faktéw analo-
gicznych do tych znanych z teorii przestrzeni wektorowych. Na ogét fakty prawdziwe dla
przestrzeni wektorowych przestajg by¢ prawdziwe w teorii modutéow. A wiec na przyktad,
wprawdzie mozna zdefiniowaé¢ pojecie bazy modutu, ale nie mozna udowodnié¢, ze kazdy
modul ma baze (podczas gdy kazda przestrzen wektorowa ma baze). Modul, ktéry ma
baze nazywa sie modutem wolnym. Okazuje sie, ze kazde dwie bazy modutu wolnego sg
rownoliczne i wobec tego, podobnie jak dla przestrzeni wektorowych mozna okresli¢ wy-
miar, zwany tutaj ranga modutu wolnego, jako liczbe kardynalng dowolnej bazy modutu
wolnego. Nawet jesli modut jest wolny, to moze si¢ zdarzy¢, ze ma podmoduty, ktore nie
sa modutami wolnymi. Jesli podmoduty modutu wolnego sa modutami wolnymi (na przy-
ktad ma to miejsce nad pierécieniami idealtéw gtéwnych), to moduly ilorazowe nie sa na
0og6l modutami wolnymi. Wobec tego nie mozna przenies¢ na moduty wolne formuty dla
wymiaru przestrzeni ilorazowej skonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowe;j.

Twierdzenie o homomorfizmach przestrzeni wektorowych ma automatyczne uogélnie-
nie w teorii modutéw. Natomiast odpowiedniki twierdzen o przestrzeniach homomorfi-
zmoéw, takie jak stwierdzenie 1.2.1 nie sa juz na ogdt prawdziwe. Tym niemniej dla nie-
ktorych modutow M prawdziwe sg whasnodci:

(a) Dla kazdego epimorfizmu ¢ : N — N’ homomorfizm indukowany
¢« : Hom(M, N) — Hom(M, N')

jest takze epimorfizmem.

(b) Jesli 0— N — N — N’ — 0 jest ciagiem doktadnym, to takze
0 — Hom(M, N) — Hom(M, N') — Hom(M, N") — 0

jest ciggiem doktadnym.

Przede wszystkim, dla przestrzeni wektorowych wlasnosci (a) i (b) mozna udowodnié
postugujac si¢ bazami przestrzeni wektorowych. Te same dowody mozna powtorzy¢ w
przypadku modutéw wolnych. A wiec kazdy modut wolny M ma wtasnosci (a) i (b). Dalej,
mozna pokazaé, ze dla modutu M, wlasnosé (a) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy
jest prawdziwa wlasnosé (b). Modut M nazywa sie projektywny, jesli ma jedna (a wiec
obydwie) z wtasnosci (a), (b). Okazuje sig, ze klasa modutéw projektywnych jest istotnie
szersza niz klasa modutéw wolnych. Mozna udowodnié¢, ze modut M jest projektywny
wtedy i tylko wtedy gdy jest sktadnikiem prostym pewnego modutu wolnego, a wiec gdy
istnieje modut wolny F' i jego podmodut @) takie, ze

F=Ma®Q.

Podobnie analizuje sie przenoszenie innych wtasnosci przestrzeni wektorowych do teorii
modutéw. Zainteresowanego czytelnika odsytamy do opracowania autora Moduly projek-
tywne, dostepnego na stronie internetowej Instytutu Matematyki US www.math.us . edu. pl
w dziale Materialy dydaktyczne.



Rozdzial 2
Algebry

Ostatnie zmiany 27.10.2008 r.

2.1 K-algebry

Przypomnimy najpierw podstawowe definicje teorii pierscieni. W rozdziale 1 postugiwali-
sSmy sie juz pojeciem pierscienia przemiennego, tutaj natomiast akcentujemy ogdlniejsza
definicje pierécienia nie zaktadajaca przemiennosci mnozenia w pierscieniu.

DEFINICJA 2.1.1. Zbiér P z dwoma dziataniami + i - zwanymi dodawaniem i mnozeniem
oraz z dwoma wyréznionymi elementami 0 i 1 zwanymi zerem i jedynkq nazywa si¢
pierscieniem, jesli spelnione sg nastepujace warunki:

1. (P, +,0) jest grupa abelowa.
2. (P, - ,1) jest monoidem (polgrupa z jedynka).
3. Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania, to znaczy

a(b+c)=ab+ac oraz (b4 c)a=ba+ ca

dla kazdych a,b,c € P.

Zwracamy uwage, ze kazdy pierscienn ma jedynke. Ponadto, mnozenie w pierécieniu P
musi by¢ taczne ale moze byé nieprzemienne. Jesli mnozenie w pierscieniu P jest przemien-
ne, to znaczy jesli ab = ba dla kazdych a,b € P, to pierscien P nazywa si¢ pierscieniem
przemiennym.

Podpierscieniem pierscienia P nazywamy podgrupe P; addytywnej grupy pierécienia P
zawierajaca jedynke pierscienia P i zamknieta ze wzgledu na mnozenie. Yatwo sprawdzic,
ze P; jest wtedy takze pierécieniem ze wzgledu na dziatania dodawania i mnozenia bedace
zaciesnieniami odpowiednich dziatan w P.

Element a pierscienia P nazywa si¢ lewostronnie odwracalny, jesli istnieje b € P taki, ze
ba = 1. Element b nazywa sie wtedy lewostronnie odwrotnym do elementu a. Podobnie,
a € P jest prawostronnie odwracalny, jesli istnieje ¢ € P taki, ze ac = 1. Element ¢ jest
wtedy prawostronnie odwrotny do a. W koncu, element a € P nazywa sie odwracalny, je-
sli jest rownoczesnie lewostronnie i prawostronnie odwracalny. Zauwazmy, ze jesli element
a € P jest odwracalny i ba =1 oraz ac =1, to

=b-ac=ba-c=c.

A wiec element odwracalny a ma tylko jeden element lewostronnie odwrotny, jak rowniez
tylko jeden element prawostronnie odwrotny i elementy te sa réwne (jedynemu) elemen-
towi odwrotnemu do a. W zwiagzku z ta jednoznacznoscig elementu odwrotnego do a

wprowadzamy dla niego oznaczenie a~!.
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Stwierdzamy z tatwoscia, ze zbiér U(P) wszystkich elementéw odwracalnych pierscienia
P tworzy grupe ze wzgledu na mnozenie elementéw. Nazywa si¢ ja grupg elementéow od-
wracalnych pierscienia P.

Pierscien P nazywa si¢ pierscieniem z dzieleniem, jesli kazdy rézny od zera element pier-
Scienia P jest odwracalny. Przemienny pierscien z dzieleniem jest wiec ciatem.

Element a pierscienia P nazywa sie lewostronnym dzielnikiem zera, jesli istnieje b € P, b #
0, taki, ze ab = 0. Podobnie, a € P jest prawostronnym dzielnikiem zera, jesli istnieje
c € P, ¢ # 0, taki, ze ca = 0. Element a € P nazywa si¢ dzielnikiem zera w P jesli jest
rownoczesnie lewostronnym i prawostronnym dzielnikiem zera.

Centrum Z(P) pierscienia P nazywamy zbiér wszystkich elementéw pierécienia P prze-
miennych z kazdym elementem pierscienia P :

Z(P):={a€ P:ab=ba Vbe P}.
Latwo sprawdzi¢, ze Z(P) jest (przemiennym) podpierécieniem pierscienia P.

DEFINICJA 2.1.2. Niech A bedzie przestrzenig wektorowg nad ciatem K. Méwimy, ze A
jest K —algebra (albo algebra nad cialem K) jesli w A jest okreslone dzialanie binarne

AxA—A (a,b)—a-b

zwane mnozeniem lub mnozeniem wewnetrznym w A i spelnione sg nastepujace warunki:
(I) A z dodawaniem wektoréw i mnozeniem wewnetrznym jest pierscieniem.
(IT) Mnozenie wewnetrzne w A i mnozenie wektoréw przez skalary spelniaja nastepujacy
warunek:

z(a-b)=xa-b=a-xzb dla wszystkich z € K, a,b € A.

Jesli pierscien A jest przemienny, to K —algebre A nazywamy K —algebra przemienna.
Bazg K—algebry A nazywamy baze przestrzeni wektorowej A nad K.

Wymiarem dimg A algebry A nazywamy wymiar dimg A przestrzeni wektorowej A nad
ciatem K.

Jesli A jest K—algebrai B C A jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni A i réwno-
czes$nie B jest podpierscieniem pierécienia A, to B takze spelnia warunki (I) i (II) definicji
2.1.2 i wobec tego B jest takze K —algebra. Nazywamy ja podalgebrq algebry A.

Jesli A jest K—algebra i pierscien A jest pierScieniem z dzieleniem, to algebre A nazywa
sie algebrg z dzieleniem.

Uwaga 2.1.1. Nastepujaca analiza definicji K —algebry objasnia role warunku (II) w
definicji 2.1.2. Fakt, ze A jest pierscieniem sprowadza sie do spelnienia trzech warunkéw:
(I;) mnozenie wewnetrzne w A jest dziataniem tacznym,

(Iz) mnozenie wewnetrzne w A jest rozdzielne wzgledem dodawania w A,

(I3) istnieje element 14 € A taki, ze 14 -a =a- 14 = a dla wszystkich a € A.

Niech f : A x A — A bedzie mnozeniem wewnetrznym w K —algebrze A, to znaczy
B(a,b) =ab dla a,be A Wtedy (I2) i (II) mozna zapisaé nastepujaco:

ﬁ<a7b+0) = ﬁ(avb) —l—ﬁ(a,c),
Bb+c,a) = B(ba)+ B(c,a),
xﬁ(%b) = ﬁ(maﬁ b) = ﬁ(av xb)

dla wszystkich a,b,c € A oraz x € K. Warunki te stwierdzaja, ze [ jest operacja addy-
tywna (warunek (Iy)) i jednorodna (warunek (II)) ze wzgledu na kazda zmienna. Zatem
G jest odwzorowaniem dwuliniowym przestrzeni wektorowej A w A.

Tak wiec K-algebra A jest przestrzenia wektorowa nad cialem K w ktorej jest okreslone
dwuliniowe mnozenie wewnetrzne spetiajace dodatkowo warunki (Iy) i (I3).
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Przyktad 2.1.1. Niech K bedzie ciatem i niech ciato L bedzie rozszerzeniem ciata K.
Wtedy L mozna traktowaé jako przestrzen wektorowg nad cialem K (z mnozeniem ze-
wnetrznym elementéw L przez elementy ciata K okreslonym jako zacie$nienie mnozenia
L x L — L wciele L do K x L — L) i ponadto, mnozenie w ciele L spetnia warunki (I) i
(IT) definicji 2.1.2. Zauwazmy, ze w tym przyktadzie jednorodnosé mnozenia w L (warunek
(IT) definicji) wynika z przemiennosci i tacznosci mnozenia w L. A wiec kazde rozszerzenie
L ciata K mozna traktowaé jako przemienna K-algebre z dzieleniem. W szczegdlnosci,
K jest 1-wymiarowa K-algebra. Wymiar dimy L nazywa si¢ takze stopniem ciata L nad
ciatem K.

Przyktad 2.1.2. Niech K[X] bedzie pierscieniem przemiennym wielomianéw jednej
zmiennej X nad ciatem K. Oczywiscie K[X] jest takze przestrzenia wektorowa nad cia-
tem K z mnozeniem wielomianéw przez skalary jako dzialaniem zewnetrznym. Ponadto
mnozenie (wewnetrzne) wielomianéw jest dwuliniowe. Zatem K[X] jest K —algebra prze-
mienng oraz dim K[X| = oco. Nie jest to jednak algebra z dzieleniem, gdyz wielomiany
stopnia > 1 sg nieodwracalnymi elementami pierscienia K[X].

Przyklad 2.1.3. Przypomnimy teraz standardowy przyktad K —algebry macierzy. Niech
M, (K) bedzie przestrzenia wektorowa wszystkich n x n macierzy o elementach z ciata K.
Wiadomo, ze w M, (K) jest okreslone wewnetrzne dziatanie mnozenia macierzy

[aij] ) [bw] = [Cij]v Cij = ailblj + -+ ainbnj-

To mnozenie jest taczne i dwuliniowe, ponadto macierz jednostkowa I € M, (K) jest
jedynka mnozenia: I - M = M - [ = M dla kazdej macierzy M € M, (K).
A wiec M, (K) jest K-algebra i jak stwierdziliémy w rozdziale 1, dimg M, (K) = n®. Latwo
stwierdzi¢, ze dla n > 1 algebra M, (K) jest nieprzemienna. Ponadto, dla n > 1 algebra
M, (K) nie jest algebra z dzieleniem (gdyz odwracalne sa jedynie macierze nieosobliwe).
Zauwazmy jeszcze, ze definicje dziatan w algebrze macierzy M, (K) jak réwniez do-
wody odpowiednich wtasnosci tych dziatan nie wykorzystuja faktu, ze mnozenie w K
jest przemienne. Wykorzystuje sie jedynie fakt, ze K jest K-algebra. Wobec tego, jesli A
jest dowolng K —algebrg, to te same definicje dzialan na macierzach okreslaja strukture
K —algebry na zbiorze M, (A) wszystkich n x n macierzy o elementach w K-algebrze A.
Latwo stwierdzi¢, ze

dimg M, (A) = n*dimg A.

Przyktad 2.1.4. Niech K bedzie dowolnym ciatem i niech V' bedzie przestrzenia wek-
torowa nad cialem K. Rozpatrzmy zbiér Endg V' wszystkich endomorfizméw przestrzeni
wektorowej V. Wyrdznimy endomorfizm zerowy Oy : V — V taki, ze Oy (u) = 0 dla kazde-
go u € V', oraz endomorfizm tozsamosciowy 1y : V — V taki, ze 1y (u) = u dla kazdego
ueV.

Jak wiemy z rozdzialu 1, Endg V' jest przestrzenia wektorowa nad K z dziataniami doda-
wania endomorfizmoéw i mnozenia endomorfizméw przez skalary okreslonymi nastepujaco:
dla o,7 € EndV

o+7: V=V, (0+47)(u)=o0(u)+7(u),

orazdlaze KiT € EndV

xr: V=V, (2z7)(u) = 27(u)

dla kazdego u € V. Ponadto okreslamy dziatanie mnozenia endomorfizmoéw, jako ztozenie
odwzorowan:

o-17: V=V, (0-7)(u)=o0c(r(u)).
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Rutynowe rachunki pokazuja, ze Endg V' z dodawaniem i mnozeniem endomorfizmoéw jako
dziataniami jest pierscieniem.

Nalezy jeszcze zauwazy¢, ze mnozenie endomorfizméw w End V' oraz mnozenie endomor-
fizméw przez skalary sa zwigzane nastepujaca wlasnoscia:

x(o-T)=x0-T=0" 2T

dla dowolnych o, 7 € EndV oraz z € K. W ten sposéb pierécien Endyi V' jest K —algebrg.
Nazywamy ja algebrqg endomorfizmow przestrzeni wektorowej V. Algebra endomorfizmow
przestrzeni o wymiarze > 1 nie jest algebra z dzieleniem (zob. przyktad 2.1.5).

DEFINICIA 2.1.3. Niech A i B beda K-algebrami. Homomorfizmem K—algebr A i B
nazywamy odwzorowanie h : A — B spelniajgce warunek

h(za) = zh(a), h(a+0b) = h(a)+ h(b), h(a-b)=h(a)-h(b), h(la)=1p

dla wszystkich x € K, a,b € A. Izomorfizmem K-algebr nazywamy bijektywny homo-
morfizm K-algebr.

A wiec homomorfizm algebr jest rownocze$nie homomorfizmem przestrzeni wektoro-
wych i homomorfizmem pierscieni.

Przyklad 2.1.5. Niech V' bedzie n-wymiarows przestrzenig wektorowa nad ciatem K.
Wtedy mamy nastepujacy izomorfizm K-algebr:

Endi V = M, (K).

Jesli B = {v1,...,v,} jest baza przestrzeni V, to rozpatrujemy n? endomorfizméw 7;; :
V' — V takich, ze
Tij (V) = 0;

dla 1 <i,7 <n. W §l.1 zauwazyliSmy, ze tworza one baze przestrzeni
Hom(V,V) = Endg V.
Rutynowe rachunki pokazuja, ze homomorfizm przestrzeni wektorowych
Endg V — M, (K)

taki, ze 7;; — M;;, gdzie M;; € M, (K) jest macierza, ktéra w i—tym wierszu i j—tej
kolumnie ma 1 a na pozostatych miejscach zera, jest izomorfizmem K —algebr.

Opiszemy jeszcze raz izomorfizm wskazany w przyktadzie 2.1.5 uzywajac pojecia ma-
cierzy endomorfizmu wzgledem bazy przestrzeni. Zauwazmy, ze w oznaczeniach przyktadu
2.1.5 mamy

m(Tij,B> = Mz]
Poshugujac sie pojeciem macierzy endomorfizmu wzgledem bazy przestrzeni mozemy izo-
morfizm algebr z przyktadu 2.1.5 opisa¢ nastepujaco. Obieramy w przestrzeni wektorowej
V' baze uporzadkowana B i kazdemu endomorfizmowi 7 przestrzeni V' przyporzadkowuje-
my macierz m(7, ) endomorfizmu 7 wzgledem bazy B. Jak stwierdziliémy w rozdziale 1,
odwzorowanie
p:Endg V— M,(K), p(7)=m(r,B)
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jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych. Ponadto dla dowolnych o, 7 € Endx V' mamy
m(o-7,B) = m(o,B) -m(r,B). (2.1)

Jesli bowiem B = {vy,...,v,} jest baza V i

n n
O'(Uj) = Zaijvi, T(Uj) = Zbijvi
i=1 =1

to

n n n

(o T)(”j) = U<T(Uj>) = U(i bijui) = ;bz‘ja(%’) = ;sz ,; Qi Uk

= Z(Z akibz’j)vk7
k=1

i=1

skad wynika, ze element c;; macierzy endomorfizmu o - 7 w bazie B ma postac

n
Chj = ) aribij-
k=1

Jest to wiec element k—tego wiersza i j—tej kolumny iloczynu macierzy [a;;] - [b;;]. Stad
otrzymujemy (2.1).
[zomorficzne algebry majg oczywiscie rowne wymiary, zatem jeszcze raz otrzymujemy

dimgV =n<oco = dimEndgV = dim M, (K) = n>.

Odwzorowanie p przeprowadza grupe elementéw odwracalnych U(Endg V') algebry endo-
morfizméw na grupe elementéw odwracalnych U(M,,(K)). Elementy odwracalne w oby-
dwu algebrach nazywa si¢ takze nieosobliwymi. Tradycyjne oznaczenia dla grup endomor-
fizméw nieosobliwych i macierzy nieosobliwych (stopnia n nad ciatem K') sa nastepujace:
AutV i GL(n,K). A wiec u(AutV) = GL(n, K).

Jak juz zauwazyliSmy, najprostszymi przyktadami algebr z dzieleniem sa rozszerzenia
cial: jesli K jest podciatem ciata L, to L jest przemienng K —algebra i oczywiscie jest
to algebra z dzieleniem. W ten sposéb nad cialem R liczb rzeczywistych otrzymujemy
dwie przemienne R—algebry z dzieleniem: R i C. Okazuje si¢, ze nad R nie ma juz innych
przemiennych skonczenie wymiarowych algebr z dzieleniem. Kazda taka algebra jest cia-
tem i jest skoniczonym rozszerzeniem ciata R, a wiec jest to jedynie R lub C. Mozna tez
udowodni¢, ze nad R nie istnieje 3—wymiarowa algebra z dzieleniem. Natomiast nad R
istnieje 4—wymiarowa algebra z dzieleniem H zwana algebrg kwaternionéw Hamiltona.

Konstrukcje algebry H mozna opisa¢ nastepujaco. W dowolnej 4—wymiarowej prze-
strzeni wektorowej nad R obieramy jakakolwiek baze i jej elementy oznaczamy 1,1, j, k.
Definiujac wewnetrzne mnozenie w H zaktadamy, ze bedzie ono rozdzielne wzgledem do-
dawania i wobec tego wystarczy jedynie wskaza¢ reguty mnozenia elementéow bazowych.
Kluczowe sg nastepujace definicje:

1=1y, *=-1, j?=-1, i-j=k=—j-i. (2.2)
Jesli; na przyktad, chcemy znalezé k - j, to mozemy postepowaé nastepujaco:
kej=(-j)-j=i-j>=i-(~1)=—i.
W ten sposéb uzywajac tylko (2.2) sprawdzamy, ze
jok=i=—k-j, k-i=j=—i-k, k*=-1.
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Poniewaz zaktadamy rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania, potrafimy teraz jedno-
znacznie obliczy¢ iloczyn dowolnych dwoch kwaternionéw (zol + x1i + 225 + x3k)(yol +
Y11 + y2J + ysk). W ten sposob 4—wymiarowa przestrzen wektorowa H staje sie algebra
nad ciatem R liczb rzeczywistych.

Istnieje tez bardziej geometryczne podejécie do definicji algebry kwaternionéw Hamil-
tona. W 4—wymiarowej przestrzeni

H=R1® Ri @ Rj & RE,

ktorej wektory nazywamy kwaternionami, wyrézniamy dwie podprzestrzenie, 1-wymiarowa
podprzestrzen R1 kwaternionéw skalarnych oraz 3-wymiarowa podprzestrzen

Hy := Ri & Rj @ Rk

kwaternionow czystych. Zauwazmy, ze H = R1 & Hj, zatem kazdy kwaternion ma jed-
noznaczne przedstawienie w postaci sumy kwaternionu skalarnego i kwaternionu czy-
stego. Mnozenie kwaternionéw definiujemy w dwoch krokach. Dla kwaternionow p =
2ol + po, ¢ = Yol + qo, gdzie zo,yo € R i pgy,qo sa kwaternionami czystymi, pierwsza
reguta jest nastepujaca:

p-q= (ol +po) - (Yol + qo) = Toyol + oqo + Yopo + Po - Gos (2.3)

gdzie iloczyn pg - ¢o kwaternionéw czystych bedzie okreslony druga reguta mnozenia. Dla
wprowadzenia drugiej reguty traktujemy przestrzen Hy kwaternionéw czystych jako prze-
strzen euklidesowa ze standardowym iloczynem skalarnym

(po, @) = T1y1 + T2y + T3Y3

dla pg = 211+ 295 + 23k, qo = 1t + Y27 +ysk € Hy. W przestrzeni euklidesowej Hy mamy
takze okreslony iloczyn wektorowy

ik
[P0, Qo] :==det| x1 x2 x5 | = (ways — x3y2)i + (T3y1 — x1Y3)] + (T1y2 — T2yn)k
Y Y2 Y3

z pozyteczng interpretacja geometryczna (wektor [pg, qo] jest prostopadty do obydwu wek-
toréw po i qo oraz jego dtugosé jest réwna polu réwnolegtoboku rozpietego na pg, o). Przy
tym jest rzecza istotna, ze iloczyn wektorowy [ , | : Hy x Hy — Hy jest odwzorowa-
niem dwuliniowym. Wykorzystamy teraz iloczyn skalarny i iloczyn wektorowy pg i qo by
zdefiniowaé iloczyn czystych kwaternionow:

Po - o == —(Po, q0)1 + [po, qo]- (2.4)

Wykorzystujac reguty (2.3) i (2.4), okreslamy zatem iloczyn dowolnych kwaternionéw
p,q € H. Jest rzecza oczywista, ze tak okreslone mnozenie jest dwuliniowe. Mniej trywial-
nym ¢wiczeniem jest sprawdzenie tgcznosci mnozenia, ktére pomijamy. Natomiast tatwo
stwierdzi¢, ze 1 jest jedynka algebry H. Rzeczywiscie,

1-¢g=(11+0)(yol+q)=wl+qp=gq

zgodnie z (2.3) 1 (2.4), 1 podobnie ¢-1 = ¢q. W ten sposob skonstruowalismy 4-wymiarows
algebre kwaternionéw Hamiltona. Latwo sprawdzi¢, ze ta konstrukcja daje doktadnie te
sama algebra, ktéra opisaliémy wczesniej przy pomocy regut mnozenia (2.2). Rzeczywiscie,

Z]:_(Z7])1+[Z>]]:[27J]:k oraz jZ:—<j,l)1+[],2]:[j,l]:—/{}7
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i = —(i,i)1 + [i,i] = =11 = -1 oraz j>= —(j,75)1+[j,j] = —11 = —1.

Niech teraz p = x9l + po € H, gdzie py = x1i + 227 + 23k € Hy. Kwaternion p :=
xol — po nazywa sie kwaternionem sprzezonym z p, natomiast iloczyn p - p nazywa sie
normg kwaternionu p i oznacza N(p). Zatem

N(p)=p-p = x5l +z(—p0) + zopo — Py = 21 — pj
= 251+ (po, po)1 — [po, po] = 231+ (po, po)l
= (zf+ o]+ a5 +23)1.
Wykorzystujac te formute dla normy kwaternionu udowodnimy teraz z tatwoscia naste-
pujacy fakt.
STWIERDZENIE 2.1.1. R—algebra kwaternionow H jest algebrg z dzieleniem.

Dowdd. Niech p € H bedzie niezerowym kwaternionem. Wtedy jego norma p -p = x1
jest niezerowym kwaternionem skalarnym, a wigc x jest r6zng od zera liczba rzeczywista
(suma kwadratéw wspétrzednych kwaternionu p). Wobec tego

p- x_lp = 17
co dowodzi, ze p jest odwracalny (oraz p~' = x~1p). O

Role algebry kwaternionéw Hamiltona podkresla udowodnione w roku 1877 twierdzenie
G. Frobeniusa méwigce, ze nad ciatem R liczb rzeczywistych jedynymi skonczenie wymia-
rowymi algebrami z dzieleniem sa (z doktadnoscia do izomorfizmu) R, C oraz H.

2.1.1 Wielomian minimalny

Rozpatrzymy teraz wazny przyktad homomorfizmu przemiennej K —algebry K[X]| wie-
lomianéw jednej zmiennej nad ciatem K w dowolng K —algebre A. Homomorfizm ten
sprowadza si¢ do operacji podstawiania elementu algebry w miejsce zmiennej wielomianu.
Wprawdzie w charakterze A dopuszczamy tu dowolng K —algebre, ale najwazniejszym dla
nas szczegdlnym przypadkiem jest algebra Endgx V' endomorfizméw przestrzeni wektoro-
wej V. Ponizej opisujemy zatem wtasnosci endomorfizméw postaci f(7), gdzie f € K[X]
oraz T € Endg V.

Niech f =ay+ a1 X + - -+ a,X" bedzie wielomianem o wspotczynnikach z ciata K i
niech 7 € A bedzie dowolnym elementem algebry A. Wtedy okreslamy

f(r)=aola+ a7+ - +a,m™.

Oczywiscie dla dowolnego wielomianu f € K[X] oraz 7 € A mamy f(7) € A. Ponadto,
przy ustalonym 7 € A, odwzorowanie

pr i K[X] = A, oo (f) = f(7)
jest homomorfizmem K —algebr. Dla dowolnych wielomianéw f, g € K [X] mamy bowiem
(f+9)(1) = f(T)+9(r), (fo)(r) = f(7) g(7),
oraz dla jedynki 1 algebry K[X] mamy ¢, (1) = 14. Ponadto,
pr(af) = (af)(r) = af(r) = ap, (1)

dla kazdego a € K.
Wazna konsekwencja tego, ze ¢, jest homomorfizmem pierscieni jest nastepujacy fakt:
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TWIERDZENIE 2.1.1. Dla kazdego elementu 7 € A i dla dowolnych wielomianow f,qg €
K[X] elementy f(7) i g(7) sq przemienne:

f(r)-g(r) =g(7) - f(7).

Dowéd. Mamy bowiem f(7) - g(7) = o:(fg) = o (gf) = g(1) - f(1). u

Zauwazmy, ze jesli dim A < oo, to zaden homomorfizm K —algebr K[X| — A nie moze
by¢ monomorfizmem, w szczegdlnosci wiec dla zadnego elementu 7 € A homomorfizm .
nie jest monomorfizmem. Nieco doktadniejsza informacje podaje nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.1.2. Jesli A jest n—wymiarowq algebrg nad ciatem K, to kazdy element
T € A jest zerem pewnego niezerowego wielomianu o wspotczynnikach z ciata K stopnia
niewiekszego od n.

Dowdd. Niech dimyg A = n. Wtedy w przestrzeni wektorowej A kazdy uktad n + 1 ele-
mentow jest liniowo zalezny. Dla kazdego 7 € A istnieja wiec skalary ag,aq,...,a, € K,
nie wszystkie rowne zero, takie, ze

apla + a7+ -+ a,7" = 04.

Oznacza to, ze dla wielomianu ¢ = a9 + a1 X + -+ + a, X" € K[X] mamy g # 0 oraz
9(1) = Oa. O

WNIOSEK 2.1.1. Dla kazdego elementu 7T skonczenie wymiarowej K—algebry A jadro
homomorfizmu ¢, : K[X]|— A jest niezerowym idealem w pierscieniu wielomiandéw K[X].

Wiemy, ze w pierécieniu wielomianéw K[X| kazdy ideal jest glowny. W szczegdlnosei
ker o, = (p) jest ideatem gléwnym generowanym przez pewien wielomian p € K[X].
Prowadzi to do nastepujacej definicji wielomianu minimalnego elementu 7.

DEFINICJA 2.1.4. Niech 7 bedzie elementem skorniczenie wymiarowej K —algebry A. Wie-
lomianem minimalnym p, elementu 7 nazywamy unormowany generator p, ideatu ker ¢,
pierécienia K[X].

A wiec p, € K[X] jest wielomianem minimalnym elementu 7 € A wtedy i tylko wtedy,
gdy p, jest wielomianem unormowanym (to znaczy, najwyzszy wspétczynnik wielomianu
pr jest réwny 1) oraz ker o, = (p,). Warunki te sa rownowazne temu, ze p, jest wielo-
mianem unormowanym, p,(7) = 04 oraz p, dzieli kazdy wielomian f € K[X] taki, ze

f(T) = OA.

Przyklad 2.1.6. Wielomianem minimalnym elementu zerowego 04 jest wielomian p,, =
X € K[X]. Rzeczywiscie, ker ¢y, = (X). Natomiast wielomianem minimalnym jedynki
14 algebry A jest wielomian p;, = X — 1 € K[X], gdyz ker ¢y, = (X —1).

Wielomian minimalny elementu 7 zawiera wiele waznych informacji o elemencie 7. Na
przyktad, jesli wyraz wolny wielomianu minimalnego p, elementu 7 jest réwny zero (to
znaczy, jesli p,(0) = 0), to element 7 jest dzielnikiem zera w algebrze A. Jedli bowiem
pr=a; X + -+ ap 1 X"+ X™ to

Oa=p,(T)=ar7+ - +7"=7(a g+ +7" ) = (a11g+ -+ 7" N7,

oraz a;ly+---+7""1 £ 04, gdyz w przeciwnym razie element 7 byltby zerem niezerowego
wielomianu stopnia m — 1 wbrew temu, ze wielomian minimalny p, elementu 7 ma stopien
m.
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2.1.2 Elementy odwracalne i dzielniki zera

Okazuje sie, ze w skoriczenie wymiarowej algebrze A nie moze istnie¢ element, ktory bytby
jednostronnie odwracalny i réwnoczesnie nie byt odwracalny. Wynika to z nastepujacej
analizy zwigzku miedzy odwracalnoscig elementu algebry a niezerowaniem si¢ wyrazu
wolnego wielomianu minimalnego tego elementu.

TWIERDZENIE 2.1.3. Dla elementu 7 skonczenie wymiarowej algebry A nastepujgce wa-
runki sq rownowazne.

(a) Wyraz wolny wielomianu minimalnego elementu T jest rézny od zera.

(b) T jest odwracalny w A.

(c) T jest lewostronnie odwracalny w A.

(d) 7 jest prawostronnie odwracalny w A.

Dowdéd. Niech p, = ag + a1 X + -+ + a1 X™ 1 + X™ Wtedy mamy tozsamosé wielo-
mianowsg
pr =ao+ Xp

gdzie p:=a; + -+ + a1 X™ 2+ XL
(a) = (b) Jesli ag # 0, to z réwnosci p,(7) = 04 otrzymujemy 04 = agla + 7p(7), skad

Ly =17 (=ag 'p(r)) = (—ag 'p(7)) - 7.
A wiec 7 jest endomorfizmem odwracalnym oraz endomorfizmem odwrotnym do 7 jest

77 = —ay 'p(7).
(b) = (a) Jesli ap = 0, to jak juz zauwazyliSmy 7 jest dzielnikiem zera w algebrze A
(gdyz 7 - p(1) = p(7) - 7 = 04) 1 wobec tego T nie jest elementem odwracalnym.
Pozostaje pokazaé, ze (¢) = (b) oraz (d) = (b) (gdyz przeciwne implikacje sa trywialne).
Zalozmy (c). Wtedy istnieje element 71 algebry A taki, ze 7 = 14. Jesli 7 nie jest
odwracalny, to wobec juz udowodnionej réwnowaznosci warunkéw (a) i (b) wyraz wolny
wielomianu minimalnego p, jest réwny zero. Wobec tego dla 0 = p(7) mamy o # 04 oraz
7o = 04. Zatem
04 =7(10) = (7)o = 140 = 0,

sprzecznosé. A wiec 7 jest odwracalny. Podobnie dowodzi sie, ze (d) = (b). O

Pokazemy teraz na przyktadzie nieskonczenie wymiarowej algebry endomorfizméw, ze
w algebrze moga istnie¢ elementy lewostronnie odwracalne, ktore jednak nie sg prawo-
stronnie odwracalne (i w zwiazku z tym nie sa odwracalne).

Przyktad 2.1.7. Niech V = R[X] bedzie przestrzenig wektorowa wielomianéw jed-
nej zmiennej nad cialem R liczb rzeczywistych i rozpatrzmy algebre endomorfizméw
Endg R[X]. Niech D oraz I beda odwzorowaniami V' — V' okreslonymi nastepujaco:

d

D)= S o 1) = [ foyar

Tutaj D(f) jest formalna pochodna wielomianu f natomiast I(f) jest formalna calka
oznaczona wielomianu f. Operacje D i I sa oczywiscie endomorfizmami przestrzeni wek-
torowej V = R[X]. Zauwazamy, ze dla dowolnego wielomianu f € R[X] mamy

DI(f) = ([ f(tyit) = () = 1.
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oraz z drugiej strony

ID(f) = [ DBt = F(X) ~ (D).

Zatem D - I = 1y, natomiast I - D # 1y, gdyz jesli tylko wielomian f nie zeruje sie w
punkcie X = 1, to ID(f) # f. Mozemy wiec powiedzieé, ze na przestrzeni wielomia-
né6w R[X] endomorfizm rézniczkowania D jest prawostronnie odwracalny i prawostronnie
odwrotnym endomorfizmem jest endomorfizm catkowania I. Natomiast I nie jest endo-
morfizmem lewostronnie odwrotnym do D. Poniewaz element odwracalny ma tylko jeden
element lewostronnie odwrotny, wynika stad, ze operacja rézniczkowania (a takze operacja
catkowania) nie jest odwracalnym endomorfizmem przestrzeni wektorowej R[X].

TWIERDZENIE 2.1.4. Dla elementu 7 skonczenie wymiarowej algebry A nastepujgce wa-
runki sq rownowazne.

(a) Wyraz wolny wielomianu minimalnego elementu T jest rowny zero.

(b) T jest dzielnikiem zera w A.

(c) T jest lewostronnym dzielnikiem zera w A.

(d) 7 jest prawostronnym dzielnikiem zera w A.

Dowdd. Kazdy z warunkéow (b), (c), (d) pociaga (a), gdyz jednostronny a tym bardziej
obustronny dzielnik zera nie jest elementem odwracalnym. Natomiast jesli zatozymy (a),
to w oznaczeniach dowodu twierdzenia 2.1.3 mamy 7-p(7) = p(7) -7 = 04 oraz p(7) # 04.
Wobec tego (a) pociaga (b) i tym bardziej (c) i (d). O

Wedtug naszej definicji dzielnika zera element 7 jest dzielnikiem zera w A jesli jest
réwnoczeénie lewostronnym i prawostronnym dzielnikiem zera. Oznacza to, ze istnieja
01,09 € A takie, ze To1 = 097 = 04. Zanotujmy zauwazony juz wczesniej fakt, ze w tej
sytuacji zawsze mozna dobra¢ o, = 0.

WNIOSEK 2.1.2. Jesli element T jest dzielnikiem zera w skoriczenie wymiarowej algebrze
A, to istnieje taki element o € A, Ze

7o =0T = 04.

Dowdd. W oznaczeniach dowodu twierdzenia 2.1.3 wystarczy przyjaé¢ o = p(7). O

2.2 Endomorfizmy

Algebra endomorfizméw skonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej jest skoriczenie
wymiarowa algebra i wobec tego stosujg sie do niej wszystkie konstrukcje i fakty przed-
stawione w §2.1.11 §2.1.2. W szczegdlnosci, kazdy endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian
minimalny p, € K[X], przy czym 7 jest odwracalnym elementem w algebrze Endy V' wte-
dy i tylko wtedy gdy p,(0) # 0 (twierdzenie 2.1.3).

2.2.1 Endomorfizmy odwracalne

Rozpatrywane w rozdziale §2.1 wtasno$ci endomorfizmow przestrzeni wektorowej V' sg
konsekwencja faktu, ze wszystkie endomorfizmy przestrzeni V' tworza K —algebre i fak-
tycznie whasnodci te przystuguja elementom dowolnej skonczenie wymiarowej K —algebry.
Tymczasem endomorfizmy przestrzeni wektorowej maja swoja specyfike, sa bowiem funk-
cjami lintowymi na przestrzeni V' w siebie. W szczegélnosci, dla endomorfizmu 7 prze-
strzeni V' mozemy rozpatrywac jego jgdro i obraz,

kerr={veV:r(v)=0}, imr={r(v)eV:veV}=r(V),
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podczas gdy dla elementow dowolnej K —algebry pojecia te nie maja sensu. Pojecie nieoso-
bliwosci endomorfizmu jest charakterystycznym przyktadem wykorzystania funkcyjnego
charakteru endomorfizmu.

DEFINICJA 2.2.1. Endomorfizm 7 przestrzeni wektorowej V' nazywa si¢ endomorfizmem
nieosobliwym, jesli ker 7 = 0.

Endomorfizm 7 nazywa si¢ endomorfizmem osobliwym, jesli nie jest nieosobliwy, to znaczy,
jesli istnieje wektor v € V' taki, ze v # 01 7(v) = 0.

A wigc endomorfizm 7 : V' — V jest niecosobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy jest odwzo-
rowaniem injektywnym (réznowartosciowym), natomiast 7 jest osobliwy wtedy i tylko
wtedy, gdy ma niezerowe jadro.

Podstawa do powiazania nieosobliwosci endomorfizmu z wlasnosciami, ktére zaleza od
wielomianu minimalnego endomorfizmu jest nastepujacy lemat.

LEMAT 2.2.1. Niech 7 : V —V bedzie endomorfizmem skonczenie wymiarowej przestrzeni
wektorowej nad ciatem K. Wtedy

dimg V = dimg ker 7 + dimg im 7.

Dowéd. Rozpatrzmy przestrzen ilorazowa V/ ker 7. Na podstawie twierdzenia o homo-
morfizmach przestrzeni wektorowych mamy izomorfizm

im7 = V/kerr.
Poréwnujac wymiary otrzymujemy
dimg im 7 = dimg V/ ker 7 = dimg V' — dimg ker 7. O

TWIERDZENIE 2.2.1. Dla endomorfizmu 7 : V —V skonczenie wymiarowej przestrzeni
wektorowej V' nastepujgce warunki sg rownowazne:

(a) T jest nieosobliwy.

(b) T jest monomorfizmem.

(c) T jest epimorfizmem.

(d) 7 jest izomorfizmem.

(e) T jest odwracalny w Endg V.

(f) Wyraz wolny wielomianu minimalnego endomorfizmu 7 jest rézny od zera.

Dowdd. Réwnowaznosé warunkow (a), (b), (c¢), (d) wynika z lematu 2.2.1, natomiast
réwnowazno$¢ warunkow (e), (f) wynika z twierdzenia 2.1.3. Jesli 7 jest endomorfizmem
odwracalnym i 77! jest endomorfizmem odwrotnym do 7, to z réwnosci 77~ = 1y, wynika,
ze (771 (v)) = v dla kazdego v € V. Zatem 7 jest epimorfizmem. A wiec (e) = (c).
Wystarczy teraz pokazaé, ze (d) = (e). Jesli 7 : V' — V jest izomorfizmem, to kazdy wektor
przestrzeni V' mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci 7(v), gdzie v € V. Wobec tego
okreslamy odwzorowanie

o: V-V, o(r(v)=v

dla kazdego v € V. Latwe sprawdzenie pokazuje, ze o jest endomorfizmem przestrzeni V.
Ponadto, z okreslenia endomorfizmu ¢ wynika, ze o7 = 1,. A wiec endomorfizm 7 jest
lewostronnie odwracalny i wobec tego, na podstawie twierdzenia 2.1.3, jest odwracalny.

m
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TWIERDZENIE 2.2.2. Dla endomorfizmu 7 : V —V skonczenie wymiarowej przestrzeni
wektorowej V' nastepujgce warunki sq rownowazne:

(a) T jest osobliwy.

(b) T nie jest monomorfizmem.

(¢c) T nie jest epimorfizmem.

(d) 7 nie jest izomorfizmem.

(e) T jest dzielnikiem zera w Endg V.

(f) Wyraz wolny wielomianu minimalnego endomorfizmu T jest réwny zero.

Dowdd. Réwnowaznosé warunkow (a), (b), (c), (d) wynika z lematu 2.2.1 natomiast réw-
nowazno$¢ warunkéw (e), (f) wynika z twierdzenia 2.1.4. Na podstawie twierdzen 2.1.3
i 2.1.4 endomorfizm 7 jest dzielnikiem zera w Endgx V wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest
odwracalny. Zatem réwnowaznos$é (e) i (d) wynika z réwnowaznosci warunkow (e) i (d) w
twierdzeniu 2.2.1. O

DEFINICJA 2.2.2. Rzedem rank 7 endomorfizmu 7 : V — V nazywamy wymiar obrazu
endomorfizmu 7 :
rank 7 := dimg im 7.

Zauwazmy, ze 0 < rank7 < dimg V. Przy tym rank 7 = dimg V' wtedy i tylko wtedy,
gdy endomorfizm 7 jest nieosobliwy. Jesli 7 jest osobliwy, to 0 < rank 7 < dimg V. Widzi-
my wiec, ze rzad endomorfizmu pozwala nie tylko rozgraniczy¢ endomorfizmy nieosobliwe
od osobliwych, ale jest takze swoistg miarg osobliwosci endomorfizmu. Mozna intuicyjnie
uwazaé, ze im wiekszy rzad endomorfizmu osobliwego, tym blizszy jest on nieosobliwosci.
Z drugiej strony, jesli rank 7 = 0, to 7 = Oy jest krancowo osobliwy. Zauwazmy, ze zgodnie
z lematem 2.2.1,

rank 7 = dimg V' — dimg ker 7.

TWIERDZENIE 2.2.3. Niech o, 7 bedg endomorfizmami skonczenie wymiarowej przestrzeni
wektorowej V' nad ciatem K. Witedy

(a) ranko7 < rank 7.

(b) rank o7 < ranko.

(¢) rank o7 < min{rank o, rank 7}.

(d) Jesli endomorfizm o jest nieosobliwy, to

rank o7 = rank 70 = rank 7.

Dowdd. (a) Skorzystamy tu z faktu, ze dla dowolnej podprzestrzeni U przestrzeni V mamy
dimo(U) < dimU. Wtedy dla U = 7(V') mamy

rankor = dimimo7 = dimo(7(V)) < dim7(V') = rank 7.

(b) Skorzystamy tu z faktu, ze dla dowolnych podprzestrzeni Uy, Uy przestrzeni V, jesli
Uy C Uy, to dimo(U;) < dimo(Us). Zatem dla Uy = 7(V') oraz Uy = V mamy

rankor = dimo(7(V)) < dimo (V) = ranko.
(c) wynika z (a) i (b).
(d) Endomorfizm nieosobliwy o jest izomorfizmem i wobec tego przeprowadza podprze-

strzen U przestrzeni V' na podprzestrzen o takim samym wymiarze, a wiec dimo(U) =

dim U. Stad dla U = 7(V) mamy

rankor = dimo(7(V)) = dim7(V) = rank 7.
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Z drugiej strony, jesli endomorfizm o jest nieosobliwy, to (V') = V' i wobec tego
rank 7o = dim 7(o(V)) = dim7(V) = rank 7.
Dowodzi to czesci (d) twierdzenia. O

WNIOSEK 2.2.1. Jesli o jest nieosobliwym endomorfizmem skoriczenie wymiarowej prze-
strzeni wektorowej V, to dla kazdego endomorfizmu T przestrzeni V- mamy

1 — rank 7.

rank oTo
Dowdéd. Zastosujemy cze$¢ (d) twierdzenia 2.2.3:
rankoro ! = rank (70 !) = rank 70" = rank T,

gdyz wraz z o takze o~ ! jest endomorfizmem nieosobliwym. O

2.2.2 Podobienstwo

Zbadamy teraz zwiazek miedzy macierzami m(7, A) oraz m(7, B) endomorfizmu 7 w dwéch
réznych uporzadkowanych bazach A i B przestrzeni V. Niech wiec A = {uy, ... ,u,} i B =
{v1,...,v,} beda uporzadkowanymi bazami przestrzeni V' i niech m(r, A) = [a;;] = A
oraz m(7, B) = [b;;] =: B. Zatem

(u]) = Zaijui, T(’Uj) = Zbijvi
i=1 i=1
dla j =1,...,n. Obieramy endomorfizm o € Endg V taki, ze
o(u;)=v;, j=1,...,n

Wtedy o jest automorfizmem przestrzeni V' oraz

To(u;) = 7(vj) Z bijv; = Z bijo(w;) = O’(Z biju;).
i=1 i=1
Wynika stad, ze
o Yo (uj) meu“

dla 7 =1,...,n. Rownosci te pokazuja, ze endomorfizm o
to znaczy, m(c 7o, A) = B. Niech S := m(o, A). Wtedy

B=m(c"'r0,A) =m(c !, A)ym(r,A) m(c, A) = STTAS.

170 ma w bazie A macierz B,

Udowodnilismy wiec nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 2.2.4. Jesli A i B sqg macierzami endomorfizmu 7 w uporzgdkowanych
bazach A i B przestrzeni V' i jesli S = m(o, A) jest macierzq automorfizmu o przeprowa-
dzajgcego baze A na baze B, to B = S™*AS, to znaczy

m(7,B) = m(o, A)~" - m(7, A) - m(c, A).

Uwaga 2.2.1. Macierz S = m(o,.A) mozna takze interpretowaé jako macierz przejscia
od bazy A do bazy B. Jesli bowiem S = [s;;], to

n
uj) = sy, j=1,...,n
i=1
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DEFINICJA 2.2.3. Macierze A, B € M, (K) nazywamy podobnymi lub sprzezonymi, jesli
istnieje macierz odwracalna S € M, (K) taka, ze

B=S"1AS.

Podobienstwo macierzy jest relacja réwnowaznosciowa w algebrze macierzy M, (K).
Twierdzenie 2.2.4 orzeka, ze macierze endomorfizmu 7 w réznych bazach przestrzeni V sg
podobne.

DEFINICJA 2.2.4. Endomorfizmy p i 7 przestrzeni V nazywamy endomorfizmami podob-
nymi lub sprzezonymi, jesli istnieje endomorfizm odwracalny o taki, ze

p= o tro.

Latwo sprawdzi¢, ze relacja podobienstwa endomorfizméw jest relacja rownowaznosci w
algebrze Endg V.

TWIERDZENIE 2.2.5. Jesli p i« 7 sg podobnymi endomorfizmama przestrzeni V', to
(a) Pp = DPr-

(b) p jest nieosobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy T jest nieosobliwy,

(c) rank p = rank 7.

Dowdd. (a) Niech o,7,p € Endg V oraz niech o bedzie endomorfizmem nieosobliwym.
Zatézmy, ze p = o~ 1o, Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnej liczby naturalnej 7 mamy

1 1 1 1

(c7'ro) =070 -0 ro-- -0 ro = 07 0.

Zatem dla dowolnego wielomianu g = 3" a; X" € K[X] mamy

glo'r0) => ai(c7 o) =Y ajo ' r'o = o g(1)o.

Wiynika stad, ze g(o~*

wielomianu g,

7o) = 0y wtedy i tylko wtedy, gdy g(7) = Oy. A wiec dla dowolnego

g(p) =0y <= g(1) = 0y.

W szczegdlnosci, wobec p,(p) = Oy i p;(7) = Oy otrzymujemy p,(7) = Oy i p,(p) = Oy.
Zatem p, | p,ip, | pr, skad wynika juz réwnosé¢ wielomianéw minimalnych endomorfizméw
p=o0"l'ro oraz T.

(b) wynika z twierdzenia 2.2.1 i z czesci (a). Zauwazmy tez, ze (b) wynika z (c). Natomiast
(¢) udowodnilismy juz jako wniosek 2.2.1. O

TWIERDZENIE 2.2.6. Dla endomorfizméow p i 7 przestrzeni V nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(a) p i T sqg podobne.

(b) Dla kazdej uporzadkowanej bazy A przestrzeni V macierze m(p, A) i m(7, A) sqg po-
dobne.

(b') Istnieje uporzadkowana baza A’ przestrzeni V' taka, Ze macierze m(p, A') i m(7, A’)
sq podobne.

(¢) Dla kazdej uporzgdkowanej bazy A przestrzeni V istnieje uporzedkowana baza B prze-
strzeni V' taka, Ze m(p, A) = m(7, B).

(¢') Istniejg uporzqdkowane bazy A i B przestrzeni V' takie, ze m(p, A) = m(T, B).
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Dowéd. (a) = (b) Niech p = o~ '70, gdzie 0 € AutV i niech A bedzie dowolng baza
przestrzeni V. Wtedy

m(p,A) =m(c 70, A) =S -m(r, A) - S,

gdzie S = m(o,.A). A wiec macierze m(p,.A) i m(7,.A) sa podobne.

(b) = (V') jest oczywiste.
(b") = (c) Niech m(p, A') = S™' - m(1, A’) - S, gdzie S jest macierza odwracalna i niech
A bedzie dowolna baza uporzadkowana przestrzeni V. Macierz m(p, A) jest podobna do
macierzy m(p, A’) (na podstawie twierdzenia 2.2.4), zatem istnieje macierz odwracalna T’
taka, ze

m(p, A) =T -m(p,A)-T.

Stad
m(p, A) =T'S™ " -m(r,A")- ST = (ST)"" - m(r, A') - (ST)).

Obieramy automorfizm « przestrzeni V' taki, ze ST = m(«, A’). Niech B = «o(A’). Wtedy
B jest baza przestrzeni V' i na podstawie twierdzenia 2.2.4 mamy (ST) 'm(7, A')(ST) =
m(T, B). A wiec m(p, A) = m(7, B).

(c) = (') jest oczywiste.
(/) = (a) Niech o bedzie automorfizmem przestrzeni V przeprowadzajacym baze A na
baze B. Wtedy na podstawie (¢’) i twierdzenia 2.2.4 mamy

m(p, “4) = m(Ta B) = m(a, A)il ) m(Ta A) ) m(‘T: “4) = m(0717_0,7 “4)

1 1

Endomorfizmy p i 0~ '70 maja wiec rowne macierze w bazie A skad wynika, ze p = o~ 70.
A wiege (<) = (a). O

Jak widzimy, endomorfizmy podobne maja wiele wspoélnych wtasnosci. Naturalnym
problemem jest wiec klasyfikacja endomorfizméw przestrzeni V' ze wzgledu na podobien-
stwo endomorfizméw. Problem ten jest $cile zwiazany z klasyfikacja macierzy w M, (K)
ze wzgledu na podobienstwo macierzy.

Jesli bowiem ustalimy uporzadkowana baze A przestrzeni V i kazdemu endomorfi-
zmowi T przestrzeni V przyporzadkujemy macierz u(7) = A = m(7, A) endomorfizmu 7
wzgledem bazy A, to jak wiemy, otrzymujemy izomorfizm K —algebr

p: Endg V— M, (K).

Ten izomorfizm przeprowadza klasy endomorfizméw podobnych na klasy macierzy podob-
nych:
plotro o € AutV}y = {ST1AS : S € GL(n, k)},

gdzie u(o) = S dla o € AutV. A wiec p przeprowadza klase endomorfizméw podobnych
do 7 na zbiér macierzy endomorfizmu 7 we wszystkich bazach przestrzeni V' (lub réwno-
waznie, na zbior macierzy wszystkich endomorfizméw podobnych do 7, w ustalonej bazie
A przestrzeni V).

Ta obserwacja jest podstawg klasyfikacji endomorfizméw przestrzeni wektorowej i po-
szukiwania postaci kanonicznych macierzy endomorfizmoéow. 7Z kazdym endomorfizmem 7
przestrzeni V' wiazemy klas¢ macierzy tego endomorfizmu we wszystkich bazach przestrze-
ni V i znajdujemy w tej klasie macierze szczegdlnych postaci, ktére opisuja przejrzyscie
dzialanie endomorfizmu 7 na odpowiadajacych tym macierzom bazach przestrzeni wek-
torowej V. Sa to tak zwane postaci kanoniczne macierzy endomorfizmu 7.
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2.3 Algebra endomorfizméow

2.3.1 Reprezentacja algebry w algebrze endomorfizméw

W teorii grup dowodzi sig, ze kazda grupa jest izomorficzna z podgrupa grupy symetrycz-
nej (permutacji) pewnego zbioru. Okazuje sie, ze algebry endomorfizméw odgrywaja w
teorii algebr taka role jak grupy symetryczne w teorii grup. Wynika to z nastepujacego
faktu.

TWIERDZENIE 2.3.1. Kazda K—algebra jest izomorficzna z podalgebrg algebry endomor-
fizmow Endg V' pewnej przestrzeni wektorowej V- nad ciatem K.

Dowdéd. Niech A bedzie K —algebra. Wtedy A jest przestrzenia wektorowa nad ciatem K
i wobec tego mozemy rozpatrywaé algebre endomorfizméw Endg A tej przestrzeni wek-
torowej. Pokazemy, ze algebra A jest izomorficzna z podalgebra algebry endomorfizméw
Endyx A przestrzeni wektorowej A.

Dla kazdego a € A rozpatrujemy odwzorowanie 7, : A — A okreslone nastepujaco: 7,(v) =
av dla kazdego v € A. Tutaj av jest iloczynem elementéw algebry A. Latwo sprawdza sie,
ze T, jest endomorfizmem przestrzeni wektorowej A. Dla u,v € A mamy bowiem na
podstawie rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania w A

To(u +v) = alu+v) = au+ av = 7,(u) + 74(v),
oraz dla z € K, v € A mamy
T.(zv) = a(zxv) = z(av) = z7,(v).
Okreslamy teraz odwzorowanie
p: A—EndA, ¢(a) =1,
Rutynowe rachunki pokazuja, ze ¢ jest homomorfizmem K —algebr, to znaczy,
p(za+yb) = zp(a) +yp(b), @la-b) =p(a)-(b), ¢(1) =14

dla kazdych z,y € K, a,b € A. Jadrem tego homomorfizmu jest zbior tych a € A dla
ktérych ¢(a) = 7, jest endomorfizmem zerowym 04. A wiec a € ker ¢ pociaga, ze av = 0
dla kazdego v € A. W szczegdlnosei wiec a = al = 0, skad wynika, ze ker o = {0}. Zatem
@ jest réznowartosciowym homomorfizmem i wobec tego jest izomorfizmem algebry A na
podalgebre ¢(A) algebry Endg A. O

2.3.2 Centrum algebry endomorfizmow

W nieprzemiennej K-algebrze A zawsze istnieja elementy, ktore sg przemienne z kazdym
elementem algebry A. Takim elementem jest jedynka 14 algebry A a takze element zerowy
0 € A. Ogolniej, skalarne wielokrotnosci jedynki algebry maja te wtasnos¢. Rzeczywiscie,
dzieki wlasnosci jednorodnosci wewnetrznego mnozenia w A mamy

(xla)-a=x(1g-a)=x(a-14) =a- (zla)
dla wszystkich x € K, a € A.
DEFINICJA 2.3.1. Centrum K-algebry A nazywamy zbior
Z(A) :={ce A:ca=ac dlawszystkich a € A}

wszystkich elementéw algebry A przemiennych z kazdym elementem algebry A.



2.3. ALGEBRA ENDOMORFIZMOW 25

Jak juz zauwazylidmy, zbiér K1, := {x14 : x € K} skalarnych wielokrotnosci jedynki
algebry A zawsze zawiera si¢ w centrum algebry A: K14 C Z(A).

DEFINICJA 2.3.2. K-algebra A nazywa sie centralng K-algebra, jesli K14 = Z(A).

Mozna powiedzie¢, ze centralna K-algebra jest w wysokim stopniu nieprzemienna: jej
centrum nie zawiera zadnych elementéw spoza zbioru K1 4, ktéry koniecznie musi zawieraé
sie w centrum.

TWIERDZENIE 2.3.2. Algebra endomorfizméw Endg V' dowolnej przestrzeni wektoroweyj
nad dowolnym ciatem K jest centralng K—algebrg.

Dowdéd. Jak w kazdym pierscieniu, centrum Z(Endg V') jest podpierscieniem, a nawet
podalgebra algebry Endg V. Zauwazmy najpierw, ze

Oy, 1y € Z(EndK V)

i ogdlniej, jak to zauwazyliSmy juz wezesniej dla dowolnej K —algebry, Z(Endg V') zawiera
wszystkie endomorfizmy skalarne aly, gdzie a € K. Pokazemy, ze centrum jest podciatem
algebry Endg V' ztozonym z wszystkich endomorfizméw skalarnych:

Z(EndK V) = KlV

Jedli o = aly jest endomorfizmem skalarnym, to dla kazdego v € V mamy o(v) = av €
Kwv. Endomorfizm skalarny o zachowuje wiec wszystkie proste w przestrzeni V' (to znaczy
o(Kv) C Kv dla kazdego v € V, a dla ¢ # 0 mamy oczywiscie o(Kv) = Kv).

Najpierw sprawdzimy, ze kazdy endomorfizm o € Z(Endg V') zachowuje wszystkie proste
w przestrzeni V. Przypusémy, ze endomorfizm 7 przestrzeni V' nie zachowuje wszystkich
prostych przestrzeni V, to znaczy istnieje wektor v € V' taki, ze 7(v) ¢ Kv. Pokazemy, ze
7 nie nalezy do centrum algebry Endg V.

Rzeczywiscie, niech 7(v) = w ¢ Kv. Wtedy v i w sa liniowo niezalezne, istnieje wiec
endomorfizm p taki, ze p(v) = v oraz p(w) ¢ Kw, na przyktad p(w) = v + w. Mamy wiec

Tp(v) = 7(v) =w, pr(v) = pw) =v+w ¢ Kw,

skad wynika, ze 7p # p7 1 wobec tego T nie nalezy do centrum Endg V.

Dowodzi to, ze kazdy endomorfizm o € Z(Endg V') zachowuje wszystkie proste w prze-
strzeni V' : dla kazdego v € V mamy o(v) € Kv. Teraz tatwo stwierdzamy, ze endomorfizm
o jest skalarny.

Niech bowiem o € Z(Endg V') i niech u, v beda niezerowymi wektorami przestrzeni V oraz
o(u) = au, o(v) = bv dla pewnych a,b € K. Obieramy endomorfizm 7 przestrzeni V' taki,
ze T(u) = v. Wtedy

or(u) =c(v) =bv oraz To(u)=rT1(au) = ar(u) = av.

Poniewaz o1 = 70 oraz v # 0, wiec wynika stad, ze a = b. Zatem, jesli o(u) = au dla
pewnego niezerowego wektora u, to o(v) = av dla kazdego wektora v € V. Oznacza to,
ze 0 = aly jest endomorfizmem skalarnym i dowodzi, ze Z(Endg V') = K1y. O]

Uwaga 2.3.1. Latwo stwierdzi¢, ze jesli h : A — B jest izomorfizmem K-algebr, to
h(Z(A)) = Z(B). W szczegblnosei wige, jesli A jest centralnag K-algebra, to Z(B) =
h(K14) = Kh(1a) = Klp, to znaczy, B jest takze centralng K-algebra. Z twierdzenia
2.3.2 i z faktu, ze algebra endomorfizméw n—wymiarowej przestrzeni wektorowej jest
izomorficzna z algebra macierzy M, (K) wynika, ze kazda algebra M, (K) jest centralna
K —algebra.
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2.3.3 Idealy algebry endomorfizmow

Jak juz wspominaliémy w §2.1, algebra A nazywa sie algebrq z dzieleniem jesli kazdy nie-
zerowy element algebry A jest odwracalny. Algebry z dzieleniem sg wiec wsrdd pierscieni
nieprzemiennych odpowiednikami ciat. Jednakze ciata wsrod pierscieni przemiennych moz-
na wyroznic¢ nie tylko poprzez fakt, ze wszystkie niezerowe elementy sa odwracalne. Inna
charakteryzacja cial odwotuje sie do faktu, ze pierscien przemienny K jest cialem wtedy i
tylko wtedy gdy ma tylko dwa ideaty, ideat zerowy 0 = 0K i ideat jednostkowy K = 1K.
Uogolniajac te charakteryzacje cial wprowadzimy wazng klase algebr prostych. Najpierw
jednak musimy przedyskutowac¢ pojecie ideatu w pierécieniach nieprzemiennych.

Lewostronnym ideatem w algebrze A nazywamy podgrupe Z addytywnej grupy algebry
A zamknietg ze wzgledu na mnozenie z lewej strony przez wszystkie elementy algebry A,
to znaczy, addytywng podgrupe Z spelniajacg warunek

a€A 1 beZl = abel.

Prawostronnym ideatem algebry A nazywamy podgrupe J addytywnej grupy algebry A
spelniajaca warunek

acAd 1 beJ = bacJ.

Podgrupa Z addytywnej grupy algebry A, ktéra jest rownocze$nie lewo- 1 prawostronnym
ideatem algebry A nazywa sie idealem algebry A (lub dwustronnym idealem algebry A).
Zauwazmy, ze w K-algebrze A kazdy ideal 7 jest podprzestrzenia wektorows przestrzeni
A. Rzeczywiscie, 7 jest podgrupa addytywnej grupy A oraz dla dowolnych z € K i a € 7
mamy za = x(laa) = (zla)a € Z.

Najprostsze przyktady ideatéow jednostronnych otrzymuje sie nastepujaco. Obieramy do-
wolny element a € A i rozpatrujemy zbiér aA wszystkich prawostronnych wielokrotnosci
elementu a. Oczywiscie aA jest prawostronnym ideatem w A. Podobnie Aa jest lewostron-
nym ideatem w A.

Co do (dwustronnych) idealow, istnieja zawsze dwa oczywiste przyktady w kazdej algebrze
A. Sa to mianowicie 0A = A0 = 0, ideat zerowy, oraz 1A = Al, = A, cata algebra A.
Mozna tez zauwazy¢, ze jadro ker h homomorfizmu K —algebr h : A — B jest idealem w
A. Rzeczywiscie, jesli h(a) = 0, to dla kazdego b € A mamy h(ab) = 0 - h(b) = 0 oraz
h(ba) = h(b) -0 = 0.

DEFINICJA 2.3.3. Algebra A nad cialem K nazywa sie prostq K-algebra, jesli ideal zerowy
0 i algebra A sa jedynymi ideatami algebry A.

Przyktad 2.3.1. Jesli L jest rozszerzeniem ciata K, to L jest prosta K-algebra. K-algebra
wielomian6w K [X] nie jest prosta, gdyz wszystkie idealy gléwne w K [X] generowane przez
wielomiany stopni > 1 sa rézne od 0 i K[X].

Kazda algebra z dzieleniem jest prosta. Zalézmy bowiem, ze Z jest niezerowym ideatem w
algebrze z dzieleniem A. Niech a € 7 oraz a # 0. Wtedy a jest elementem odwracalnym
w A, zatem istnieje b € A taki, ze ab=14. A wiec 14 = ab € T i stad wynika, ze A = 7.
Zatem kazdy niezerowy ideal algebry z dzieleniem A musi by¢ réwny A, skad wynika,
ze A jest algebrg prosta. W szczegdlnosci, ma podstawie stwierdzenia 2.1.1, R—algebra
kwaternionow Hamiltona H jest algebra prosta.

Okazuje sie jednak, ze klasa algebr prostych jest szersza niz klasa algebr z dzieleniem.
Wynika to z nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 2.3.3. Niech V' bedzie skoticzenie wymiarowqg przestrzenig wektorowq nad
dowolnym ciatem K. Wtedy algebra endomorfizméw Endg V' jest prostg K—algebrg.
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Dowdd. Niech dimg V' = n iniech {vy,...,v,} bedzie bazg przestrzeni V. Dla kazdej pary
liczb naturalnych i, j niewigkszych od n obieramy endomorfizm 7;; przestrzeni V' taki, ze

Tij(vg) = dpvi, k=1,...,n,

gdzie d;;, jest "deltg Kroneckera,” d;, = 1 gdy j = k oraz d;, = 0 gdy j # k.

Wiemy juz, ze endomorfizmy 7;; tworzg baz¢ K —algebry Endg V.

Baze {1;; : 1 < i,j < n} nazywamy bazq standardowq algebry endomorfizméw Endg V.
Latwo takze sprawdzi¢ nastepujacag tabele mnozenia dla tej bazy:

. Tie gdy ]:ka

Warto zauwazy¢, ze endomorfizm tozsamosciowy 1y ma nastepujace jednoznaczne przed-
stawienie jako kombinacja liniowa endomorfizméw bazy standardowe;j:

1V =T+ -+ Tan. (26)

Niech teraz 7 € Endg V' bedzie dowolnym endomorfizmem i niech
T = Z AlrTke,
k.t

gdzie apy € K sa wspotrzednymi endomorfizmu 7 w bazie standardowej algebry Endg V.
Wtedy dla wszystkich 7,7, 1 < 4,5 < n mamy nastepujace tozsamosci:

Tig =T * Tjj = aijnj. (27)

Przypusémy teraz, ze algebra Endx V' ma niezerowy ideal 7 i niech endomorfizm 7 bedzie
niezerowym elementem Z. Wtedy 7 ma przynajmniej jedng niezerowa wspotrzedna a;; # 0.
Poniewaz T jest ideatem i 7 € Z, wiec takze 7; - 7 - 7j; € Z, zatem wobec (2.7) mamy
a;;7;; € Z. Wiemy takze, ze 7 jest podprzestrzenia przestrzeni wektorowej A, zatem

-1

azg

C Q3T = Tij € 1.
Pokazalismy wiec, ze jesli 7 € 7 oraz wspoOlrzedna o numerze (i, j) endomorfizmu 7 jest
niezerowym skalarem, to 7;; € Z. Poniewaz 7 jest idealem, mamy takze
Tki * Tij * Tjk € A
dla wszystkich & = 1,... ,n. Z drugiej strony, wykorzystujac dwukrotnie tozsamos¢ (2.5)
otrzymujemy
Tki * Tij * Tjk = Tkk-

Zatem T, € Z dla k =1,...,n, i wobec (2.6) mamy
ly=m+ - +7mel

Stad wynika, ze kazdy endomorfizm 7 nalezy do Z, gdyz 7 = 7 - 1y € Z. A wiec kazdy
niezerowy ideat algebry endomorfizméow Endg V' jest réwny catej algebrze Endx V. Wobec
tego Endg V' jest prostg K —algebra. O

Algebry, ktore sg rownoczesnie centralne i proste nazywaja sie centralnymi prostymi
K —algebrami. Z twierdzen 2.3.2 i 2.3.3 otrzymujemy zatem nastepujacy rezultat.

TWIERDZENIE 2.3.4. Algebra endomorfizmow skoriczenie wymiarowej przestrzeni wekto-
rowej V' nad ciatem K jest centralng prostq K—algebrq. Kazda algebra macierzy M, (K)
jest centralng prostg K -algebrq.

Uwaga 2.3.2. Algebra kwaternionéw Hamiltona H jest takze centralna prosta R—algebra.



Rozdziat 3

Podprzestrzenie niezmiennicze

Ostatnie zmiany 6.11.2008 r.

Glownym problemem algebry liniowej jest zrozumienie i opisanie dziatania endomor-
fizméw skonczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych. Jesli 7 € Endg V, to najwaz-
niejszym aspektem dzialania endomorfizmu 7 na przestrzeni V' jest dziatanie 7 na pod-
przestrzeniach przestrzeni V. Dla podprzestrzeni U przestrzeni V' obraz 7(U) jest pod-
przestrzenia przestrzeni V. Szczeg6lnie wazne dla zrozumienia dziatania endomorfizmu 7
na przestrzeni V' sg podprzestrzenie U, ktore T przeprowadza na siebie.

DEFINICJA 3.0.4. Niech 7 € Endg V. Podprzestrzen U przestrzeni V nazywamy
podprzestrzenia niezmienniczg endomorfizmu 7 lub T-niezmienniczq, jesli 7(U) C U, to
znaczy, jesli dla kazdego u € U takze 7(u) € U.

Zauwazmy, ze jesli U jest podprzestrzenia niezmiennicza endomorfizmu 7 przestrzeni
V, to zaciesnienie 7|y endomorfizmu 7 do podprzestrzeni U jest endomorfizmem podprze-
strzeni U.
Oczywiscie podprzestrzen zerowa U = 0 oraz cata przestrzen V sa podprzestrzeniami
niezmienniczymi kazZdego endomorfizmu przestrzeni V. Latwo stwierdzi¢, ze sa to jedyne
podprzestrzenie przestrzeni V, ktore maja te wtasno$é. Podprzestrzen niezmiennicza en-
domorfizmu 7 nazywamy nietrywialng, jesli jest rézna od 01 V.
Latwo takze wskaza¢ przyktad endomorfizmu, ktory nie ma zadnych nietrywialnych pod-
przestrzeni niezmienniczych (na przyktad, obrét na ptaszezyznie euklidesowej o kat nie be-
dacy caltkowita wielokrotnoscia kata pétpelnego). Istnienie nietrywialnych podprzestrze-
ni niezmienniczych endomorfizmu 7 jest wiec specjalng wtasnoscia endomorfizmu 7. W
§3.1 rozpatrzymy przypadek, gdy endomorfizm 7 ma jednowymiarowa podprzestrzen nie-
zmiennicza. W §3.2 i §3.3 rozpatrujemy wplyw istnienia podprzestrzeni niezmienniczych
na macierz endomorfizmu wzgledem odpowiednio dobranej bazy przestrzeni.
W tym rozdziale V' oznacza zawsze skonczenie wymiarowg przestrzen wektorowa nad cia-
tem K. Bedziemy takze zawsze zaktadac, ze V' nie jest przestrzenig zerowa.

3.1 Wartosci wlasne endomorfizmu

Jako wyjsciowy, najtatwiejszy do opisania typ endomorfizméw uwazamy endomorfizmy
skalarne postaci 7 = aly, gdzie a € K. Dla kazdego wektora v € V mamy wiec 7(v) = av.
Endomorfizm skalarny dokonuje "rozciggania” przestrzeni wektorowej w kazdym kierunku
w tym samym stopniu.

Jesli endomorfizm 7 nie jest skalarny, to jest rzecza celowg zbadaé, jak bardzo rézni sie
on od endomorfizméw skalarnych. Inaczej méwiac, jesli endomorfizm 7 — aly nie jest

29
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endomorfizmem zerowym dla zadnego a € K, to mozemy zapytac, czy nie jest osobliwy
dla pewnej wartosci a € K. Wtedy endomorfizm 7 przynajmniej w jednym kierunku dziata
tak jak pewien endomorfizm skalarny.

DEeFINIcJA 3.1.1. Element a € K nazywa si¢ wartoscig wiasng endomorfizmu 1 prze-
strzeni wektorowej V, jesli endomorfizm 7 — aly jest osobliwy.

TWIERDZENIE 3.1.1. Element a € K jest wartosScig wlasng endomorfizmu T przestrzeni
wektorowej V' wtedy i tylko wtedy gdy istnieje wektor v € V' taki, ze v # 0 oraz T(v) = av.

Dowadd. Nastepujace stwierdzenia sg rownowazne:

e ¢ jest wartoscig wlasng endomorfizmu 7,

e endomorfizm 7 — aly jest osobliwy,

e istnieje wektor v € V taki, ze v #0 i (7 —aly)(v) =0,
e istnieje wektor v € V taki, ze v #0 i 7(v) = av.

Dowodzi to twierdzenia. O

DEFINICJA 3.1.2. Niech a € K bedzie wartoscig wlasng endomorfizmu 7. Wektorem
wtasnym endomorfizmu 7 nalezgcym do wartosci wtasnej a nazywamy kazdy wektor v € V'
taki, ze

v#0 1 7(v) = av.

Przyktad 3.1.1. Jesli v € V jest wektorem wlasnym endomorfizmu 7, to prosta U = Kwv
jest 1-wymiarowg podprzestrzenia niezmienniczg endomorfizmu 7.

Jesli a jest wartoscig wlasng endomorfizmu 71 v € V' jest wektorem wlasnym endomor-
fizmu 7 nalezacym do a, to na prostej Kv endomorfizm 7 dziata tak jak endomorfizm
skalarny aly, to znaczy, 7(u) = au dla kazdego u € Kwv.

Dla kazdej wartosci wtasnej endomorfizmu 7 istnieje oczywiscie wektor wlasny naleza-
cy do tej wartosci wlasnej. Natomiast istnienia wartosci wtasnych endomorfizmu mozna
oczekiwaé¢ tylko w szczegélnych sytuacjach. Jedna z nich opisujemy ponizej. Zwykle ist-
nienia wartosci wtasnych endomorfizmu dowodzi si¢ przy uzyciu wielomianu charaktery-
stycznego endomorfizmu, ktérego definicja wymaga pojecia wyznacznika. Przytoczony tu
dowdd omija te metody i drastycznie upraszcza klasyczne podejscie do problemu istnienia
wartosci wlasnych.

TWIERDZENIE 3.1.2. Niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni wektorowej V' nad cia-
tem K. Jesli wielomian minimalny p, endomorfizmu T rozktada sie nad ciatem K na
iloczyn czynnikow liniowych, to endomorfizm T ma przynagmniej jedng wartosé wiasng.
Doktadniej, co najmniej jeden z pierwiastkow wielomianu p, jest wartoscig wtasng endo-
morfizmu T.

Dowéd.! Wielomian p, € K[X] rozktada si¢ nad K na czynniki liniowe, zatem istnieje
rozktad
pr=X—-a) (X —an), a,...,an€ K.

W takim razie dla kazdego wektora v € V' mamy
0=0y(v) =p(7)(v) = (T —a1ly) - (T — anly)(v).

Tak wiec iloczyn (7 — a1ly) -+ (7 — aply) jest endomorfizmem zerowym. Oznacza to,
ze przynajmniej jeden z endomorfizméw 7 — a;1y jest osobliwy (gdyby wszystkie byty
nieosobliwe, to takze ich iloczyn bylby nieosobliwy, a jest endomorfizmem zerowym). W
takim razie a; jest wartoscig wtasng endomorfizmu 7. O

1Zobacz Sh. Axler, Down with determinants. Amer. Math. Monthly 102 (1995), 139-154.
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TWIERDZENIE 3.1.3. Jesli K jest cialem algebraicznie domknietym, to kazdy endomor-
fizm T € Endg V' ma przynajmniej jedng wartosé wtasng.

Dowod. Poniewaz K jest cialem algebraicznie domknietym, wielomian p, rozktada sie nad
K na czynniki liniowe. Istnienie wartosci wtasnej wynika wiec z twierdzenia 3.1.2. [

Uwaga 3.1.1. Tak wiec nad ciatem liczb zespolonych K = C kazdy endomorfizm ma
przynajmniej jedng wartos¢ wtasng. Natomiast nad cialem R liczb rzeczywistych istnieja
endomorfizmy, ktore nie maja warto$ci wtasnych. Wezmy wspomniany juz na wstepie
przyklad, czyli ptaszczyzne V = R? i endomorfizm 7, ktéry jest obrotem o kat nie bedacy
catkowita wielokrotnoscia kata potpetnego. Wtedy 7 nie ma wartosci wtasnych, gdyz nie
ma wektoréw wtasnych.

Uwaga 3.1.2. Twierdzenie 3.1.2 i jego dowdd przytaczamy przede wszystkim jako cieka-
wostke metodologiczng. Faktycznie petng site argumentu uzytego w tym dowodzie wyko-
rzystamy w dowodzie twierdzenia 3.1.4 pokazujac, ze jesli p, ma cho¢ jeden pierwiastek
w ciele K, to jest on warto$cig wtasng endomorfizmu 7. A wiec zalozenie rozktadalnosci
wielomianu p, na czynniki liniowe nad ciatem K okaze si¢ zbedne, wystarczy, ze p, ma
jeden czynnik liniowy nad K.

LEMAT 3.1.1. Niech T € EndgV, a € K, 0 £ v € V i niech g € K[X] bedzie dowolnym
wielomianem. Wtedy

() =av = g(r)(v) = g(a)v.
Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze dla kazdej liczby naturalnej k,

jesli v jest wektorem wtasnym endomorfizmu 7 nalezacym do wartosci wla-
snej a, to v jest wektorem wlasnym endomorfizmu 7% nalezacym do wartoéci
wlasnej a*.

Rzeczywiscie, jesli 7(v) = av dla pewnego niezerowego wektora v € V., to 7%(v) =
7(7(v)) = 7(av) = a7(v) = a®v i latwa indukcja pokazuje, ze 7F(v) = a*v.

Stad dla wielomianu g = ¢cgX™ + ¢, X™ ! + -+ + ¢,, mamy

g()(v) = ™) +aT™ (V) + -+ enly(v)
= copa™v+ca™ 4+ e

= g(a)v.

A wiec g(a) jest wartoscia wtasna endomorfizmu ¢(7) oraz v jest wektorem wlasnym
nalezacym do wartosci wlasnej g(a). O

Udowodnimy teraz definitywna charakteryzacje wartosci wtasnych endomorfizmu jako
pierwiastkow wielomianu minimalnego endomorfizmu.

TWIERDZENIE 3.1.4. Dia a € K 1 dla endomorfizmu 7 € Endg V' nastepujgce warunk:
s¢ rownowazne.

(a) a jest wartoscig wlasng endomorfizmu .

(b) a jest pierwiastkiem wielomianu minimalnego p, endomorfizmu T.

Dowdd. (a) = (b) Niech v € V' bedzie wektorem wtasnym nalezacym do wartosci wlasne;
a. Zatem 7(v) = av oraz v # 0. Na podstawie lematu 3.1.1 mamy p.(7)(v) = p,(a)v.
Poniewaz p,(7) = 0y, wiec wynika stad, ze p,(a)v = 0. Poniewaz za$ wektor v jest
niezerowy, otrzymujemy p,(a) = 0.

(b) = (a) Jesli p,(a) = O oraz a € K, to istnieje wielomian ¢ € K[X] taki, ze p, = (X —a)q.
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Wtedy wobec p.(7) = Oy, endomorfizm (7 — aly)q(7) jest endomorfizmem zerowym, ale
q(7) nie jest endomorfizmem zerowym (gdyz stopien wielomianu ¢ jest mniejszy od stopnia
wielomianu minimalnego p,). Istnieje wiec wektor v € V' taki, ze u := ¢(7)(v) # 0. Wtedy

(1 —aly)(u) = (1 — aly)q(1)(v) = p,(7)(v) = 0,

a wiec a jest wartoscig wlasng endomorfizmu 7. O]
WNnNIOSEK 3.1.1. Kazdy endomorfizm T ma tylko skonczong liczbe wartosci wtasnych.

Dowéd. Wielomian minimalny p, ma tylko skonczona liczbe pierwiastkow. O]
Uwaga 3.1.3. Na podstawie twierdzenia 2.1.2 wielomian minimalny p, endomorfizmu
T przestrzeni n—wymiarowej V ma stopieni niewiekszy niz n? (gdyz na podstawie przy-
ktadu 2.1.5 wymiar algebry endomorfizméw przestrzeni V jest réwny n?). Zatem wniosek
3.1.1 mozna wzmocni¢ stwierdzeniem, ze kazdy endomorfizm n—wymiarowej przestrzeni

wektorowej ma nie wiecej niz n? wartosci wlasnych. Okazuje sie, ze tatwo mozna uzyskaé
znacznie doktadniejszy rezultat sformutowany we wniosku 3.1.2.

TWIERDZENIE 3.1.5. Jesli aq,...,a;r € K sqg réoznymi wartoSciami wlasnymi endomor-
fizmu T oraz vi,...,vx € V sqg wektorami wltasnymi endomorfizmu T naleZgcymi odpo-
wiednio do wartosci wiasnych ay, ..., ag, to wektory vy, ..., vk s¢ lintowo niezaleine w
przestrzeni V.
Dowod. Jesli vy, . .., v saliniowo zalezne, to istnieja skalary cy, . . ., ¢ nie wszystkie réwne
zero takie, ze

c1v1 + -+ v = 0. (3.1)
Faktycznie mozemy zaktadac, ze co najmniej dwa wspotczynniki sposrod cq, ..., cp sa

rozne od zera (gdyz wektory v; sa niezerowe) i wobec tego mozemy zaktadaé, ze dla
pewnego ¢ > 1 mamy ¢; # 0. Biorac wartosci endomorfizmu 7 po obydwu stronach
otrzymujemy

c1a1V1 + - -+ + CRapVE = 0.

Mnozac pierwsza z tych réwnosci przez a; i odejmujac od niej druga réwnosé otrzymamy
ca(ay — ag)vg + -+ + cp(ag — ag)v, = 0.

Rownosé ta pokazuje liniowa zaleznosé wektoréw vy, ..., vx (gdyz wobec ¢; # 0, tak-
ze c¢;(a; — a;) # 0). Podobnie z liniowej zaleznosci wektoréw wvs, ..., v, wydedukujemy
liniowa zaleznos¢ wektoréw ws, ..., vr. Kontynuujac dochodzimy do wniosku, ze uktad
jednoelementowy zlozony z wektora vy jest liniowo zalezny, sprzecznosé (gdyz vy, # 0).

Drugi dow6d. Rozpatrzmy obraz obu stron réwnosci (3.1) przez endomorfizm
(T —asly) -+ (7 — agly). Wykorzystujac fakt, ze endomorfizmy 7 — asly, ..., 7 — axly
sa przemienne (zob. twierdzenie 2.1.1), otrzymujemy
c1(ay —ag) -+ (a1 — ag)vy = 0.
Stad wynika, ze ¢; = 0. Podobnie dowodzi si¢, ze ¢; =0 dla j =2,... k. O

WNIOSEK 3.1.2. Kazdy endomorfizm T przestrzeni n—wymiarowej ma co najwyzej n
roznych wartosci wiasnych.

Dowadd. Wektory wlasne nalezace do réznych wartoéci wtasnych endomorfizmu 7 sg linio-
wo niezalezne, ich liczba nie moze wigc przekracza¢ wymiaru przestrzeni. O

WNIOSEK 3.1.3. Jesli dimg V' = n 1 endomorfizm T ma n réznych wartosci wtasnych, to
istnieje baza przestrzeni V' ztozZona z wektorow wtasnych endomorfizmu 7.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia 3.1.5 endomorfizm 7 ma n liniowo niezaleznych wek-
torow wtasnych. O]
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3.2 Szczegdlne postaci macierzy endomorfizmu

Mozna uwazaé, ze znalezienie macierzy endomorfizmu 7 wzgledem jakiejs bazy B prze-
strzeni V' rozwigzuje juz problem opisania dzialania endomorfizmu 7 na przestrzeni wek-
torowej V. Jesli bowiem znamy obrazy elementow bazy B przestrzeni V, to potrafimy juz
znalez¢ obraz kazdego wektora v tej przestrzeni (jesli tylko znamy wspotrzedne wektora v
w bazie B). Jednakze, jesli baza B jest obrana caltkowicie przypadkowo, to nie mozna na
0g6t z macierzy endomorfizmu odcezytacé zadnych informacji o geometrycznym charakterze
dziatania endomorfizmu 7. A wiec, na przyktad, nie mozna stwierdzi¢ czy endomorfizm
zachowuje jakie$s proste przestrzeni V', lub ogélniej, czy ma jakies podprzestrzenie nie-
zmiennicze. Natomiast wybierajac baze przestrzeni V' ”dopasowang” do endomorfizmu 7
mozna takie informacje odczyta¢ jednym rzutem oka na macierz endomorfizmu. Nasze
gtéwne zadanie polega na tym, zeby dla jak najszerszej klasy przestrzeni wektorowych i
ich endomorfizméw wskazaé sposéb dobierania baz przestrzeni gwarantujacy najprostsza
posta¢ macierzy endomorfizmu.

A oto przyktad takiej sytuacji, kiedy macierz endomorfizmu ma szczegdlnie prosta postaé
pozwalajaca na petne zrozumienie dziatania endomorfizmu na przestrzeni wektorowe;j.

TWIERDZENIE 3.2.1. Jesli dimg V' = n oraz endomorfizm ™ ma n réinych wartosci
wtasnych, to istnieje baza przestrzeni V, wzgledem ktorej endomorfizm T ma macierz dia-
gonalng.

Dowdd. Niech aq, ..., a, beda wartosciami wtasnymi endomorfizmu 7. Dla kazdej wartosci
wlasnej a; obieramy wektor wlasny v; nalezacy do a;. Na podstawie wniosku 3.1.3, wektory
wlasne vy, ..., v, tworza baze B przestrzeni V. Zatem z réwnosci 7(v;) = a;v; wynika, ze

aq 0 ce 0

0 .. 0

m(r,B)=| = “

0o 0 ... a,

A wiec macierz endomorfizmu 7 w bazie B jest diagonalna. m

Uwaga 3.2.1. W twierdzeniu 3.2.1 méwimy o réznych wartosciach wtasnych, by za-
gwarantowac istnienie bazy przestrzeni V zlozonej z wektoréw wiasnych endomorfizmu
7. Oczywiscie endomorfizm moze mie¢ macierz diagonalng mimo, ze nie ma n réznych
wartosci wlasnych. Zauwazmy bowiem, ze endomorfizm 7 ma w bazie B = {vy,...,v,}
macierz diagonalng z elementami ag, ..., a, na gtéwnej przekatnej wtedy i tylko wtedy,
gdy ai,...,a, sa (niekoniecznie r6znymi) warto$ciami wlasnymi endomorfizmu 7 oraz
vy, ..., U, 8§ wektorami wlasnymi endomorfizmu 7 nalezacymi odpowiednio do wartosci
wlasnych ay, ..., a,, to znaczy, 7(v;) = ajv; dla j =1,...,n.

Jako drugi przyktad macierzy endomorfizmu rozpatrzymy sytuacje, gdy endomorfizm
T przestrzeni V' ma podprzestrzen niezmiennicza U. Wtedy zacie$nienie 77 = 7|y endo-
morfizmu 7 do podprzestrzeni U jest endomorfizmem podprzestrzeni U. Obieramy jaka-
kolwiek uporzadkowana baze By = {v,...,v,} podprzestrzeni U i rozpatrujemy macierz
A = m(1, By) endomorfizmu 7 = 7|y podprzestrzeni U. Baze B; uzupelniamy nastepnie
do uporzadkowanej bazy B przestrzeni V, a wiec

B={v,...,0,041,.-.,0n}
Macierz m(7, B) ma wtedy postaé

m(7,8>2l§ g]
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gdzie B i C sa pewnymi macierzami. A wiec niezmienniczos¢ podprzestrzeni U wzgledem
T pozwala znalez¢ baze przestrzeni V wzgledem ktorej macierz endomorfizmu 7 ma klatke
zer w lewym dolnym rogu o rozmiarach (n —r) x r.

Macierz endomorfizmu 7 ma jeszcze prostsza postacé, gdy przestrzen V jest sumq prostg
dwoch podprzestrzeni niezmienniczych U i W. Obieramy wtedy jakakolwiek baze By =

{v1,...,v.} podprzestrzeni U oraz jakakolwiek baze By = {v,1,...,v,} podprzestrzeni
W iwobec V =U&W otrzymujemy, ze B = B U B, jest bazz% przestrzeni V. Poniewaz
T(U) CU oraz 7 (W) C W, wigcdla j=1,...,roraz i = 1,...,n —r mamy

7(vj) €lin(By) oraz 7(v,4;) € lin(Bs).
Zatem macierz endomorfizmu 7 w bazie B ma postac
A 0
mB)= |y ¢ ]
gdzie A = m(7|y, By) oraz C' = m(7|w, Ba).
Jesli podprzestrzen U da sie takze przedstawi¢ w postaci sumy prostej podprzestrzeni

T—niezmienniczych, to przy odpowiednim wyborze bazy w podprzestrzeni U uzyskamy
macierz A endomorfizmu 7|y w postaci klatkowej

A 0

0 Ay |’
oraz znajdziemy baze B’ przestrzeni V wzgledem ktorej macierz endomorfizmu 7 ma
postac

A, 0 0
0 A 0
0 0 C

Kontynuujac to postepowanie, jesli jest to mozliwe, uzyskujemy macierz endomorfizmu
T coraz blizsza macierzy diagonalnej. Nie nalezy jednak spodziewaé sig, ze zawsze jest
mozliwe uzyskanie macierzy diagonalnej. W nastepnym rozdziale wskazemy warunek ko-
nieczny i wystarczajacy na to by istniata baza przestrzeni V', wzgledem ktérej macierz
endomorfizmu 7 jest diagonalna. Wynika z niego, ze endomorfizmy nie sg na ogoét diago-
nalizowalne.

W kazdym badz razie ta obserwacja wskazuje na fundamentalne znaczenie mozliwosci
rozktadu przestrzeni na sume prosta podprzestrzeni 7-niezmienniczych dla znalezienia
macierzy endomorfizmu bliskiej macierzy diagonalnej.

3.3 Podejscie klasyczne

Przypomnimy teraz klasyczne podejscie do problemu wyznaczania wartosci wlasnych en-
domorfizmu wykorzystujace pojecia wyznacznika i wielomianu charakterystycznego ma-
cierzy. Zauwazamy najpierw, ze jesli A = [a;;] jest macierza endomorfizmu 7 w bazie

B={v,...,u,}, to

1 wobec tego dla dowolnego wektora v € V, v = 377 x;v;, mamy

n

n n n n
T(v) = Z x;7(v;) Z T, Z a;v; = Z(Z a;;xj)v
=1 =1 =1

i=1 j=1
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Jesli wiec 7(v) = X0 yiv;, to

Y; = Zaijxj dla 7= 17 e, (32)

J=1

Jest to zatem zwiazek miedzy wspotrzednymi wektora 7(v) i wspohrzednymi wektora v w
bazie B. Jesli wspotrzedne wektoréw traktujemy jako wektory przestrzeni K™,

U1 x
y = |* x = |"
Yn T,

to relacje (3.2) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej nastepujaco:
Y = AX.

Jest to macierzowy opis dziatania endomorfizmu 7 na przestrzeni V pokazujacy jakie
wspoétrzedne Y w bazie B ma obraz wektora v o danych wspoétrzednych X w bazie B.
Zauwazamy, ze wektor v o wspdétrzednych X jest wektorem witasnym endomorfizmu 7
nalezgcym do wartosci wtasnej a wtedy i tylko wtedy gdy X #0 € K™ oraz Y = aX. A
wiec X jest niezerowym rozwigzaniem nastepujacego uktadu rownan liniowych:

aX = AX.
Uktad ten jest rownowazny uktadowi n réwnan liniowych jednorodnych o n niewiadomych
(A—al)X =0,

gdzie I oznacza macierz jednostkowa stopnia n. Z kursowego wyktadu algebry liniowej
wiemy, ze taki uklad ma rozwigzanie niezerowe wtedy i tylko wtedy gdy wyznacznik
macierzy wspotczynnikéw przy niewiadomych jest réwny zero:

det(A —al) = 0.
Tutaj skalar det(A — al) bedziemy traktowaé jako wartosé¢ wielomianu
F:=det(A —zl) € K|[z]

jednej zmiennej x nad ciatlem K w punkcie z = a. Wielomian F’ nazywa sie zwykle wielo-
mianem charakterystycznym endomorfizmu 7 lub macierzy A. W ten sposéb otrzymujemy
nastepujace klasyczne kryterium.

TWIERDZENIE 3.3.1. Niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni wektorowej V nad ciatem
K i niech F' bedzie wielomianem charakterystycznym endomorfizmu 7. Skalar a € K jest
wartoscig wltasng endomorfizmu T wtedy i tylko wtedy gdy a jest pierwiastkiem wielomianu
charakterystycznego F endomorfizmu T,

F(a) =0.



Rozdziat 4

Triangularyzacja i diagonalizacja

Ostatnie zmiany 13.11.2008 r.

Zaktadamy tak jak w poprzednich rozdziatach, ze V' jest przestrzenia wektorows nad cia-
tem K oraz dimgV =n < oc.

Postacie kanoniczne macierzy endomorfizmu 7 € Endg V' zalezg w decydujacej mierze od
wielomianu minimalnego p, endomorfizmu 7. RozpatrzyliSmy juz przypadek, gdy wielo-
mian p, rozktada sie nad ciatem K na iloczyn n = dimg V' réznych czynnikéow liniowych.
Wtedy endomorfizm 7 ma n réznych wartosci wlasnych i na podstawie twierdzenia 3.2.1
istnieje baza przestrzeni V, w ktorej 7 ma macierz diagonalng.

W tym rozdziale rozpatrzymy ogolniejszy przypadek, gdy wielomian minimalny p, en-
domorfizmu 7 rozktada si¢ nad ciatem K na iloczyn czynnikéw liniowych. A wiec nie
bedziemy wykluczaé¢ sytuacji gdy niektoére czynniki liniowe wystepuja w rozktadzie z wy-
ktadnikiem > 1, ani tez - w przypadku gdy czynniki sg parami rézne - nie bedziemy
wymagaé by ich liczba byta doktadnie n. Udowodnimy, ze wielomian minimalny p, en-
domorfizmu 7 rozktada sie nad cialem K na iloczyn czynnikow liniowych wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje baza przestrzeni V, w ktorej 7 ma macierz trojkgtng.

Nieco trudniejszy do analizy jest przypadek, gdy dodatkowo czynniki liniowe w rozktadzie
wielomianu p, sa jednokrotne (ale ich liczba niekoniecznie jest réwna n). Udowodnimy, ze
wielomian minimalny endomorfizmu 7 ma taki rozktad wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
baza przestrzeni V, w ktérej 7 ma macierz diagonalng.

Podkreslamy, ze zatozenie o rozktadalnosci wielomianu p, na czynniki liniowe nad cia-
tem K jest automatycznie spelnione dla wszystkich endomorfizmoéow jesli K jest ciatem
algebraicznie domknietym. W szczegoélnosci wiec udowodnimy, ze dla dowolnego endomor-
fizmu 7 przestrzeni wektorowej nad ciatem liczb zespolonych istnieje baza przestrzeni, w
ktorej endomorfizm 7 ma macierz trojkatna.

Macierz A = [a;;] € M,(K) nazywamy macierza diagonalng, jesli a;; = 0 dla i # j.
Piszemy wéwczas A = diag(ayy, g, - - -, Qnp)-

Macierz A = [a;;] € M,(K) nazywamy macierzg trojkgtng, jesli wszystkie elementy pod
gtéwna przekatng sa réowne zero (to znaczy, jesli a;; = 0 dla ¢ > j), lub gdy wszystkie
elementy nad gléwna przekatng sa réwne zero (to znaczy, a;; = 0 dla ¢ < j). W pierwszym
przypadku méwimy, ze A jest gorna trojkatna, w drugim, ze jest dolna tréjkatna.

4.1 Endomorfizm indukowany

Niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni V' i niech U bedzie podprzestrzenia niezmien-
nicza endomorfizmu 7. Zatem 7(u) € U dla kazdego wektora u € U. W tej sytuacji dla

37
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dowolnego wektora v € V' mamy
T(v+U) C7(v)+U.

Endomorfizm 7 przeprowadza wiec warstwe v + U w warstwe 7(v) + U ale niekoniecznie
na warstwe 7(v) + U. Tym niemniej zbiér 7(v 4+ U) zawiera si¢ w doktadnie jednej war-
stwie przestrzeni V' wzgledem podprzestrzeni niezmienniczej U. Pozwala to na przestrzeni
ilorazowej V/U okresli¢ odwzorowanie

T:V/U—-=V/U 7v+U)=1(v)+U.

Z tatwoscia sprawdzamy, ze T jest endomorfizmem przestrzeni wektorowej V/U. Endo-
morfizm 7 nazywamy endomorfizmem indukowanym przez endomorfizm 7 na przestrzeni
ilorazowej V/U.

LEMAT 4.1.1. Niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzenit V' i niech U bedzie podprzestrze-
nig niezmienniczq endomorfizmu 7. Niech T bedzie endomorfizmem indukowanym przez
endomorfizm T na przestrzeni V/U. Wtedy:

(a) Jesli g € K[X], to q(7)(U) CU.

(b) Endomorfizmem przestrzeni V/U indukowanym przez q(7) jest q(T), to znaczy

q(7) = q(7).
(c) Jesli ¢ € K[X] oraz q(1) =0y, to q(T) = Oyyu.

(d) Wielomian minimalny p> € K[X] endomorfizmu 7 € Endg V/U jest dzielnikiem wie-
lomianu minimalnego p, endomorfizmu T.

Dowéd. (a) Dla dowolnego u € U mamy 72(u) = 7(7(u)) € U, gdyz 7(u) € U. Podobnie
7(u) € U dla kazdej liczby naturalnej i. Stad dla ¢ = 3" ¢; X* € K[X] mamy

q()(u) =Y er'(u) € U
(b) Dla dowolnego v € V' i wielomianu ¢ = " ;X" € K[X] mamy

qF)v+U) = > a7 (v+0)

= > a(f()+U)=> ar'(v)+U

= q(n)(w)+U

= q(r)(v+U).
(c) Jesli g(7) = Oy, to na podstawie (b) mamy Oy, = 0y = ¢(7) = ¢(7).
(d) Poniewaz p,(7) = Oy, wigc na podstawie (c) mamy takze p,(7) = Oy,y. Zatem wielo-
mian minimalny p; endomorfizmu 7 dzieli wielomian p.. ]

4.2 'Triangularyzacja

Endomorfizm 7 przestrzeni V nazywamy triangularyzowalnym, jesli istnieje baza prze-
strzeni V', w ktérej 7 ma macierz tréjkatna. Jesli 7 ma w bazie {vy,vs,...,v,} macierz
gérng trojkatna, to w bazie {v,, ..., v, v1} ma macierz dolng tréjkatna. W zwiazku z tym
ograniczymy sie¢ do rozpatrywania macierzy goérnych trojkatnych i bedziemy je nazywaé
po prostu trojkatnymi. Ponizej wskazujemy warunek wystarczajacy triangularyzowalno-
sci endomorfizmu wyrazony poprzez wlasnosci wielomianu minimalnego endomorfizmu.
Udowodnimy nastepnie, ze warunek ten jest takze konieczny (zob. twierdzenie 4.2.2).
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TWIERDZENIE 4.2.1. Niech T bedzie endomorfizmem przestrzeni wektorowej V nad ciatem
K. Jesli wielomian minimalny endomorfizmu 7 rozklada sie nad ciatem K na iloczyn
czynnikow lintowych, to przestrzen V. ma baze, w ktorej macierz endomorfizmu 7 jest
trojkgtna.

Dowdéd. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny ze wzgledu na wymiar n przestrzeni V. Jesli
n = 1, to twierdzenie jest trywialnie prawdziwe. Zatézmy wiec, ze n > 1 oraz twierdzenie
jest prawdziwe dla endomorfizméw wszystkich przestrzeni wektorowych nad ciatem K o
wymiarze n — 1.

Niech 7 € Endg V, dimg V' = n oraz niech wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 roz-
ktada si¢ na czynniki liniowe nad ciatem K. Niech a € K bedzie pierwiastkiem wielomianu
p-. Wtedy na podstawie twierdzenia 3.1.4 skalar a jest wartoscia wtasna endomorfizmu 7.
Zatem, jesli u jest wektorem wtasnym nalezacym do wartosci wtasnej a, to prosta U = Ku
jest 1-wymiarowa podprzestrzenia niezmiennicza endomorfizmu 7 oraz 7(u) = au.

Rozpatrujemy teraz przestrzen ilorazowa V/U i endomorfizm indukowany 7 tej przestrze-
ni. Poniewaz na podstawie lematu 4.1.1 wielomian minimalny p; endomorfizmu indukowa-
nego 7 jest dzielnikiem wielomianu p,, wiec wielomian p- rozktada sie na czynniki liniowe
nad ciatem K.

Przestrzen V/U ma wymiar n—1, wobec tego na podstawie zatozenia indukcyjnego istnieje

baza By = {0s,...,0,} przestrzeni V/U, w ktérej endomorfizm 7 ma macierz trojkatna:
Qg2 Q23 ... Q2p-1 Q2p
m(7‘-, 81) _ O ass . - G3p—1 0A3n
b 0 . ) 0 Ann
to znaczy dla kazdego j = 2,...,n mamy
T(0j) = agjVs + asjvs + - - - + a;;0;.

Obieramy teraz wektory v; € V tak, by v; = v; + U dla j = 2,...,n. Wtedy wektory
U, v, ..., v, tworza baze B przestrzeni V' i macierz endomorfizmu 7 w tej bazie m(r, B)
jest trojkatna. Rzeczywiscie,

T(v;))+U = 7(75)
= CL2j'(_}2 + -+ ajjﬁj
= azjv2+---+ajjvj —f- U

Stad 7(v;) — (agve + -+ + aj;v;) € U = Ku. Dla kazdego j = 2,...,n, istnieje wiec
(31 eK taki, ze
T(Uj) = ai;u + 25V +---+ AV

a to wobec 7(u) = au oznacza, ze endomorfizm 7 ma w bazie B = {u, v, ..., v,} macierz
trojkatna. O

WNIOSEK 4.2.1. Niech T bedzie endomorfizmem przestrzeni wektorowej V- nad cialem
algebraicznie domknietym K. Wtedy przestrzen V- -ma baze, w ktérej macierz endomorfizmu
T jest trojkgtna.

Mozemy teraz udowodni¢ twierdzenie charakteryzujace endomorfizmy triangularyzo-
walne poprzez wtasnosci ich wielomianéw minimalnych.
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TWIERDZENIE 4.2.2. Endomorfizm 7 € Endg V' ma macierz tréjkgtng w pewnej bazie
przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian minimalny p, endomorfizmu 1 rozktada
sie nad ciatem K na iloczyn czynnikow lintowych:

pr=X—=b1) (X =0bg), b,....by €K
Dowdd. Jedna cze$¢ tego twierdzenia juz udowodnilismy (twierdzenie 4.2.1). Dla dowodu

drugiej czesci zatdzmy, ze B = {vy,...,v,} jest baza V w ktére] m(r,B) = [a;;] jest
macierza trojkatna. Rozpatrzmy wielomian

fi=(X—an) - (X — apn).

Jest to iloczyn czynnikéw liniowych nad ciatem K. Udowodnimy, ze p, dzieli f.
Wystarczy zatem pokazaé, ze f(7) = Oy, czyli f(7)(v;) = 0 dla kazdego v; € B. Poniewaz

T(v;) = 1501 + agjva + -+ - + a;5v;

dla kazdego 7 = 1,...,n, wiec dla kazdego 7 > 1 mamy

(7’ — a'jjl\/)(Uj) € lin (Ul, c. ,’Uj_l) .
Ogoélniej
(T — ajjlv)(lin (’Ul, R ,’Uj)) - lin (’Ul, e ,Uj_l) .
Zatem takze
(7' — ajfljfll\/)(’?' — ajjlv)(vj) Q (T — aj,lj,llv)(lin (Ul, Ce ,’Uj,1>) Q lin (Ul, R ,’Uj,2>

i kontynuujac to postepowanie otrzymamy w koncu, ze dla dowolnego v; € B mamy
(7’ — agglv) cee (T — aj_lj_l]_v)<7' — ajjlv)(vj) € lin (U1> .

Poniewaz (7 — aq11y)(v1) = 0, wiec wobec przemiennosci endomorfizméw 7 — aq1ly, ...
T — Qpply otrzymujemy stad

Y

f(T)(vy) = (T —anly) - (7 — ann1v)(vy) = 0.

A wiec f(7)(v;) = 0 dla kazdego v; € B i wobec tego f(7) = Oy. Stad wynika, ze p, dzieli
f 1 wobec tego rozktada si¢ na czynniki liniowe nad ciatem K. ]

Okazuje sig, ze dla endomorfizméw triangularyzowalnych problem znalezienia wartosci
wtasnych sprowadza si¢ do znalezienia ich macierzy trojkatnych. Wynika to z nastepujace;j
obserwacji.

TWIERDZENIE 4.2.3. Niech endomorfizm 7 € Endg V' ma macierz trajkgtng A = [a;;] w
pewnej bazie przestrzeni V. Wiedy

(a) Wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 jest dzielnikiem wielomianu
(X — CLH) s (X — am).

(b) Kazda warto$é wlasna endomorfizmu T wystepuje przynajmniej jeden raz wéréd ele-
mentow diagonalnych aj; macierzy A.
(c) Kazdy element diagonalny aj; macierzy A jest wartoscig wlasng endomorfizmu 7.
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Dowdd. (a) sprawdzilismy w dowodzie twierdzenia 4.2.2.
(b) Na podstawie (a) mamy p, [ (X —ai1) -~ (X — ann). Oznacza to, ze kazdy pier-
wiastek wielomianu p, (a wiec kazda wartosé¢ wlasna endomorfizmu 7) jest pierwiastkiem
wielomianu (X — a1q) -+ (X — any), a wiec jest jednym sposrdd elementéw diagonalnych
macierzy A.
(c) Niech B = {vy,...,v,} bedzie baza V taka, ze m(7, B) = [a;;] jest macierza tr6jkatna.
Poniewaz

T(’Uj) = a1;01 + Q25U + -+ ;U5

dla kazdego j = 1,...,n, wiec 7(v1) = ajjv; co oznacza, ze aj jest wartoScia wlasna
endomorfizmu 7. Niech teraz j > 1 i niech U = lin(vy,...,vj_1). Wtedy 7(U) C U
i wobec tego mozemy rozpatrzy¢ endomorfizm indukowany 7 : V/U — V/U taki, ze
T(v+U) = 7(v) + U. Mamy zatem

T(v;+U) =7(vj;) + U = a;v; + U = a;j(v; + U),

co oznacza, ze a;; jest wartoscig wtasng endomorfizmu 7. Na podstawie twierdzenia 3.1.4
skalar a;; jest pierwiastkiem wielomianu minimalnego endomorfizmu 7, za$ na podstawie
lematu 4.1.1(d) wynika stad, ze a;; jest pierwiastkiem wielomianu minimalnego endo-
morfizmu 7. Zatem a;; jest wartoscia wlasng endomorfizmu 7 (na podstawie twierdzenia
3.1.4). O

Uwaga 4.2.1. Jakkolwiek twierdzenie 4.2.3 ustala precyzyjnie jakie elementy a;; moga
wystepowaé na gltownej przekatnej macierzy tréjkatnej endomorfizmu triangularyzowal-
nego, to jednak nie rozstrzyga ono ile razy na gtéwnej przekatnej wystepuja poszczegodlne
wartosci wlasne endomorfizmu 7. W zwiazku z tym nie potrafimy jeszcze stwierdzié, czy
wielomian f = (X —aq1) -+ (X — a,,) jest wyznaczony jednoznacznie przez endomorfizm
7. Powrécimy do tego pytania w dalszej czesci wyktadu.

WNIOSEK 4.2.2. Endomorfizm triangularyzowalny T z macierzq trojkgtng A = [a;;] jest
nieosobliwy wtedy i tylko wtedy gdy aii1a9s - pp # 0.

Dowdd. Przypomnijmy, ze na podstawie twierdzenia 2.2.1, endomorfizm 7 jest odwracalny
wtedy i tylko wtedy gdy wyraz wolny wielomianu minimalnego p, jest rézny od zera, to
znaczy gdy p,(0) # 0. Tymczasem wobec twierdzenia 4.2.3 wielomian minimalny p, ma
pierwiastek 0 wtedy i tylko wtedy gdy jeden z elementéw diagonalnych macierzy A jest
rowny 0. Zatem

p-(0) =0 < aq1a2 - ay, = 0.

Stad, na podstawie twierdzenia 2.2.1, endomorfizm 7 jest odwracalny wtedy i tylko wtedy
gdy ari1ag2 - - - apy # 0. L

Whiosek 4.2.2 pokazuje jak bez uzycia pojecia wyznacznika mozna uzyskaé rezultat kla-
sycznie nierozerwalnie zwigzany z teorig wyznacznikow.

WNIOSEK 4.2.3. Niech A bedzie macierzq endomorfizmu T przestrzeni V- nad ciatem K
w pewnej bazie przestrzeni V. Macierz A jest podobna do macierzy trojkgtne; wtedy 1 tylko
wtedy gdy wielomian minimalny p, endomorfizmu T rozklada sie nad ciatem K na iloczyn
czynnikow lintowych.

Dowdéd. Niech A bedzie baza przestrzeni V' taka, ze m(1, A) = A. Rozktadalnosé p, na
czynniki liniowe nad K jest rownowazna istnieniu bazy B przestrzeni V' takiej, ze macierz
B = m(7,B) jest trojkatna (na podstawie twierdzenia 4.2.2). Jesli S jest macierza auto-
morfizmu przeprowadzajacego baze A na baze B, to na podstawie twierdzenia 2.2.4 mamy
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B = S71AS. A wiec macierz A jest podobna do macierzy tréjkatnej B. Z drugiej strony,
jesli macierz A = m(7, . A) jest podobna do macierzy trojkatnej B oraz p jest endomorfi-
zmem przestrzeni V, ktéry w bazie A ma macierz B = m(p,.A), to endomorfizmy p i 7 sa
podobne (twierdzenie 2.2.6). Wobec tego, na podstawie twierdzenia 2.2.5, endomorfizmy
p i 7 maja réwne wielomiany minimalne. Ale p, rozktada si¢ nad K na iloczyn czynnikéw
liniowych (na podstawie twierdzenia 4.2.2), zatem p, takze ma taki rozktad. O

4.3 Diagonalizacja

Endomorfizm 7 przestrzeni wektorowej V' nazywamy diagonalizowalnym, jesli istnieje ba-
za B przestrzeni V taka, ze macierz m(7, B) jest diagonalna. Twierdzenie 3.2.1 podaje
wiec warunek wystarczajacy diagonalizowalnosci endomorfizmu, ktéry mozna sformuto-
waé nastepujaco: jesli wielomian minimalny endomorfizmu 7 przestrzeni n—wymiarowej
ma n réznych pierwiastkéw w ciele K, to endomorfizm 7 jest diagonalizowalny. Okazuje
sie jednak, ze wymaganie by wielomian minimalny miat n = dim V' réznych pierwiast-
kow w ciele K jest zbedne. Istotne jest tylko by wielomian ten rozktadat si¢ na iloczyn
roznych czynnikow liniowych nad K. Warunek konieczny i wystarczajacy diagonalizowal-
nosci podajemy w twierdzeniu 4.3.2. Rozpoczniemy jednak od wyznaczenia wielomianu
minimalnego endomorfizmu diagonalizowalnego.

TWIERDZENIE 4.3.1. Jesli endomorfizm 7 € Endg V' jest diagonalizowalny oraz by, . .. by €
K sq wszystkimi parami roznymi elementami ciata K wystepujgcymi na przekgtne) ma-
cierzy diagonalnej endomorfizmu 7, to wielomian minimalny p, ma postaé

pr= (X =b1) - (X —by).

Dowdd. Niech B bedzie baza V taka, ze D = m(7,B) jest macierza diagonalna. Wér6d
elementow ciata K wystepujacych na przekatnej macierzy D niektore moga wystepowaé
wigcej niz jeden raz. Niech by, ..., b, beda wszystkimi parami r6znymi elementami ciata
K wystepujacymi na przekatnej macierzy D. Rozpatrzmy wielomian

Fi= (X —b) (X —by)

Udowodnimy, ze f = p,.

Przede wszystkim by, . . ., by jako elementy przekatnej diagonalnej macierzy endomorfizmu
T s3 wartosciami wtasnymi endomorfizmu 7. Na podstawie twierdzenia 3.1.4 elementy
b1, ..., by sa pierwiastkami wielomianu minimalnego p, i wobec tego f dzieli p,.

Z drugiej strony f(7) = Oy. Rzeczywiscie, wezmy dowolny wektor v € B i odpowiadajaca
mu wartos¢ wlasna b;. Zatem (7 — b;1y)(v) = 0 oraz

f()(w) = (r =bily) - (1 = blv)(v) = 0,

gdyz endomorfizmy 7 — byly,...,7 — byly sa przemienne (twierdzenie 2.1.1). A wiec
f(r)(v) = 0 dla kazdego v € B i wobec tego f(7) = 0y. Stad wynika, ze p, dzieli
f. Pokazaliémy zatem, ze f | p, oraz p, | f. Poniewaz obydwa wielomiany f i p, sa
unormowane, wynika stad, ze f = p,. Il

TWIERDZENIE 4.3.2. Endomorfizm 7 € Endg V' jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 rozklada sie nad ciatem K na iloczyn
parami roznych czynnikow lintowych:

pr=(X—b)- (X —by), by,....p€K, b#£b, dla i#j
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Dowdd. Konieczno$é warunku wynika z twierdzenia 4.3.1, przejdziemy wiec do dowodu
wystarczalnosci. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na wymiar przestrzeni.
Dla przestrzeni 1-wymiarowych twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe, zaktadamy wiec,
ze dimg V > 1.
Zatézmy, ze wielomian p, ma wskazany rozktad nad ciatem K. Jesli & = 1, to Oy =
pr(T) = 7 — bily. Zatem 7 jest endomorfizmem skalarnym, 7 = b1y, i w kazdej bazie
przestrzeni V' ma macierz diagonalna. Mozemy wiec zalozy¢, ze k > 1.
Niech

U:={veV:7(v)=bv}=ker(r — b ly).

Poniewaz b, jest pierwiastkiem wielomianu minimalnego endomorfizmu 7, wiec jest war-
toscia wtasna endomorfizmu 7 (zob. twierdzenie 3.1.4) i wobec tego do U nalezg wszystkie
wektory wlasne nalezace do wartosci wtasnej b;. Zatem U jest niezerowa podprzestrzenia
niezmiennicza endomorfizmu 7 i wobec tego ¢ := dim V/U < dim V. Rozpatrujemy endo-
morfizm 7 indukowany na przestrzeni V/U. Pokazemy, ze jego wielomian minimalny p-
jest dzielnikiem wielomianu

Fi= (X —by) -+ (X —by).

Wystarczy pokazaé, ze f(7) = Oyyy. Przede wszystkim zauwazamy, ze dla dowolnego
v € V mamy

0=p:(7)(v) = (T = bilv) f(7)(v),
skad wynika, ze f(7)(v) € ker(r — b1y ) = U. Zatem dla kazdego v € V mamy

fAw+U)= f(r)(v)+ U ="U.

Oznacza to, ze f(T) = Oyy i wobec tego pz dzieli f. Stad wynika, Ze p- jest iloczynem
parami réznych czynnikoéw liniowych nad K i wobec tego na podstawie zatozenia induk-
cyjnego istnieje baza {v1,...,0,} przestrzeni V/U wzgledem ktérej endomorfizm 7 ma
macierz diagonalng diag(ds, ..., ds). Przy tym zauwazmy, ze elementy diagonalne d; sa
wartosciami wlasnymi endomorfizmu 7, a wigc pierwiastkami wielomianu minimalnego
pz. Poniewaz ten wielomian jest dzielnikiem wielomianu f, zaden ze skalaréw d; nie jest
rowny b;. Ten fakt wykorzystamy w dalszej czesci dowodu.
W kazdej warstwie bazowej v; wybieramy wektor v; i wtedy mamy

’l_Jj:Uj—l-U, f(@j):dﬂ)j—Q—U, ]:1,,£
Jesli {uq, ..., uy} jest jakakolwiek baza podprzestrzeni U, to
A={uy, ..., Upn,v1,...,0}

jest baza przestrzeni V. Niech A = m(7,.A) bedzie macierza endomorfizmu 7 w bazie A.
Poniewaz
T(u;)) =bu; dla i=1,...,m,

wiec pierwszych m kolumn macierzy A ma identyczng postaé¢ jak w macierzy skalarnej
diag(by, ..., b1). Pozostate kolumny maja bardziej skomplikowana postaé¢. Mamy bowiem

T(?}j)+U:7:<T_)j):dej+U, j:l,,__7£,
zatem 7(v;) — d;v; € U. Istnieja wiec elementy a;; € K takie, ze

T(’Uj) :alju1+---+amjum+djvj, j = 1,...,6. (41)
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Macierz A ma wiec nastepujaca postac:

b1 0O ... 0 a1 a1 ... Quy
0 b1 ... 0 921 a9 ... QAy
o o 0 0 ... bl Am1 Am2 ... Qme
A=mmA=1g o 0 d 0 .. 0
0O 0 ... 0 0 do ... O
00 ... 0 0 0 .. d]

Pokazemy teraz, ze baze A mozna zmodyfikowaé tak, by w nowej bazie endomorfizm 7
mial macierz diagonalng. Przede wszystkim dla kazdych z;; € K zbiér

B = {uy, ..., Un,v1 +T11u1 + -+ iU, ey Ve Tortys + 0 F Ty}

jest bazg przestrzeni V. Udowodnimy teraz, ze skalary x;; mozna tak dobrac, ze wszystkie
wektory bazy B sa wektorami wlasnymi endomorfizmu 7. Rzeczywiscie, pokazemy, ze
mozna tak dobra¢ xj € K, ze kazdy z wektordw v; + xj1u; + - - - + 2, Uy, jest wektorem
wlasnym endomorfizmu 7 nalezacym do wartosci wlasnej d;. Poszukiwane skalary xzj;
muszg wiec spetnia¢ uktad réwnan

T(vj + Tjur + -+ TjmU) = (V5 + Tpug o Til), =100
Wykorzystujac (4.1) otrzymujemy
AUt + -+ F Uy, + djvj + by (U1 + -+ T un) = dj(vj + T + -+ T U,),
skad wobec zauwazonego juz wezesniej faktu, ze d; # by dla wszystkich j = 1,..., ¢, mamy

alj CLmj

S

L1
A wiec w bazie B endomorfizm 7 ma macierz diagonalna
diag(bl, A ,bl, dl, R ,dg),

co konczy dowdd twierdzenia. O]

WNIOSEK 4.3.1. Niech A bedzie macierzg endomorfizmu T przestrzeni V- nad ciatem K
w pewnej bazie przestrzeni V. Macierz A jest podobna do macierzy diagonalnej wtedy i
tylko wtedy gdy wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 rozklada sie nad ciatem K na
tloczyn parami roznych czynnikow liniowych.

Dowéd. Wystarczy zastosowacé argumentacje uzyta w dowodzie wniosku 4.2.3. [



Rozdziat 5

Twierdzenie o rozkladzie

Ostatnie zmiany 16.11.2008 r.

W tym rozdziale udowodnimy ogdélne twierdzenie o rozktadzie przestrzeni wektorowej
na sume prostg podprzestrzeni niezmienniczych endomorfizmu 7 € Endg V' wyznaczo-
nych przez czynniki wielomianu minimalnego endomorfizmu 7 nierozktadalne nad ciatem
K. Twierdzenie to jest podstawa analizy postaci kanonicznych macierzy endomorfizmow
i redukuje badanie macierzy endomorfizmu do przypadku, gdy wielomian minimalny en-
domorfizmu jest potega wielomianu nierozktadalnego nad cialem K.

5.1 Endomorfizmy redukowalne

DEeFINICJA 5.1.1. Endomorfizm 7 przestrzeni wektorowej V' nazywa sie redukowalny, jesli
istniejag dwie nietrywialne podprzestrzenie niezmiennicze V; i V5, endomorfizmu 7 takie, ze

V=Vial.

Moéwimy takze, ze endomorfizm 7 jest redukowalny przez pare podprzestrzeni nie-
zmienniczych Vi, V5.

Zauwazmy, ze redukowalnos¢ endomorfizmu jest wlasnoscig silniejsza od istnienia nietry-
wialnej podprzestrzeni niezmienniczej V) endomorfizmu 7. Wprawdzie dla podprzestrzeni
niezmienniczej Vi zawsze mozna dobra¢ podprzestrzen W tak, by V = V; @& W, ale na
og6t nie mozna spodziewac si¢, ze istnieje podprzestrzen dopetniajaca W, ktora jest nie-
zmiennicza wzgledem 7.

Opis dziatania endomorfizmu redukowalnego sprowadza sie do zbadania dziatania te-
go endomorfizmu na podprzestrzeniach niezmienniczych Vi, V5. Jedli bowiem 7 = 7|y,
oraz Ty = T|y, sa zacie$nieniami endomorfizmu 7 do podprzestrzeni Vi i V5, to sa to en-
domorfizmy V; i V5, odpowiednio, oraz dla kazdego wektora v € V mamy jednoznaczne
przedstawienie w postaci

UV = vy + Vo, ’Ulem,vge‘/g
przy czym
T(v) = 11 (v1) + T2(v2).

Zatem opis dzialania endomorfizméw 7y, 75 na podprzestrzeniach V; i V5 dostarcza opisu
dzialania endomorfizmu 7 na przestrzeni V.
W jezyku macierzy redukowalno$¢ endomorfizmu 7 oznacza, ze

m(7,8>2l§ g]

45
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gdzie A = m(7y,B1), B =m(m,Bs), By jest dowolna uporzadkowana baza podprzestrzeni
Vi, Bs jest dowolng uporzadkowang baza podprzestrzeni Vs oraz B = B U By jest odpo-
wiednig bazg przestrzeni V.

Przechodzimy teraz do badania wielomianu minimalnego endomorfizmu redukowalnego.
Dla podprzestrzeni T7—niezmienniczej U przestrzeni V' rozpatrywaliémy juz endomorfizm
7 indukowany przez T na przestrzeni ilorazowej V/U (zobacz §4.1). Teraz zajmiemy sie
endomorfizmem indukowanym przez 7 na samej podprzestrzeni niezmienniczej U.

LEMAT 5.1.1. Niech 7 € Endg V' @ niech Vi C V' bedzie podprzestrzeniq niezmienniczq
endomorfizmu . Wtedy

(a) Odwzorowanie T : Vi — Vi, 1 (u) = 7(u) jest endomorfizmem przestrzeni V.

(b) Jesli g € K[X] oraz q(1) = Oy, to q(11) = Oy,.

(¢) Wielomian minimalny endomorfizmu 71 dzieli wielomian minimalny endomorfizmu 7.

Dowdd. (a) wynika wprost z definicji podprzestrzeni niezmienniczej endomorfizmu.

(b) Zaciesnienie endomorfizmu ¢(7) do podprzestrzeni V; jest endomorfizmem ¢(7y) prze-
strzeni V7. Stad dla dowolnego v € Vi mamy ¢(mi)(u) = ¢(7)(u) = Oy(u) = 0. Stad
q(m1) = Oy,

(c) Na podstawie (b) mamy p,(71) = Oy,. Zatem p,, dzieli p, na podstawie definicji
wielomianu minimalnego endomorfizmu. O

DEFINICJA 5.1.2. Endomorfizm 7 = 7|y, podprzestrzeni niezmienniczej V; endomorfi-
zmu 7 nazywa si¢ endomorfizmem indukowanym na Vi przez endomorfizm 7 przestrzeni

V.

LEMAT 5.1.2. Niech V = Vi + V5, gdzie Vi, Vs sq podprzestrzeniami T—niezmienniczymi
przestrzeni V. Niech 1 i T bedg endomorfizmami indukowanymi przez T na podprzestrze-
niach Vi 1 V5.

Wtedy wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 jest najmniejszq wspolng wielokrotnoscig
wielomianow minimalnych py, i py, endomorfizmow Ty i Ty :

br = NWW(pn ) pm)'

Dowéd. Wobec p,(11) = Oy, oraz p,(72) = Oy, wielomian p, jest podzielny przez wielomia-
Ny P, Pry, zatem takze przez ich najmniejsza wspélng wielokrotnosé ¢ := NWW(p,,, pr,).
Z drugiej strony, dla v; € Vi mamy ¢(7)(v1) = q(71)(v1) = 0, gdyz wobec p,, | ¢ mamy
q(11) = 0y,. Podobnie, dla vy € V4 mamy ¢(7)(ve) = 0.
Wobec tego, dla dowolnego v € V = V] + V5 mamy v = vy + vo, gdzie v; € Vi, vy € V5
oraz

qa(T)(v) = q(7)(v1) + q(7) () = 0.
A wiec ¢(7) = Oy 1 wobec tego p, | ¢. Poniewaz zaréwno p, jak i ¢ sa wielomianami
unormowanymi, wiec z tego, ze p, | ¢ i ¢ | p, wynika, ze p, = q. [
TWIERDZENIE 5.1.1. Niech V. = Vi + .-+ + Vi, gdzie Vi, ..., Vi sa podprzestrzeniami
niezmienniczymi endomorfizmu T przestrzeni V.
Niech T; bedzie endomorfizmem indukowanym przez T na podprzestrzeni V; i niech p,
bedzie wielomianem minimalnym endomorfizmu 7; dla i =1, ... k.
Wtedy wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 jest najmniejszq wspolng wielokrotnoscig
wielomianow py, ..., Pr -

pr = NWW(p,,,....pr)-

W szczegolnosci, jesli wielomiany p,, ..., s, s@ parami wzglednie pierwsze, to

Pr = Pr " D1y

Dowdéd. Indukcja ze wzgledu na k z wykorzystaniem lematu 5.1.2. [
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5.2 Twierdzenie o rozkladzie

Twierdzenie 5.1.1 pokazuje, ze istnienie rozktadu przestrzeni wektorowej V' na sume prosta
podprzestrzeni T—niezmienniczych ma wyrazny wpltyw na posta¢ wielomianu minimalne-
go endomorfizmu 7. Przystepujemy teraz do dowodu waznego twierdzenia pokazujacego,
ze takze na odwrot, rozkladowi wielomianu minimalnego endomorfizmu 7 na iloczyn pa-
rami wzglednie pierwszych czynnikéw odpowiada rozktad przestrzeni V' na sume prosta
podprzestrzeni T—niezmienniczych.
Dla endomorfizmu 7 € Endg V' bedziemy zakladaé, ze wielomian minimalny p, endo-
morfizmu 7 ma rozktad
Pr=Dp1" Dk (5.1)

gdzie p; € K[X] sa unormowanymi wielomianami stopni > 1 i wielomiany te sa parami
wzglednie prerwsze, to znaczy

NWD(p;,p;) =1 dla i #j.
Najwazniejszym przyktadem takiego rozktadu wielomianu p, jest rozktad kanoniczny

gdzie ¢; sa réznymi unormowanymi wielomianami nierozktadalnymi nad ciatem K oraz m;
sa liczbami naturalnymi. Kazdy wielomian p € K[X] ma tylko jeden rozklad kanoniczny
(jesli rozktady rozniace sie tylko porzadkiem czynnikéw nie uwazaé za rézne).

W ponizszym twierdzeniu pokazemy, ze z rozktadem wielomianu p, na iloczyn czynni-
kéw parami wzglednie pierwszych wigze sie zawsze rozktad przestrzeni V' na sume prosta
niezerowych podprzestrzeni niezmienniczych endomorfizmu 7.

TWIERDZENIE 5.2.1. (Twierdzenie o rozkltadzie).
Niech 7 € Endg V' i niech p, € K[X]| bedzie wielomianem minimalnym endomorfizmu
7. Niech (5.1) bedzie rozkladem wielomianu p, nad cialem K na iloczyn wielomiandw
unormowanych, parami wzglednie pierwszych, stopni > 1 i niech k > 2. Dla kazdego
1=1,...,k niech

Vi=kerp;(1) ={v eV :p(r)(v) =0}
Witedy
(a) V; jest niezerowq podprzestrzeniq niezmienniczq endomorfizmu T.
by V=Vie - V.

(¢) Endomorfizm indukowany T; na przestrzeni V; ma wielomian minimalny p;.

Dowdéd. (a) V; jest jadrem endomorfizmu przestrzeni V, zatem jest podprzestrzenia prze-
strzeni V.

Latwo sprawdza sie, ze V; jest podprzestrzenig niezmiennicza endomorfizmu 7. Dla dowol-
nego v € V; mamy bowiem p;(7)(v) = 0, zatem wykorzystujac przemienno$¢ endomorfi-
zméw p;(7) 1 7 mamy takze

pi(T)(7(v)) = (pi(7)7)(v) = (1pi(7))(v) = 7(pi(7)(v)) = 7(0) = 0.

Stad wynika, ze 7(v) € V;, co dowodzi niezmienniczosci podprzestrzeni V.
Dla dowodu, ze V; # 0, dla kazdego ¢ = 1,. .., k obieramy wielomian

k
i1 pi

JFi
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Poniewaz h; ma mniejszy stopien niz wielomian p,, wiec h;(7) # 0y . Istnieje wiec wektor
v eV taki, ze u := h;(7)(v) # 0. Wtedy mamy

pi(7)(u) = pi(7)hi(T)(v) = p-(7)(v) = Oy (v) = 0.
A wiec u € kerp;(7) =V, oraz u # 0.

(b) Zauwazmy, ze wielomiany hq, ..., hj sa wzglednie pierwsze. Jedli bowiem wielomian
nierozktadalny ¢ dzieli h;, to g dzieli pewien wielomian p; dla j # . Ale wtedy ¢ nie dzieli
hj. Wielomiany hq, ..., hj nie moga wigc mie¢ wspolnego dzielnika nierozktadalnego g.
Poniewaz K[X] jest pierscieniem idealéw glownych wynika stad, ze istnieja wielomiany
fi,..., fr € K[X] takie, ze

Jihi+ -+ fihe = 1.

W algebrze endomorfizméw Endg V' mamy wiec réwnosé
Sul@)ha(7) + -+ fulm)hi(T) = 1y

i wobec tego dla dowolnego wektora v € V' mamy
A (7)) + -+ fe(T)hi(T)(0) = 0.
Ktadac v; := fi(7)h;(7)(v) otrzymujemy
v+ U =,

Zauwazmy, ze v; € V;. Mamy bowiem

pi(7)(vi) = (pifihi) (7)(v) = (fipr)(7)(v) = Oy (v) = 0.

Udowodniliémy wiec, ze V =V + - - - + Vj.. Pozostaje udowodni¢, ze kazdy wektor v € V'
ma jednoznaczne przedstawienie w postaci v = vy + - - - 4+ vy, gdzie v; € V.

Wystarczy pokazac, ze wektor zerowy ma jednoznaczne przedstawienie, to znaczy, ze z
rownosci 0 = vy + - - - + vy gdzie v; € V; wynika, ze wszystkie v; = 0.

Przypusémy wiec, ze 0 = vy + - - - 4+ v, gdzie v; € V;. Wtedy dla kazdego j mamy

0= h;(7)(0) = hy(7)(v1) + -+ hy(7) (vR)-

Dla i # j wielomian h; dzieli si¢ przez p;, zatem h;(7)(v;) = 0. A wiec nasza réwnosé
redukuje sie do
0 = h;(7)(v;)-

Z tego, ze wielomiany p; sg parami wzglednie pierwsze wynika, ze wielomiany h; i p; sg
wzglednie pierwsze. Jesli wiec g1h; + gop; = 1, gdzie g1, g2 € K[X], to takze g1(7)h;(T) +
92(7)p;(7) = 1v, skad

91(7)h; (7)(v5) + g2(T)p; (7) (v5) = v;.
Obydwa sktadniki po lewej stronie tej réwnosci sa wektorami zerowymi, zatem takze
v; = 0. Dowodzi to (b).

(¢) Z okreslenia podprzestrzeni V; wynika, ze dla kazdego v € V; mamy

pi(7:)(v) = pi(7)(v) = 0.

Innymi stowy p;(7;) = Oy,, co oznacza, ze wielomian minimalny p,, endomorfizmu indu-
kowanego 7; jest dzielnikiem wielomianu p;. Poniewaz wielomiany p; sa parami wzglednie
pierwsze, takze wielomiany p, sa parami wzglednie pierwsze. Na podstawie twierdzenia
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5.1.1 i udowodnionego juz punktu (b), wielomian minimalny endomorfizmu 7 jest naj-
mniejsza wspolna wielokrotnoscia wielomianéw p,,, a wiec ich iloczynem. Stad

k k
Hpn- =Pr= Hpi' (53)
=1 =1

Niech m; bedzie stopniem wielomianu p,, zas n; stopniem wielomianu p;. Poniewaz p,, | p;,
wiec m; < n;. Z drugiej strony, wobec réwnosci (5.3), mamy

my -+ mEg=mny+---+ng
i wobec tego m; =n; dlat=1,... k. Zatem takze p,, =p; dlai=1,... k. O]

Zapiszmy jeszcze raz twierdzenie o rozktadzie w szczegdlnym przypadku gdy rozklad
(5.1) wielomianu minimalnego p, jest rozkladem kanonicznym (5.2).

TWIERDZENIE 5.2.2. (Twierdzenie o rozktadzie).

Niech T € Endg V' i niech p, € K[X] bedzie wielomianem minimalnym endomorfizmu .
Niech (5.2) bedzie rozkladem kanonicznym wielomianu p, nad ciatem K i niech k > 2.
Dla kazdego i =1, ... k niech

Vii=kerg"(r)={veV:qg"(r)(v) = 0}.

Wtedy
(a) V; jest niezerowq podprzestrzeniq niezmienniczq endomorfizmu T.
b)) V=Vi® oV

(¢) Endomorfizm indukowany 7; na przestrzeni V; ma wielomian minimalny p,, = ¢;".

Twierdzenie 5.2.1 o rozktadzie ma nastepujaca interpretacje macierzowa. W oznacze-
niach tego twierdzenia, niech B; bedzie uporzadkowana bazg podprzestrzeni V; i niech
B; = m(7;, B;) bedzie macierza endomorfizmu indukowanego 7; podprzestrzeni V;. Wtedy
wobec czesci (b) twierdzenia zbidr

B=BU---UDB
jest baza przestrzeni V' i endomorfizm 7 przestrzeni V' ma w tej bazie macierz klatkowa
By
m(7,B) = _ . (5.4)
By,
Jesli dimV; = ny;, to B; € M,,(K) oraz n = dimV = ny + --- 4+ ny. Dalsze upraszcza-
nie macierzy endomorfizmu 7 sprowadza sie do poszukiwania baz w przestrzeniach V;,
wzgledem ktérych endomorfizmy 7; maja jak najprostsza macierz. Przy tym, jesli roz-
ktad (5.1) wielomianu p, byl rozkladem kanonicznym (5.2), to twierdzenie o rozktadzie
jest juz nieprzydatne gdyz wielomian minimalny endomorfizmu 7; jest potega wielomianu

nierozktadalnego (i wobec tego nie ma rozktadu na iloczyn czynnikéw parami wzglednie
pierwszych).

Przyktad 5.2.1. Jesli endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian minimalny p, = (X —a)™,
to dla endomorfizmu ¢ = 7 — aly mamy

m

Oy =p. (1) = (1 —aly)™ =o™.
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A wiec endomorfizm o jest nilpotentny.

Wynika stad, ze dla znalezienia stosownej postaci kanonicznej macierzy endomorfizmu 7,
ktorego wielomian minimalny jest potega wielomianu liniowego, wystarczy zbadaé postaé
kanoniczna macierzy endomorfizméw nilpotentnych. Jesli bowiem m(o, B) = A, to

m(7,B) = m(o + aly,B) = m(o,B) + m(aly,B) = A+ al

gdzie I jest macierza jednostkowa. A wiec macierz endomorfizmu 7 otrzymujemy w bar-
dzo prosty sposob z macierzy A endomorfizmu nilpotentnego ¢ = 7 — aly. Ta sytuacja
motywuje nasze zainteresowanie endomorfizmami nilpotentnymi.

Jako przyktad zastosowania twierdzenia o rozktadzie podamy jeszcze jeden dowod wa-
runku wystarczajacego diagonalizowalnosci endomorfizmu (zob. twierdzenie 4.3.2). Do-
wod, ze warunek ten jest konieczny wskazaliSmy w twierdzeniu 4.3.1.

TWIERDZENIE 5.2.3. Jesli wielomian minimalny p, endomorfizmu T przestrzeni V. roz-
ktada sie nad ciatem K na iloczyn parami réznych czynnikow liniowych:

pT:(X—b1)<X—bk), bl,...7bk€K7 bz#b] dla ’L?’é],
to endomorfizm T jest diagonalizowalny.

Dowdd. Zatézmy, ze wielomian p, ma wskazany rozktad nad cialem K. Niech V; =
ker(t — b;1y). Na podstawie twierdzenia o rozktadzie V; jest niezerowa podprzestrzenia
T—niezmiennicza przestrzeni V oraz V =V, & --- & V. Zauwazmy, ze kazdy niezerowy
wektor podprzestrzeni V; jest wektorem wtasnym endomorfizmu 7 nalezacym do warto-
sci wlasnej b;. Jedli B; jest dowolng bazg podprzestrzeni V;, to endomorfizm indukowa-
ny 7; podprzestrzeni V; ma wzgledem tej bazy macierz diagonalna (faktycznie skalarna)
B; = b;1;, gdzie I; oznacza macierz jednostkowa stopnia dim V;. Zatem macierz klatkowa
(5.4) jest diagonalna. O

W dalszym ciggu zajmowaé sie bedziemy gléwnie przypadkiem, gdy endomorfizm
7 € Endg V przestrzeni wektorowej V' ma wielomian minimalny postaci ¢, gdzie ¢ jest
wielomianem nierozktadalnym nad ciatem K. Jesli uda sie opisa¢ zadowalajaco macierze
wszystkich endomorfizméw tego typu, to przypadek ogdlny opisany bedzie przez zasto-
sowanie twierdzenia o rozktadzie. Jest to strategia prowadzaca do gtownych twierdzen o
postaci kanonicznej macierzy endomorfizmu takich jak posta¢ kanoniczna Jordana i postaé
kanoniczna wymierna.



Rozdziat 6

Endomorfizmy nilpotentne

Ostatnie zmiany 12.12.2008 r.

6.1 Podprzestrzenie cykliczne

Wprowadzimy najpierw pojecie podprzestrzeni 7—cyklicznej przestrzeni wektorowej V/
dla dowolnego endomorfizmu 7 przestrzeni V.

DEFINICIA 6.1.1. Niech 7 € Endg V' bedzie dowolnym endomorfizmem. Podprzestrzenia
T—cykliczng generowang przez wektor v € V nazywamy podprzestrzen U przestrzeni V'
generowang przez zbior

{Tk(v) ke NU {0}} :

Podprzestrzen 7—cykliczna generowana przez wektor v € V jest wiec zbiorem wszystkich
kombinacji liniowych postaci

agv + a1 7(v) + apT? (V) 4+ - - - + a, 7" (),  ag,a1,...,a, €K, n€N.
Inaczej méwiac, sg to wektory postaci
f(r)(v) gdzie f=a+uX+- - +a,X" € K[X].

Dla endomorfizmu 7 obraz 7(v) wektora v zapisuje sie takze czasem jako Tv i wobec
tego dla f € K[X]| zamiast f(7)(v) pisze si¢ f(7)v. Uzywajac tego uproszczonego zapisu
mozemy podprzestrzen T—cykliczng U generowang przez wektor v € V' opisac¢ jako zbior

Krlv :={f(r)veV: fe K[X]}.

LEMAT 6.1.1. Kazda podprzestrzen T—-cykliczna przestrzeni V' jest podprzestrzenig nie-
zmienniczq endomorfizmu T.

Dowéd. Dla k € NU{0} mamy 7(7%(v)) = 7**1(v) € U. Zatem 7 przeprowadza wszystkie
wektory rozpinajace podprzestrzen U na wektory nalezace do U skad wynika, ze 7(U) C

U. O

TWIERDZENIE 6.1.1. Niech U = K|[7]v bedzie podprzestrzeniq T— cykliczng przestrzeni V.
generowangq przez wektor v € Vi niech 11 = 7|y bedzie endomorfizmem indukowanym na
U przez endomorfizm 7. Niech p,, € K[X] bedzie wielomianem minimalnym endomorfizmu
T1-

51
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(a) Dla dowolnego wielomianu f € K[X], jesli f(T)(v) =0, to p, | f.
(b) Jesli p,, ma stopien r, to zbior

B = {v, T(v),... ,TT_I(U)}
jest bazq podprzestrzeni U i wobec tego dimU = r = degp,,.

Dowdd. (a) Dla dowolnego wektora u = ¢(7)(v) € U, gdzie g € K[X], mamy

f()(w) = f(7)(g(7)(v))
= (f(Myg(m)w) = (g(n)f(1)(v) = g(T)(f(7)(v)) = g(7)(0) =0 € U.

Zatem f(m) = f(7)|v = Oy 1 wobec tego wielomian minimalny p,, endomorfizmu 7 dzieli

f
(b) Wezmy dowolny wektor u € U. Wtedy u = f(7)(v) dla pewnego wielomianu f € K[X].
Na podstawie twierdzenia o dzieleniu z reszta istnieja wielomiany g, h € K[X] takie, ze

f = gpr + ha degh < degpﬁ =T
Zauwazmy, ze wobec v € U oraz
P (7)(v) = pr (T)u(v) = pr (1) (v) = Oy (v) =0

mamy
u = f(7)(v) = g(r)(pr (7)(v)) + h(7)(v) = h(T)(v).

Poniewaz degh < r wynika stad, ze dowolny wektor u € U jest kombinacjg liniowg
wektoréw v, 7(v), ..., 7" (v). Stad wynika, ze zbiér B rozpina podprzestrzen U.
Udowodnimy teraz, ze zbiér B jest liniowo niezalezny. Jesli bowiem

agv + ay7(v) + - F a7 Hv) =0
dla pewnych aq,aq,...,a,_1 € K nie wszystkich réwnych zero, to wielomian
f:a0+a1X+---+ar_1X"_1 c K[X]

jest niezerowy oraz f(7)(v) = 0. Stad za$ na podstawie (a) wynika, ze p,, | f, co jest
niemozliwe, gdyz stopien wielomianu f jest réwny co najwyzej r — 1. A wiec wektory

v, 7(v),..., 777 (v) sg liniowo niezalezne.
Zbior B rozpina przestrzen U i jest liniowo niezalezny, zatem jest baza podprzestrzeni U.
Stad dim U = r = degp.,. O

WNIOSEK 6.1.1. Niech 7 € Endg V. Jesli V = K|r|v jest przestrzenig T—cykliczng, to
dimV = degp,.

Dowéd. W oznaczeniach twierdzenia 6.1.1 mamy U =V, 71 = 7, p;, = D;. O

6.2 Endomorfizmy nilpotentne

Przejdziemy teraz do badania endomorfizméw nilpotentnych. Przypomnijmy, ze endo-
morfizm o przestrzeni V nazywa sie nilpotentny, jesli istnieje liczba naturalna m taka, ze
o™ = Ov.
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DEFINICJA 6.2.1. Niech o € Endg V' bedzie niezerowym endomorfizmem nilpotentnym.
Jesli o™ =0y i o™ ! £ 0y, to liczbe naturalng m nazywamy stopniem endomorfizmu
nilpotentnego o.

LEMAT 6.2.1. ¢ € Endg V' jest endomorfizmem nilpotentnym stopnia m wtedy i tylko
wtedy gdy wielomianem minimalnym endomorfizmu o jest p, = X™.

Dowdd. Jesli p, = X™ to 0™ = py(0) = Oy czyli endomorfizm o jest nilpotentny. Ponadto
o™t #£ Oy, gdyz w przeciwnym razie mielibySmy p, | X™™!, co jest niemozliwe. Z drugiej
strony, jesli o jest endomorfizmem nilpotentnym stopnia m, to wielomian X™ € K[X]
zeruje si¢ na o, zatem p, | X™. A wiec p, = X* gdzie £ < m. Gdyby £ < m to wobec
ot = py(0) = Oy mieliby$my takze 0™~ = 0, wbhrew temu, Ze ¢ jest nilpotentny stopnia
m. Zatem ¢ = m oraz p, = X™. n

Jesli o jest endomorfizmem nilpotentnym stopnia m > 1, to podprzestrzen o—cykliczna
K[o]v = lin (Uk(v) :keNU {O}) generowana przez wektor v € V' jest faktycznie rozpieta
na skoriczonym zbiorze wektoréw v, o(v), ..., o™ 1 (v). Przy tym, wobec 0™~! # 0y istnie-
je wektor v € V taki, ze 0™ (v) # 0. Bedziemy rozpatrywaé¢ wylacznie podprzestrzenie
o—cykliczne generowane przez wektor v € V' spelniajacy ten wlasnie warunek. Znaczenie
tego warunku wyjasnia nastepujacy lemat.

LEMAT 6.2.2. Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym stopnia m przestrzeni V 1
niech Uy = KloJv = lin(v,0(v),...,0™ 1 (v)) bedzie podprzestrzeniq o—cykliczng prze-
strzeni V' generowang przez wektor v € V. Wtedy

o™ t(v) #£0 <<= dimU; =m.

Dowdd. Jesli ™ (v) # 0, to zauwazamy, ze endomorfizm indukowany o; = oy, jest en-
domorfizmem nilpotentnym stopnia m przestrzeni U;. Na podstawie lematu 6.2.1 otrzy-
mujemy, ze wielomian minimalny p,, endomorfizmu o; jest réwny X™. Na podstawie
twierdzenia 6.1.1 otrzymujemy wiec dim U; = degp,, = m.

Natomiast jedli o™~ 1(v) = 0, to takze o®(v) = 0 dla kazdego k > m i wobec tego

Uy =lin (v,0(0),...,0™2(v))

jest podprzestrzenia rozpieta na uktadzie m — 1 wektorow a zatem ma wymiar nie wiekszy
niz m — 1. L

Jak juz zauwazylidmy, jesli o jest endomorfizmem nilpotentnym stopnia m, to pod-
przestrzen o—cykliczna K|o]v jest rozpigta na uktadzie m wektoréw v, o (v),...,o™ 1(v)
i wobec tego ma wymiar < m. Podprzestrzenie o—cykliczne o wymiarze m sg wiec mak-
symalnymi podprzestrzeniami o—cyklicznymi i na podstawie lematu 6.2.2 podprzestrzen
o—cykliczna U; = K|[o]v jest maksymalna wtedy i tylko wtedy gdy o™~ '(v) # 0.

Lemat 6.2.2 pozwala takze znalez¢ optymalne oszacowanie dla stopnia wielomianu mi-
nimalnego endomorfizmu nilpotentnego. Przypomnijmy, ze dla dowolnego endomorfizmu
T przestrzeni n—wymiarowej mamy jak dotad tylko (trywialne) oszacowanie degp, < n?
(zob. uwage 3.1.3). Jak wynika z nastepujacego wniosku, dla endomorfizmu nilpotentnego
o stopnia m mamy m = degp, < n.

WNIOSEK 6.2.1. Jesli o jest endomorfizmem nilpotentnym stopnia m przestrzeni n—wy-
miarowej V, to m < n.

Dowod. Na podstawie lematu 6.2.2 przestrzen V' ma podprzestrzen o—cykliczng U; o
wymiarze m. Zatem m < n. O
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LEMAT 6.2.3. Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym stopnia m przestrzeni V 1
niech o1 bedzie zaciesnieniem o do maksymalnej podprzestrzeni cyklicznej Uy = K|o|v.
Witedy

By = {v,0(v),...,c™ *(v)}

jest bazq przestrzeni Uy oraz

000 ...00
100 ...00
m(oy,B)) =10 1 0 00| =Jp,
000 ..10

Dowdd. m—elementowy zbior By rozpina U; oraz m = dim U; na podstawie lematu 6.2.2.
Zatem B jest baza podprzestrzeni U;. Ponadto, dla 0 < ¢ < m — 2 mamy o(c'(v)) =
o™ (v) oraz o™ (v)) = 0. O

DEFINICJA 6.2.2. Macierz J,,, nazywamy osobliwg klatkq Jordana stopnia m.

7 wniosku 6.2.1 wiemy, ze stopien nilpotentnosci endomorfizmu o € Endg V' jest nie
wiekszy od wymiaru przestrzeni V. Zauwazmy, ze w szczegdlnym przypadku gdy stopien
nilpotentnosci endomorfizmu o jest réwny wymiarowi przestrzeni V', maksymalna pod-
przestrzen o—cykliczna U; pokrywa sie z V. Zatem jedli 0 = Oy i o™ ! # 0y, gdzie
n =dimV, to w przestrzeni V istnieje baza B taka, ze m(c, B) = J,. Klatke Jordana J,
nazywamy wtedy postacig kanoniczng Jordana macierzy endomorfizmu nilpotentnego o.

Przystepujemy teraz do opisu postaci kanonicznej Jordana macierzy dowolnego endo-
morfizmu nilpotentnego. Ostateczny rezultat podaje twierdzenie 6.3.2, natomiast gtowny
argument potrzebny dla dowodu tego twierdzenia jest zawarty w twierdzeniu 6.2.1.

LEMAT 6.2.4. Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym stopnia m przestrzeni V 1
niech oy bedzie zaciesnieniem o do maksymalnej podprzestrzeni cyklicznej Uy = K[o|v.

(a) Dla w € Uy oraz 0 < k < m mamy
o™ Fu)=0 <<= u=0"(u) dlapewnego wektora wuy € U;.
(b) ker "% = im o¥.

Dowdd. (a) Oczywiscie, jesli u = o*(ug), to o™ *(u) = 0™ (ug) = 0.
Zatézmy teraz, ze o™ *(u) = 0 dla pewnego u € U;. Wtedy

u = agv + a10(v) + - + ap_10™ (V)
dla pewnych a; € K i stad
0=0c""(u) = apc™ *(v) + a;c™ " (W) + -+ ap_10™ V),
gdyz wyzsze potegi o anihilujg wektor v. Na podstawie lematu 6.2.3 wektory
o™k (v), e™ L (v),.. ., c™ Hv)
sg liniowo niezalezne, zatem ag = a; = -+ = a,_1 = 0. Stad

m—l(

U= aro"(V) 4+ -+ a0 v) = o* (),

gdzie ug = apv + ap10(V) + -+ + Ap_10™FH(v) € Uy,
(b) jest rbwnowazne z (a). O
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WNIOSEK 6.2.2. Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym stopnia m przestrzeni V.
i niech Uy = K|o|v bedzie maksymalng podprzestrzeniq o— cykliczng przestrzeni V. Niech
o1 bedzie zaciesnieniem endomorfizmu o do podprzestrzeni Uy. Wiedy

dimkero; =1 oraz kero; =lin (am_l(v)) .
Dowdd. Jest to przypadek k = m — 1 w lemacie 6.2.4. O]

Udowodnimy teraz kluczowy fakt o endomorfizmach nilpotentnych pokazujacy, ze jesli
stopien nilpotentnosci m endomorfizmu o spetmia m < dimV, to endomorfizm o jest
redukowalny.

TWIERDZENIE 6.2.1. Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym stopnia m prze-
strzent V' 1 niech Uy bedzie maksymalng podprzestrzeniq o—cykliczng przestrzeni V.
Wtedy istnieje podprzestrzen W przestrzeni V' taka, ze

(a) VIUl@W
(b) o(W)CW.

Dowdéd. Niech W bedzie maksymalng podprzestrzenig przestrzeni V' spetniajaca warunki

Istnienie takiej podprzestrzeni W wynika stad, ze w ogole istnieja podprzestrzenie W spet-
niajace warunki (6.1) (na przyktad, podprzestrzen zerowa W = 0) i wobec tego sposrdd
podprzestrzeni spelniajacych warunki (6.1) wystarczy wybraé¢ podprzestrzefi o najwiek-
szym wymiarze. Udowodnimy, ze V = U; + W.

Przypusémy, ze tak nie jest. Istnieje zatem wektor z € V' taki, ze z € U; + W. Obieramy
liczbe naturalng £ taka, ze

ol(z)gUy+W dla i<k oraz o"(z) € U +W. (6.2)
Poniewaz 0™ = 0y, wigc k£ < m. Mamy wigc przedstawienie
of(z)=u+w, ueU, weW.

Stad 0 = 0™(z) = o™ *(u) + 0™ *(w). Wobec niezmienniczoéci podprzestrzeni U; i W
wzgledem o mamy
o™ Fw) e Uy, o™ F(w)eWw,

a wiec
o™ F(u) = —o™Fw) e Uy NW = 0.

Na podstawie lematu 6.2.4 istnieje ug € U, taki, ze
u = o"(ug).
Stad 0% (2) = u+w = o*(up) + w idla z; := 2 — up mamy z, ¢ U; + W oraz
oF(21) = o%(2) — o*(ug) = w € W.

Stad takze .
0/(z) eW dla j>k, (6.3)

gdyz W jest niezmiennicza wzgledem o. Rozwazmy teraz

o'(z1) = 0'(2) — o' (o)
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dla i < k. Tutaj o'(2) € Uy + W na podstawie wyboru liczby k, oraz ¢‘(ug) € Uy, bo
ug € Uy i o(Uy) C U;. A wiec nie tylko z; € Uy + W ale takze

o'(z1) U+ W dla i<k, (6.4)

Element z; ma zatem te same wlasnosci co element z wystepujacy w (6.2) z tym, ze mamy
doktadniejszg informacje co do obrazu elementu z; poprzez o, mianowicie o%(z;) € W,
podczas gdy o o%(z) wiemy tylko, Ze nalezy do wickszej podprzestrzeni Uy + W.
Definiujemy teraz podprzestrzen Wi przestrzeni V' jako

W, =W +lin (21, o(z1),... ,ak_l(zl)) )
Wobec (6.4) mamy oczywiscie o'(z) € W dla i < k. A zatem
W1 D I/V, W1 7£ Ww.

Ponadto, poniewaz o*(z;) € W, wiec W, jest niezmiennicza wzgledem o (W jest takze
niezmiennicza wzgledem o). Wobec wyboru W jako maksymalnej podprzestrzeni spetnia-
jacej warunki (6.1) wynika stad, ze

U NnWy #0.
Niech wiec
0 # wy := wy + agzy + ay0(21) + - + ag_10" () € Uy N W7,
gdzie wy € W oraz a; € K. Gdyby wszystkie a; = 0, to 0 # w; = wg € Uy NW = 0,

sprzecznosé. A wiec nie wszystkie a; sa rowne zero. Niech s bedzie najmniejszym wskaz-
nikiem takim, ze as # 0. Wtedy

wy = wo + a,0°(21) + -+ ap_10" " (z) € U N
oraz wobec niezmienniczosci U; 1 W; wzgledem o takze
Jk_l_s(wl) = ak_l_s(wo) + asak_l(zl) + a5+10k(21) 4t 02’“_2_5(21) ce U NW,.
Tymczasem

oF TS (wy) € W

na podstawie niezmienniczosci W wzgledem o, oraz
k—1
aso” (z) UL+ W

na podstawie (6.4). Natomiast na podstawie (6.3) wszystkie pozostalte sktadniki naleza
do W. A wiec

O'kilis(wl) ¢ U1 + w

oraz z drugiej strony, o*~17%(w,) € U; wobec w;, € U, i niezmienniczoéci U; wzgledem o.

Otrzymalismy wigc sprzecznosc.
Przypuszczenie iz V' # Uy + W prowadzi zatem do sprzecznosci.
Mamy wiec V = U; + W i wobec (6.1) otrzymujemy V = U; & W. O
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6.3 Posta¢ kanoniczna

TWIERDZENIE 6.3.1. Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym stopnia m przestrzeni
V. Wtedy istniejq podprzestrzenie o—cykliczne Uy, ..., U, przestrzeni V' takie, Ze

V=U,® --oU,.

Jesli m; =dimU; oraz mqy > --- > m,, to

(a) Endomorfizm o; indukowany na podprzestrzeni U; przez endomorfizm o jest endomor-
fizmem nilpotentnym stopnia m;.

(b) my = m.

(c) r = dimker o.

Dowdd. Przede wszystkim zauwazmy, ze twierdzenie jest prawdziwe gdy m = 1, to znaczy
gdy o jest endomorfizmem zerowym. Rzeczywiscie, jesli {vq, ..., v,} jest jakakolwiek baza
przestrzeni V', to w charakterze U; mozna wziaé lin (v;). Punkty (a) i (b) sa oczywiste,
natomiast (c) wynika stad, ze V = kero, zatem r = n = dimker 0. Stad tez wynika, ze
twierdzenie jest prawdziwe gdy dim V' = 1, gdyz wtedy jedynym endomorfizmem nilpo-
tentnym jest endomorfizm zerowy.

Dla dowodu twierdzenia zastosujemy indukcje wzgledem wymiaru przestrzeni V. Niech
wiec dim V' > 1 i niech m > 1. Jak wiemy z lematu 6.2.2, jesli o jest endomorfizmem nil-
potentnym stopnia m przestrzeni V', to istnieje podprzestrzen o—cykliczna U; przestrzeni
V o wymiarze m. Rzeczywiscie, jako U; mozna wziaé lin (v, 0(v),...,0™ 1 (v)) gdziev € V
jest dowolnym wektorem spetniajacym o™ 1(v) # 0 .

Na podstawie twierdzenia 6.2.1 istnieje podprzestrzen o—niezmiennicza W przestrzeni V
taka, ze V = U;®W. Poniewaz m > 1, wiec dim W < dim V. Rozpatrzmy zacie$nienie |y
endomorfizmu o do podprzestrzeni W. Wtedy (o|y )™ = Oy. Niech ms bedzie stopniem
nilpotentnosci endomorfizmu o|y przestrzeni W. Wtedy m; := m > my. Na podstawie
zatozenia indukcyjnego istnieja podprzestrzenie |y —cykliczne Us, . .., U, przestrzeni W
takie, ze

W=U®-- - dU,

oraz mo = dimUy > --- > dimU,. Ponadto, endomorfizm ¢; indukowany na podprze-
strzeni U; przez endomorfizm oy jest endomorfizmem nilpotentnym stopnia m; = dim U;
oraz r — 1 = dimker o|y. Wobec tego V. =U; ®@ W = U; @ --- @ U, oraz dla kazdego
t < r endomorfizm o; indukowany na podprzestrzeni U; przez endomorfizm o jest endo-
morfizmem nilpotentnym stopnia m; = dim U;, przy czym m; = m. Pozostaje udowodni¢
(¢). Zauwazmy, ze wobec rozktadu V = U; & W mamy takze

ker o = ker oy @ ker oy .

Wobec tego dimkero = dimkeroy + dimkero|y = 1+ (r — 1) = r, gdyz na podstawie
wniosku 6.2.2 mamy dim ker oy = 1. O

Zanotujmy jeszcze wersje macierzowq twierdzenia 6.3.1.

TWIERDZENIE 6.3.2. Jesli dimV = n oraz o jest endomorfizmem nilpotentnym prze-
strzeni V' stopnia m, to istnieje baza B przestrzeni V' taka, ze

Iy 0 ... 0
m(c, B) — 0 Jn, .. 0 ’
0 0 ... Jn
gdzie Jp, ...y I, S@ 0sobliwymi klatkami Jordana stopni mq, ..., m, oraz

m=mi=>2mg>=--2m., Mmi+mo+---+m,=n, r=dmkero.
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Dowod. Wystarczy zastosowaé lemat 6.2.3 do kazdej z podprzestrzeni cyklicznych U; w
twierdzeniu 6.3.1. O

Macierz m(o, B) z twierdzenia 6.3.2 nazywamy postacig kanoniczng Jordana macierzy
endomorfizmu nilpotentnego o.

Dla zwieztego formulowania twierdzen o postaciach kanonicznych macierzy endomor-
fizmow wprowadzimy jeszcze jedna definicje.

DEFINICJA 6.3.1. Niech My, Ms, ..., M, beda macierzami dowolnych stopni o elementach
z ciala K. Macierz klatkowsg

M, 0 0 0
0 M, 0 0
M=1] 0 0 0 0
0O 0 ... 0 M
nazywamy sumgq prostqg macierzy My, Mo, ..., M} i oznaczamy

M:Ml@MQ@@Mk

A wiec twierdzenie 6.3.2 méwi, ze dla endomorfizmu nilpotentnego o stopnia m istnieje
baza przestrzeni V', w ktorej macierz endomorfizmu o jest sumag prosta osobliwych klatek
Jordana stopni < m.

Przejdziemy teraz do zagadnienia jednoznacznosci postaci kanonicznej Jordana macie-
rzy endomorfizmu nilpotentnego. Rozpoczniemy od lematu wyznaczajacego wymiar ob-
razu dowolnej podprzestrzeni o—cyklicznej poprzez potege endomorfizmu nilpotentnego
0.

LEMAT 6.3.1. Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym stopnia m przestrzeni V 1
niech U bedzie {—wymiarowq podprzestrzeniq o— cykliczng przestrzeni V.. Wtedy dla kazdej
liczby naturalnej k < ¢ zachodzi dimo*(U) = £ — k.

Dowéd. Jedli {v,c(v),...,0 7 (v)} jest baza podprzestrzeni o—cyklicznej U, to zbiér
{o"(v), " (v),....0 (v)}

rozpina podprzestrzen o*(U). Poniewaz zbiér ten jest liniowo niezalezny (jako podzbiér
bazy przestrzeni U), jest on bazg podprzestrzeni o*(U).
Zatem dim o*(U) = ( — k. O

TWIERDZENIE 6.3.3. Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym przestrzeni V' i niech
V=U®® --aU = U@  -al.

bedg dwoma rozktadams przestrzeni V' na sume prostqg podprzestrzent o— cyklicznych. Niech
dimU; = m;, dmU} =n;, dlai=1,...,r, j=1,... s i zalézmy, ze

m1>...>mm n1>...>ns'

Witedy

r=s oraz m;=mn; &t=1,...,1
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Dowéd. Udowodnimy najpierw, ze m; = nj. Przypu$émy, ze tak nie jest. Ze wzgledu
na symetrie zalozen mozemy przyjaé, ze m; > nj. Rozwazmy podprzestrzen o™ (V).
Poniewaz endomorfizm indukowany przez o na podprzestrzeni U; jest nilpotentny i ma
stopien n; < ny, wiec 0™ (U;) = 0 1 wobec tego takze o™ (V) = 0. Z drugiej strony, na
podstawie lematu 6.3.1, mamy dim ¢™ (U;) = my; —ny > 0. Zatem ¢™ (U;) jest niezerowa
podprzestrzenia przestrzeni V. wbrew temu, ze 0™ (V) = 0. Wobec tego musimy mie¢
mi = nq.

Zalézmy teraz, ze i > 1 jest najmniejszym wskaznikiem takim, ze m; # n;. Mozemy
oczywiscie zalozy¢, ze m; > n;. Zatem

ML= N1, ..., M1 ="Ni_1, M; >N, (6.5)
Rozpatrzymy teraz podprzestrzen o™i (V') przestrzeni V. Z jednej strony mamy
V) =0 U) @ ® (U B B 0™ (U,
Na podstawie lematu 6.3.1 mamy
dime™(U;) =m; —n;, j=1,...,i.

Stad otrzymujemy

dime™ (V) > (my — n;) + (ma — ny) + -+ + (my; — ny). (6.6)
Z drugiej za$ strony mamy

a"(V)y=0o"(U))® - @™ (U)®-- & (U)
=" (U) & & a™(U,)
gdyz o™i(U]) = --- = o™ (U!) = 0. Na podstawie lematu 6.3.1 mamy
dimo™(Uj) =n; —ni, j=1,...,0
Stad otrzymujemy
dimo™ (V) = (ng —n;) + (ng —ny) + - - + (ni—1 — ny)
i wobec (6.5) mamy takze
dim o™ (V) = (my —n;) + (ma —n;) + - -+ + (mi—1 — n;). (6.7)

Poréwnujac teraz (6.6) i (6.7) otrzymujemy m; — n; < 0, czyli m; < n;, wbhrew zalozeniu,
ze m; > n;. A wiec mamy réwnosci m; = n; dla kazdego ¢ < min(r, s). Poniewaz jednak
im;=n= 25:1 n;, wynika stad, ze takze r = s. O

WNIOSEK 6.3.1. Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym przestrzeni V' i niech
Iy BB I, oraz Jp, B D Iy,
bedg dwiema postaciami kanonicznymi Jordana macierzy endomorfizmu o. Jesli
My 22 My, Ny 20 2N,

to
r=s oraz m;=mn; &t=1,...,1
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Dowdd. Postaci kanoniczne Jordana macierzy endomorfizmu o odpowiadaja rozktadom
przestrzeni V' na sumy proste podprzestrzeni o—cyklicznych, opisanym w twierdzeniu
6.3.3. ]

DEFINICJA 6.3.2. Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym przestrzeni V' i niech
V=U®---aU,

bedzie rozktadem przestrzeni V' na sume prosta podprzestrzeni o—cyklicznych. Niech

dimU; =:m;, i=1,...,roraz my = --- > m,.
Ciag liczb (my, ..., m,) nazywa sie ciggiem niezmiennikéw endomorfizmu o.
Endomorfizm nilpotentny o przestrzeni V' ma ciag niezmiennikéw (my, ..., m,) wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieje baza uporzadkowana B przestrzeni V taka, ze
m(o,B) = Jn, @D Jp,.

WNIOSEK 6.3.2. (igg niezmiennikow endomorfizmu nilpotentnego o jest wyznaczony jed-
noznacznie przez endomorfizm o.

TWIERDZENIE 6.3.4. Endomorfizmy nilpotentne p i T przestrzeni V' sq podobne wtedy 1
tylko wtedy, gdy majg rowne ciggi niezmiennikow.

Dowdd. Endomorfizmy p i 7 maja réwne ciagi niezmiennikéw (myq, ..., m,) wtedy i tyl-
ko wtedy gdy w odpowiednich bazach przestrzeni V maja te sama macierz klatkowsq
Iy @ -+ B Jp,.. Na podstawie twierdzenia 2.2.6 ma to miejsce wtedy i tylko wtedy gdy
endomorfizmy p i 7 sa podobne. O]

Przypomnijmy, ze relacja podobienstwa endomorfizméw przestrzeni wektorowej V' jest
relacjag rownowaznosciows. Pokazemy, ze liczba klas abstrakcji tej relacji jest skonczona i
wyznaczymy liczbe tych klas w zaleznosci od wymiaru przestrzeni.

WNIOSEK 6.3.3. Liczba klas podobienistwa endomorfizmow nilpotentnych n—wymiarowej
przestrzent wektorowej jest rowna liczbie partycyi liczby naturalnej n.

Dowadd. Tutaj przez partycje liczby naturalnej n rozumiemy kazde przedstawienie liczby
n w postaci
n=my+-+me, mpZ-o-Z2me T2l

gdzie m; sa liczbami naturalnymi. Liczbe wszystkich partycji liczby n oznacza sie p(n). A
wiec p(1) =1, p(2) = 2, p(5) = 7. Stynny rezultat Hardy’ego i Ramanujana z 1917 roku
pozwala obliczy¢ p(200) = 3972999029388, 1

Co do dowodu wniosku zauwazmy, ze na podstawie twierdzenia 6.3.4 kazda klasa po-
dobnych endomorfizméw nilpotentnych wyznacza dokladnie jeden cigg niezmiennikéw
(mq,...,m,) i kazdy taki ciag wyznacza partycje liczby n = dim V. W ten sposéb okre-
slamy odwzorowanie zbioru klas podobienstwa endomorfizmoéw nilpotentnych przestrzeni
n—wymiarowej w zbior wszystkich partycji liczby n. Na podstawie twierdzenia 6.3.4 od-
wzorowanie to jest roznowartosciowe.

7 drugiej strony, kazda partycja n = m; + --- + m, pozwala skonstruowa¢ macierz
klatkowa J,,,, @ - - - @ Jp,., ktora w sposoéb naturalny jest macierza pewnego endomorfizmu
nilpotentnego o na przestrzeni V' (i jest takze macierza kazdego endomorfizmu podobnego
do o). Klasa podobienstwa endomorfizmu o przechodzi wiec poprzez nasze odwzorowanie
na zadana partycje n = mq+- - -+m,. A wiec nasze odwzorowanie jest surjektywne i wobec
tego jest bijekcja. Stad rozpatrywane dwa zbiory maja te samg liczbe elementow. O]

1Zob. G. H. Hardy and E. M. Wright, An introduction to the theory of numbers, Oxford 1960, str. 286.
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Przyktad 6.3.1. Poniewaz p(5) = 7, mozemy stwierdzi¢, ze dla 5—wymiarowej przestrze-
ni wektorowej nad dowolnym ciatem istnieje doktadnie 7 klas podobienstwa endomorfi-
zmoOw nilpotentnych. Klasy te maja nastepujace macierze w postaci kanonicznej Jordana:

Js,  Ju@J1, J3DJy, JDJiDJ, SoDJoDJ, S DNLhDJ, LSS DS DI,



Rozdziat 7

Postaé¢ kanoniczna Jordana

Ostatnie zmiany 15.01.2009 r.

W tym rozdziale wskazemy postaé¢ kanoniczng endomorfizmu 7 € Endg V' w przypad-
ku, gdy wielomian minimalny endomorfizmu 7 rozktada si¢ na czynniki liniowe nad ciatem
K. Zauwazmy, ze na podstawie twierdzenia 4.2.2 przestrzen V' ma baze, w ktorej macierz
endomorfizmu 7 jest trojkatna. Zastosowanie twierdzenia 5.2.2 o rozktadzie i rezultatow o
postaci kanonicznej endomorfizmow nilpotentnych prowadzi jednak do znacznie doktad-
niejszego twierdzenia o postaci kanonicznej Jordana macierzy takiego endomorfizmu.

7.1 Posta¢ kanoniczna

Rozpoczniemy od nieznacznego uogdlnienia twierdzenia 6.3.2 i wniosku 6.3.1 o istnieniu i
jednoznaczno$ci postaci kanonicznej Jordana macierzy endomorfizmu nilpotentnego. En-
domorfizm nilpotentny o stopnia m ma wielomian minimalny p, = X™, natomiast nasze
uogolnienie dotyczy endomorfizméw 7, ktére maja wielomian minimalny p, = (X — a)™.

Dla dowolnej liczby naturalnej m i dowolnego a € K wprowadzamy oznaczenie J,,(a)
dla macierzy stopnia m postaci

a 0 0 .00
1 a O .00
Ip(a) =alp+Jn=10 1 a .00
0O 00 ... 1 a

Macierz J,,(a) nazywa sie klatkq Jordana stopnia m wyznaczong przez element a € K
albo nalezacg do a € K.

TWIERDZENIE 7.1.1. Niech 7 € Endg V' i niech wielomian minimalny p, bedzie potegq
wielomianu lintowego nad ciatem K:

])_I_:()(—(]J)WL7 aeK, m>1

Wtedy istnieje baza B przestrzeni V' oraz liczby naturalne mq, ..., m, takie, Ze macierz
m(7,B) jest sumq prostq klatek Jordana nalezgcych do wartosci wlasnej a endomorfizmu
T:

m(7,B) = Jp, (@) & -+ & I, (a).

Ponadto, jesli my > mg > -+ > m,, to m;y = m, r = dimker(r — aly) oraz cigg liczb
ma, ..., m, jest wyznaczony jednoznacznie przez endomorfizm T (to znaczy, nie zalezy od
wyboru bazy B).

63
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Dowdd. Poniewaz p, = (X — a)™, wiec (7 —aly)™ = 0y. Wynika stad, ze endomorfizm
0 =T — aly przestrzeni V jest nilpotentny,

o™ = 0V7

oraz m jest stopniem nilpotentnosci endomorfizmu o. Zauwazmy, ze jesli B jest bazg
przestrzeni V oraz dimV = n, to

m(7, B) = m(aly + o0, B) = al, + m(o, B),

gdzie I, jest macierzg jednostkowa stopnia n.
Wobec tego, na podstawie twierdzenia 6.3.2 o postaci kanonicznej macierzy endomorfizmu
nilpotentnego, przestrzen V' ma baze B taka, ze

Jmy 0 ... 0
m(7,B) = al, + 0 Jmp oo 0
00 ...
gdzie m =:my > mg > --- > m, oraz r = dimker ¢ = dim ker(7 — aly). Zatem macierz
Iy (@) 0 . 0
m(r, B) = 0 Iy (@) ... 0
0 0 . )

jest suma prosta klatek Jordana nalezacych do wartosci wtasnej a endomorfizmu 7.
Przypusémy teraz, ze w pewnej bazie By przestrzeni V' endomorfizm 7 ma macierz
bedaca suma prosta jakichkolwiek klatek Jordana:

m(T, Bl) - Jn1 (bl) b---b Jns(bs);

gdzie by, ...,bs € K oraz ny > ng > -+ > ns. Wtedy m(7, By) jest macierza trojkatna i na
podstawie twierdzenia 4.2.3 kazdy element diagonalny tej macierzy jest wartoscig wtasng
endomorfizmu 7. Endomorfizm 7 ma jednak tylko jedna warto$¢ wtasna a (na podstawie
twierdzenia 3.1.4) i wobec tego by = by = --- = b, = a. A wiec

m(7,By) = Ju, (@) ® -+ Jp,(a),
i wobec tego dla endomorfizmu nilpotentnego 0 = 7 — aly otrzymujemy
m(o,B1) =m(7,By) —al, = J,,(0) & -+ & Jp,(0) = Jp, & -+ D Jy,.
Na podstawie wniosku 6.3.1 otrzymujemy stad r = s oraz m; =n; dlat=1,... 7. O]

Dla endomorfizmu 7 istnieje wiec doktadnie jedna suma prosta klatek Jordana bedaca
macierzg endomorfizmu 7 w pewnej bazie przestrzeni V. Te macierz nazywamy postacig
kanoniczng Jordana macierzy endomorfizmu .

Przyktad 7.1.1. Niech dimg V' = 5 i niech endomorfizm 7 przestrzeni V' ma wielomian
minimalny p, = (X — a)™. Wtedy m jest stopniem nilpotentnosci endomorfizmu 7 — aly
i wobec tego m < 5 (na podstawie wniosku 6.2.1). Endomorfizm 7 ma zatem jako macierz
w postaci kanonicznej Jordana jedng z nastepujacych siedmiu macierzy:

Js(a), Ji(a) ® Ji(a), Js(a) ® Jo(a), Js(a) @ Ji(a) ® Ji(a), Ja(a) @ Jo(a) ® Ji(a),

JQ(CL) ) Jl(a) D Jl(a) D J1<a), Jl(a) D Jl(a) D J1<Cl) D Jl(a) D JI(CL)
(zobacz przyktad 6.3.1).
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Rozpatrzymy teraz przypadek, gdy wielomian minimalny endomorfizmu 7 jest iloczy-
nem poteg wielomianéw liniowych. Niech wiec endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian
minimalny

pr= (X —a)™ - (X —a)™, (7.1)

gdzie ai,...,ar € K, przy czym a; # a; dla ¢ # joraz m; > 1 dlat =1,... k. Jest to
wiec rozktad kanoniczny wielomianu p, nad ciatem K,

pr=aqi" g,

w ktorym ¢; = X —a;. Na podstawie twierdzenia 5.2.2 o rozktadzie prymarnym, przestrzen
V' ma rozktad

gdzie V; jest podprzestrzenig niezmienniczg endomorfizmu 7 oraz endomorfizm induko-
wany 7; na przestrzeni V; ma wielomian minimalny ¢ = (X — a;)™. Wobec tego na
podstawie twierdzenia 7.1.1 podprzestrzen V; ma baze B; taka, ze macierz m(7;, B;) jest
sumg prosta klatek Jordana nalezacych do wartosci wtasnej a; endomorfizmu 7;:

m(7i, Bi) = Jmy (ai) © -+ @ Iy, () (7.3)
dla pewnych liczby naturalnych myy, ..., m;,, przy czym jesli zatozymy, ze
My 2+ 2 My,
to m;; = my jest krotnodcia pierwiastka a; wielomianu minimalnego p, endomorfizmu

7. Ponadto, liczba r; klatek Jordana nalezacych do wartosci wtasnej a; jest réwna r; =
dimker(7; — a;1v;). Zauwazmy, ze ker(7; — a;1v;) = ker(7 — a;1y). Rzeczywiscie, inkluzja
ker(r;—a;1y,) C ker(t—a;1y) jest oczywista, natomiast jesli v € V oraz v € ker(7—a;1y),
to takze v € ker(7 — a;1y)™ = V; i wobec tego v € ker(r; — a;1v;).
Przechodzac teraz do przestrzeni V rozpatrujemy rozkltad (7.2) i zwiazana z nim baze
uporzadkowang
B=BU---UB;

przestrzeni V. Dla macierzy endomorfizmu 7 w tej bazie mamy
m(7,B) =m(m,B1) & - - & m(1x, Bi),

czyli macierz o bardzo specjalnej budowie. Jest to wlasnie postac kanoniczna Jordana
macierzy endomorfizmu 7. UdowodniliSmy wiec nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 7.1.2. (Posta¢ kanoniczna Jordana macierzy endomorfizmu.)
Niech 7 € Endg V' i niech wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 rozklada sie na
czynniki lintowe nad ciatem K :

pr=(X —a)™ (X —ap)™,

gdzie ay,...,ar € K, a; # a; dlat# j orazm; > 1dlai=1,... k.
Wtedy istnieje baza B przestrzeni V' taka, Ze

m(r,B) =M & --- & M,

gdzie dlat=1,... k, macierz M; jest sumq prostq klatek Jordana nalezgcych do wartosci
wtasnej a; endomorfizmu T :

M, = Ty (@) @ - @ T, (@)
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Ponadto:

(a) Jesli miyy > -+ = my,,, to mj = m; jest krotnosciq pierwiastka a; wielomianu mini-
malnego p, endomorfizmu .

(b) Liczba r; klatek Jordana naleZgcych do wartosci wlasnej a; jest réwna wymiarowi
podprzestrzeni wektorow wtasnych endomorfizmu T nalezgeych do warto$ci wlasnej a; :

r; = dimker(r —a;1y), i=1,... k.

Postacig kanoniczng Jordana macierzy endomorfizmu 7 nazywamy macierz

i=1 j=1

Natomiast baze B przestrzeni V', w ktorej endomorfizm 7 ma macierz J nazywamy bazg
kanoniczng Jordana przestrzeni V. Podkreslmy, ze posta¢ kanoniczna Jordana macierzy
endomorfizmu 7 € Endg V' istnieje tylko wtedy, gdy wielomian minimalny endomorfi-
zmu 7 rozktada sie na czynniki liniowe nad ciatem K. Istniejg wiec ciata K, dla ktorych
twierdzenie o istnieniu postaci kanonicznej Jordana jest prawdziwe dla wszystkich endo-
morfizméw dowolnej (skoniczenie wymiarowej) przestrzeni wektorowej nad ciatem K. Sa
to oczywiscie ciata algebraicznie domkniete, nad ktérymi kazdy wielomian rozktada si¢ na
czynniki liniowe. W szczegdlnosci otrzymujemy nastepujacy wniosek.

WNIOSEK 7.1.1. Kazdy endomorfizm dowolnej przestrzeni wektorowej nad ciatem liczb
zespolonych ma macierz w postaci kanonicznej Jordana (w odpowiedniej bazie przestrzeni).

7.2 Jednoznacznosé¢ postaci kanonicznej

Przechodzimy teraz do zagadnienia jednoznacznosci postaci kanonicznej Jordana macierzy
endomorfizmu. Zamierzamy udowodnié, ze dwie postacie kanoniczne macierzy endomor-
fizmu 7 moga sie rézni¢ tylko porzadkiem klatek. Natomiast liczba klatek nalezacych do
danej wartosci wtasnej oraz rozmiary tych klatek sa wyznaczone jednoznacznie przez en-
domorfizm 7 i nie zalezg od sposobu rozktadu przestrzeni V' na sume prosta podprzestrzeni
cyklicznych.

TWIERDZENIE 7.2.1. Niech T € Endg V' i niech wielomian minimalny p, endomorfizmu
T ma rozktad (7.1) na czynniki liniowe nad ciatem K. Niech A bedzie jakgkolwiek bazg
przestrzeni V, w ktorej endomorfizm T ma macierz bedgcg sumq prostg klatek Jordana:

’
k S;

m(r,A) = PP Ju, (b:), (7.4)

i=1 j=1
gdzie b; € K. Niech b; # by dla i # { oraz dyy > --- > dis,. Wtedy przy oznaczeniach
twierdzenia 7.1.2 mamy

K=k b=a, si=m, dij = i (7.5)

dla 1=1,2,....k, 7=1,2,...,1;, po ewentualnej zmianie porzqgdku i numeracji elemen-

Dowéd. Przedstawienie (7.4) macierzy m(7,.A) w postaci sumy prostej klatek Jordana
zapiszemy zwiezlej jako
m(r, A) = M &+ & My, 76)



7.2. JEDNOZNACZNOSC POSTACI KANONICZNE.J] 67

gdziedlai = 1,... k', macierz M/ jest suma prosta klatek Jordana nalezacych do elementu
b; € K:
Mz, = sz‘l (bl) SERRR Jdisi (bl>

Przedstawieniu macierzy endomorfizmu 7 w postaci (7.6) odpowiada rozklad przestrzeni
V' na sume prosta podprzestrzeni niezmienniczych:

V=U®& - @&Uy.

Tutaj stopien macierzy M/ jest réwny wymiarowi podprzestrzeni U;. Ponadto, w kazdej
podprzestrzeni U; istnieje baza A; taka, ze

m(TiaAi) = Mz(7

gdzie 7; = 7|y, jest endomorfizmem indukowanym przez T na podprzestrzeni niezmien-
niczej U;. Macierz M/ jest trojkatna i wobec tego na podstawie twierdzenia 4.2.3(a)
wielomian minimalny p,, endomorfizmu 7; jest dzielnikiem wielomianu (X — b;)%, gdzie
d; = di + - - + d;s, jest stopniem macierzy M/. Zatem

Pr, = (X - bz)gl

dla pewnej liczby naturalnej ¢; > 1. Poniewaz elementy b; sa parami rézne, wielomiany
P, sa parami wzglednie pierwsze i na podstawie twierdzenia 5.1.1 mamy

pPr = pTl - .ka/ — (X o bl)EI e (X _ bk/)ek/,

Wobec (7.1) oraz jednoznacznosci rozktadu w pierscieniu K[X| wynika stad, ze k = &’
oraz uktad by, ..., b tylko porzadkiem moze rézni¢ sie¢ od uktadu aq, ..., ar. Zmieniajac
ewentualnie numeracje elementéw by, ..., by mozna zatem przyjac, ze b; = a; dla 1 =
1,..., k. Wtedy mamy takze ¢; = m; i wobec tego

Dry = (X - al)ml

Udowodniliémy w ten sposob czesé rezultatéw zapowiadanych w (7.5).
W dalszej czesci dowodu bedziemy wiec zakladaé, ze macierz m(r, A) ma postaé

m(r, A) =M @& M, (7.7)

gdzie Mj = @)L, Ju,; (a;). Przedstawieniu (7.7) odpowiada rozktad przestrzeni V' na sume
prosta podprzestrzeni niezmienniczych

V=U®  &U, (7.8)

przy czym dla endomorfizmu indukowanego 7; na U; mamy m(7;,A;) = M/ w pewnej
bazie A; podprzestrzeni Uj;.
Zauwazmy teraz, ze dla wielomianu ¢; = X — a; mamy

g (T)(Ui) =0
gdyz ¢ jest wielomianem minimalnym endomorfizmu 7; = 7|¢,. Innymi stowy
Ui Ckerg" (1) =V,
gdzie V; jest podprzestrzenia wystepujaca w rozktadzie (7.2). Poniewaz

U0 0U,=V=V®-- DV,
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wynika stad, ze U; = V; dla wszystkich ¢ = 1,... k. Tak wiec endomorfizmy 7; indukowane
przez T na podprzestrzeniach U; okazuja si¢ by¢ endomorfizmami indukowanymi przez 7
na podprzestrzeniach V;. Zatem na podstawie (7.3) mamy

m(Tiu Bz) = Jma (al) ©---D Jmiri (al)
oraz z drugiej strony
m(Tia -Az) = Mz/ = Jdil (al) DD Jdisi(a'i)'

Sa to dwie postaci kanoniczne Jordana macierzy endomorfizmu 7;, ktérego wielomian
minimalny jest réwny (X — a;)™. Na podstawie twierdzenia 7.1.1 te dwie macierze sa
identyczne. A wiec w szczegblnosci s; = r;, dij =mg;dla 1 =1,2,... )k, j=1,2,...,r,
co konczy dowdd twierdzenia. O

WNIOSEK 7.2.1. (Jednoznacznos$é postaci kanonicznej Jordana.)
Postaé kanoniczna Jordana macierzy endomorfizmu T jest wyznaczona jednoznacznie
przez endomorfizm T z dokladnoscig do kolejnosci wystepujgcych w niej klatek Jordana.

WNIOSEK 7.2.2. Endomorfizm 7 jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie
klatki Jordana wystepujgce w postaci kanonicznej Jordana macierzy endomorfizmu T sg
jednowymiarowe.

Dowéd. Niech J = @F, @}, Jm,(a;) bedzie postacia kanoniczng Jordana macierzy
endomorfizmu 7. Jesli wszystkie klatki Jordana .J,,,;(a;) sa jednowymiarowe, to znaczy
Im,;(a;) = Ji(a;), to macierz

J = Jl(al) ©---D Jl(al) ©® Jl(az) SP NN J1<Cl2) b---D Jl(ak) ©--- D Jl(@k)

jest oczywiscie macierza diagonalng.
7 drugiej strony, jesli endomorfizm 7 jest diagonalizowalny i macierz diagonalna

A:[al]@“'@[al]@[GQ]@“‘@[GQ]@"‘@[ak]@'”@[ak]

jest macierzg endomorfizmu 7 w pewnej bazie przestrzeni V', to macierz A jest suma
prosta jednowymiarowych klatek Jordana i wobec tego A jest postacig kanoniczng Jordana
macierzy endomorfizmu 7. Wobec jednoznacznosci postaci kanonicznej Jordana wynika
stad, ze w postaci kanonicznej Jordana macierzy endomorfizmu 7 wszystkie wystepujace
tam klatki Jordana sg jednowymiarowe. O

TWIERDZENIE 7.2.2. Niech p i 7 bedg endomorfizmami przestrzeni wektorowej V' nad
ciatem K 1 niech wielomiany minimalne endomorfizméow p @ T rozkladajg sie nad ciatem
K na iloczyny czynnikow liniowych. Endomorfizmy p © 7 sg podobne wtedy i tylko wtedy
gdy ich postacie kanoniczne Jordana sq identyczne.

Dowdd. Jesli p i 7 maja w odpowiednich bazach przestrzeni V' te sama macierz, to sa
podobne na podstawie twierdzenia 2.2.6.

Na odwrét, jedli p = o~ 170, gdzie 0 € AutV i A jest dla endomorfizmu p baza kanonicz-
ng Jordana przestrzeni V oraz m(p, A) = J jest postacia kanoniczna Jordana macierzy
endomorfizmu p, to na podstawie twierdzenia 2.2.4 mamy

J=m(p,A) =m0, A" m(r, A) - m(c, A) = m(r, B)

gdzie B = o(A). Zatem macierze endomorfizméw p i 7 maja te sama posta¢ kanoniczna
Jordana. B



7.3. WIELOMIAN CHARAKTERYSTYCZNY 69

7.3 Wielomian charakterystyczny

W tym rozdziale rozpatrujemy wytacznie endomorfizmy 7 € Endg V. ktérych wielomiany
minimalne rozktadajg si¢ nad ciatem K na iloczyn czynnikoéw liniowych.

Niech wiec 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni wektorowej V' i niech
pr=(X—a)™ (X —ap)™ (7.9)

bedzie wielomianem minimalnym endomorfizmu 7, gdzie a,...,a; sa elementami cialta
K, przy czym a; # a; dlai # j oraz m; > 1 dlai = 1,...,k. Wtedy na podstawie
twierdzenia 5.2.2 o rozkltadzie, przestrzen V' ma rozktad

V=Vi® - ®V, (7.10)

gdzie V; jest podprzestrzenig niezmienniczg endomorfizmu 7 oraz endomorfizm indukowa-
ny 7; = 7|y, na przestrzeni V; ma wielomian minimalny (X —a;)™. Jak wiemy z twierdzenia
o rozkladzie,

Vi = ker(1 — a;1y)™.

DEFINICJA 7.3.1. Krotnoscig algebraiczng kqg(a;) wartosci wlasnej a; endomorfizmu
7 nazywamy wymiar podprzestrzeni V; = ker(7 — a;1y)™:

kag(a;) = dimker(7 — a;1y)™.

DEFINICJA 7.3.2. Krotnoscig geometryczng kgy(a;) wartosci wlasnej a; endomorfizmu 7
nazywa sie wymiar przestrzeni wektorow wlasnych endomorfizmu 7 nalezacych do wartosci
wlasnej a;:

ky(a;) = dimker(T — a;1y).

Poniewaz ker(r — a;1y) C ker(r — a;1y)™ wiec dla kazdej wartodci wlasnej a;
endomorfizmu 7 mamy
kg(ai) < kag(a;).

Wracajac do rozkladu (7.10), podprzestrzen V; ma baze B; taka, ze dla endomorfizmu
indukowanego przez T na V; mamy

Z twierdzenia 7.2.1 wiemy, ze rozmiary m; > --- = my,, Wystepujacych tu klatek Jor-
dana sg wyznaczone jednoznacznie przez endomorfizm 7. Krotnos¢ algebraiczna wartosci
wlasnej a; jest wiec stopniem macierzy (7.11):

kalg(ai):mil—i_"'—i_mima Z:Lak

Inaczej mowiac, krotnosé algebraiczna wartosci wtasnej a; wskazuje ile razy wartos¢ wta-
sna a; pojawia sie na gtownej przekatnej postaci kanonicznej Jordana macierzy endomorfi-
zmu 7. Z drugiej strony, z twierdzenia 7.1.2 wiemy, ze liczba r; klatek Jordana nalezacych
do wartosci wlasnej a; jest réwna wymiarowi podprzestrzeni wektoréw wtasnych endo-
morfizmu 7 nalezacych do wartoéci wtasnej a;. Zatem

ky(a;) = dimker(T —a;1y) =r;, i=1,... k.

Pokazemy teraz, ze przy pomocy poje¢ krotnosci algebraicznej i geometrycznej warto-
sci wlasnych mozna sformutowaé warunek konieczny i wystarczajacy diagonalizowalnosci
endomorfizmu.
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TWIERDZENIE 7.3.1. Niech wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 € Endg V' bedzie
tloczynem czynmikow liniowych nad ciatem K i niech ay,...,a; € K bedg wszystkimi
pierwiastkami wielomianu pr. Endomorfizm 1 jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy
gdy

ky(a;) = kag(a;) dla kaidego 1=1,... k.

Dowdd. Na podstawie wniosku 7.2.2, jesli endomorfizm 7 jest diagonalizowalny, to wszyst-
kie klatki Jordana wystepujace w postaci kanonicznej macierzy endomorfizmu 7 sg jed-
nowymiarowe. Stad

i wobec tego ky(a;) = kag(ai).
Z drugiej strony, jesli ky(a;) = kagy(a;) dlakazdegoi =1,..., k, to dimker(7—a;1y) =
dimker(7 — a;1y)™ skad wobec ker(r — a;1y) C ker(7 — a;1y)™ wynika, ze

ker(t — a;1y) = ker(1 — a;1y)™ = V.

Wobec tego kazda z podprzestrzeni V; jest przestrzeniag wektorow wtasnych endomorfizmu
7 i poniewaz V = V] @ --- ® Vj, endomorfizm 7 jest diagonalizowalny w kazdej bazie BB
postaci B = By U ---U By, gdzie B; jest jakakolwiek baza podprzestrzeni V. O]

Przedstawieniu (7.11) odpowiada rozklad podprzestrzeni V; na sume prosta podprze-
strzeni 7—niezmienniczych

Vi=Un® - & U,

takich, ze endomorfizm 7;; indukowany na Uy; przez 7 ma macierz J,,,;(a;). Wyznaczymy
teraz wielomiany minimalne endomorfizméw 7;;.

LEMAT 7.3.1. Jesli wielomian minimalny endomorfizmu T ma postac (7.9), to dla wszyst-
kichi,j, 1<i<k,1<j<r; mamy

(a) pr, = (X —a)™
(b) pr; = (X - )m”

Dowdd. (a) zauwazylidmy juz w twierdzeniu 5.2.2 o rozktadzie.

(b) Endomorfizm 0;; = 75 — a;1y,, podprzestrzeni U;; ma macierz J,,,;(0), jest wigc
endomorfizmem nilpotentnym stopnia m,;. Zatem o;; ma wielomian minimalny X™#% na-
tomiast 7;; ma wielomian minimalny (X — a;)™%. O

DEFINICJA 7.3.3. Wielomiany p,, = (X —a;)™9, j=1,...,7; nazywamy dzielnikami
elementarnymi endomorfizmu 7 nalezacymi do wartosci wtasnej a; endomorfizmu 7.

Dzielnik elementarny p,,. endomorfizmu 7 jest zatem wielomianem minimalnym endomor-
fizmu 7;; indukowanego przez T na podprzestrzeni U;;.

Krotnos¢ algebraiczna kgyy(a;) = mi + - - - + my,, =: n; wartosci wlasnej a; endomor-
fizmu 7 jest w nastepujacy sposéb zwigzana z dzielnikami elementarnymi endomorfizmu
7, ktorych pierwiastkiem jest a;:

(X - az H pﬁ;

1<y<r;

DEFINICJA 7.3.4. Niech wielomian minimalny endomorfizmu 7 ma posta¢ (7.9) i niech
ny,...,n; beda krotnosciami algebraicznymi wartosci wtasnych aq, ..., a;. Wielomian

Fr=(X—a)™ (X —a)™ € K[X]

nazywamy wielomianem charakterystycznym endomorfizmu 7.
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Przywohujac definicje 7.3.3 mozemy wiec powiedzie¢, ze wielomian charakterystyczny
endomorfizmu 7 jest iloczynem wszystkich dzielnikéw elementarnych endomorfizmu 7 :

I7 = H H Drij

1<i<k 1<j<r;

Ponadto, krotno$¢ algebraiczna wartosci wtasnej a; endomorfizmu 7 jest rowna krotnosci
a; jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego endomorfizmu 7.

TWIERDZENIE 7.3.2. Wielomian minimalny endomorfizmu T jest dzielnikiem wielo-
mianu charakterystycznego endomorfizmu 7. Ponadto, stopien wielomianu minimalnego
endomorfizmu przestrzeni n—wymiarowe] V- jest nie wiekszy niz n.

Dowdd. Wielomian p, ma rozklad (7.9), zatem wobec m; < n; dlai = 1,... k mamy
oczywiscie p, | Fr. Z drugiej strony, na podstawie twierdzenia o rozktadzie mamy

n=dmV=dmV,+---4+dimVy =ny + -+ +n, = deg F’,.
A wiec degp, = > m; < Yn; =deg F. = n. O
Zauwazmy, ze podzielno$¢ p, | F, pociaga natychmiast nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 7.3.3. (Twierdzenie Cayleya-Hamiltona). F.(7) = Oy.

7.4 Wyznacznik i Slad

Takze w tym rozdziale rozpatrujemy wyltacznie endomorfizmy 7 € Endg V, ktérych wie-
lomiany minimalne rozktadaja sie nad cialem K na iloczyn czynnikéw liniowych.

DEFINICJA 7.4.1. Niech ay,...,a; beda wartosciami wtasnymi endomorfizmu 7 i niech
ni,...,n, beda ich krotnosciami algebraicznymi.
Wyznacznikiem detT endomorfizmu 7 nazywamy nastepujacy iloczyn poteg wartosci
wtasnych endomorfizmu 7

det 7 :=af* - ap*.

Sladem trt endomorfizmu T nazywamy nastepujaca sume wartosci whasnych endomor-
fizmu 7
tr7 :=nja1 + - - + npag.

Poniewaz a; jest n;—krotng warto$cia wtasng endomorfizmu 7, mozna takze powiedziec,
ze wyznacznik endomorfizmu 7 jest iloczynem wartosci wtasnych tego endomorfizmu z
uwzglednieniem ich krotnosci algebraicznych a $lad endomorfizmu 7 jest sumg jego war-
tosci wlasnych z uwzglednieniem ich krotnosci algebraicznych. Jesli wielomian charakte-
rystyczny endomorfizmu 7

przedstawimy w postaci
F.=X"—c X" '+ 4 (—=1)"c,
to na podstawie wzoréw Viete’a otrzymamy

tr7 = ¢y, det T = ¢,.
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TWIERDZENIE 7.4.1. Endomorfizm 7 jest osobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy det T = 0.

Dowdd. Endomorfizm 7 jest osobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy endomorfizm
7—0- 1V

jest osobliwy, a wigc wtedy i tylko wtedy gdy 0 € K jest wartoscig wlasna endomorfizmu
7. Osobliwos¢ endomorfizmu 7 jest wigc rownowazna temu, ze det 7 = 0. O

TWIERDZENIE 7.4.2. Wielomian charakterystyczny, wyznacznik v Slad endomorfizmu sq
niezmiennikami podobienstwa endomorfizmow.

Dowdd. Endomorfizmy podobne maja identyczne postacie kanoniczne Jordana (na pod-
stawie twierdzenia 7.2.2), zatem maja te same wartosci wlasne a takze krotnosci wartosci
wlasnych. Zatem maja rowne wielomiany charakterystyczne, wyznaczniki i slady. O]

Wprowadzimy teraz pojecie wyznacznika i sladu macierzy o elementach z ciata alge-
braicznie domknietego.

DEFINICJA T7.4.2. Niech A € M, (K), gdzie K jest cialem algebraicznie domknigtym i
niech V' = K" bedzie n—wymiarowa przestrzenia wektorowa wspotrzednych nad ciatem
K. Niech A bedzie dowolng bazg przestrzeni V' i niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni
V takim, ze

m(7, A) = A.

(a) Wartosciami wlasnymi macierzy A nazywamy warto$ci wlasne endomorfizmu 7.
(b) Krotnoscig algebraiczng wartosci wlasnej a; macierzy A nazywamy krotnosé algebra-
iczng wartosci wlasnej a; endomorfizmu 7.

(c) Wyznacznikiem det A macierzy A nazywamy wyznacznik det7 endomorfizmu 7.
(d) Sladem tr A macierzy A nazywamy $lad tr7 endomorfizmu 7.

(e) Wielomianem charakterystycznym F4 macierzy A nazywamy wielomian charaktery-
styczny F, endomorfizmu 7.

(f) Postacig kanoniczng Jordana J, macierzy A nazywamy postaé kanoniczna Jordana
J; macierzy endomorfizmu 7.

Zauwazmy, ze jesli takze p jest endomorfizmem przestrzeni V i p ma w jakiejs bazie
przestrzeni V' macierz A, to endomorfizmy p i 7 sg podobne, wiec majg rowne wartosci
wlasne, krotnosci algebraiczne wartosci wtasnych, wyznaczniki, slady, wielomiany cha-
rakterystyczne i postacie kanoniczne. Stad wynika, ze nasza definicja warto$ci wtasnych
macierzy A, jej wyznacznika, sladu, wielomianu charakterystycznego i postaci kanonicznej
Jordana nie zalezy od wyboru endomorfizmu 7.

TWIERDZENIE 7.4.3. Niech A € M, (K), gdzie K jest cialem algebraicznie domknietym.

Dla kazdego x € K mamy
det(A — al) = (—=1)"Fa(z).

Dowdéd. Niech V' bedzie n—wymiarows przestrzenig wektorowa nad ciatem K z baza A
i niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni V' takim, ze

m(7, A) = A.
Niech J bedzie postacia kanoniczng Jordana macierzy endomorfizmu 7 i niech B bedzie

baza przestrzeni V taka, ze

k r;

m(r,B) = J = B Jn, (a:).

i=1j=1
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Wtedy
k7
m(t —zly,B)=J — 2l = PP Jin, (a; — ).
i=1 j=1
A wiec baza B jest takze bazg kanoniczna Jordana endomorfizmu 7 — 21y i endomorfizm
ten ma wartosci wlasne a; — x, przy czym krotnos¢ algebraiczna wartosci wtasnej a; — x

endomorfizmu 7 — x1y jest rowna krotnosci algebraicznej n; wartosci wlasnej a;
endomorfizmu 7. Poniewaz m(7 — 21y, A) = A — z1, wiec

det(A — zI) = det(r — 21y) = [[(a; — )™ = (=1)"Fa(x).

i=1
[l

Zbadamy teraz zwiazek pomiedzy wprowadzonymi przez nas wyznacznikiem det A i
sladem tr A macierzy A oraz klasycznymi pojeciami wyznacznika i §ladu macierzy. Dla
rozroznienia tych poje¢ wprowadzmy nastepujace oznaczenia dla klasycznych funkcji wy-
znacznika i Sladu macierzy A = [a;5] € M, (K):

d: M,(K)— K, dA)= Ziamam C i,

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich permutacjach (i1, s, .. .,14,) zbioru (1,2,...,n)
i znak sktadnika jest 4 jesli permutacja numeréw wierszowych jest parzysta i — w przy-
padku przeciwnym, oraz

SIMn(K)HK, S(A):ZCI,M
i=1

A wiec d(A) jest klasycznym wyznacznikiem macierzy A za$ s(A) jest klasycznym $ladem
macierzy A. Zauwazmy, ze jesli J jest macierza w postaci kanonicznej Jordana, to det J =
d(J) oraz tr J = s(J).

LEMAT 7.4.1. Dla dowolnych macierzy A, B € M, (K),
d(AB) = d(BA) oraz s(AB)=s(BA).

Dowdéd. Pierwsza wlasnos¢ wynika z twierdzenia Cauchy’ego znanego z podstawowego
kursu algebry liniowej. Na podstawie tego twierdzenia mamy d(AB) = d(A)d(B) i wobec
tego

d(AB) = d(A)d(B) = d(B)d(A) = d(BA).
Druga dowodzimy nastepujaco. Niech A = [a;;], B = [b;;]. Element diagonalny w i—tym
wierszu macierzy AB ma postaé

ai1b1; + -+ - + @inbpi,

zatem
n n n n

S(AB) = Z Z aijbji = Z ijiaij = S(BA)

i=1j=1 j=1i=1

LEMAT 7.4.2. Niech A, B € M, (K) i niech B bedzie macierzq odwracalng. Wtedy

d(B™'AB) = d(A) oraz s(B'AB) = s(A).
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Dowod. Wykorzystujac poprzedni lemat i tacznos¢ mnozenia macierzy otrzymujemy
d(B™'AB) = d((B™*A)B) = d(B(B™'A)) = d((BB™)A) = d(A).
Podobnie,
s(BT'AB) = s((B™*A)B) = s(B(B™*A)) = s((BB™')A) = s5(A).
O
Teraz mozemy przedstawi¢ metode obliczania wyznacznika det A i sladu tr A macierzy A.

TWIERDZENIE 7.4.4. Niech K bedzie ciatem algebraicznie domknietym i niech A €
M, (K). Wtedy
det A=d(A) oraz trA=s(A).

Dowéd. Niech J bedzie postacig kanoniczng Jordana macierzy A i niech J = B~'AB,
gdzie B jest pewna macierza odwracalna. Wtedy

det A = det J = d(J) = d(B"'AB) = d(A),

oraz

trA=trJ =s(J)=s(B'AB) = s(A).
[

WNIOSEK 7.4.1. Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym i niech A, B € M, (K)
oraz a,b € K. Wtedy
tr(aA+bB) =atr A+ btr B.

Dowdéd. s(aA+bB) = as(A) + bs(B). O

A wiec §lad tr jest funkcjonalem liniowym na przestrzeni wektorowej macierzy M, (K).

Definicje 7.3.4 i 7.4.2 akcentuja geometryczny aspekt wielomianu charakterystyczne-
go endomorfizmu i wyznacznika macierzy. Wyznacznik macierzy A jest wiec iloczynem
wartosci wlasnych endomorfizmu o macierzy A, z uwzglednieniem ich krotnosci. Dla znale-
zienia wartosci wyznacznika det A a takze wielomianu charakterystycznego F, nalezatoby
zatem najpierw znalez¢ wszystkie wartosci wlasne endomorfizmu 7 a takze ich krotnosci
algebraiczne. Klasyczne definicje wyznacznika macierzy i wielomianu charakterystyczne-
go endomorfizmu nie oferuja zadnej geometrycznej interpretacji, ale pozwalaja znalezé
warto$¢ wyznacznika macierzy i jej wielomian charakterystyczny poprzez arytmetyczne
manipulacje na elementach macierzy A.



Rozdziat 8

Posta¢ kanoniczna wymierna

Ostatnie zmiany 22.01.2009 r.

W tym rozdziale wskazemy posta¢ kanoniczng endomorfizmu 7 € Endg V, gdzie K
jest dowolnym ciatem i wielomian minimalny endomorfizmu 7 jest dowolnym wielomia-
nem nad K. Strategia postepowania bedzie podobna do tej, ktorej uzylismy w rozdziale
7 dla dowodu istnienia i jednoznacznosci postaci kanonicznej Jordana. Tam, obok twier-
dzenia o rozktadzie, gtéwna role grat opis postaci kanonicznej macierzy endomorfizméow
nilpotentnych, czyli endomorfizmoéw, ktérych wielomian minimalny ma posta¢ X™. Dla
uzyskania postaci kanonicznej wymiernej znajdziemy przede wszystkim uogo6lnienia gtow-
nych twierdzen o endomorfizmach nilpotentnych na przypadek endomorfizméw, ktérych
wielomian minimalny ma postac¢ ¢™, gdzie ¢ jest dowolnym wielomianem nierozktadalnym
nad ciatem K.

8.1 Podprzestrzenie cykliczne

Pojecie podprzestrzeni 7—cyklicznej przestrzeni V' wprowadziliémy w rozdziale 6 (defini-
cja 6.1.1). Przypomnijmy, ze podprzestrzenia 7— cykliczng generowanqg przez wektor v € V.
nazywamy podprzestrzen K[r|v = lin (Tk(v) ke NU {O}) ={f(r)(v) eV : fe K[X]}.
W tym rozdziale zbadamy wtasnosci podprzestrzeni 7—cyklicznych dla wszystkich endo-
morfizméw 7, ktérych wielomiany minimalne sa potegami wielomianéw nierozktadalnych.

LEMAT 8.1.1. Niech 7 € Endg V' i niech wielomian minimalny p, endomorfizmu 1 bedzie
potega unormowanego wielomianu q € K[X] nierozkladalnego nad ciatem K :

pr=q"=cot+aX+ -+ X"+ X e KX]. (8.1)

Niech U = K]|r|v bedzie podprzestrzeniq T— cykliczng przestrzeni V- generowang przez
wektor v € V' i niech T bedzie endomorfizmem przestrzeni U indukowanym przez T na U.
(a) Wielomian minimalny p,, endomorfizmu 11 ma postaé

pr=4q, 1<L<m.
(b) Jesli wektor v € V' spetnia warunek
¢"H(7)(v) #0, (8:2)

to wielomian minimalny p., endomorfizmu 1 jest rowny wielomianowi minimalnemu en-
domorfizmu T :

pr=Dr=q"

75
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(c) Jesli wektor v € V' spelnia warunek (8.2), to wektory
v, 7(v),..., 7 (V) (8.3)
tworzq baze podprzestrzeni U i wobec tego dimU = d = degp, = degp,,.

Dowdd. (a), (b) p,, dzieli p, na podstawie lematu 5.1.1. Wobec p, = ¢ i nierozkladal-
noéci wielomianu ¢ wynika stad, ze p,, = ¢° gdzie £ < m. W szczegdlnoéci, ¢(7)(v) =
P, (7)(v) = 0, podezas gdy dla v € V spetniajacego (8.2) mamy ¢ !(7)(v) # 0. Zatem
(8.2) pociaga, ze ¢ > m — 1 i wobec tego { = m oraz p,, = ¢ = p..

(c) Na podstawie (b) i twierdzenia 6.1.1 wektory (8.3) tworza baze podprzestrzeni U. [

Jest rzecza godng uwagi, ze informacje o podprzestrzeniach cyklicznych jakie uzyska-
lisSmy w lemacie 8.1.1 pozwalaja znalez¢ nietrywialne oszacowanie dla stopnia wielomianu
minimalnego endomorfizmu 7.

LEMAT 8.1.2. Jesli T jest endomorfizmem przestrzeni Vi wielomian minimalny p.
endomorfizmu T jest potegq wielomianu nierozkiadalnego nad K, to

degp, < dim V.

Ponadto, deg p, = dim V' wtedy i tylko wtedy gdy przestrzen V' jest T—cykliczna.

Dowdéd. Endomorfizm 7 wyznacza podprzestrzen T—cykliczna U generowang przez wektor
v € V spehiajacy (8.2). Na podstawie lematu 8.1.1 podprzestrzenn U ma wymiar deg p..
Zatem degp, = dimU < dim V.

Jesli degp, = dim V, to wobec dim U = deg p, mamy dimU = dim V. Zatem U = V.
Jesli V' jest przestrzenig 7—cykliczng, to deg p, = dim V' na podstawie wniosku 6.1.1. [

TWIERDZENIE 8.1.1. Dla kazdego endomorfizmu T przestrzeni V' stopien wielomianu mi-
nimalnego p, endomorfizmu 7 jest nie wickszy od wymiaru przestrzeni V :

degp, < dim V.
Ponadto, deg p, = dim V' wtedy i tylko wtedy gdy przestrzen V' jest T—cykliczna.
Dowdd. Endomorfizm 7 ma wielomian minimalny

pr=q" gt

gdzie ¢; sa unormowanymi wielomianami nierozktadalnymi nad ciatem K. Na podstawie
twierdzenia 5.2.2 o rozkltadzie, przestrzen V' ma rozktad

V:‘/l@@vk;

gdzie V; jest podprzestrzenig niezmienniczg endomorfizmu 7 oraz endomorfizm indukowa-
ny 7; na przestrzeni V; ma wielomian minimalny ¢;"*. Niech

d; =degq" i mn;=dimVj.

Wtedy mamy

degp, = Zdi < an =dimV,
gdzie wykorzystaliémy nieréwnosci d; < n; z lematu 8.1.2.
Zatozmy teraz, ze degp, = dimV = n. Wtedy

n =degp, = Zdi < an =dimV =n,
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skad wynika, ze d; = n; dla kazdego ¢. Stad na podstawie lematu 8.1.2 wynika, ze V; jest
przestrzenig T—cykliczna.
Pokazemy teraz, ze jesli V; = K|r|v; oraz v = vy + -+ + vg, to V = K[r|v. Wystarczy
pokazac, ze wektory

v,7(v), 72 (v),..., 7" (v)

sg liniowo niezalezne. Przypusémy wiec, ze pewna kombinacja liniowa tych wektoréw z
nie wszystkimi wspotczynnikami zerowymi jest wektorem zerowym:

agv + ay7(v) + agT?(v) 4 - - + a,t(v) = 0.

Mozemy oczywiscie zatozy¢, ze £ < n — 1 oraz a; # 0. Rozwazmy wielomian
f=ao+a X +aX*+ - +aX € K[X].

Wtedy deg f = ¢ oraz f(7)(v) = 0. A wiec

f) () + -+ f(7)(0r) = f(T)(v) = 0.

Poniewaz przestrzenie V; sa T—niezmiennicze, sa one takze f(7)—niezmiennicze. Zatem
f(7)(v;) € V; iponiewaz V = V) & --- @& Vj, wynika stad, ze f(7)(v;) = 0 dla kazdego
1. Poniewaz podprzestrzen V; jest podprzestrzeniag 7—cykliczng generowang przez wektor
v; oraz endomorfizm 7; indukowany na V; ma wielomian minimalny p,, = ¢/, wynika
stad na podstawie twierdzenia 6.1.1(a), ze ¢;"* | f dla kazdego i. Wobec tego takze p, | f
whrew temu, ze deg f = ¢ < n —1 < n = degp,. A wiec wektory v, 7(v),..., 7" 1(v) sa
liniowo niezalezne i wobec tego tworza baze przestrzeni V. Zatem

V = lin (v,T(v), . ,T”’l(v)) CKrlvCV,

skad wynika, ze V' = K|[r|v jest przestrzenia 7—cykliczna.
Jesli V' jest przestrzenig 7—cykliczng, to dim V' = deg p, na podstawie wniosku 6.1.1. [

Przystepujemy teraz do wyznaczenia macierzy endomorfizmu 7, podprzestrzeni U w
bazie skonstruowanej w lemacie 8.1.1.

LEMAT 8.1.3. Niech 7 € Endg V' i niech wielomian minimalny p, endomorfizmu T ma
postacé (8.1). Niech U bedzie przestrzeniq T—cykliczng generowang przez wektor v € V
spetniajacy (8.2) i niech T bedzie endomorfizmem przestrzeni T— cyklicznej U indukowa-
nym przez T na U. Niech

B={v,7(v), 2 (v),..., 7 (v)}

bedzie uporzgdkowang bazqg przestrzeni U wyznaczong w lemacie 8.1.1. Wtedy

000 ... 0 =—c
100 ... 0 -
m(ﬁ,B) = 010 ...0 —C9
000 ... 1 —cq

Dowdd. Dla 0 < i < d—2 mamy 7(7°(v)) = 777 (v). Ponadto

r(17(0)) = 7(0) = 74(0) = pr (V) = —ew — arT() — -+ — camrHw). O
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DEFINICJA 8.1.1. Macierz

00 0 . 0 —co

1 0 0 . 0 —C1
S(p):=]0 10 0 —c

0 00 1 —cq-1

nazywa sie macierza stowarzyszong z wielomianem
_ X L. del Xd
p=c+cX+---+cCqg1 + X

Zauwazmy, ze dla wielomianu p = X% macierz stowarzyszona S(p) jest osobliwa klat-
ka Jordana J; stopnia d. Lemat 8.1.3 méwi, ze (przy odpowiednich zatozeniach o endo-
morfizmie 7 i wektorze v generujacym podprzestrzen 7—cyklicznag U) endomorfizm 7|
przestrzeni 7—cyklicznej U ma w odpowiedniej bazie przestrzeni U macierz stowarzy-
szong 7z wielomianem minimalnym endomorfizmu 7. Dla endomorfizméw nilpotentnych
otrzymujemy rezultat znany nam juz z lematu 6.2.3.

8.2 Drugie twierdzenie o rozktadzie

Dla uzyskania postaci kanonicznej wymiernej macierzy dowolnego endomorfizmu 7 prze-
strzeni wektorowej V' potrzebujemy - obok twierdzenia 5.2.2 o rozktadzie - drugiego twier-
dzenia o rozktadzie, zastepujacego twierdzenie 6.3.1, ktore uzyliSmy w przypadku endo-
morfizméw nilpotentnych. Twierdzenie 8.2.1 jest uogdlnieniem twierdzenia 6.3.1, ktore
otrzymujemy w przypadku gdy ¢ = X™. Jednakze dowdd twierdzenia 6.3.1 (oparty na
twierdzeniu 6.2.1) nie przenosi sie na przypadek ogdlny, w zwigzku z czym zastosujemy
w dowodzie technike znana w teorii modutéw nad pierscieniami euklidesowymi.

Dla uproszczenia bedziemy opuszczaé¢ nawiasy w zapisie obrazu wektora przez endo-
morfizm. A wiec dla endomorfizmu 7 przestrzeni V oraz v € V zamiast 7(v) bedziemy
pisa¢ Tv. Dla wielomianu f € K[X] zamiast f(7)(v) bedziemy zatem pisa¢ f(7)v. !

TWIERDZENIE 8.2.1. Niech 71 bedzie endomorfizmem przestrzeni V' nad ciatem K.
Wtedy istniejq podprzestrzenie T—cykliczne Uy, ..., U, przestrzeni V' takie, zZe

V=U,® -aoU,.

Dowdd. Najpierw zauwazmy, ze przestrzenn V zawsze mozna przedstawié jako (zwykta)
sume pewnych podprzestrzeni 7—cyklicznych. Rzeczywiscie, obieramy dowolny wektor
niezerowy v; € V' i rozpatrujemy podprzestrzen 7—cykliczng V; generowang przez wektor
V1.

Jesli V| # V| to obieramy wektor vy € V' \ V; i rozpatrujemy Vo = K|[r]ve, podprzestrzen
T—cykliczna generowana przez vo. Wtedy Vi & Vi+V, C V. Jedli V14V, # V, to obieramy
vg € V'\ (V1 + V) i rozpatrujemy Vi + Vo + V3, gdzie V3 jest podprzestrzenia T—cykliczna
generowang przez vs. Poniewaz przestrzen V' ma skoniczony wymiar, kontynuujac to po-
stepowanie otrzymamy w koncu Vj + --- + V. =V dla pewnego r > 1.

!Bardziej radykalnym uproszczeniem byloby pisaé fv zamiast f(7)v ale tego juz tutaj nie zrobimy.
Przy takim zapisie latwo zauwazyé, ze przestrzen wektorowa V jest modulem nad pierscieniem K[X].
Ten punkt widzenia w polaczeniu z technika dowodu twierdzenia 8.2.1 prowadzi do znacznie ogdlniej-
szego twierdzenia: kazdy skoficzenie generowany modut nad pierScieniem euklidesowym jest suma prosta
podmoduléw cyklicznych.
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Najmniejsza liczbe sktadnikéw w przedstawieniu przestrzeni V' w postaci sumy pod-
przestrzeni T—cyklicznych nazywamy 7—ranga przestrzeni V' i oznaczamy rank, V' lub
rank V', jedli z kontekstu wiadomo o jaki endomorfizm 7 chodzi.

Przeprowadzimy dowod indukcyjny twierdzenia ze wzgledu na rank V.

Jesli rank V' =1, to przestrzen V jest T—cykliczna i twierdzenie jest prawdziwe.
Zatozmy wiec, ze rank, V =1r > 1 i twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej podprzestrzeni
T—niezmienniczej W przestrzeni V' takiej, ze rank W = r — 1.

Niech V' = Vi +- - -+ V] bedzie (zwykla) suma podprzestrzeni 7—cyklicznych V;. Niech

v; € V; bedzie generatorem V; jako podprzestrzeni 7—cyklicznej, to znaczy V; = K|[r|v;.

Zbiér wektoréw {vy, ..., v, } nazywamy minimalnym zbiorem generatoréw przestrzeni V.

Wobec V = Vj + --- 4+ V, kazdy wektor przestrzeni V jest suma wektoréw nalezacych

do podprzestrzeni V;. W szczegblnosci wiec istnieja wielomiany hy, ..., h, € K[X] takie,
ze

hi(m)vy + -+ -+ he(7)v, = 0. (8.4)

Gdyby wektor 0 € V' mial tylko jedno przedstawienie w tej postaci (dla hy(7)vy = -+ =
h.(T)v, = 0), to stad wynikaloby takze, ze kazdy wektor v € V ma jednoznaczne przed-
stawienie w postaci (8.4) i wobec tego przestrzen V jest sumg prostqg podprzestrzeni
T—cyklicznych V;. Musimy wiec rozpatrzeé przypadek, gdy nie wszystkie sktadniki h;(7)v;
w réwnosci (8.4) sg réwne zero.

Sposréd wszystkich minimalnych zbioréw generatoréw {vq,...,v,} i sposrod wszyst-
kich réwnosci (8.4) wybieramy zbiér generatoréw i réwnosé, w ktérej wystepuje niezerowy
wielomian h; z najmniejszym stopniem. Zmieniajac ewentualnie porzadek elementéw w
wybranym zbiorze generatoréw {vy, ..., v} mozemy zakladaé, ze hy jest niezerowym wie-
lomianem o najmniejszym stopniu we wszystkich réwnosciach postaci (8.4). Udowodnimy
teraz dwa pomocnicze fakty stwierdzajace wlasnosci wielomianu hy.

Fakt 1. Jesli
bi(T)vy + -+ 4+ b.(7)v, =0 (8.5)

dla pewnych by, ..., b, € K[X], to hy dzieli b;.

Jesli hy nie dzieli by, to na podstawie twierdzenia o dzieleniu z reszta istnieja wielomiany
g,t € K[X] takie, ze
by =hig+t, t#0, degt<deghy.

Wtedy z (8.4) otrzymujemy hy(7)g(7)vy + -+ - + h(7)g(7)v, = 0 i odejmujac te réwnosé
od réwnosci (8.5) mamy

(by — hig)(T)v1 + - - + (by — hyg)(T)v, = 0.

W tej réwnosci wspotezynnik by — hyg jest réwny ¢ i ma stopien mniejszy niz hq, co jest
sprzeczne z wyborem naszego minimalnego zbioru generatoréw i wspotezynnika hq. A wiec

hy dzieli b;.

Fakt 2. h; dzieli wszystkie wspotczynniki hs, ..., h, wystepujace w wybranej roéwnosci

(8.4).
Przypusémy, ze hy nie dzieli hy. Zatem istnieja g,t € K[X] takie, ze

h2:h19+t, t7é0, degt<degh1
Z réwnosci (8.4) otrzymujemy wtedy

hl(T)(Ul + g(T)U2> + t(T)UQ + h3(7’)U3 + -+ hT<T)UT =0. (86)
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Zauwazmy, ze {v1 + g(7)va, Ve, ..., v} jest takze minimalnym zbiorem generatoréw prze-
strzeni V. Wystarczy pokazaé, ze

Vi+Va=Vi+ Vs, gdzie V| = K[7](vi+ g(T)v2).

Inkluzja C jest oczywista gdyz vy + g(7)vy € Vi + Va. Z drugiej strony vy = (v1+ g(7)vg) —
g(T)vy € V] + V4 1 oczywiscie v € V] + V4. Stad V] + Vo D Vi + V5.
Rownosé (8.6), w ktérej wystepuje wielomian ¢ stopnia mniejszego niz deghy, jest

sprzeczna z wyborem {vy,...,v,} oraz hy. Zatem hy dzieli hy. Zmieniajac kolejnosé gene-
ratoréw vy, . .., v, pokazemy w ten sam sposob, ze hy dzieli wszystkie pozostate wielomiany
hz, ..., h,.

Na podstawie Faktu 2 istnieja go,. .., g, € K[X] takie, ze
ho = h1927 s 7hr = hlgr'

Wykorzystujac teraz wielomiany gs, ..., g, € K[X] rozpatrzmy nastepujacy zbior wekto-
row:
v} =v1 + go(T)va + - 4 ¢ (T)Vp, Vo, .., Uy (8.7)

Jest to minimalny zbiér generatoréw przestrzeni V' gdyz jak tatwo sprawdzi¢
Kty + Vot oo+ Vo=Vi+ Vot + V. =V

Niech U; = K|r|v] bedzie podprzestrzenia 7—cykliczna generowana przez v oraz niech
W =V, 4 .-+ V.. Mamy wiec rozktad

V=U+W

Pokazemy, ze w istocie V' = U; & W. Wystarczy pokaza¢, ze Uy N W = 0. Przypusémy
wiec, ze

v € U1 Nnw.
Wtedy istnieja by, bo, ..., b, € K[X] takie, ze

v =by(T)v] = bo(T)vg + - -+ + b (T) vy,

a wiec takze
bl(T)'UI - bQ(T)UQ — e — br(T)?)r =0.

Zastepujac tutaj v kombinacja liniowa vy + go(7)ve + - - - + g-(7)v, otrzymamy
bi(T)vi + (92 — bo)(T)v2 + -+ + (9 — br)(T)v, = 0.

Na podstawie Faktu 1 wiemy, ze h; dzieli by, zatem b = ghy dla pewnego g € K[X]iw
rezultacie otrzymujemy

7)(hy(7T)v])
(ha(T)vr + ha(7)ga(T)v2 + - - + ha(7) g (7))
(ha(T)vr + ha(T)va + -+ + I (T)0y)

0=

—~
\]
~—

v="b(T)v] =

@

T

I
Q

T

I
@

(7)
(7)
(7)
(7)

)

T

|
@

A wiec UyN'W = 0 co wraz z V = U; + W dowodzi, ze V = U; & W. Poniewaz
rank W = r — 1, wiec na podstawie zalozenia indukcyjnego podprzestrzen W jest suma
prosta r — 1 podprzestrzeni 7—cyklicznych. Wobec tego V' jest suma prosta r podprze-
strzeni 7—cyklicznych. O
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Sformutujemy teraz dokladniejsza wersje twierdzenia 8.2.1 w przypadku, gdy wielo-
mian minimalny endomorfizmu 7 jest potega wielomianu nierozktadalnego.

TWIERDZENIE 8.2.2. Niech endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian minimalny postact
pr = q"™, gdzie q jest unormowanym wielomianem nierozktadalnym nad ciatem K. Niech
d = degp,. Wtedy istniejqg podprzestrzenie T—cykliczne Uy, ..., U, przestrzeni V' takie, Ze

(a) V=U® - -dU,.
(b) Endomorfizm indukowany T; na podprzestrzeni U; ma wielomian minimalny p;, =
q°t, przy czym

m=s8 =25 =1

(¢) d=dimU; =degq® > dimU; = degq® > --- > dim U, = deg¢*.

Dowdd. (a) Przedstawienie przestrzeni V' w postaci sumy prostej podprzestrzeni cyklicz-
nych udowodnilisSmy juz w twierdzeniu 8.2.1.

(b) Postaé¢ wielomianu minimalnego endomorfizmu indukowanego na podprzestrzeni cy-
klicznej opisaliémy w lemacie 8.1.1(a). Niech s = max s;. Wtedy ¢°(7)(U;) = 0 dla kazdego
i=1,...,7 1 wobec tego takze ¢°(7)(V) = 0. Stad wynika, ze wielomian minimalny ¢
endomorfizmu 7 dzieli ¢°, a wiec m < s. Z drugiej strony, z lematu 8.1.1(a) mamy s < m.
Zatem m = s, czyli jeden z wielomianéw minimalnych endomorfizméw 7; jest réwny ¢™.
Zmieniajac ewentualnie numeracje podprzestrzeni U; mozemy zaktada¢, ze ¢+ = 1 oraz
m =381 2+ 2 8.

(c¢) Poniewaz endomorfizm indukowany 7; na podprzestrzeni U; ma wielomian minimal-
ny ¢*, wiec na podstawie lematu 6.1.1 mamy dim U; = deg ¢®. Ponadto, nieréwnosci w
punkcie (¢) wynikaja z nieréwnosci w punkcie (b). O

A oto wersja macierzowa twierdzenia 8.2.2.

TWIERDZENIE 8.2.3. Niech endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian minimalny postact
pr = q™, gdzie q jest unormowanym wielomianem nierozkladalnym nad ciatem K. Wtedy

istnieje baza B przestrzeni V' oraz cigg liczb naturalnych m = s1 > s = --- > s, > 1
takie, ze
S(q*) 0 0 0
0 S(q*?) 0 0
m(7,B) =S¢ @®--- & S(¢°) = 0 0 0 0
0 0 .. 0 S(g)

Dowdd. Rozwazmy rozktad przestrzeni V' z twierdzenia 8.2.2. Poniewaz endomorfizm
indukowany 7; na podprzestrzeni U; ma wielomian minimalny ¢%, wigc istnieje wektor
v; € U; taki, ze ¢*~1(7)(v;) # 0. Wobec tego, na podstawie lematu 8.1.3, istnieje baza B;
przestrzeni U; taka, ze m(7;, B;) = S(¢*). Zatem w bazie B = By U - - - U B, endomorfizm
T ma macierz S(¢**) @ - -- & S(¢°"). O

Uwaga 8.2.1. W szczegdlnym przypadku gdy ¢ = X endomorfizm 7 jest nilpotentny
i dla dowolnego s € N macierz S(¢°) = S(X?®) = J4(0) jest osobliwg klatkag Jordana
stopnia s. Twierdzenie 8.2.3 powtarza zatem rezultat twierdzenia 6.3.2 dla endomorfizméow
nilpotentnych: m(7,B) = J;, & --- & J;,.
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8.3 Posta¢ kanoniczna

Przystepujemy teraz do opisu postaci kanonicznej wymiernej (nazywanej tez postacia
kanoniczna Frobeniusa) dowolnego endomorfizmu 7 € Endg V) gdzie K jest dowolnym
cialem. Zat6zmy, ze endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian minimalny

pr=aq" gy

gdzie ¢; s unormowanymi wielomianami nierozktadalnymi nad cialem K, ¢; # ¢; dla
i # 7 oraz m; > 1 sg liczbami naturalnymi.
Na podstawie twierdzenia 5.2.2 o rozkltadzie przestrzen V' ma rozktad

V=Vi®& oV,

gdzie V; jest podprzestrzenig niezmienniczg endomorfizmu 7 oraz endomorfizm indukowa-
ny 7; na przestrzeni V; ma wielomian minimalny ¢;"*. Opis dziatania endomorfizmu 7 na
przestrzeni V' redukuje sie wiec do opisu dzialania endomorfizmu 7 na podprzestrzeniach
niezmienniczych V;. Wykorzystujac teraz twierdzenie 8.2.2 otrzymujemy natychmiast na-
stepujace ogdlne twierdzenie.

TWIERDZENIE 8.3.1. (Posta¢ kanoniczna wymierna macierzy endomorfizmu)
Niech endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian minimalny

pr=q" g,

gdzie g; sq@ unormowanymi wielomianami nierozktadalnymi nad ciatem K, q¢; # q; dla
i # 7 oraz m; > 1 sq liczbami naturalnyma.
Wtedy istnieje baza A przestrzeni V taka, Ze

m(t, A) = M, & --- & M,
gdzie

M; = S(g*) e @S¢

Sy 0 ...0 0

0  S(g2) ... 0 0

— 0 0O ...0 0
0 0 ... 0 S(g™)

0Taz M; = Si1 = Sio = -+ = Sip, jest pewnym ciggiem liczb naturalnych.



Rozdziat 9

Moduly nad pierscieniami ideatéw
gtéwnych

Ostatnie zmiany 20.01.2007 r.

W tym rozdziale rozpatrujemy moduty nad pierécieniami przemiennymi. Przedsta-
wimy tutaj dwa gltéowne twierdzenia o strukturze modutéw torsyjnych nad pierécieniami
ideatow gltownych i modutow skoniczenie generowanych nad pierscieniami euklidesowymi.
Pokazemy, ze sa one uogdlnieniami twierdzenia o rozktadzie i twierdzenia o rozktadzie
przestrzeni wektorowej na sume prostag podprzestrzeni 7—cyklicznych.

9.1 Moduly - definicje i przykltady

Niech R bedzie dowolnym pierécieniem przemiennym. Bedziemy rozpatrywac¢ uogodlnienie
pojecia przestrzeni wektorowej nad ciatem K, w ktorym role ciata K przejmie pierscien
R.

Niech M bedzie addytywna grupa abelowa. Grupe abelowa M nazywamy R—modutem,
jesli na grupie M okreslone jest dzialanie zewnetrzne z pierscieniem skalarow R :

Rx M — M, (a,m)— am

i dziatanie to ma nastepujace wtasnodci:

a(my +my) = amy + amy (9.1)
(ay +az)m = aym+ asm (9.2)
(ara2)m = ai(agm) (9.3)
Im = m (9.4)

dla wszystkich a,ay,ay € R, my,ms,m € M.

Dziatanie zewnetrzne R x M — M, (a, m) — am nazywamy takze mnoZeniem elementow
grupy abelowej M przez elementy pierécienia R.

Tak wiec grupa abelowa M jest R—modutem wtedy i tylko wtedy, gdy na M jest okre-
Slone mnozenie elementéw grupy M przez elementy pierscienia R spelniajace warunki

(9.1)-(9.4).

Zauwazmy, ze jesli M jest R—modutem, to dziatanie zewnetrzne na M ma takze naste-
pujace wlasnosci: dla dowolnych a,b € R oraz m € M,

O0m=0, (=1)m=-m, (a—>b)m=am—>bm.
Mamy bowiem (a — b)m +bm = (a — b+ b)m = am, skad wynika, ze (a — b)m jest r6znica

elementéw am i bm w grupie M. Kladac a = b = 1 otrzymujemy Om = (1 — 1)m =

83
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Im—1m = m —m = 0, natomiast ktadac a = 0,b = 1 otrzymujemy (—1)m = (0—1)m =

Om—1Im=0—m=—m.

Nastepujace przyktady wskazujg jak pojemne jest pojecie modutu.

Przyktad 9.1.1. Kazda grupa abelowa M jest Z—modutem jesli za dziatanie zewnetrzne
na M przyja¢ mnozenie elementow grupy M przez liczby catkowite.

Przyktad 9.1.2. Pierscien R jest R—modutem jesli za dziatanie zewnetrzne na R przy-
ja¢ mnozenie w pierscieniu R. Ogolniej, kazdy ideal J pierscienia R jest R—modutem,
jesli za dziatanie zewnetrzne na J przyja¢ mnozenie elementéw ideatu J przez elementy
pierscienia R. Na odwrdét, jesli addytywna podgrupa J pierscienia R jest R—modutem (z
mnozeniem jako dzialaniem zewnetrznym), to J jest ideatem pierscienia R.

Przyklad 9.1.3. Niech K bedzie ciatem. Kazda przestrzen wektorowa V nad K jest
K—modutem. Kazdy K—modul V jest przestrzenig wektorowa nad cialem K.

Przyktad 9.1.4. Niech R = K[X] bedzie pierscieniem wielomianéw jednej zmiennej nad
cialem K. Niech M = V bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K i niech 7 bedzie
endomorfizmem przestrzeni V. Rozpatrzmy homomorfizm podstawiania endomorfizmu 7
przestrzeni V' w miejsce zmiennej wielomianu f € K[X]:

¢r  K[X] = Endx V, o-(f) = f(7).

Przy pomocy tego homomorfizmu okreslamy dziatanie zewnetrzne na V' z pierscieniem
skalar6w K [X] nastepujaco:

K[X]xV =V, (f,v) = f(7)(v).

A wiec fv := f(7)(v). Latwo sprawdza sie, ze tak zdefiniowane dzialanie zewnetrzne na
V' spetnia warunki (9.1)—(9.4). A wigc, dla f € K[X] oraz vy, v € V mamy

f(or +v2) = f(7)(v1 +v2) = f(7)(v1) + f(7)(v2) = for + foa.
Dla fi, fo € K[X] oraz v € V mamy

(fi+ f2)v=(fi+ f2)(7)(v) = (fi(7) + f2(7))(v) = fi(7)(v) + fa(T)(v) = frv + fov,
(frfo)v = (frf2)(T)(v) = (fo(7) fo(7))(v) = fi(7)(fa(T)(v)) = fi(T)(fov) = fi(fav)

i wreszcie 1lv = 1y (v) = v.

W ten sposéb przestrzen wektorowa V  jest K[X]|-modutem. Tak skonstruowany
K[X]—modul oznaczamy V,. Ten przyklad stanowi podstawe zastosowan teorii modu-
tow w algebrze liniowej.

DEFINICJA 9.1.1. Niech M bedzie R—modutem. Podmodutem N modutu M nazywamy
podgrupe N addytywnej grupy M zamknieta ze wzgledu na mnozenie przez elementy
pierscienia R, to znaczy, podgrupe N grupy M spetniajacg warunek

aeR, meN = amecN.
Warunek ten zapisujemy kréotko jako
RN C N.

Jesli N jest podmodutem modutu M, to piszemy N < M.
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Przyktad 9.1.5. Kazda podgrupa N grupy abelowej M jest podmodutem Z—modutu
M. Kazdy ideal J pierscienia R jest podmodulem R—modutu R.

Kazda podprzestrzen wektorowa przestrzeni wektorowej V' nad cialem K jest podmodu-
tem K —modutu V.

Jesli J jest ideatem pierscienia R oraz M jest R—modutem, to
IM :={aymi+---+aym, €M : a; €T, m;y € M, n €N}
jest podmodutem modutu M.

Przyktad 9.1.6. Rozpatrzmy K[X]—modul V; z przyktadu 9.1.4. Dla endomorfizmu
T przestrzeni wektorowej V', kazda podprzestrzenn T—niezmiennicza U przestrzeni V (to
znaczy, podprzestrzen spetiajaca 7(U) C U) jest podmodutem K[X]—modutu V. Rze-
czywiscie, jesli 7(U) C U to takze 7(U) C U dla kazdej liczby naturalnej m, a stad
otrzymujemy tatwo f(7)(U) C U dla kazdego wielomianu f € K[X]. A wiec jesliu € U, to
fu € U dla kazdego f € K[X]. Takze na odwrot, jesli U jest podmodutem K[X]—modutu
V., to dla kazdego wielomianu f € K[X] i dla kazdego v € U mamy f(7)(u) = fu € U,
a wiec takze f(7)(U) C U. Zatem w szczeg6lnosci takze 7(U) C U.

A wiec U jest podmodutem K[X]—modutu V, wtedy i tylko wtedy, gdy U jest podprze-
strzenig niezmienniczg endomorfizmu 7.

DEFINICJA 9.1.2. Niech M bedzie R—modutem.
(a) Mowimy, ze podmodutl N jest generowany przez zbiér S C M, jesli kazdy element
podmodutu N mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej skonczonego podzbioru

zbioru S ze wspotczynnikami z pierscienia R. Zbiér S nazywamy zbiorem generatorow
modutu M.

(b) Méwimy, ze podmodul N jest skonczenie generowany, jesli jest generowany przez
podzbidr skonczony modutu M.

(¢) Podmodut N modutu M nazywamy podmodutem cyklicznym, jesli N jest generowany
przez zbiér jednoelementowy, to znaczy, jesli istnieje element m € M taki, ze

N={ameM: ac€R}.
Podmodut cykliczny N generowany przez element m oznaczamy N = Rm.

Przyktlad 9.1.7. Kazda podgrupa cykliczna N grupy abelowej M jest podmodutem cy-
klicznym Z—modutu M.

Kazdy ideat gtéwny J pierscienia R jest podmodutem cyklicznym R—modutu R.
Kazda jedno-wymiarowa podprzestrzen wektorowa przestrzeni wektorowej V' nad ciatem
K jest podmodutem cyklicznym K —modutu V.

Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen wektorowa V' nad ciatem K jest skonczenie ge-
nerowanym K —modutem.

Jesli V' jest skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem K, to rozpatrywa-
ny w przyktadzie 9.1.4 K[X]—modul V, jest skoniczenie generowany. Rzeczywiscie, jesli
B = {vi,...,v,} jest baza przestrzeni V, to kazdy wektor v € V ma (jednoznaczne)
przedstawienie w postaci

v=a1v1 + -+ apv,, a1,...,a0, € K.

Poniewaz K C K[X], wiec przedstawienie to mozna takze traktowaé jako przedstawienie
elementu v € V, w postaci kombinacji liniowej elementow zbioru B ze wspélczynnikami
z pierécienia K[X]. Baza B przestrzeni V jest wiec réwnoczesnie zbiorem generatorow
K[X]—modutu V,. Skoniczenie wymiarowa przestrzen wektorowa jest wiec skonczenie ge-
nerowanym K [X|—modutem.
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9.1.1 Operacje na modutach

Niech M bedzie R—modutem i niech N; i Ny beda podmodutami modutu M. Wtedy
przekroj Ny N Ny jest podmodutem R—modutu M. Roéwniez suma Ny + N, podgrup
grupy abelowej M jest podmodutem R—modutu M. Nazywamy ja sumgq podmodutéw Ny
i No. Podobnie okresla si¢ sume dowolnej rodziny podmodutéw R—modutu M (jako sume
podgrup grupy abelowej M).

W szczegblnodei, jesli Ny + Ny = M, to méwimy, ze modut M jest sumg podmodutéw Ny
i Ny. Jesli w dodatku Ny N Ny = 0, to mowimy, ze M jest sumq prostg podmodutow Ny
i Ny. Piszemy wtedy M = N; & N,. Zauwazmy, ze tak jak dla grup abelowych, M jest
sumag prosta podmodutow Ny i Ny wtedy i tylko wtedy gdy kazdy element m € M ma
jednoznaczne przedstawienie w postaci m = ny + ng, gdzie ny € Ny, ny € N.

Moéwimy, ze podmodut Ny modutu M jest skladnikiem prostym modutu M jesli istnieje
podmodut N, taki, ze M = Ny @& No. W przestrzeni wektorowej V' kazda podprzestrzen
jest sktadnikiem prostym przestrzeni V. Jest to wysoce wyjatkowa sytuacja. Na przyktad,
w Z—module Z (czyli w grupie liczb calkowitych) jedynymi skladnikami prostymi sa
podmoduty 0 i Z. Grupa Z nie ma bowiem nietrywialnych rozktadéw na sume prostg
podgrup. Podgrupy Z sa grupami cyklicznymi aZ, gdzie a € Z. Jesli Z = aZ & bZ, to
aZ N bZ = 0 co jest mozliwe tylko dla a = 0 lub b = 0.

Niech M i M’ beda R—modutami. Na iloczynie kartezjanskim M x M’ grup abelowych
M i M’ okreSlamy dzialanie zewnetrzne z pierscieniem skalarow R ktadac

a(m,m’) = (am,am’)

dlaa € R,m e M,m' € M'. Latwo sprawdza sie, ze w ten sposob grupa abelowa M x M’
staje sie R—modutem. Nazywamy go iloczynem prostym (lub kartezjanskim) modutéw M
i M’'. Podobnie okrefla sie iloczyn prosty dowolnej rodziny R—modutéw M;, i € I.

Jesli N jest podmodutem R—modutu M, to grupe ilorazowa M /N mozna w sposob natu-
ralny traktowac¢ jako R—modul. Wystarczy zauwazy¢, ze iloczyn kompleksowy warstwy
m + N przez element a € R (jednoelementowy podzbiér pierécienia R) zawiera sie w
doktadnie jednej warstwie modutu M wzgledem podmodutu N:

alm+ N)={a(m+n):ne N} ={am+an:ne€ N} Cam+ N.

Warstwe am + N nazywamy iloczynem warstwy m + N przez skalar a € R. W ten sposob
otrzymujemy dzialanie zewnetrzne na grupie abelowej M /N z pierscieniem skalaréw R.
Latwo sprawdza sie, ze grupa ilorazowa M /N staje sie R—modutem. Modul ten nazywamy
modutem ilorazowym modutu M wzgledem podmodutu N.

9.1.2 Homomorfizmy moduléw

Niech M i M’ bedg R—modulami. Homomorfizmem h : M — M’ nazywamy homomorfizm
h grupy abelowej M w grupe abelowg M’ spetniajacy warunek

h(am) = ah(m) VYa€ R, me M.

Jadro i obraz homomorfizmu modutéw okreslamy oczywiscie jako jadro i obraz homomor-
fizmu grup abelowych. Rowniez takie terminy jak epimorfizm, monomorfizm, izomorfizm
modultéw interpretujemy tak jak w teorii grup (jako, odpowiednio, homomorfizm surjek-
tywny, injektywny, bijektywny).

Niech N bedzie podmodutem R—modutu M i niech

k:M — M/N, k(m)=m+N
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bedzie homomorfizmem kanonicznym grup abelowych. Wtedy x(am) = am + N = a(m +
N) =ak(m) dlaa € R,m € M. Zatem & jest homomorfizmem modultéw. Nazywamy go
homomorfizmem kanonicznym modutow.

Sformutujemy teraz podstawowe twierdzenie o homomorfizmach modutéw.

TWIERDZENIE 9.1.1. (Twierdzenie o faktoryzacji.)

Jesli h - M — M’ jest homomorfizmem R—modutéw, N = kerh oraz k : M — M/N
jest homomorfizmem kanonicznym, to istnieje dokladnie jeden injektywny homomorfizm
he: M/N — M’ taki, ze h = h, ok, to znaczy taki, ze nastepujgcy diagram jest przemien-
ny:

Dowdd. Mozna uzy¢ doktadnie takich samych argumentéw jak w przypadku przestrzeni
wektorowych. O

9.1.3 Moduly wolne

Moduty wolne stanowig uogolnienie przestrzeni wektorowych i grup abelowych wolnych.
Charakterystycznag cecha tych obiektow jest istnienie bazy, to znaczy podzbioru liniowo
niezaleznego generujacego obiekt.

DEFINICJA 9.1.3. R—modut F' nazywa sie modufem wolnym, jesli istnieje podzbior B
modutu F' o nastepujacych wtasnosciach:

(a) B jest zbiorem liniowo niezaleznym, to znaczy, dla kazdych z4,...,x, € R iby,...,b, €
B mamy implikacje

(b) Kazdy element m € F' ma przedstawienie w postaci
m=x1by + -+ xpybp, bi,....bp, €B, x1,...,2, € R. (9.5)

Podzbiér B modutu wolnego F' spelniajacy warunki (a) i (b) nazywa si¢ bazg modutu
wolnego F. Baza modutu wolnego F' jest wiec liniowo niezaleznym (nad R) podzbiorem F’
generujacym modut F. Zgodnie z definicjg, modut F' jest modutem wolnym wtedy i tylko
wtedy gdy ma baze.

Tak jak w algebrze liniowej stwierdzamy, ze zbiér B C F' jest baza modutu wolnego F'
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element m € F' ma i to tylko jedno przedstawienie w
postaci (9.5).

Przyktad 9.1.8. R—modul R jest przyktadem R—modutu wolnego. Rzeczywiscie, zbior
jednoelementowy B = {1} jest baza R—modulu R.

Z—modut wolny F' nazywa sie grupg abelowg wolng.

Kazda przestrzen wektorowa V' nad cialem K jest wolnym K —modutem. Jak bowiem
wiadomo z algebry liniowej, kazda przestrzen wektorowa ma baze.
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9.2 Moduly torsyjne

Zbadamy najpierw strukture modutéow torsyjnych nad catkowitymi pierscieniami ideatow
gtownych. Nie bedziemy tu zaktadaé, ze rozpatrywane moduty sa skonczenie generowane.

9.2.1 Moduly torsyjne i ograniczone

DEFINICJA 9.2.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem i niech M bedzie R—modutem.
Element m € M nazywamy elementem torsyjnym, jesli istnieje element a € R, a # 0
taki, ze am = 0.

Modutl M nazywamy modutem torsyjnym, jesli kazdy element modutu M jest torsyjny.
Modul M nazywamy modutem ograniczonym, jesli istnieje element a € R, a # 0 taki, ze
dla kazdego elementu m € M mamy am = 0.

R—modut M nazywa sie modutem beztorsyjnym, jesli jedynym elementem torsyjnym mo-
dutu M jest element zerowy 0 € M.

Przyktad 9.2.1. Kazdy modut ograniczony jest modutem torsyjnym.

W grupie abelowej M element m € M jest torsyjny jesli ma skonczony rzad. Jesli w
grupie abelowej M kazdy element ma rzad skonczony, to M jest torsyjnym Z—modutem.
Natomiast jesli w grupie abelowej M rzedy wszystkich elementéw sa wspoélnie ograniczone,
to M jest ograniczonym Z—modutem. W szczegdlnosci kazda skonczona grupa abelowa
jest ograniczonym Z—modutem.

Przestrzenie wektorowe nie dostarczaja przyktadéw modutéw torsyjnych: kazda niezerowa
przestrzen wektorowa V' nad ciatem K jest beztorsyjnym K —modutem.

Ogolniej, kazdy modut wolny F' nad pierécieniem R bez dzielnikéw zera jest beztorsyjny.
Rzeczywiscie, jesli dla pewnego f € F oraz 0 # a € R mamy af = 0, to przedstawiajac
f jako kombinacje liniowg f = > x;b; elementéw b; pewnej bazy modutu F' otrzymamy
dla elementu af przedstawienie 0 = af = Y ax;b;. Stad ax; = 0 i wobec tego z; = 0 dla
kazdego i. Zatem f = 0.

Natomiast jesli pierscien R ma dzielniki zera, to modul wolny nad R zawsze zawiera
elementy torsyjne. Na przyktad, pierScien R = 7Z/6Z traktowany jako R—modul jest
modutem wolnym, ale element 2 + 6Z jest elementem torsyjnym gdyz (3 + 6Z)(2 + 6Z) =
0€Z/6Z.

Jesli 7 jest endomorfizmem przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K, to przestrzen V
traktowana jako K[X]—modut V. (zob. przyklad 9.1.4) jest modulem ograniczonym
(a wiec takze torsyjnym). Rzeczywiscie, jesli p, € K[X] jest wielomianem minimalnym
endomorfizmu 7, to dla kazdego v € V mamy

prv =p.(17)(v) =0p(v) =0€ V.
Niech M bedzie ograniczonym R—modutem. Zbior
AnnM ={x € R:2M =0}

nazywamy anihilatorem modutu M. Oczywiscie 0 € Ann M ale wobec ograniczono$ci mo-
dutu M zbiér Ann M zawiera takze elementy niezerowe pierécienia R. Latwo stwierdzic, ze
Ann M jest niezerowym ideatem pierscienia R. Jesli R jest pierscieniem ideatéw gléwnych,
to istnieje element a € R taki, ze

Ann M = (a) = aR.

Element a ma wiec nastepujaca wlasnosé: aM = 0 i jesli M = 0, to a | z. Element a
nazywamy minimalnym elementem ograniczajgcym (lub anihilujgcym) modutu ograni-
czonego M. Element ograniczajacy a jest odwracalny tylko wtedy gdy M jest modutem



9.2. MODULY TORSYJNE 89

zerowym. Zatem anihilator niezerowego modutu ograniczonego jest niezerowym ideatem
wlasciwym pierécienia R.

Przyktad 9.2.2. Jesli 7 jest endomorfizmem przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K, to
wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 jest elementem ograniczajacym K[X]—modutl
V.. Faktycznie p, jest minimalnym elementem ograniczajgecym K[X]—modut V,. Jesli
bowiem f € K[X] jest jakimkolwiek wielomianem anihilujacym V;, to dla kazdego v € V
mamy

f(r)w)=fv=0€V
i wobec tego f(7) = Oy jest endomorfizmem zerowym przestrzeni V. Dzielimy f przez p.
7z reszta,

f=gp:+,
gdzie r = 0 lub r # 0 i stopien r jest mniejszy od stopnia p,. Wobec p,(7) = Oy otrzy-
mujemy stad Oy = r(7), skad wynika, ze r = 0 (gdyz p, jest wielomianem najnizszego
stopnia zerujacym sie na 7). A wiec p, | f oraz AnnV, = p.K[X].

Zanotujmy teraz bardzo prosty fakt, ktory okaze sie uzyteczny w kilku miejscach naszej
dyskusji moduléw torsyjnych nad pierscieniami ideatéw gtéwnych. Przyjmujemy umowe,
ze pierscien ideatéw gtownych jest automatycznie pierscieniem catkowitym (przemiennym,
bez dzielnikéw zera).

LEMAT 9.2.1. Niech R bedzie pierscieniem ideatow gléwnych, a,b € R, nwd(a,b) = 1.
Jesli M jest R—modutem, m € M oraz am =0, bm = 0, to m = 0.

Dowod. Wobec naszych zatozen istniejg elementy x,y € R takie, ze ax + by = 1. Zatem

0 =azxm +bym = 1m =m. O

9.2.2 Sktadowe prymarne

Nastepujaca definicja wprowadza do rozwazan podmoduty o kluczowym znaczeniu dla
opisu struktury modutéw torsyjnych.

DEFINICJA 9.2.2. Niech R bedzie pierécieniem ideatéw gtownych i niech M bedzie R—mo-
dutem. Niech p € R bedzie elementem pierwszym (nierozktadalnym) pierscienia R. Wtedy
zbior

T,(M):={meM:3¢eN p'm=0}
jest podmodutem modutu M. Podmodut 7),(M) nazywa si¢ p—prymarng czesciag modutu
M lub p—prymarng sktadowa modutu M.

LEMAT 9.2.2. Niech R bedzie pierscieniem ideatow gtownych i niech M bedzie R—modutem
ograniczonym. Niech a € R bedzie minimalnym elementem ograniczajgcym modulu M 1
niech p bedzie elementem pierwszym pierscienia R.

(a) Jesli pta, toT,(M)=D0.

(b) Jesli p | a, to T,(M) # 0.

Dowéd. (a) Niech m € T,(M). Wtedy p‘m = 0 dla pewnej liczby naturalnej £. Poniewaz
p 1 aip jest elementem pierwszym, mamy nwd(pf,a) = 1 i wobec tego na podstawie
lematu 9.2.1 otrzymujemy m = 0.

(b) Zatézmy, ze p | a. Wtedy a = ph dla pewnego h € R oraz a t h (gdyz w przeciwnym
razie p bytby elementem odwracalnym). Wobec tego h nie nalezy do anihilatora modutu
M. Istnieje zatem taki element m € M, ze my := hm # 0. Wtedy pm; = phm = am = 0,
co oznacza, ze my € T,(M). Zatem T,(M) # 0. O
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A oto dwa szczegdlne przypadki sytuacji rozpatrywanej w lemacie 9.2.2.

Przyklad 9.2.3. Jesli M jest skonczona grupa abelowa rzedu n, to n jest elementem
ograniczajacym grupe M, ale niekoniecznie jest minimalnym elementem ograniczajacym
M. W kazdym razie minimalny element ograniczajacy M jest dzielnikiem liczby n i wobec
tego jesli liczba pierwsza p nie dzieli n, to nie dzieli takze minimalnego elementu ograni-
czajacego M. Wobec tego na podstawie lematu 9.2.2; jesli liczba pierwsza p nie dzieli n,
to p—prymarna sktadowa grupy M jest podgrupa zerowsq:

pfn = T,(M)=0.

Jesli natomiast p | n, to mozna udowodnié¢, ze T,(M) # 0

Jesli M jest grupa cykliczna rzedu n, to sytuacja jest prosta, gdyz n jest minimalnym
elementem ograniczajacym M i wobec tego dla liczby pierwszej p | n mamy T,(M) # 0
na podstawie lematu 9.2.2.

Przyktad 9.2.4. Niech p, bedzie wielomianem minimalnym endomorfizmu 7 przestrze-
ni wektorowej V' nad ciatem K. Wtedy p, jest minimalnym elementem ograniczajacym
K[X]—modulu V, (zob. przyktad 9.2.2). Jesli wielomian nierozktadalny ¢ € K[X] nie
dzieli p,, to g—prymarna sktadowa K[X]|—modutu V;, jest podmodutem zerowym:

T,(V.) = 0.

Natomiast jesli wielomian nierozktadalny ¢ € K[X] dzieli wielomian p,, to g—sktadowa
modutu V jest niezerowa. Obydwa stwierdzenia sa konsekwencjg lematu 9.2.2.

Zgodnie z definicja, prymarna sktadowa T,(M) sktada si¢ z elementéw modutu M
anihilowanych przez jakakolwiek potege elementu pierwszego p. Pokazemy teraz, ze dla
modutu ograniczonego w sktadowej p—prymarnej wystepuja tylko elementy anihilowane
przez niezbyt wysokie potegi elementu p.

LEMAT 9.2.3. Jesli p* jest najwyzszq potegq elementu pierwszego p dzielgcqg minimalny
element anihilujgcy a modulu ograniczonego M, to

Tp(M):{mGM:pem:O}.

Dowdéd. Oczywiscie, zbiér {m €M :p'm= O} zawiera si¢ w T,(M). Z drugiej strony, jesli
m € T,(M) i p"m = 0 dla pewnej liczby naturalnej k > ¢, to nwd(p*, a) = p® i wobec tego
xp* + ya = p* dla pewnych z,y € R. Stad 0 = 2p*m + yam = p'm. n

9.2.3 Rozktad prymarny

Przystepujemy teraz do dowodu gléwnego twierdzenia strukturalnego dla modutéw tor-
syjnych.

TWIERDZENIE 9.2.1. Niech M bedzie R—modulem, gdzie R jest pierScieniem ideatow
gtownych. Jesli M jest modutem torsyjnym, to M jest sumq prostq wszystkich swoich
sktadowych prymarnych:

M = @TP(M)a

gdzie p przebiega wszystkie parami niestowarzyszone elementy pierwsze pierscienia R.
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Dowéd. Udowodnimy najpierw, ze M = >, T,(M). Niech m € M oraz am = 0 dla
0 # a € R. Gdyby a byl elementem odwracalnym, to m = 0 i wobec tego m =0+---+0
jest suma elementéw nalezacych do prymarnych sktadowych modutu M. W przeciwnym

razie

— k1 kr
a_upl ...pr’

gdzie u jest elementem odwracalnym oraz p; sa parami niestowarzyszonymi elementami
pierwszymi pierscienia R. Potézmy

P, =a/pf.

Elementy P, ..., P, sa wzglednie pierwsze, zatem w pierScieniu (ideatéw gltéwnych) R
istniejg elementy ayq, ..., a, takie, ze

a1P1+---+a,,PT:1.

Stad otrzymujemy

aiPom—+ -4+ a,Pom =m,

przy czym a;Pm € T, (M) gdyz pr - a;Pym = a;am = 0. Zatem M = > Tp(M).
Przypusémy teraz, ze
m e T,(M)NY_ T, (M),
Pi

gdzie p,p; sa parami niestowarzyszonymi elementami pierwszymi pierscienia R. Wtedy
istnieja liczby naturalne k, kq, ..., k, takie, ze

pkm =0 oraz p’fl . -pfrm =0,
i wobec nwd(pF, pi'---pkr) = 1 z lematu 9.2.1 otrzymujemy m = 0. Udowodnilismy

zatem, ze T,(M)N Y, T, (M) =0 iwobec tego M =@, T,(M). O

9.2.4 Rozklad prymarny torsyjnych grup abelowych

Dla grup abelowych z twierdzenia 9.2.1 wynikaja nastepujace wnioski.

WNIOSEK 9.2.1. Kazda torsyjna grupa abelowa jest sumq prostg swoich sktadowych pry-
marnych.

Inaczej moéwigc, jesli w grupie abelowej M kazdy element ma rzad skonczony, to grupa
M ma rozktad na sume prosta podgrup

M = EDTP(M)

gdzie p przebiega wszystkie liczby pierwsze i dla kazdej liczby pierwszej p podgrupa T,,(M)
jest albo podgrupa zerowa albo kazdy niezerowy element grupy 7,(M) ma rzad bedacy
potega liczby pierwszej p. W szczegdlnosci otrzymujemy tez nastepujacy wazny wniosek.

WNIOSEK 9.2.2. KazZda skonczona grupa abelowa jest sumg prostq podgrup, ktérych rzedy
sq potegami roznych liczb prerwszych.
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9.2.5 Rozklad prymarny modutu V;

Sformutujemy tutaj twierdzenie 9.2.1 o strukturze modutéw torsyjnych nad pierécienia-
mi idealéw gtéwnych dla K[X]—modutu V. Uzupelnimy je dodatkowymi informacjami i
uzyskamy w ten sposéb nowy dowdd znanego nam juz twierdzenia o rozktadzie przestrzeni
wektorowej (twierdzenie 5.2.2) na sume prosta podprzestrzeni niezmienniczych endomor-
fizmu 7 € Endg V' wyznaczonych przez czynniki wielomianu minimalnego endomorfizmu
7 nierozktadalne nad cialem K. Jak wiemy, twierdzenie to jest podstawa analizy posta-
ci kanonicznych macierzy endomorfizméw i redukuje badanie macierzy endomorfizmu do
przypadku, gdy wielomian minimalny endomorfizmu jest potega wielomianu nierozkta-
dalnego nad ciatem K.

Rozpatrzmy K|[X]|—modul V,. Jest to modutl ograniczony, gdyz p,v = p,(7)(v) =
Oy (v) =0, a wiec p,V = 0. Ponadto

Ann V. = (p,),

to znaczy, anihilator K[X]—modutu V, jest ideatem gléwnym generowanym przez wielo-
mian minimalny endomorfizmu 7.

Modut V; jako modul ograniczony nad pierécieniem K[X], jest na podstawie twier-
dzenia 9.2.1 sumg prosta swoich prymarnych sktadowych:

‘/'" = @TQ(V;)v

gdzie ¢ przebiega parami niestowarzyszone wielomiany nierozktadalne pierscienia K[X].
Sktadowe prymarne T},(V), jako podmoduly V;, sa podprzestrzeniami 7 —niezmienniczymi
przestrzeni wektorowej V.

Na podstawie lematu 9.2.3, jesli ¢° jest najwyzsza potega wielomianu nierozkladal-
nego ¢ dzielaca wielomian minimalny p, endomorfizmu 7, to

T,(V.)={veV: g¢(r)(v) =0}

A wiec mozemy napisaé

T,(V;) = ker ¢*(7). (9.6)

Mozemy teraz sformutowaé twierdzenie strukturalne (twierdzenie 9.2.1) dla modutéw nad
pierécieniami ideatéw gltéwnych w przypadku K[X]—modulu V;. Milczaco zakladamy
oczywiscie, ze przestrzen V jest niezerowa.

TWIERDZENIE 9.2.2. (Twierdzenie o rozktadzie).

Niech T € Endg V' i niech p, € K[X] bedzie wielomianem minimalnym endomorfizmu .
Niech
pT:qu"'q;nk7 ml}l,--.,mk>l

bedzie rozktadem wielomianu p, na iloczyn poteg parami niestowarzyszonych wielomiandow
nierozkladalnych nad ciatem K. Dla kazdego i =1, ...,k niech

Vii= kerg(r) = {veV: ¢"(r)v) =0}

Wtedy
(a) V; jest niezerowq podprzestrzenig niezmienniczq endomorfizmu T.
b)V=Vie---aV.

(¢) Endomorfizm indukowany 7; na przestrzeni V; ma wielomian minimalny q;".
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Dowdd. (a) Jak juz zauwazyliSmy (zob. (9.6)), podprzestrzen V; = ker g;"*(7) jest faktycz-
nie rowna T;,(V;), jest wiec ¢;—prymarna sktadowa modutu V. Na podstawie przyktadu
9.2.4, jest zatem niezerowa podprzestrzenig niezmienniczg przestrzeni V.

(b) wynika z (a) i z twierdzenia 9.2.1.

(¢) mozna teraz udowodnié¢ tak samo jak zrobiliSmy to w dowodzie twierdzenia 5.2.2. Moz-
na tez argumentowaé nastepujaco. Stwierdzenie (c) jest rownowazne temu, ze Ann T, (V) =
(g;""). Wystarczy wiec udowodni¢ te ostatnia réwno$¢. Anihilator AnnT,,(V;) jest ide-
atem gléwnym generowanym przez pewien wielomian f € K[X]. Z (9.6) wynika, ze
¢ € AnnT,,(V;), zatem f dzieli ¢;"". Wobec nierozktadalnosci wielomianu ¢; wynika
stad, ze f jest potega wielomianu ¢;, f = ¢! gdzie t < m;. Gdyby ¢t < m;, to dla wielo-
mianu p, ktéry powstaje z p, przez zamiane czynnika ¢, na f mielibySmy

pV =pV1&---®pV;, =0,
skad wynika, ze p, dzieli p, sprzecznosé. A wiec t = m; oraz AnnT, (V;) = (¢"), co
dowodzi (c). O

9.3 Moduly skonczenie generowane

Przypomnijmy, ze R—modul M jest sumg prostg swoich podmodutéw Ny, ..., N, jesli
kazdy element m € M ma jednoznaczne przedstawienie w postaci

m=ny+---+ng, n, €N, 1=1,...,k.

W szczegolnosci, jesli podmoduty N; sg cykliczne oraz N; jest generowany przez element
m; € M, to fakt, iz M jest sumg prosta podmodutow N; oznacza dwie rzeczy: po pierwsze,
kazdy element m € M mozna przedstawi¢ w postaci

m=aymq+---+amg, ay,...,ax €R

oraz, po drugie, przedstawienie to jest jednoznaczne w tym sensie, ze jesli mamy inne
przedstawienie
m:b1m1+---+bkmk, b17...,bk€R,

to aimy = bymy, ..., apmy = bymy. Nie wymagamy wiec jednoznacznosci wspotezynnikéw
a; € R ale jednoznacznosci sktadnikow a;m; € N;.

9.3.1 Struktura moduléw skonczenie generowanych

Przechodzimy teraz do gtéwnego twierdzenia o strukturze modutéw skonczenie generowa-
nych nad pierscieniami euklidesowymi. Przypomnijmy, ze pierécien catkowity R nazywa
sie euklidesowy, jesli dla R prawdziwe jest twierdzenie o dzieleniu z reszta (wzgledem od-
powiedniej normy euklidesowej N). A wiec istnieje funkcja N : R\ {0} — NU {0} taka,
ze dla kazdych elementow a,b € R, b # 0 istnieja ¢,t € R spelniajace réwnos$¢ a = bq + t
przy czym albo t = 0 albo N(t) < N(b). Latwo dowodzi sie, ze kazdy pierscien euklide-
sowy jest pierscieniem ideatow gtownych. Rzeczywiscie, jesli Z jest niezerowym ideatem
pierscienia euklidesowego R oraz a € Z jest niezerowym elementem o najmniejszej normie
euklidesowej wsrod elementow ideatu Z, to a dzieli kazdy element ideatu Z, skad wynika,
ze T = aR jest ideatem gléwnym. Przyktadami pierécieni euklidesowych sg pierscien Z
liczb catkowitych (z norma N(a) = |a|) oraz pierScien K[X| wielomianéw jednej zmiennej
nad dowolnym ciatem K (z norma N(f) = deg f).
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Niech M bedzie modutem skonczenie generowanym i niech r bedzie najmniejsza z
liczb elementow w zbiorach generujacych modut M. Liczbe r nazywamy rangg modutu
M i oznaczamy ja

rank M = r.

Zbioér generatorow modutu sktadajacy sie z r = rank M elementéw nazywamy minimalnym
zbiorem generatorow modutu M.

TWIERDZENIE 9.3.1. Niech R bedzie pierscieniem euklidesowym i niech M bedzie skori-
czenie generowanym R—modutem. Wtedy M jest sumg prostq skonczonego zbioru podmo-
dutow cyklicznych. Doktadniej, jesli rank M = r, to modut M jest sumq prostqg r podmo-
dutow cyklicznych.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny ze wzgledu na rank M.
Jesli rank M = 1, to modut M jest cykliczny i twierdzenie jest prawdziwe.
Zatozmy wiec, ze rank M = r > 1 i twierdzenie jest prawdziwe dla R—moduléw o randze
r — 1. Niech {m,...,m,} bedzie minimalnym zbiorem generatoréw modutu M. Wtedy
M = Rmy + -+ + Rm, jest (zwykla) suma podmoduléw cyklicznych Rm,. Jedli dla
a,...,a, € R réwnosé

aymy +---+a,m, =0 (9.7)

zachodzi tylko wtedy gdy wszystkie jej sktadniki sa 0 (aymy = -+ = a,m, = 0), to
wynika stad, ze kazdy element m € M ma jednoznaczne przedstawienie w postaci sumy
elementow podmodultéw cyklicznych Rmy, ..., Rm, i wobec tego modut M jest sumg pro-
sta podmoduléw cyklicznych Rm,;. W tym przypadku twierdzenie jest wiec prawdziwe.
Pozostaje wiec rozpatrze¢ przypadek, gdy istnieje réwnos¢ (9.7), w ktorej nie wszystkie
sktadniki a;m; sa réwne zero. Pokazemy, ze wtedy mozna zmodyfikowa¢ dany zbiér ge-
neratoréw tak, by nowy zbior generatorow prowadzil do rozktadu modutu M na sume
prosta podmodutéow cyklicznych.

Sposrod wszystkich minimalnych zbioréw generatoréw {my, ..., m,} i sposrod wszyst-
kich réwnosci (9.7) wybieramy zbiér generatoréw i réwnosé, w ktérej wystepuje niezerowy
wspélezynnik a; z najmniejsza norma euklidesowa N(a;). Zmieniajac ewentualnie porza-
dek elementéw w wybranym zbiorze generatoréw {mj,..., m,} mozemy zakladaé, ze a;
jest niezerowym wspotczynnikiem o najmniejszej mozliwej normie euklidesowej we wszyst-
kich réwnosciach postaci (9.7). Udowodnimy teraz dwa pomocnicze fakty stwierdzajace
wlasnosci elementu aq.

Fakt 1. Jedli
b1m1 + -+ brmr =0 (98)

dla pewnych by,...,b. € R, to a; dzieli b;.

Jesli aq nie dzieli by, to na podstawie euklidesowosci pierscienia R istnieja q,t € R takie,
ze

by =aiq+t, t#0, N(t) < N(ay).
Wtedy z (9.7) otrzymujemy a;qmy + - - - + a,qm, = 0 i odejmujac te réwnosé od réwnosci
(9.8) mamy

(b1 —arq)mqy + -+ + (b, — a,q)m, = 0.
Tutaj by —ayqg =t # 0 oraz N(t) < N(ay), co jest sprzeczne z wyborem naszego minimal-
nego zbioru generatoréw i wspotczynnika a;. A wiec aq dzieli by.

Fakt 2. a; dzieli wszystkie wspotczynniki as, ..., a, wystepujace w wybranej rownosci
(9.7).
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Przypusémy, ze a; nie dzieli ay. Zatem istniejg ¢,t € R takie, ze
as =ayq+t, t#0, N(t) < N(ay).
Z réwnosci (9.7) otrzymujemy wtedy
aj(my + qmg) + tmg + azms + - - - + a,m, = 0. (9.9)

Zauwazmy, ze {mj+qms, ms, ..., m,} jest takze minimalnym zbiorem generatoréw modu-
tu M iréwnosé (9.9), w ktorej wystepuje niezerowy wspétezynnik ¢ o normie euklidesowej
mniejszej niz N(ay), jest sprzeczna z wyborem {my,...,m,} oraz a;. Zatem a; dzieli as.
Zmieniajac kolejno$¢ generatoréw ms, ..., m, pokazemy w ten sam sposob, ze a; dzieli
wszystkie pozostate wspotczynniki as, . . ., a,.

Na podstawie Faktu 2 istnieja ¢, ..., q. € R takie, ze

a2 = a1qz, ..., 0r = @14qr.

Wykorzystamy teraz elementy ¢, ..., q. € R do konstrukeji nastepujacego zbioru genera-
torow modutu M :

*
my =My + qaMa + -+ + @My, Mo, ..., My
Zauwazmy, ze element mj jest torsyjny oraz
aymi = aymy + agms + - - - + a,m, = 0.

Niech M, := Rm] bedzie podmodutem cyklicznym generowanym przez mj oraz niech
N := Rmgy + --- + Rm, bedzie podmodutem generowanym przez zbiér {mao,...,m,}.
Wtedy

M = M; + N.

Pokazemy, ze w istocie M = M; & N. Wystarczy pokazac, ze M; N N = 0. Przypusémy
wiec, ze
m & M1 N N.

Wtedy istniejg by, bs, ..., b, € R takie, ze

m = bymj = bomy + -+ - + bym,.,
a wiec takze

blm’{ — b2m2 — = brmr = 0.

Zastepujac tutaj m] kombinacjg liniowa m; + gams + - - - 4+ ¢,m, otrzymamy
bymy + (biga — b2)ma + -+ + (b1gr — b)m, = 0.

Na podstawie Faktu 1 wiemy, ze a; dzieli by, zatem b; = qa; dla pewnego ¢ € Riw
rezultacie otrzymujemy
m = bymi = q(aymy) =0.

A wiec MiNN =0 cowraz z M = M;+ N dowodzi, ze M = M; & N. Poniewaz rank N =
r — 1, wiec na podstawie zalozenia indukcyjnego podmodut N jest sumg prostg r — 1
podmodutéow cyklicznych. Zatem modut M jest sumg prostg r podmodutéow cyklicznych.

m
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9.3.2 Struktura skonczenie generowanych grup abelowych

Szczegdlnie waznym typem modutéw sa Z—moduty, czyli grupy abelowe. Podmodut cy-
kliczny Z—modutu M jest podgrupa cykliczna grupy abelowej M. Z twierdzenia 9.3.1
wynikaja nastepujace wnioski.

WNIOSEK 9.3.1. KazZda skorniczenie generowana grupa abelowa jest sumq prostq grup cy-
klicznych.

Dla opisu struktury skonczonych grup abelowych zastosujemy teraz doktadnie taka
sama taktyke jakiej uzyjemy dla opisu struktury K[X]—modutu V,. A wiec najpierw
zastosujemy twierdzenie o rozktadzie prymarnym przedstawiajac skonczona grupe abelo-
wa M w postaci M = @T,(M) gdzie T,(M) sa grupami, w ktorych kazdy element ma
rzad bedacy potega liczby pierwszej p (wniosek 9.2.2). Nastepnie za$ do kazdej skonczonej
p—grupy abelowej T),(M) zastosujemy twierdzenie 9.3.1, czyli wniosek 9.3.1. W ten sposéb
otrzymujemy nastepujace wazne twierdzenie o strukturze skonczonych grup abelowych.

WNIOSEK 9.3.2. Kazda skonczona grupa abelowa jest sumq prostq grup cyklicznych, kto-
rych rzedy sq potegami liczb pierwszych.

9.3.3 Struktura K[X]|-modulu V;

Dla kazdego endomorfizmu 7 € Endg V' przestrzeni wektorowej V' wprowadzilismy struk-
ture K[X]—modutu na przestrzeni V definiujac dziatanie zewnetrzne

K[X]xV =V, (f,v)— fo:=f(7))

Tak skonstruowany K[X]—modul oznaczamy V, (zob. przyktad 9.1.4).

Niech 7 € Endg V. Podmodut cykliczny w K[X]|—module V, generowany przez wektor
v € V jest zbiorem wszystkich wektor6w przestrzeni V' postaci fv = f(7)(v), gdzie
f jest dowolnym wielomianem o wspoétczynnikach z ciata K. Podmodut ten oznaczamy
K[X]v. Jak kazdy podmodut modutu V;, podmodut cykliczny K[ X|v jest podprzestrzenia
T—niezmiennicza przestrzeni wektorowej V. Podprzestrzenie K[X]v rozpatrywaliémy juz
w rozdziatach 6 i 8, gdzie nazywaliSmy je podprzestrzeniami 7—cyklicznymi przestrzeni
wektorowej V.

Poniewaz modut V; jest skonczenie generowanym modutem nad pierécieniem euklide-
sowym K [X], wiec jego strukture opisuje twierdzenie 9.3.1. Zanotujmy ten rezultat.

TWIERDZENIE 9.3.2. Dla kazdego endomorfizmu T przestrzeni wektorowej V' istnieje roz-
ktad przestrzeni V' na sume prostq podprzestrzeni T— cyklicznych.

Optymalna informacje o strukturze K[X]—modultu V, otrzymamy wykorzystujac oby-
dwa twierdzenia strukturalne udowodnione w tym rozdziale, a wiec twierdzenie 9.2.1 o
strukturze modutéw torsyjnych i twierdzenie 9.3.1 o strukturze modutéw skonczenie ge-
nerowanych nad pierscieniami euklidesowymi. Tak wiec jesli

pTZQInl”'q;gnk7 m1>17"'7mk>1

jest rozktadem wielomianu minimalnego endomorfizmu 7 na iloczyn poteg parami nie-
stowarzyszonych wielomianow nierozktadalnych nad ciatem K, to zastosowanie twierdze-
nia 9.2.1 gwarantuje przedstawienie przestrzeni V' w postaci sumy prostej podprzestrzeni
T—niezmienniczych

V:%@@Vk;
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gdzie endomorfizmy 7; indukowane na V; przez endomorfizm 7 maja wielomiany mini-
malne p,, = ¢ (zobacz twierdzenia 9.2.2 o rozktadzie). Podprzestrzenie V; sa takze
skonczenie generowanymi K [X]—modutami, zatem na podstawie twierdzenia 9.3.2 kazda
podprzestrzen V; jest suma prosta podprzestrzeni T—cyklicznych,

Vi=Un @ @ Uy,

W ten sposéb otrzymujemy rozktad przestrzeni V na sume prosta

k r;
V:@@Uij7

i=1 j=1

w ktérym Uj; jest podprzestrzenig 7—cykliczng, a wiec takze T—niezmienniczg, z wielo-
mianem minimalnym bedacym dzielnikiem ¢;"".

Jedli wielomiany ¢; sa liniowe, ¢; = X — a;, a; € K, to w podprzestrzeniach U;;
mozna wybra¢ bazy, ktérych suma mnogosciowa jest baza podprzestrzeni V;, wzgledem
ktérej endomorfizm indukowany przez T na V; ma macierz bedaca sumg prosta klatek
Jordana J(a;) odpowiedniego stopnia (zobacz twierdzenie 7.1.1). W ten sposob otrzymamy
twierdzenie o istnieniu postaci kanonicznej Jordana macierzy endomorfizmu 7.

W przypadku ogédlnym, gdy wiemy tylko, ze ¢; sa wielomianami nierozktadalnymi nad
cialem K, w podprzestrzeniach U;; mozna wybrac¢ bazy, wzgledem ktorych endomorfizmy
indukowane przez T maja macierze, bedace macierzami stowarzyszonymi z potegami wie-
lomianu ¢; o wyktadnikach < m; (zobacz lemat 8.1.3). Suma mnogosciowa tych baz jest
baza przestrzeni V', wzgledem ktoérej endomorfizm 7 ma macierz w postaci kanonicznej
wymierne;j.



