Algebra liniowa nad pierscieniami

Wyktad monograficzny

Kazimierz Szymiczek



Przedmowa

Linear algebra, like motherhood,
has become a sacred cow.
Irving Kaplansky

Niniejszy skrypt jest zapisem wyktadu monograficznego z algebry liniowej nad
pierécieniami w Uniwersytecie Slaskim w semestrze zimowym roku akademickiego
2007/2008.

W rozdziale pierwszym przedstawiamy elementarne fakty o macierzach i ukta-
dach réwnan liniowych nad pierécieniami przemiennymi. W dalszym ciggu klasyczna
algebre liniowg traktujemy jednak przede wszystkim jako teori¢ przestrzeni wektoro-
wych iich homomorfizméw. Gtéwna ideg wyktadu jest potwierdzenie tezy, ze wtasci-
wym uogdlnieniem klasycznej algebry liniowej jest teoria modutéw projektywnych i
ich homomorfizméw. Demonstrujemy to, na przyktad, na teorii dualnosci przestrzeni
wektorowych, modutéw wolnych i modutéw projektywnych.

Notatki z wyktadu beda systematycznie rozszerzane i poprawiane. Nowa wersja
rozdziatu bedzie zawierata date ostatniej zmiany.

Kazimierz Szymiczek



Rozdziat 1

Uktady réwnan liniowych nad
pierscieniami
Ostatnie zmiany 13.11.2010 r.

W tym rozdziale R jest pierécieniem przemiennym. Bedziemy porownywaé fakty o
rozwigzalnosci uktadow réwnan liniowych nad ciatami - znane z kursowego wyktadu
algebry liniowej - z odpowiednimi faktami o uktadach réwnan liniowych nad pier-
Scieniami. Dla uktadow niejednorodnych bardzo szybko natrafiamy na zasadnicze
roznice. Na przyktad, rownanie liniowe

Q1X1+CL2X2+"'+CLan:b, al,...,an,bEZ, (11)

traktowane jako rownanie nad cialem Q liczb wymiernych ma rozwigzania w Q z
wyjatkiem trywialnego przypadku gdy wszystkie a; = 0 natomiast b # 0. Inaczej
moéwige, réwnanie to ma rozwigzanie w Q o ile rzad macierzy wspotczynnikow przy
niewiadomych jest réwny rzedowi macierzy uzupetionej. Ten warunek nie wystar-
cza jednak na to by takie rownanie miato rozwigzanie w liczbach catkowitych. Na
przyktad, rownanie 2X; = 1 nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych. Dla rozwia-
zalnosci rownania (1.1) w liczbach catkowitych, oprocz rozwiazalnosci w liczbach
wymiernych, potrzeba, by spetniony byt warunek

nwd(ay, ..., a,) | b.

Roéwnanie (1.1) jest bowiem réwnowazne pytaniu, czy liczba catkowita b nalezy do

ideatu Z generowanego przez liczby catkowite aq,...,a,. W pierscieniu Z kazdy
ideal jest gtowny i faktycznie Z = (nwd(ay,...,a,)) jest idealem gléwnym genero-
wanym przez najwiekszy wspolny dzielnik liczb a4, ..., a,. Wobec tego b € 7 wtedy
i tylko wtedy gdy b jest wielokrotnoscig nwd(ay, ..., a,). Jak wiec widzimy, nawet

w najprostszym przypadku pierscienia liczb catkowitych, problem rozwigzalnosci
(uktadéw) réwnan liniowych ma zupelnie inne rozwigzanie niz w przypadku cialta
liczb wymiernych i role poje¢ algebry liniowej, takich jak rzad macierzy, przejmuja
pojecia arytmetyczne.

W tym rozdziale dyskutujemy najpierw odwracalnos¢ macierzy nad pierscieniami
i pokazujemy, ze macierz kwadratowa nad pierscieniem R jest odwracalna wtedy
i tylko wtedy gdy jej wyznacznik jest elementem odwracalnym pierscienia R. Na-
stepnie wprowadzamy pojecie rzedu macierzy o elementach z dowolnego pierscienia
(dopuszczamy wystepowanie dzielnikéw zera w R) i pokazujemy, ze dla jednorodnych
uktadéw réwnan liniowych nad R warunek na istnienie rozwigzan niezerowych ukta-
du jest taki sam jak w przypadku uktadow jednorodnych nad ciatami: rzad macierz
wspotezynnikéw przy niewiadomych musi by¢ mniejszy od liczby niewiadomych.
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1.1 DMacierze nad pierscieniami

Dla pierécienia R symbolem M, (R) oznacza sie zbiér wszystkich macierzy kwadra-
towych stopnia n o elementach z pierscienia R. Sumq i iloczynem macierzy A = [a;]
i B = [b;;] nazywamy macierze

A + B = [Clij + bij]; AB = [Cij]u gdzie Cij = Clﬂblj + ainQj 4+ 4+ ainbnj-

Rutynowe rachunki pozwalaja stwierdzi¢, ze M, (R) jest pierscieniem. Nazywamy
go pierscieniem macierzy stopnia n nad pierscieniem R. JeSlin > 2, to M,,(R) jest
pierécieniem nieprzemiennym.

Macierz A € M,(R) nazywamy macierza odwracalng, jesli istnieje macierz B €
M, (R) taka, ze AB = BA = I. Tutaj [ oznacza macierz jednostkowa, ktéra jest
jedynka pierécienia M, (R).

W dalszym ciaggu wazng role gra pojecie wyznacznika macierzy. W kursowym
wyktadzie algebry wprowadza si¢ pojecie wyznacznika macierzy o elementach z ciata.
Ta sama (indukcyjna) definicja funkcjonuje takze nad pierécieniami.

A wiec wyznacznikiem det A macierzy A € M,,(R) nazywamy element pierscienia R
okreslony nastepujaco:

aln jeslin =1
det A = { f:l (—1)"*"a,, det Ay, jeslin > 2
i=
gdzie A;, jest macierzg powstala z macierzy A przez skreslenie i-tego wiersza i n-tej
kolumny.

Bedziemy korzystac¢ z podstawowych wtasnosci tak zdefiniowanego wyznacznika
macierzy o elementach z pierscienia przemiennego R. Dowody tych wlasnosci, bazu-
jace na powyzszej definicji, sg takie same jak w przypadku gdy R jest ciatem. Wsréd
nich sg m. in. twierdzenie Laplace’a i twierdzenie Cauchy’ego. Czytelnik, ktory czuje
pewien dyskomfort zwigzany z korzystaniem z nieudowodnionych twierdzen powi-
nien zapoznacé si¢ z fragmentem ksiazki G. Banaszaka i W. Gajdy Elementy algebry
lintowey, czesé I, WN'T Warszawa 2002, §6.5 Dodatek. Macierze o wspoétczynnikach
w pierécieniu. Dyskutuje si¢ tam uogélnianie twierdzen a macierzach nad ciatem na
przypadek macierzy nad pierscieniami przemiennymi.

Dla wprowadzenie pojecia rzedu macierzy postugiwac si¢ bedziemy pojeciem mi-
nora stopnia k macierzy A. Niech A € M, (R). Wybieramy z macierzy A dowolnych
k wierszy i dowolnych k kolumn, gdzie 1 < k < n i tworzymy macierz B stopnia k z
wyrazow znajdujacych sie na przecigciu wybranych wierszy i kolumn. Wyznacznik
kazdej tak skonstruowanej macierzy B nazywa sie minorem stopnia k macierzy A.

Dla macierzy o elementach z ciata rzad macierzy okresla sie jako maksymalny
stopienn minora réznego od zera, lub réwnowaznie, jako maksymalng liczbe liniowo
niezaleznych wierszy macierzy. Przy tym dowodzi si¢, ze maksymalna liczba liniowo
niezaleznych wierszy macierzy jest rowna maksymalnej liczbie liniowo niezaleznych
kolumn tej macierzy.

Taka definicja rzedu macierzy bytaby nieprzydatna dla macierzy nad pierécienia-
mi z dzielnikami zera. Okazuje si¢, ze dla macierzy nad pierscieniem R istotne jest
nie tyle to czy minory stopnia k sa rézne od zera, ale istotne jest istnienie (lub brak)
roznego od zera elementu pierécienia R, ktory anthiluje wszystkie minory stopnia k
tej macierzy. W przyktadzie 1.1.2 pokazujemy, ze takze operowanie maksymalnymi
liczbami liniowo niezaleznych wierszy i kolumn macierzy nie prowadzi do satysfak-
cjonujacej definicji rzedu macierzy nad pierécieniami.
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Przez anihilator elementu a € R rozumiemy kazdy element b € R taki, ze ab = 0.
Podobnie anihilatorem skonczonego zbioru elementéw pierécienia

{al,aQ, Ce ,an}

nazywamy kazdy element anihilujacy wszystkie elementy tego zbioru, a wiec kazdy
element b € R taki, ze a;b = 0 dla kazdego 1 <7 < n.
Definicja rzedu macierzy nad pierscieniem jest nastepujaca:

DEeFINICJA 1.1.1. Niech A € M, (R). Mowimy ze rz A = 0 jesli zbior wszystkich
elementéw a;; macierzy A ma niezerowy anihilator, to znaczy,

1zA =0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje element 0 # b € R taki, ze ba;; = 0 dla
wszystkich 1, j.

Jesli 1z A # 0, to rzedem macierzy A nazywamy maksymalny stopien r minoréow
macierzy A, ktore nie maja wspolnego niezerowego anihilatora w R.

A wiec 1z A = r # 0 jedli wszystkie minory stopnia r + 1 macierzy A sa anihilo-
wane przez pewien niezerowy element pierscienia R natomiast nie istnieje niezerowy
element pierscienia R anihilujacy wszystkie minory stopnia 7.

Gdy R jest cialem, to warunek minory stopnia r nie majg wspolnego niezerowego
anthilatora jest rownowazny warunkowi, ze nie wszystkie minory stopnia r sg rowne
zero. Tak wiec dla macierzy A nad ciatem, jej rzad jest rowny maksymalnemu stop-
niowi minora réznego od zera. Zauwazmy, ze réwniez w przypadku gdy pierécien R
nie ma dzielnikéw zera, to rzad macierzy A jest rowny najwiekszemu stopniowi r nie-
zerowego minora macierzy A. W tym przypadku zbiér minoréw stopnia r macierzy
A nie ma niezerowego anihilatora tylko wtedy gdy zbiér ten zawiera jakis niezerowy
element pierscienia R.

Przyklad 1.1.1. Rzad macierzy

0 2 2
A=10 0 2
2 01

nad pierécieniem Zg = Z/6Z jest rowny 1. Rzeczywiscie jedyny minor stopnia 3
jest rowny 2 i jest anihilowany przez 3 # 0 . Minory stopnia 2 sa réwne 0 lub 2 lub
4 i wszystkie sa anihilowane przez 3 # 0. Zatem 1z A < 1 i1z A # 0, gdyz elementy
macierzy A nie majg wspolnego niezerowego anihilatora w Zg.

Zauwazmy jeszcze, ze zaréwno wiersze jak i kolumny macierzy A sg liniowo zalezne
nad Zg, natomiast wiersz pierwszy i trzeci, oraz kolumny pierwsza i trzecia sg li-
niowo niezalezne nad Zg. Tak wigc maksymalna liczba liniowo niezaleznych wierszy
macierzy A jest rowna maksymalnej liczbie liniowo niezaleznych kolumn macierzy
A. Gdybyémy wiec okreslili rzad macierzy jako wspolng maksymalna liczbe liniowo
niezaleznych wierszy i kolumn macierzy, to macierz A miataby rzad 2.

Nastepny przyktad pokazuje jednak, ze nie bytaby to dobra definicja rzedu macierzy
nad pierscieniem przemiennym.

Przyktad 1.1.2. Rozpatrzmy macierz
11 -1
B = [0 2 3 ]
nad pierscieniem Zgo = Z/30Z. Tuta]j wiersze macierzy B sa liniowo niezalezne nad
Zs3p, natomiast kazde dwie kolumny sa liniowo zalezne. A wiec maksymalna liczba
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liniowo niezaleznych wierszy (nazywana rzedem wierszowym macierzy) jest réwna
2, natomiast maksymalna liczba liniowo niezaleznych kolumn (nazywana rzedem ko-
lumnowym macierzy) jest rowna 1. Zatem istotne dla wprowadzenia pojecia rzedu
macierzy twierdzenie klasycznej algebry liniowej, ze dla macierzy nad dowolnym cia-
tem, rzqd wierszowy macierzy jest rowny rzedow:i kolumnowemu, nie jest prawdziwe
nad pierscieniami przemiennymi.

7 drugiej strony zauwazmy, ze trzy minory stopnia 2 macierzy B sa rowne odpowied-
nio 2, 3,5, nie maja wiec wspélnego niezerowego anihilatora w Zsy. Zatem zgodnie
z definicjg 1.1.1 mamy rz B = 2.

DEFINICIA 1.1.2. Macierzg dopelien algebraicznych macierzy kwadratowej A =
la;;] € M,,(R) nazywamy macierz

A A 0 A
Ad _ A'Ql A'22 oo A.Qn
A A ... A

gdzie A;; jest dopelnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A.

Dopelnieniem algebraicznym elementu a;;, macierzy A nazywamy element pierscienia
R postaci Ay, = (=1)"*M;;, gdzie My, jest minorem macierzy A stopnia (n — 1),
ktéry powstaje przez skreslenie w macierzy A i—tego wiersza oraz k—tej kolumny.
Macierza dotgczong macierzy kwadratowej A nazywamy transponowana macierz

dopetnien algebraicznych
AdjA = [A4"

LEMAT 1.1.1. Jesli A jest macierzqg kwadratowq nad pierScieniem przemiennym, to
A-(AdjA) = (det A)- I =(AdjA) - A.

Dowdéd. Pokazemy najpierw, ze A - (AdjA) = (det A) - 1.
Element znajdujacy sie w i—tym wierszu oraz j—tej kolumnie iloczynu A(Adj A) ma
postac:

a1 Ay + aipAg; 4 - -+ ain Ay,

Na podstawie twierdzenia Laplace’a mamy

B 0 jesli i #£ j
@iy + @i doj 4+ Gindn; = { det A jeslii=j
Wobec tego na gtéwnej przekatnej macierzy A(Adj A) wystepuje det A, a pozostate
elementy macierzy sa réwne zeru, a wiec A(Adj A) = (det A)I.
Podobnie pokazujemy, ze (Adj A) - A = (det A) - 1.
Element znajdujacy sie w i—tym wierszu oraz j—tej kolumnie macierzy (AdjA) - A
ma postac:
B 0 jeslii # j
Azlalj + AQ(LQJ' + .+ Aznan] - { det A Jeéll i :]
A wiec w macierzy (Adj A) A elementy znajdujace si¢ na gtéwnej przekatnej sa réwne
det A, a pozostale sa rowne zeru, zatem jest ona réwna (det A)[. Il

Udowodnimy teraz odpowiednik twierdzenia algebry liniowej mowiacego, ze ma-
cierz o elementach z ciala jest odwracalna wtedy i tylko wtedy gdy ma wyznacznik
rozny od zera.
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TWIERDZENIE 1.1.1. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym oraz A € M, (R).
Macierz A jest odwracalna w pierscieniu M, (R) wtedy i tylko wtedy, gdy jej wy-
znacznik det A jest elementem odwracalnym w R.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze macierz A ma macierz odwrotna w pierscieniu M, (R),
czyli istnieje taka macierz B € M, (R), z2e AB = I = BA. Wtedy det(AB) = det [ =
det(BA) i na podstawie twierdzenia Cauchy’ego otrzymujemy

det Adet B = det(AB) = 1 = det(BA) = det Bdet A.

Poniewaz B € M,,(R), wiec det B € R. Stad wynika, ze det A jest odwracalny w R
i elementem odwrotnym do det A jest det B.

Zakladamy, teraz ze det A ma element odwrotny d w pierscieniu R. Z lematu 1.1.1
wiemy, ze A(AdjA) = A(AdjA) = (det A)I. Mnozac te réwnos¢ przez element
odwrotny do det A otrzymujemy

dA(Adj A) = d(Adj A)A = d(det A)T = I

czyli
A-(dAdjA)=1=(dAdjA)-A=1.

A wigc macierz A ma w pierécieniu M, (R) macierz odwrotna d(Adj A). O

1.2 Uklady ré6wnan liniowych jednorodnych

Rozpatrzymy teraz problem istnienia rozwigzan uktadu réwnan liniowych jednorod-
nych o wspotczynnikach z pierécienia przemiennego R. Wiemy, ze uktad

bnl’l + blgxz + ...+ blnxn =0
blgl'l + bggl’g + ...+ anZEn =0
bm1$1 + bm2$2 + ...+ bmnl'n =0

o wspotezynnikach nalezacych do pewnego ciata K ma nietrywialne (to znaczy nie-
zerowe) rozwiazanie, gdy rz B < n, gdzie

b11 b12 e bln
B_ bgl b22 e bgn
b1 bpa ... bon

jest macierzg wspotczynnikow przy niewiadomych. Okazuje sie, ze twierdzenie to
ma znacznie ogolniejsza wersje dla uktadéw réwnan liniowych jednorodnych nad
pierécieniami przemiennymi.

TWIERDZENIE 1.2.1. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym. Uktad m réownan
lintowych jednorodnych o n niewiadomych

Zcij:vj:(), izl,...,m (12)
j=1

o wspdlczynnikach c;; € R ma niezerowe rozwigzanie w pierscieniu R wtedy 1 tylko
wtedy gdy rzqd macierzy C = [c;;] jest mniejszy niz liczba niewiadomych n.
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Dowdéd. Zatézmy najpierw, ze uktad (1.2) ma nietrywialne rozwiazanie (aq, ..., a,),
a; € R, gdzie aj, # 0 dla pewnego k. Mamy wiec m réwnosci

Y eya; =0, i=1,...,m (1.3)
j=1

przy czym ay # 0.

Jesli m < n, czyli w ukladzie (1.2) liczba réwnan jest mniejsza od liczby niewia-
domych, to macierz C' = [¢;;] ma m wierszy i mamy oczywiscie rzC' < m. Zatem
rzC' <m <n.

Niech teraz n < m, czyli w uktadzie (1.2) liczba niewiadomych jest nie wieksza od
liczby réwnan.

Aby pokazaé¢, ze rzC' < n nalezy udowodni¢, ze wszystkie minory stopnia n ma-
cierzy C' maja wspoélny niezerowy anihilator. Poniewaz macierz C' ma n kolumn,
kazdy minor stopnia n jest wyznacznikiem macierzy, ktora sktada sie z pewnych n
wierszy macierzy C'. W macierzy C' kolejnosé¢ wierszy nie ma zadnego znaczenia dla
rozpatrywanego przez nas zagadnienia rozwigzalnosci uktadu, gdyz zmiana kolejno-
Sci wierszy odpowiada zmianie kolejnosci réwnan uktadu (1.2), a to nie wptywa na
rozwigzalno$¢ uktadu. Zmieniajac zatem ewentualnie kolejno$é rownan w uktadzie
(1.2) mozemy zalozy¢, ze interesujacy nas minor stopnia n jest wyznacznikiem ma-
cierzy ztozonej z pierwszych n kolumn i pierwszych n wierszy macierzy C'.

Niech wiec D bedzie macierza stopnia n sktadajaca sie z pierwszych n wierszy ma-
cierzy C,

Ci1 Ci2 ... Cin

Co1 Co9 ... Con,
D= .

Cn1 Cn2 ... Cnn

Poniewaz D jest macierzg kwadratowa mozemy rozpatrywaé dopekienia algebraicz-
ne Dj; elementow k—tej kolumny macierzy D. Tutaj k jest tak dobrane, ze aj # 0
w rozwigzaniu (as, ..., a,) uktadu (1.2). A wiec

Dik = (—1)i+k det Cik;

gdzie (Y, powstaje z macierzy D przez skreslenie i—tego wiersza i k—tej kolumny
macierzy D.

Dla ¢ < n mnozymy i—ta réwno$¢ uktadu (1.3) przez dopelnienie algebraiczne Dy
elementu wystepujacego w k—tej kolumnie:

n
ZcijajDik:O, izl,...,n
j=1
a nastepnie dodajemy wszystkie tak otrzymane réwnosci i dostajemy
n n
Z Z CijajDik = 0
i=1 j=1
Zmieniajac kolejno$¢ sumowania otrzymujemy

CijDikCI,j = 0. (14)
1

n
1=

n

11
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Na podstawie twierdzenia Laplace’a mamy

d 0 k£
;C”D“f_{dew k=

Réwnosé (1.4) redukuje sie wiec do réwnosci  (det D)ay, = 0. Poniewaz aj # 0,
wynika stad, ze aj jest niezerowym anihilatorem det D. Zatem stad, ze uktad (1.2)
ma niezerowe rozwiazanie wynika, ze wszystkie minory stopnia n macierzy C' maja
wspoélny niezerowy anihilator i wobec tego rzC' < n.

Pokazemy teraz, ze jesli rzC < n, to uktad (1.2) ma niezerowe rozwiazanie w
pierscieniu R. Niech r = rz C' < n. Oczywiscie r < m, ale mozemy zaltozy¢, ze takze
r < m, to znaczy liczba rownan jest takze wieksza od rzedu macierzy C. Gdyby
bowiem r = m, to do uktadu (1.2) dotaczamy réwnanie o wspétezynnikach réwnych
zero. Dotaczenie takiego rownania nie zmienia rzedu macierzy wspotczynnikéw przy
niewiadomych i nie zmienia rozwiazalnosci uktadu.

Rozwazmy najpierw przypadek gdy r = 0.

Wtedy zbiér wszystkich elementéw ¢;; macierzy C' ma wspdlny niezerowy anihilator.
Niech a bedzie niezerowym anihilatorem zbioru wszystkich elementéw macierzy C'
czyli ¢;ja = 0 dla kazdego ¢ = 1,2,...,m, 7=1,2,...,n.

Podstawiajac w i—tym réwnaniu uktadu (1.2) z; =adlaj=1,...,n, otrzymujemy
> ¢ya = 0. A wige uklad (1.2) ma niezerowe rozwiazanie (z1,...,2,) = (a,...,a).
j=1

Zatozmy teraz, ze r > 0. Oznacza to, ze istnieje niezerowy element a € R, ktory
anihiluje wszystkie minory stopnia r 4+ 1 macierzy C' oraz istnieje pewien minor M
stopnia r macierzy C' taki, ze aM # 0. Zmieniajac porzadek rownan w uktadzie (1.2)
i zmieniajac ewentualnie numeracje niewiadomych mozemy zaktadaé, ze M jest wy-
znacznikiem macierzy utworzonej z elementow pierwszych r wierszy i pierwszych r
kolumn macierzy C.
Rozwazmy teraz macierz C’ utworzong z pierwszych r + 1 kolumn i pierwszych r+ 1
wierszy macierzy C (tu wykorzystujemy zalozenie, ze r < m). Wtedy det C” jest
minorem stopnia r + 1 macierzy C' i wobec tego mamy a det C’ = 0.
Niech ¢}, ¢, ..., c.,, beda dopetnieniami algebraicznymi elementéw ostatniego wier-
sza macierzy C'. Zauwazmy, ze ¢, ; = M i wobec tego ac,,,; = aM # 0. Pokazemy,
ze

T :ac;, j=12...,r+1,

r; =0, j=r+2,...,n

jest niezerowym rozwigzaniem uktadu (1.2). ZauwazyliSmy juz, ze x,.1 = ac,,; =
aM # 0, wiec jesli tylko elementy 1, . .., x, spelniaja uktad (1.2), to sa rzeczywiscie

niezerowym rozwiazaniem tego uktadu.
r+1 r+1

n
Jesli 1 < i <rto ) cyay =Y cjac, = ay ¢ =0, gdyz ¢ sa dopelnieniami

elementéw ostatniego, (r + 1)—go wiersza macierzy C’, natomiast ¢;; sa elementami
1—tego wiersza podczas gdy ¢ < r + 1.

n r—+1 r+1 r+1
s - o B /o B /o . B /] . :
Jesli ¢ > r, to Z CijTj = Zcmacj = aZcZ]cj =0, gdyz chjcj jest wyznaczni
j:l j:l j:l j:l

kiem macierzy, ktéra powstaje z r pierwszych wierszy macierzy C’ przez dotaczenie
do nich 1—go wiersza macierzy C', czyli jest pewnym minorem stopnia r+ 1 macierzy
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C oraz a anihiluje zbiér wszystkich minoréw stopnia r + 1.
A wigc jedli rz C' < n, to uktad (1.2) ma nietrywialne rozwiazanie.



Rozdzial 2
Modutly

Ostatnie zmiany 13.10.2007 r.

2.1 Pierscienie

Pojecie przestrzeni wektorowej nad ciatem jest szczegdlnym przypadkiem ogolniej-
szego pojecia modutu nad pierscieniem. Rozpatrywaé przy tym bedziemy pierscienie
niekoniecznie przemienne. A wiec pierscien R jest to system ztozony ze zbioru R,
dwéch dziatan zwanych dodawaniem (oznaczanym + ) i mnozeniem (oznaczanym - )
oraz dwoch wyréznionych elementow 0,1 € R, spelniajacy nastepujace warunki:

e (R, +, 0) jest grupg abelowq,

e mnozenie w R jest dziataniem lgcznym i obustronnie rozdzielnym wzgledem do-
dawania, oraz

o l-x=2x-1=ux dla kazdego x € R.

Jesli w pierscieniu R mnozenie jest przemienne, to R nazywamy pierscieniem prze-
miennym. W definicji pierscienia nie zaktadamy, ze 0 # 1. Zauwazmy jednak, ze jesli
0=1,todlax € Rmamy x =1-2 =0-2 = 0 i wobec tego R jest pierscieniem
zerowym, R = {0}.

7 kursowego wyktadu algebry znamy wiele przyktadéw pierécieni przemiennych,

takich jak Z, Z/nZ, Q, R, C, K[X], gdzie K jest dowolnym pierscieniem przemien-
nym, a takze przyktady pierscieni nieprzemiennych, takich jak pierécien macierzy
M, (K) nad dowolnym ciatem K, czy pierscien EndV endomorfizméw przestrze-
ni wektorowej V. Jak juz zauwazyliSmy w rozdziale pierwszym, dla pierécienia R
symbolem M, (R) oznacza sie zbiér wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n
o elementach z pierscienia R. Jesli n > 2, to M, (R) jest pierScieniem nieprzemien-
nym.
Element a pierscienia R nazywa si¢ lewostronnie odwracalny, jesli istnieje b € R
taki, ze ba = 1. Element b nazywa sie wtedy lewostronnie odwrotnym do elemen-
tu a. Podobnie, a € R jest prawostronnie odwracalny, jesli istnieje ¢ € R taki, ze
ac = 1. Element c jest wtedy prawostronnie odwrotny do a. To rozroéznienie pomie-
dzy elementami lewostronnie i prawostronnie odwracalnymi jest niezbedne w teorii
pierécieni nieprzemiennych. Na przyktad, mozna pokazaé, ze w pierscieniu endomor-
fizméw pierscienia wielomianow istnieja elementy jednostronnie, ale nie obustronnie
odwracalne.

Element a € R nazywa sie odwracalny, jesli jest réwnoczesnie lewostronnie i
prawostronnie odwracalny. Zauwazmy, ze jesli ba = 1 oraz ac = 1, to

b=b-ac=ba-c=c.

A wiec element odwracalny a ma tylko jeden element lewostronnie odwrotny, jak
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réwniez tylko jeden element prawostronnie odwrotny i elementy te sa rowne (jedy-
nemu) elementowi odwrotnemu do a. W zwiazku z ta jednoznacznoscia elementu
odwrotnego do a wprowadzamy dla niego oznaczenie a~*.

Stwierdzamy z tatwoscia, ze zbiér U(R) wszystkich elementéw odwracalnych pier-
Scienia R tworzy grupe ze wzgledu na mnozenie elementéow. Nazywa sie ja grupg
elementow odwracalnych pierécienia R.

Pierécien R nazywa si¢ pierscieniem z dzieleniem, jesli kazdy rozny od zera element
pierécienia R jest odwracalny. Przemienny pierscien z dzieleniem jest wiec ciatem.
Element a pierscienia R nazywa sie lewostronnym dzielnikiem zera, jesli istnieje
be R, b# 0, taki, ze ab = 0. Podobnie, a € R jest prawostronnym dzielnikiem zera,
jesli istnieje ¢ € R, ¢ # 0, taki, ze ca = 0. Element a € R nazywa si¢ dzielnikiem
zera w R jesli jest rownoczesnie lewostronnym i prawostronnym dzielnikiem zera.
Centrum Z(R) pierscienia R nazywamy zbiér wszystkich elementow pierscienia R
przemiennych z kazdym elementem pierscienia R :

Z(R):={a € R:ab=ba Vb e R}.

Latwo sprawdzi¢, ze Z(R) jest (przemiennym) podpierscieniem pierscienia R.

Podzbiér J pierécienia R nazywamy ideatem lewostronnym pierécienia R, jesli
J jest podgrupa addytywnej grupy pierscienia R oraz J jest zamknicty ze wzgledu
na mnozenie z lewej strony przez elementy pierécienia R, to znaczy

reR, acJ = xzaeJ.

Podgrupa Z addytywnej grupy pierscienia R zamknieta ze wzgledu na mnozenie z
prawej strony przez elementy pierscienia R, to znaczy

rE€R a€el = axel

nazywa sie ideatem prawostronnym pierscienia R. Ideal lewostronny, ktory jest row-
noczesnie idealem prawostronnym pierécienia R nazywa si¢ ideatem obustronnym
lub krotko ideatem pierécienia R.
Kazdy podzbiér S pierscienia R generuje pewien ideal. Latwo sprawdzamy, ze
zbiory
SR:={syz1+ -+ s, € R:s5, €S, r; € R, n €N}

RS ={r1s1+ - +x,s, € R:s5, €S, ©; € R, n € N}

sg odpowiednio prawo- i lewostronnymi ideatami pierscienia R. Ponadto, SR jest
najmniejszym ideatem prawostronnym pierscienia R zawierajagcym zbior S i RS
jest najmniejszym ideatem lewostronnym pierscienia R zawierajacym zbior S. Na-
zywamy je ideatami jednostronnymi generowanym:i przez zbior S. Zauwazmy, ze gdy
1 €S, to SR = RS = R. Ogdlniej, jesli Z jest ideatem jednostronnym (lub obu-
stronnym)ileZ, toZ = P.

Jesli P i R sa pierécieniami, to kazda funkcje h : P — R spetniajaca warunki

h(a+b) = h(a) + h(b), h(ab) = h(a)h(b), h(1) =1

dla kazdych a,b € P, nazywamy homomorfizmem pierscienia P w pierscien R.

Niech h : P — R bedzie homomorfizmem pierscieni. Wtedy h jest takze homo-
morfizmem addytywnej grupy pierécienia P w addytywna grupe pierscienia R. Jadro
ker h tego homomorfizmu (grup addytywnych) nazywamy jedrem homomorfizmu h
pierscienia P w pierscien R. A wiec

kerh:{aEP:h(a):O}
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jest podgrupa addytywnej grupy pierscienia P i ponadto,
a € kerh = ab, ba € kerh

dla kazdego b € P. Mamy bowiem h(ab) = h(a)h(b) = 0 - h(b) = 0 i podobnie
h(ba) = 0. Jadro homomorfizmu pierscieni h : P — R jest wiec idealem pierscienia
P.

Niech teraz 7 bedzie ideatem lewostronnym pierscienia R. Zatem Z mozna trak-
towaé jako podgrupe addytywnej grupy pierscienia R i utworzy¢ grupe ilorazowa
R/Z. Jak wiemy, zbiér warstw jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie komplekso-
we warstw:

(a+Z)+ (b+7Z)=(a+b)+T.

Okazuje sig, ze na zbiorze warstw R/Z nie mozna na og6! okresli¢ dziatania mnozenia
za pomoca warunku
(a+Z)b+T)=ab+T. (2.1)

Aby taka definicja byta poprawna, musimy wymagac¢ by byta niezalezna od wyboru
elementow reprezentujacych warstwy, to znaczy by spetniony byt warunek

a+I=d+Z, b+I=V+I = ab+I=dV+1T.

Zakladamy wiec, ze a —a’ € T oraz b — b € T i oczekujemy, ze wtedy ab — a’'t/ € T.
Tymczasem jednak
ab—ad'tl = (a—ad)o+ad(b-1)

i wobec tego, ze Z jest ideatem lewostronnym oraz b — b’ € Z otrzymujemy tylko
a'(b—"V") € Z. Jesli T nie jest idealem obustronnym, to zawsze mozna dobraé ele-
menty a,a’,b € R tak, ze (a —a’)b ¢ T i wtedy ab — a't/ ¢ Z. Tak wiec dla ideatu
jednostronnego Z nie mozna na addytywnej grupie ilorazowej R/Z okresli¢ mnoze-
nia przy pomocy (2.1). Natomiast jest to mozliwe gdy Z jest ideatem obustronnym
i wtedy na zbiorze warstw R/Z mamy okreslone dwa dziatania: dodawania i mno-
zenia warstw. Wykorzystujac tgcznosé mnozenia i rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem
dodawania w R dowodzimy tacznosci mnozenia i rozdzielnosci mnozenia wzgledem
dodawania w R/Z. Ponadto, (1+7Z)(a+Z)=a+Z = (a+Z)(1+7I). Zatem R/T
jest pierscieniem z jedynka 1 + Z. Pierscien ten nazywamy pierscieniem ilorazowym
pierscienia R wzgledem idealu Z (lub modulo 7). Zauwazmy jeszcze, ze dla Z = R
jako pierscien ilorazowy R/R otrzymujemy pierscien zerowy. Jest to gtéwny powdd,
dla ktérego w definicji pierscienia nie wymagalismy by 0 # 1.

Odwzorowanie

k:R— R/Z, k(a)=a+7Z

jest homomorfizmem pierscieni oraz ker k = Z. Homomorfizm k nazywamy homo-
morfizmem kanonicznym pierécienia R na pierscien ilorazowy R/Z. Zauwazamy tez
od razu, ze kazdy ideal Z pierscienia R jest jadrem pewnego homomorfizmu pier-
Scienia R. A wiec idealy odgrywaja w twierdzeniach o homomorfizmach pierscieni
podobna role jak podgrupy normalne w twierdzeniach o homomorfizmach grup. Sfor-
muhlujemy tutaj podstawowe twierdzenie o homomorfizmach pierscieni.

TWIERDZENIE 2.1.1. (Twierdzenie o faktoryzacji.)

Jesli h : P — R jest homomorfizmem pierscieni, T = ker h oraz k : P — P/T jest
homomorfizmem kanonicznym, to istnieje dokltadnie jeden injektywny homomorfizm
hs : P/T — R taki, Ze h = h, o K, to znaczy taki, Ze nastepujocy diagram jest prze-
mienny:
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Dowdod. Wykorzystujemy twierdzenie o faktoryzacji homomorfizméw grup dla ho-
momorfizmu A traktowanego jako homomorfizm addytywnych grup pierscieni P i R
i stwierdzamy, ze h, jest homomorfizmem pierscieni. O

2.2 Moduly

Kluczowe we wspotczesnej algebrze pojecie modutu nad pierscieniem definiuje sie
nastepujaco.

DEFINICJA 2.2.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem i niech M bedzie addy-
tywna grupa abelowa.

Grupe M nazywamy lewostronnym modufem nad pierscieniem R, lub krocej le-
wostronnym R—modutem, jesli na grupie M okreslone jest dzialanie zewnetrzne z
pierécieniem skalaréw R :

Rx M — M, (a,m)— am

i ma ono nastepujace wtasnosci:

a(m1 + m2> = ami + amay (22)
(ay +az)m = aym+ asm (2.3)
(arag)m = aq(asm) (2.4)

Im = m (2.5)

dla wszystkich a,ay,ay € R, my, mqo, m € M.

Jak widzimy, w przypadku gdy pierécien R jest ciatem, definicja ta redukuje sie
do definicji przestrzeni wektorowej.
Jesli w tej definicji warunek (2.3) zastapimy przez

(ara2)m = ag(aym) dla wszystkich aj,as € R, m € M,

to otrzymamy definicje prawostronnego R—modutu M. Oczywiscie, jesli R jest pier-
Scieniem przemiennym i M jest lewostronnym R—modutem, to z réwnosci

(a1az)m = (azay)m = az(aym)

wynika, ze M jest takze prawostronnym R—modutem i na odwrét. Zatem nad pier-
Scieniami przemiennymi nie ma potrzeby rozrézniania lewo- i prawostronnych mo-
dutéw. Natomiast nad pierécieniami nieprzemiennymi dla modutéw prawostronnych
stosuje sie na og6t inng symbolike dla dziatania zewnetrznego. Zamiast pisa¢ am
piszemy ma dla rezultatu tego dziatania na elementach a € R oraz m € M. Wtedy
warunki okreslajace modut prawostronny wygladaja bardziej naturalnie:

(m1+me)a = mya+ maa, (2.6)
m(a; + as) = may + mas, (2.7)
m(aiaz) = (may)as, (2.8)
ml = m. (2.9)
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W kazdym razie nie ma potrzeby budowania dwéch odrebnych teorii dla modutéw
lewo- i prawostronnych. Jesli bowiem mamy lewostronny (prawostronny) R—modut
M, to jest on identyczny z prawostronnym (lewostronnym) R°—modutem M, gdzie
RV jest pierécieniem przeciwnym do R w tym sensie, ze zbiory R i R sg réwne, dzia-
tania dodawania w obydwu zbiorach sa identyczne, elementy wyrdéznione w obydwu
zbiorach sg identyczne, natomiast iloczyn dwoch elementéw a,b € R° jest okredlony
jako iloczyn ba w pierscieniu R.

W zwiazku z tym bedziemy w dalszym ciagu rozpatrywaé¢ najczesciej moduty
lewostronne i bedziemy je nazywac¢ krétko modutami.

2.2.1 Przyklady moduléow

Rozpoczniemy od wskazania niektérych podstawowych przyktadéw modutow.
Przyktad 2.2.1. Przestrzen wektorowa V' nad cialem K jest K —modutem.
Przyktad 2.2.2. Grupa abelowa M jest Z—modutem.

Przyklad 2.2.3. Ideal lewostronny J pierscienia R jest lewostronnym R—mo-
dutem. Podobnie, kazdy ideal prawostronny Z pierscienia R jest prawostronnym
R—modutem. Jedli ideat prawostronny Z nie jest réwnoczesnie ideatem lewostron-
nym, to Z jest prawostronnym R—modulem (z mnozeniem przez skalary z R okre-
slonym jako mnozenie w R) ale nie jest lewostronnym R—modutem (z mnozeniem
przez skalary z R okreslonym jako mnozenie w R).

Przyktad 2.2.4. Pierscien R jest R—modutem. Ogolniej, dla kazdej liczby natu-
ralnej n, zbiér R™ wszystkich n—elementowych ciggdéw elementéw z R z dziataniami

(a1,...,an)+ (b1,...,bp) = (a1 +b1,...,a0,+by), a-(ay,...,a,) = (aay,...,aa,)
jest R—modutem.

Przyktad 2.2.5. Niech R = K[X] bedzie pierscieniem wielomianéw jednej zmien-
nej nad cialem K. Niech M = V bedzie przestrzenia wektorows nad ciatem K i
niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni V. Na przestrzeni V' okreslamy dziatanie
zewnetrzne nastepujaco:

KX]xV =V, (f,v) = f(7)(v).

A wiec fv := f(7)(v). Zgodnie z definicja 2.2.1, przestrzei wektorowa V  jest
K[X]—modutem. Tak skonstruowany K[X]—modul oznaczamy V.

Ten przyktad stanowi podstawe zastosowan teorii modutéw w badaniu postaci ka-
nonicznych endomorfizmoéw przestrzeni wektorowych.

Przyktad 2.2.6. Niech M bedzie R—modulem i niech f : A — R bedzie homo-
morfizmem pierscieni. Wtedy okreslamy dziatanie zewnetrzne na M z pierScieniem
skalarow A ktadac

am = f(a)m

dla kazdego a € A. Z tatwoscia stwierdza sig, ze z tak zdefiniowanym dziataniem ze-
wnetrznym M staje sie A—modutem. Méwimy, ze ten A—modut powstaje z R—mo-
dutu M przez zwezenie lub ograniczenie pierscienia skalaréw (z R do A).
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2.2.2 Podmoduly

DEFINICJA 2.2.2. Niech M bedzie R—modutem. Podmodutem N modutu M nazy-
wamy podgrupe N addytywnej grupy M zamkniety ze wzgledu na mnozenie przez
elementy pierscienia R, to znaczy, podgrupe N grupy M speliajaca warunek

RN C N.
Jesli N jest podmodutem modutu M, to piszemy N < M.

Przyktad 2.2.7. Kazda podprzestrzen wektorowa przestrzeni wektorowej V' nad
ciatem K jest podmodutem K —modutu V.

Kazda podgrupa N grupy abelowej M jest podmodutem Z—modutu M.

Kazdy ideal lewostronny J pierscienia R jest podmodutem R—modutu R.

Jesli J jest idealem lewostronnym pierécienia R oraz M jest A—modulem, to

jM::{a1m1+~"+anmn€M ca; € J, miGM,TLEN}

jest podmodutem modutu M.

Dla endomorfizmu 7 przestrzeni wektorowej V', kazda podprzestrzen 7—niezmien-
nicza U przestrzeni V (to znaczy, podprzestrzen spelniajaca 7(U) C U) jest pod-
modutem K[X]—modutu V;. Rzeczywiscie, jesli 7(U) C U to takze 7™(U) C U dla
kazdej liczby naturalnej m, a stad otrzymujemy tatwo f(7)(U) C U dla kazdego
wielomianu f € K[X]. Takze na odwrét, jesli U jest podmodutem K[X]—modulu
V;, to dla kazdego wielomianu f € K[X]| mamy f(7)(U) C U. Zatem w szczegdlnosci
takze 7(U) C U.

A wiec U jest podmodutem K[X]|—modulu V, wtedy i tylko wtedy, gdy U jest
podprzestrzenia niezmienniczg endomorfizmu 7.

DEerFINICJA 2.2.3. Niech M bedzie R—modutem.

(a) Moéwimy, ze podmodut N jest generowany przez zbior S C M, jesli kazdy ele-
ment podmodutu N mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej skonczonego
podzbioru zbioru S ze wspélczynnikami z pierscienia R.

(b) M6wimy, ze podmodul N jest skoriczenie generowany, jesli jest generowany przez
podzbiér skonczony modutu M.

(¢) Podmodul N modutu M nazywamy podmodutem cyklicznym, jesli N jest gene-
rowany przez zbiér jednoelementowy, to znaczy, jesli istnieje element m € M taki,
ze

N={ame M: a€R}.

Przyklad 2.2.8. Kazda jedno-wymiarowa podprzestrzen wektorowa przestrzeni
wektorowej V' nad cialem K jest podmodutem cyklicznym K —modutu V.

Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen wektorowa V' nad ciatem K jest skonczenie
generowanym K —modutem.

Kazda podgrupa cykliczna N grupy abelowej M jest podmodutem cyklicznym Z—mo-
dutu M.

Kazdy ideat gtéwny J pierscienia R jest podmodutem cyklicznym R—modutu R.
Jesli V' jest skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem K, to rozpa-
trywany w przyktadzie 2.2.5 K[X]—modul V, jest skoficzenie generowany.
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2.2.3 Operacje na modutach

Niech M bedzie R—modutem i niech Ny i Ny bedg podmodutami modutu M. Wtedy
przekroj Ny M Ny jest podmodutem R—modutu M. Rowniez suma

N1+N2:{n1+n2€M:n1€N1, nleNQ}

podgrup grupy abelowej M jest podmodutem R—modutu M. Nazywamy ja sumg
podmodutow Ny i Ns.

W szczegdlnodci, jesli Ny + Ny = M, to méwimy, ze modut M jest suma podmo-
dutéw Nj i Ny. Jedli w dodatku Ny N Ny = 0, to méwimy, ze M jest sumag prostg
podmodutéw Nj i Np. Piszemy wtedy M = N; & N,. Latwo sprawdzamy, ze M jest
sumg prostg podmodutow Ny i Ny wtedy i tylko wtedy gdy kazdy element m € M
ma jednoznaczne przedstawienie w postaci m = nj; + ns, gdzie ny € Ny, ny € Ns.
Rzeczywiscie, M = N; + N, oznacza, ze kazdy element m € M ma przedstawienie
w postaci m = ny + ng, gdzie n; € Ny, ny € N, natomiast jednoznacznosé¢ przed-
stawienia jest rownowazna warunkowi Ny N Ny = 0.

Bedziemy takze rozpatrywaé¢ sumy i sumy proste dowolnych rodzin podmodutéw
modutu M. Jesli {N;, i € I} jest dowolng rodzina podmodutéw modutu M, to zbior

>N
iel
wszystkich skoriczonych sum postaci

ni, + - +mn,  gdzie n; € Ny,

jest podmodutem modutu M. Nazywamy go sumg rodziny podmodutéw {N;, i € I}.
Mowimy, ze modul M jest sumg prostg rodziny swoich podmodutéw N;, i € I, jesli
modut M jest sumg rodziny podmodutéw {N;, i € I} oraz kazdy podmodul N; jest
roztaczny z suma wszystkich pozostatych moduléw tej rodziny:

N;n > N;={0} dlakazdego j€lI.
icI\{j}

Piszemy wtedy

iel
Podobnie jak w przypadku rodziny dwuelementowej sprawdzamy, ze modut M jest
suma prosta rodziny podmodutéw {N;, ¢ € I} wtedy i tylko wtedy gdy kazdy ele-
ment m € M ma jednoznaczne przedstawienie w postaci

m=mn; + - +n; gdzie n; € N;,.

DEFINICJA 2.2.4. Méwimy, ze podmodut N; modutu M jest skiadnikiem prostym
modutu M jesli istnieje podmodut N, taki, ze

M - N1 @ NQ.
Podmodut N; nazywa si¢ podmodutem dopetniajgcym dla sktadnika prostego IV;.

W przestrzeni wektorowej V' kazda podprzestrzen jest sktadnikiem prostym prze-
strzeni V. Jest to sytuacja raczej wyjatkowa. Na przyktad, w pierécieniu catkowitym
R traktowanym jako R—modut jedynymi sktadnikami prostymi sag podmoduty 0i R.
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Podmodutami w R—module R sg idealy pierécienia R i kazde dwa niezerowe ideaty
maja niezerowa czes¢ wspolna. Rzeczywiscie, jesli Z oraz J sa idealami (podmodu-
tami) w Roraz a € Z, b € J, a # 0, b # 0, to ab # 0 (bo pierécien jest catkowity)
orazabeZInNJ.

Niech M i M’ bedg R—modutami. Na iloczynie kartezjanskim M x M’ grup abelo-
wych M i M’ okreslamy dzialanie zewnetrzne z pierécieniem skalaréw R kladac

a(m,m’) = (am,am’)

dla a € R,m € M,m' € M’'. Latwo sprawdza sie, ze w ten sposob grupa abelowa
M x M’ staje sie R—modutem. Nazywamy go iloczynem prostym (lub kartezjanskim)
modutéw M i M'. Zauwazmy, ze

Ny =M x {0}, No={0}x M
sg podmodutami modutu M x M’ oraz
M x M = N1 D NQ.

A wiec iloczyn prosty dwéch R—modutéw mozna w naturalny sposéob traktowaé jako
sume prosta podmodutéw Ny i Ns.
Podobnie okresla si¢ iloczyn prosty dowolnej rodziny R—modutéw M;, i € I.

2.3 Homomorfizmy moduléw

Niech M i M’ beda R—modutami. Homomorfizmem h : M — M’ nazywamy homo-
morfizm h grupy abelowej M w grupe abelowa M’ speliajgcy warunek

h(am) = ah(m) Ya€ R, me M.

Jadro i obraz homomorfizmu modutéw okreslamy oczywiscie jako jadro i obraz ho-
momorfizmu grup abelowych. Rowniez takie terminy jak epimorfizm, monomorfizm,
izomorfizm modutéw interpretujemy tak jak w teorii grup (jako, odpowiednio, ho-
momorfizm surjektywny, injektywny, bijektywny).

Jesli N jest podmodutem R—modutu M, to grupe ilorazowa M /N mozna w sposdb
naturalny traktowaé¢ jako R—modut. Wystarczy zauwazy¢, ze iloczyn kompleksowy
warstwy m+ N przez element a € R zawiera sie w doktadnie jednej warstwie modutu
M wzgledem podmodutu N:

alm+ N)={a(m+n):ne N} ={am+an:ne€ N} Cam+ N.

Warstwe am + N nazywamy iloczynem warstwy m + N przez skalar a € R. W ten

sposéb otrzymujemy dzialanie zewnetrzne na grupie abelowej M /N z pierdcieniem

skalarow R. Latwo sprawdza sie, ze grupa ilorazowa M/N staje sie R—modulem.

Modut ten nazywamy modutem ilorazowym modutu M wzgledem podmodutu N.
Niech N bedzie podmodutem R—modutu M i niech

k: M — M/N, k(m)=m+N

bedzie homomorfizmem kanonicznym grup abelowych. Wtedy x(am) = am + N =
a(m+ N) = ak(m) dla a € R,m € M. Zatem k jest homomorfizmem modutéw.
Nazywamy go homomorfizmem kanonicznym modutow.

Sformutujemy teraz podstawowe twierdzenia o homomorfizmach modutéw. Sa
one analogonami twierdzen o homomorfizmach grup.
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TWIERDZENIE 2.3.1. (Twierdzenie o faktoryzacji.)

Jeslih : M — M' jest homomorfizmem R—moduléw, N = ker h orazx : M — M/N
jest homomorfizmem kanonicznym, to istnieje dokladnie jeden injektywny homomor-
fizm hy : M/N — M’ taki, ze h = h, ok, to znaczy taki, Ze nastepujgcy diagram jest
przemienny:

h
M M’
M/N

TWIERDZENIE 2.3.2. (Twierdzenie o izomorfizmie.)
Niech M bedzie R—modulem. Dla kazdych podmodutéw M', M" modutu M istnieje

izomorfizm
(M/ _|_ M//)/M// g M//M/ m M//.

Jesli ponadto M" < M' < M, to
(M/M") /(M [M") 2 M.

Dowdd. Istnienie odpowiednich homomorfizméw addytywnych grup abelowych wy-
nika z twierdzen o homomorfizmach grup. Sprawdzenie, ze homomorfizmy te sa
homomorfizmami modutéw pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. [

2.3.1 Rozszczepialne ciggi dokladne

DEerFinicJA 2.3.1. Cigg R—modutéw i homomorfizméw
0> M L M2 M -0 (2.10)

nazywa sie ciggiem doktadnym, jesli f jest monomorfizmem, ¢ jest epimorfizmem
oraz im f = kerg.

A wiec doktadnosé ciagu (2.10) oznacza, ze ker f =0, im f = kerg, img = M".
Zauwazmy, ze dla podmodutu N modutu M i homomorfizmu kanonicznego x : M —
M /N mamy zawsze ciag doktadny

0> N L M M/N - 0 (2.11)

gdzie f : N — M jest identycznosciowym wtozeniem podmodutu N w modul M.
Z drugiej strony, w ciagu doktadnym (2.10) mamy M"” = M/kerg = M/f(M’),
gdzie f(M’) jest podmodutem modutu M. A wiec, z doktadnoscia do izomorfizmu
modutéw, kazdy ciag doktadny ma postaé (2.11).

Zamiast pieciocztonowych ciggdéw doktadnych mozna rozpatrywac ciagi dowolnej

dtugosci (nawet nieskonczone). Méwimy, ze ciag modutéw i homomorfizméw
gi—1 9i
C— My M, My, — -

jest doktadny w cztonie M;, jesli im g;_y = ker g;. Ciag nazywa sie dokladny, jesli
jest doktadny w kazdym cztonie. W szczegoélnosci, doktadnosé ciagu

0 — M L M
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oznacza, ze f jest monomorfizmem, natomiast doktadnosé ciggu
M- M =0
oznacza, ze ¢ jest epimorfizmem.

Przyktad 2.3.1. Je$li M = M' @ M" oraz f : M' — M jest wlozeniem modutu M’
w modut M zas g : M — M" jest rzutowaniem M na sktadnik prosty M”, to mamy
cigg doktadny

0— M LM 2 M =0
Rzeczywiscie, im f = M’ = ker g. Ten cigg doktadny ma jednak pewng wazna dodat-
kowa wlasnosé, ktorej ciagi doktadne na ogét nie majg. Jesli ¢ : M” — M oznacza

wlozenie sktadnika prostego M” w modut M oraz ) : M — M’ oznacza rzutowanie
M na sktadnik prosty M’ to homomorfizmy ¢, 1) maja wtasnosé nastepujaca:

gOQOZ].M//, 77DOf:1M/. (212)

Rzeczywiscie, g o p(m”) = g(p(m”)) = g(m”) = m” dla kazdego m” € M", i
podobnie, Yo f(m') = (f(m')) = ¥(m') = m’ dla kazdego m’ € M'. Przystepujemy
teraz do dowodu twierdzenia odwrotnego: jesli istnieje ciag doktadny (2.10) oraz
dwa homomorfizmy ¢, 1) majace wlasnosci (2.12), to M rozktada sie na sume prosta
podmoduléw izomorficznych odpowiednio z M’ i M”.

TWIERDZENIE 2.3.3. Dla ciggu doktadnego
M L M =0

nastepujgce warunki sq rownowazne.
(a) Podmodul kerg modulu M jest sktadnikiem prostym modulu M.
(b) Istnieje homomorfizm @ : M" — M taki, Ze go ¢ = 1ym.

Dowdd. (a) = (b) Niech M = kerg @ N, dla pewnego podmodutu N modutu M.
Definiujemy odwzorowanie ¢ : M” — M nastepujaco. Kazdy element m” modutu
M" jest postaci m” = g(m), gdzie m € M = kerg & N. Jesli m = k + n, gdzie
k € ker g,n € N, to ktadziemy

p(m") = p(g(m)) :==n.

Zauwazmy, ze p(m”) nie zalezy od przedstawienia elementu m” w postaci m” =
g(m). Jesli bowiem g(m) = g(m’) dla m,m’ € M, to m’ = k' + n’, gdzie k' €
ker g,n’ € N i wobec tego

g(n) = g(k+n) = g(m) = g(m') = g(k" +n') = g(n'),

skadn —n' ekergN N =0. A wiec n =n/.
Sprawdzamy teraz bezposrednim rachunkiem, ze ¢ jest homomorfizmem moduléw.
Ponadto, g o ¢ = 1, gdyz dla kazdego m € M mamy

gow(g(m)) = g(n) = g(m).

(b) = (a) Dla dowolnego elementu m € M rozpatrzmy element y := m—(g(m)) €
M. Mamy

9(y) = g(m) — g(p(g(m))) = g(m) — (g o ¢)(g(m)) = g(m) — g(m) =0,
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a wiec y € kerg. Zatem m = y + p(g(m)) € kerg + im p. Wynika stad, ze M =
ker g + im ¢ i wobec tego wystarczy pokazac, ze ker g Nim ¢ = 0. Przypusémy, ze
m € ker g Nim ¢. Wtedy g(m) = 0 oraz m = ¢(m”) dla pewnego m” € M". Zatem
wobec (b) otrzymujemy m” = (g o ¢)(m”) = g(m) = 0, skad takze wynika, ze
m = p(m”) =0. A wiec M = ker g @ im . O

TWIERDZENIE 2.3.4. Dla ciggu doktadnego
0— M LM

nastepujgce warunki sq rownowazne.

(a) Podmodut im f modulu M jest skiadnikiem prostym modutu M.
(c) Istnieje homomorfizm 1 : M — M’ taki, ze Yo f = 1.

Dowdd. (a) = (c). Jedli mamy M = f(M') @ L dla pewnego podmodutu L modutu
M, to definiujemy
oM = M, () +1) =

dlam’ € M', | € L. Wtedy % jest homomorfizmem R—moduléw oraz
(o f)(m') = (f(m')) =m' = Ly (m)

dla kazdego m’ € M'. Dowodzi to, ze (a) = (c).
(¢) = (a) Jesli spelniony jest warunek (c), to dla kazdego m € M weZzmy y :=
m — f(¢¥(m)) € M. Wtedy

U(y) = ¢(m) = fip(m) = P(m) —y(m) =0,

zatem y € kertp. Stad m = f(1(m)) +y € im f + ker .

Przypusémy, ze = € im f N kery. Wtedy x = f(m') dla pewnego m’ € M’ oraz
Y(x) = 0, to znaczy ¥ f(m') = 0. Wobec (c) wynika stad, ze m’ = 0 zatem takze
x = f(m') = 0. Pokazaliémy wiec, ze M = im f & ker 1. O

Podsumowujac twierdzenia 2.3.3 i 2.3.4 otrzymujemy nastepujacy rezultat.
TWIERDZENIE 2.3.5. Dla ciggu doktadnego
0— M LM % M -0

nastepujgce warunki sg rownowazne.

(a) Podmodut im f =kerg modulu M jest sktadnikiem prostym modutu M.
(b) Istnieje homomorfizm ¢ : M" — M taki, Ze go @ = 1ym.
(c) Istnieje homomorfizm ¢ : M — M’ taki, ze o f = 1p.

DEFINICJA 2.3.2. (a) Mowimy, Ze ciag doktadny
0> M LML M -0 (2.13)

rozszezepia sie, jesli spetniony jest warunek (a) twierdzenia 2.3.5.
(b) Méwimy, ze ciag doktadny

M-Z M — 0 (2.14)

rozszczepia sie, gdy spelniony jest warunek (b) twierdzenia 2.3.5.
Homomorfizm ¢ nazywamy wtedy homomorfizmem rozszczepiajecym ciag doktadny
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(2.14).
(c) Mowimy, ze ciag doktadny

0— M L m (2.15)

rozszcezepia sie, jesli spetniony jest warunek (c) twierdzenia 2.3.5.
Homomorfizm ¢ nazywamy wtedy homomorfizmem rozszczepiajgcym ciagg doktadny
(2.15).

Twierdzenie 2.3.5 méwi wiec, ze jesli ciag (2.13) jest doktadny, to jego rozszcze-
pialnosé jest réwnowazna rozszczepialnosci kazdego z ciagéw (2.14), (2.15).
Homomorfizmy ¢ i 1) nazywaja sic homomorfizmami rozszczepiajgcyms ciag doktad-
ny (2.13).

WNIOSEK 2.3.1. Jesli cigg dokladny (2.13) rozszczepia sie i @, s¢ homomorfizma-
mi rozszezepiajgcymi z warunkéw (b) i (c), to

M =%kerg®ime =im f ®kertyp oraz M = M’ x M".

Dowdd. Pokazalismy, ze warunek (b) pociaga M = ker g@®im ¢ oraz, ze warunek
(c) pociaga M = im f @ kerv. Z dokladnosci ciggu (2.13) wynika rownosé ker g =
im f. Poniewaz f jest monomorfizmem, mamy im f = M’. Z warunku (b) wynika,
ze ¢ jest takze monomorfizmem, zatem im p = M”. A wiec

M=%kerg®imep=imf®imep =M x M". O
WNIOSEK 2.3.2. Niech N bedzie podmodutem modulu M i niech
f:N—-M, g:M— M/N

bedq odpowiednio identycznosciowym wloZeniem 1 homomorfizmem kanonicznym.
Podmodul N modutu M jest sktadnikiem prostym modulu M wtedy 1 tylko wtedy gdy
jeden z ciggow dokladnych

0—N-LsM, M- M/N—0
T0252CZepia Sie.

Rozszerzymy teraz pojecie sktadnika prostego modutu przyjmujac, ze R—modut
M" jest sktadnikiem prostym R—modutu M jedli istnieja podmoduty Ny i N modutu
M takie, ze M = N; & Ny 1 Ny = M”. A wiec rozumie¢ bedziemy termin sktadnik
prosty z doktadnoscig do izomorfizmu modutéw.

WNIOSEK 2.3.3. Dla R—modutéow M i M" nastepujgce warunki sqg réwnowazne.

(a) Modut M" jest sktadnikiem prostym modutu M.
(b) Istnieje rozszczepialny cigg dokladny M — M" — 0.
(c) Istnieje rozszczepialny cigg doktadny 0 — M" — M.

Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze trojcztonowy ciag doktadny mozna zawsze prze-
dhuzy¢ do pieciocztonowego ciggu doktadnego i skorzysta¢ z wniosku 2.3.1. O]

Uwaga 2.3.1. Dla przestrzeni wektorowych problem rozszczepialnosci ciggéow do-
ktadnych nie jest istotny, gdyz kazdy ciag doktadny przestrzeni wektorowych rozsz-
czepia sie. Jest to konsekwencja wniosku 2.3.3 oraz faktu, ze kazda podprzestrzen
przestrzeni wektorowej jest jej sktadnikiem prostym.
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2.4 Moduly homomorfizméw

Niech M i N beda R—modutami. Zbiér wszystkich homomorfizméw h : M —
N oznaczamy Hom(M, N) lub Hompg(M, N). W zbiorze Hom(M, N) wprowadza-
my dzialanie dodawania homomorfizméw okreslajac dla homomorfizméw g, h €
Hom(M, N) ich sume g + h jako odwzorowanie

g+h:M— N, (g+h)(m)=g(m)+ h(m)

dla wszystkich m € M. Z tatwoscia sprawdzamy, ze wtedy takze g+h € Hom(M, N).
Poniewaz dla homomorfizmu zerowego 6 : M — N, gdzie 6(m) = 0 dla wszystkich
m € M, mamy h+6 = 6+h = h dla wszystkich h € Hom(M, N), tatwo sprawdzamy,
ze (Hom(M,N),+,60) jest grupa abelowa (czyli Z—modutem). Wydaje sie takze
rzecza naturalng okresli¢ iloczyn homomorfizmu h € Hom(M, N) przez skalar a € R
przy pomocy formuly

ah: M — N, (ah)(m) = ah(m)

dla wszystkich m € M. Wprawdzie w ten sposob otrzymujemy zawsze funkcje ah
okreslong na M o wartosciach w N, ale funkcja ta nie jest na ogdét homomorfizmem
R—moduléw! Rzeczywiscie, dla z € R oraz m € M mamy

(ah)(zm) = ah(zm) = axh(m), x(ah)(m) = x(ah(m)) = xah(m).

A wiec funkcja ah spetnia warunek jednorodnosci tylko wtedy gdy (ax—za)h(m) =0
dla wszystkich x € R. Ten warunek jest zawsze spetniony, gdy pierscien R jest
przemienny, ale na ogét nie jest spetniony, gdy pierécien R jest nieprzemienny.

Jesli R jest pierscieniem przemiennym, to Homg (M, N) z operacjami dodawania
homomorfizméw i mnozenia homomorfizméw przez skalary z R jest R—modutem (ta-
twe sprawdzenie aksjomatow modutu pozostawiamy jako é¢wiczenie). Natomiast jesli
R jest dowolnym pierscieniem, bedziemy Hompg(M, N) traktowaé jako Z—modut,
czyli jako addytywna grupe abelowa. Jesli modut M rozktada sie na sume prosta
podmodutéw (iloczyn prosty modutéw), to opis struktury Hompg(M, N) sprowadza
sie do opisu odpowiednich grup homomorfizméw pomiedzy sktadnikami tego rozkta-
du i modutem N.

TWIERDZENIE 2.4.1. Niech M, Ny, Ny bedg R—modutami. Wtedy mamy nastepujgce
izomorfizmy grup abelowych:

Hompz(N; X Ny, M) = Hompg(Ny, M) x Hompg(Ny, M).
HomR(M, N1 X NQ) = HomR(M, Nl) X HomR(M, Ng)
Jesli R jest pierScieniem przemiennym, to sg to izomorfizmy R—modutow.

Dowéd. Niech inj, : N; — N; x Ny bedzie kanonicznym wlozeniem modutu N; w
modut Ny x Ny. A wiec inj; (n1) = (n1,0), injy(n2) = (0,n2) dla ny € Ny,ny € Ns.
Okres$lamy odwzorowanie

¢ : Homg(Ny x Ny, M) — Hompg(Ny, M) x Homg(No, M), [+ (f oinj,, f oinjy).

Latwo sprawdzamy, ze ¢ jest homomorfizmem grup abelowych. Dla dowodu, ze ¢
jest monomorfizmem zatézmy, ze f € ker . Wtedy dla kazdego elementu (nq,ny) €
N x Ny mamy 0 = ¢(f) = (f o injy, f o injy), to znaczy

foinji(n1) =0, foinjy(n2) =0
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dla wszystkich ny € Ny,ny € Ny. Wtedy

f(n,n2) = f(n1,0) + f(0,n2) = f oinj(n1) + f o injy(nz) =0
dla wszystkich n; € Ny,ny € Ny, Zatem f = 0 1 wobec tego ¢ jest monomorfizmem.
Dla dowodu, ze ¢ jest epimorfizmem wezmy (g1, g2) € Homg(Ny, M) xHompg(Ny, M).
Definiujemy R—homomorfizm f € Homg(N; x No, M) ktadac
f(n1,n2) = gi(n1) + g2(n2)
dla wszystkich n; € Ny,ny € No. Wtedy f(n1,0) = g1(n1) oraz f(0,ns) = ga(na),
zatem f oinj; = g; oraz f oinj, = go. Wobec tego

(91792) = (f © injlvf © ian) = gp(f)

co oznacza surjektywno$¢ homomorfizmu .

Dowdd drugiej czesci twierdzenia jest podobny. Niech pr; : Ny x Ny — N, bedzie
kanonicznym rzutowaniem modutu N; x Ny na modut N;. Wtedy okreslamy odwzo-
rowanie

2 HomR(M, Ny x Nz) — HomR(M, N1) X HomR(M, N2>7 [ (Pr1 of,pry Of)‘

Latwo sprawdzamy, ze ¢ jest homomorfizmem grup abelowych i uzywajac podobnych
argumentow jak w pierwszej czesci dowodu pokazujemy, ze ¢ jest izomorfizmem.

Latwo tez sprawdzi¢, ze w obydwu przypadkach ¢ jest izomorfizmem R—moduléw,
jesli tylko R jest pierscieniem przemiennym. O]

2.5 Projektywnos$¢ przestrzeni wektorowych

Jesli f: N — N’ jest homomorfizmem R—moduléw, to dla kazdego homomorfizmu
g : M — N otrzymujemy homomorfizm R—modutéw fog: M — N'.

9

M

fog f

N

N/

W ten sposéb definiuje sie homomorfizm indukowany grup abelowych
f« : Hom(M,N) — Hom(M,N'), f.(g)=fog.

Jesli R jest pierscieniem przemiennym, to homomorfizm indukowany f, jest homo-
morfizmem R—modultow.

Jest rzeczg naturalng oczekiwaé, ze wtasnosci homomorfizméw f, i f $cisle od
siebie zaleza. Na przyktad, jesli f, jest surjektywny, to f tez, na ogodt, jest surjek-
tywny. Jest tak w przypadku, gdy M, N, N’ sg przestrzeniami wektorowymi. Jesli
bowiem n’ € N’ nie nalezy do obrazu homomorfizmu f, to n’ nie nalezy do obrazu
zadnego homomorfizmu f,(g) : M — N’ dla ¢ € Hom(M, N). Wobec tego f, nie
moze by¢ surjektywny, gdyz zawsze znajdziemy homomorfizm h : M — N’, ktory w
obrazie ma wektor n’ i wobec tego nie nalezy do obrazu f,.
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Dla ustalonego modutu M bedziemy badaé czy surjektywnos¢ homomorfizmu
f pociaga surjektywnos¢ homomorfizmu indukowanego f.. Okazuje si¢, ze na ogot
tak nie jest ale jesli modul M jest dostatecznie regularny (na przyktad, jesli jest
przestrzenia wektorowa), to surjektywnosé f pociaga surjektywnosé f.. Ta wlasnosé
prowadzi do kluczowego pojecia modutu projektywnego.

DEerINICJA 2.5.1. R—modut M nazywa sie projektywny, jesli dla kazdego sur-
jektywnego homomorfizmu R—modutéw f : N — N’ indukowany homomorfizm
f« : Hom(M, N) — Hom(M, N') grup abelowych jest takze surjektywny.

STWIERDZENIE 2.5.1. Niech V. W, W' bedq przestrzeniami wektorowymi nad ciatem
K. Dla kazdego epimorfizmu f : W — W' przestrzeni wektorowych homomorfizm
indukowany

f« : Homg(V, W) — Homg (V, W')

jest takze epimorfizmem przestrzeni wektorowych. Inaczej mowige, kazda przestrzen
wektorowa jest modutem projektywnym.

Dowéd. Niech h € Hom(V, W) i niech {v;} bedzie baza przestrzeni V. Poniewaz f
jest epimorfizmem, wiec istnieja w; € W takie, ze f(w;) = h(v;) dla kazdego i.

9

Vv w Vy ———— W;
h f h /
w’ h(v;)

Obieramy teraz homomorfizm g € Hom(V, W) taki, ze g(v;) = w; dla kazdego 1.
Wtedy h = fog= f.(g). A wiec f, jest epimorfizmem. O



Rozdziat 3

Modutly wolne

Ostatnie zmiany 8.11.2007 r.

3.1 Moduly wolne

Moduty wolne stanowig uogélnienie przestrzeni wektorowych i grup abelowych wol-
nych. Charakterystyczna cecha modutéw wolnych jest istnienie bazy, to znaczy pod-
zbioru liniowo niezaleznego generujacego modut. W definicji R—modutu wolnego
pierscien R jest dowolnym pierscieniem, niekoniecznie przemiennym.

DEeFiNICcJA 3.1.1. R—modut F nazywa si¢ modutem wolnym, jesli istnieje podzbidér
B modutu F' o nastepujacych wtasnosciach:

(a) B jest zbiorem liniowo niezaleznym, to znaczy, dla kazdych zq,...,2, € R i
by,...,b, € B mamy implikacje

mlbl—l——l—xnbn:O = x1=---=x,=0.
(b) Kazdy element m € F ma przedstawienie w postaci
m=ax1by + -+ axpybp, bi,....bp, €B, x1,...,2, € R. (3.1)

Podzbiér B modutu wolnego F' spelniajacy warunki (a) i (b) nazywa sie bazg
modutu wolnego F. Baza modutu wolnego F jest wiec liniowo niezaleznym (nad R)
podzbiorem F' generujacym modul F. Zgodnie z definicja, modut F' jest modutem
wolnym wtedy i tylko wtedy gdy ma baze.

Tak jak w przypadku przestrzeni wektorowych stwierdzamy, ze zbiér B C F jest
baza modutu wolnego F' wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element m € F ma i to
tylko jedno przedstawienie w postaci (3.1).

Przyktad 3.1.1. R—modut R jest przyktadem R—modutu wolnego. Rzeczywiscie,
zbidr jednoelementowy B = {1} jest baza R—modutu R. Réwniez R—modult R™, dla
dowolnej liczby naturalnej n, jest R—modutem wolnym. Baze tego modutu tworza,
na przyktad, elementy ey, ..., e,, gdzie ¢; ma wszystkie wspotrzedne réwne 0 z wy-
jatkiem i—tej, ktora jest rowna 1. Te baze modutu R" nazywa sie baza standardowg.
Ogodlniej, suma prosta (koprodukt) dowolnej liczby (kardynalnej) egzemplarzy R—mo-
dutu R jest modutem wolnym. Jegli bowiem F := RY) = [[,c; R to baze F tworzy
zbior B = {e; : 1 € I}, gdzie €;(i) = 1 oraz ¢;(j) = 0 dla j # i. Przypomnijmy, ze
koprodukt F' jest podmodulem produktu kartezjanskiego R’ = [[;; R i sktada sig
z tych elementéw produktu, ktére maja skoficzone noéniki. Produkt R’ sktada sie z
wszystkich funkcji f : I — R. Nosnikiem funkcji f nazywa si¢ zbiér tych elementéw
w I, na ktérych f przyjmuje wartosci # 0.

Wiynika stad, ze dla kazdej liczby kardynalnej « istnieje R—modutl wolny F' z baza
mocy a.

25
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Przyktad 3.1.2. Z—modul wolny F nazywa sie grupg abelowqg wolng.
Kazda przestrzen wektorowa V' nad ciatem K jest wolnym K —modutem. Jak bowiem
wiadomo z algebry liniowej, kazda przestrzen wektorowa ma baze.

Sformutujemy teraz kilka charakterystycznych wtasnosci wolnych R—modutow.
Rozpoczynamy od tak zwanej wtasnosci uniwersalnej modutu wolnego, ktéra mozna
byltoby przyjac¢ jako definicje modutu wolnego.

TWIERDZENIE 3.1.1. Niech F' bedzie R—modutem i niech B bedzie podzbiorem mo-
dutu F. Zbior B jest bazg modulu F' (i F' jest modutem wolnym) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego modutu M i dowolnego odwzorowania [ : B — M istnieje do-
kladnie jeden homomorfizm R—modulow h : F — M taki, Ze h(b) = [(b) dla
kazdego b € B.

Jedli przez 1 : B — F oznaczymy wlozenie 1(b) = b, to wystepujace w twierdzeniu
odwzorowania tworza diagram przemienny

B - F

M

Twierdzenie méwi w szczegdlnosci, ze jesli na bazie B modutu wolnego F' okreslone
jest jakiekolwiek odwzorowanie w dowolny modut M, to odwzorowanie to mozna
jednoznacznie przedtuzy¢ do homomorfizmu modutu F' w modut M.

Dowdd. Jesli B = {b; : i € I} jest baza R—modutu F oraz §: B — M jest jakimkol-
wiek odwzorowaniem bazy B w R—modut M, to § ma doktadnie jedno przedtuzenie
h do homomorfizmu R—modutéw F' — M. Jesli bowiem takie przedtuzenie istnieje,
to h, jako homomorfizm, spetnia warunek

iel i€l
dla kazdego uktadu x; € R prawie wszystkich réwnych zero oraz dla wszystkich b; €
B. Warunek ten pokazuje, ze jesli przedtuzenie odwzorowania 3 do homomorfizmu
modultow istnieje, to jest tylko jedno. Z drugiej strony, warunek ten podpowiada nam
jak nalezy okresli¢ h na module F' by pokaza¢ istnienie przedtuzenia odwzorowania (3
do homomorfizmu F — M. Poniewaz kazdy element m modutu F' ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci m = 3, x;b;, gdzie prawie wszystkie x; = 0, wystarczy

wiec potozyé

h(m) = inﬁ(bi)

iel

dla kazdego uktadu x; € R prawie wszystkich rownych zero oraz dla wszystkich
b; € B. Oczywiscie h przedtuza 3 i tatwo sprawdza sie, ze h : ' — M jest homo-
morfizmem modutéow.
Z drugiej strony, jesli zbiér B C F ma wtasno$¢ opisana w twierdzeniu, to jest
liniowo niezalezny. W przeciwnym razie mamy relacje
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pomiedzy elementami b; zbioru B (w ktorej prawie wszystkie wspotezynniki sg réwne
0). Gdyby tutaj z; # 0 dla pewnego j, to okreslamy odwzorowanie 5 : B — R ktadac
B(b;) = 1 oraz B(b;) = 0 dla i # j. Przedtuzenie § do homomorfizmu h : ' — R

daje teraz
sprzecznos$¢. A wiec zbior B jest liniowo niezalezny.

Pozostaje pokazaé, ze B generuje F'. Niech wigc F) bedzie podmodutem F' genero-
wanym przez B. Pokazemy, ze 7} = F. Rozpatrzmy odwzorowanie

5128—>F/F1, ﬁl(b):b‘{—Fl:OGF/Fl

dla wszystkich b € B. Z jednej strony, przedtuzeniem tego odwzorowania do ho-
momorfizmu hy : F — F/F; jest homomorfizm zerowy, hi(m) = 0 dla wszystkich
m € F. Z drugiej strony, przedtuzeniem odwzorowania (3; jest takze homomorfizm
kanoniczny k : F — F/F;. Wobec jednoznacznosci przedtuzenia k = h; jest ho-
momorfizmem zerowym. Ma to miejsce tylko wtedy gdy modut ilorazowy F/F jest
zerowy, to znaczy wtedy, gdy F' = F}. O]

TWIERDZENIE 3.1.2. Kazdy R—modut M jest homomorficznym obrazem pewne-
go R—modutu wolnego F. Jesli modul M jest generowany przez zbior skoriczony
n—elementowy, to M jest homomorficznym obrazem modutu wolnego z bazg n—ele-
mentowgq.

Dowéd. Niech {m; : i € I} bedzie zbiorem generatoréw R—modutu M. Rozpatruje-
my R—modut wolny F, ktérego baza ma moc |I|. Niech B = {b; : i € I} bedzie baza
modutu F. Na podstawie twierdzenia 3.1.1 przyporzadkowanie 3 : B — M, b; — m;
mozna jednoznacznie przedtuzy¢é do homomorfizmu modutéw h @ F' — M. Jest to
epimorfizm R—modutow, gdyz

zatem wszystkie elementy z danego zbioru generatoréow modutu M znajduja sie w
obrazie homomorfizmu h. Il

TWIERDZENIE 3.1.3. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym. Moc bazy wolne-
go R—modulu F' jest jednoznacznie wyznaczona przez modul F. Kazde dwie bazy
modutu wolnego F sq rownoliczne.

Dowdd. Na podstawie kursowego twierdzenia pierscien przemienny R ma co naj-
mniej jeden ideal maksymalny m. Zatem pierécien ilorazowy R/m jest ciatlem. Z
ideatem m wigzemy podmodul mF' generowany przez wszystkie iloczyny af, gdzie
a €m, f € F (zob. przyktad 2.2.7). Rozpatrujemy teraz R—modut ilorazowy F/mF
i zauwazamy, ze ma on takze strukture modutu nad cialem R/m. Rzeczywiscie,
mnozenie warstw f + mF przez skalary a + m ciata R/m okresla sie nastepujaco:

(a+m)-(f+mF)=af+mF.

Niezaleznos¢ tej definicji od wyboru elementow reprezentujacych warstwy wynika
stad, ze jeSlia—d’ e moraz f— f e mF toaf —d'f' = (a—d)f+d(f— [') € mF.
Sprawdzenie aksjomatow modutu pozostawiamy jako ¢wiczenie. W ten sposob dla
R—modutu wolnego F' skonstruowalismy przestrzenn wektorowa F'/mF nad cialem
R/m. Jesli teraz B jest baza modutu wolnego F to zbior

B+mF :={b+mF:bc B}
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jest baza przestrzeni wektorowej F'/mF nad cialem R/m. Rzeczywiscie, jesli

dla pewnych x; € R, b; € B, to > x;b; € mF. Stad wynika, ze istnieja y; € m takie,

ze
Z zib; = Z Yibi.

Zatem x; = y; € m i wobec tego wszystkie wspdtezynniki kombinacji liniowej (3.2)
sa rowne zero w ciele R/m. Dowodzi to liniowej niezaleznosci zbioru B + mF. Z
drugiej strony jest jasne, ze zbiér B + mF generuje przestrzen wektorowa F/mF
gdyz dla dowolnej warstwy f+mFE z przedstawienia f = 3 x;b; dla pewnych z; € R,
b; € B wynika, ze

fHmF = (x; + m)(b; + mF).

Zauwazmy jeszcze, ze zbiory B i B + mF' sg rownoliczne. Rzeczywiscie, gdyby dla
b1,by € B, by # by, zachodzita réwnosé by + mF = by + mF, to te dwa elementy
zbioru B4+ mF bylyby liniowo zalezne, wbrew liniowej niezaleznosci zbioru B+ mF'.
Pokazalismy wiec, ze zbior B + mF', réwnoliczny z bazg B modulu wolnego F', jest
baza przestrzeni wektorowej F//mF nad cialem R/m. Kazda baza modulu wolnego
F jest wiec réwnoliczna z pewna baza przestrzeni wektorowej F/mF. Poniewaz
kazde dwie bazy przestrzeni wektorowej sg réwnoliczne, wiec takze kazde dwie bazy
modutu wolnego F' sa réwnoliczne. O]

Inne sformutowanie twierdzenia 3.1.3 (znane jako invariant basis property, w
skrocie IBP) brzmi nastepujaco.

WNIOSEK 3.1.1. Dla kazdego pierscienia przemiennego R i dla kazdych liczb natu-
ralnych n,m, jesli R—moduty R™ i R™ sq izomorficzne, to n = m.

Uwaga 3.1.1. Wtasnosci IBP nie maja juz na ogét R—moduty wolne nad pierscie-
niami nieprzemiennymi. Mozna pokazaé¢, ze pierscienie endomorfizméw skonczenie
wymiarowych przestrzeni wektorowych (a wiec takze pierécienie macierzy M, (K)
nad dowolnym ciatem K') maja wtasnosé IBP, natomiast pierscienie endomorfizméw
przestrzeni nieskonczenie wymiarowych nie maja wtasnosci IBP.

Twierdzenie 3.1.3 pozwala wprowadzi¢ dla modutéw wolnych nad pierscieniami
przemiennymi odpowiednik pojecia wymiaru przestrzeni wektorowe;j.

DEeFINICJA 3.1.2. Niech F' bedzie modutem wolnym nad pierscieniem przemiennym.
Moc dowolnej bazy modutu F' nazywamy rangg modutu F' i oznaczamy rank F'.

STWIERDZENIE 3.1.1. Niech F' bedzie modutem nad pierscieniem przemiennym R.
F jest R—modutem wolnym rangi n wtedy i tylko wtedy gdy F' = R™.

Dowdd. Niech F bedzie R—modutem wolnym z baza B = {by,...,b,} i niech
E ={ey,...,e,} bedzie baza standardowag modutu R". Odwzorowanie 3 : B — &,
B(b;) = e; ma na podstawie twierdzenia 3.1.1 doktadnie jedno przedtuzenie do ho-
momorfizmu h : F' — R". Jest jasne, ze homomorfizm h jest surjektywny. Jesli
Yxib; € ker h, to Y- x;e; = 0, skad wynika, ze vy = --- =z, = 0. A wiec kerh =0,
skad wynika, ze h jest izomorfizmem R—modutéw.

Z drugiej strony, jesli g : R™ — F' jest izomorfizmem R—moduléw, to tatwo spraw-
dzi¢, ze g(&) jest baza modutu F' i wobec tego F' jest wolnym R—modutem. O]
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3.2 Projektywnos$¢ modutéw wolnych

W rozdziale 1 wprowadziliémy pojecie modutu projektywnego (definicja 2.5.1) i po-
kazalismy, ze kazda przestrzen wektorowa jest modutem projektywnym (twierdzenie
2.5.1). Teraz sformutujemy ogdlniejsze twierdzenie mowiace, ze takze moduty wolne
sg projektywne.

TWIERDZENIE 3.2.1. Niech F bedzie wolnym R—modutem i niech W, W' bedqg
R—modutami. Dla kaZdego surjektywnego homomorfizmu modutéow f : W — W’
homomorfizm indukowany

f* . HomR(F, W) — HomR(F, W/>

jest takze surjektywnym homomorfizmem grup abelowych. Inaczej mowige, kazdy
modut wolny jest modutem projektywnym.

Dowdd. Argumentacja uzyta w dowodzie twierdzenia 2.5.1 stosuje sie bez zadnych
zmian takze tutaj. Wykorzystujemy bowiem tylko istnienie bazy modutu F' oraz
mozliwos¢ okreslania homomorfizméw na F' poprzez zadanie wartosci homomorfizmu
na elementach bazy modutu F (twierdzenie 3.1.1). O

Sformutujemy jeszcze dwa twierdzenie o modutach wolnych i ich homomorfi-
zmach. Na podstawie twierdzenia 3.1.2 kazdy modut jest homomorficznym obrazem
pewnego modutu wolnego. Natomiast nie kazdy modut M ma homomorficzny obraz
bedacy (niezerowym) modutem wolnym. Jesli to sie zdarza, ma to wazne konsekwen-
cje dla struktury modutu M.

TWIERDZENIE 3.2.2. Jesli F' jest R—modutem wolnym, to kazdy cigg dokladny
R—modutow i homomorfizmow

0— M LM F 0
r0252CZ€epia Sie.

Dowéd. Wystarczy wskaza¢ homomorfizm rozszczepiajacy ¢ : £/ — M. Niech B =
{b; : i € I} bedzie baza modulu F. Poniewaz homomorfizm g : M — F jest
epimorfizmem, dla kazdego i € I istnieje element m; € M taki, ze g(m;) = b;. Przy-
porzadkowanie B — M, b; — m; mozna przedtuzy¢ do homomorfizmu modutéw
p: F'— M takiego, ze

Wtedy g o p(b;) = g(m;) = b;, skad wynika tatwo, ze go p = 1p. O

WNIOSEK 3.2.1. Jesli modut wolny F' jest homomorficznym obrazem modutu M, to
F' jest sktadnikiem prostym modutu M.

Dowdd. Na podstawie zalozenia istnieje rozszczepialny ciag doktadny M — F — 0
i wobec tego z wniosku 2.3.3 wynika, ze F' jest sktadnikiem prostym modutu M. [

Udowodnimy w koncu jeszcze jedng wlasno$é modutow wolnych, ktéra bedzie
grata wazna role w opisie modutéw projektywnych.

TWIERDZENIE 3.2.3. Niech F' bedzie modutem wolnym i niech h : F' — N bedzie
homomorfizmem modutow. Wtedy dla kazdego epimorfizmu g : M — N istnieje
homomorfizm o : ' — M taki, Ze h = g o «.
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Dowdéd. Rozpatrzmy diagram

w ktorym wiersz jest doktadny (co jest réwnoznaczne z surjektywnoscia homomor-
fizmu g). Niech B bedzie baza modutu wolnego F' i niech b € B. Wtedy element
h(b) € N jest obrazem pewnego elementu m € M, gdyz g jest epimorfizmem. Obie-
ramy jakikolwiek element m € M taki, ze g(m) = h(b) i ktadziemy 5(b) = m. Wtedy
odwzorowanie 3 : B — M mozna jednoznacznie przedtuzy¢ do homomorfizmu mo-
dutéw o : F — M i homomorfizm ten spetnia warunek g(«(b)) = h(b) dla kazdego
b € B. Wynika stad, ze g o « = h. Homomorfizm a wpisuje si¢ w diagram

F
o h
I—N - 0
ktory wobec g o a = h jest diagramem przemiennym. O]

Twierdzenia 3.2.1, 3.2.2 i 3.2.3 przedstawiaja trzy fundamentalne wtasnosci mo-
dutéw wolnych wyrazone poprzez wiasnosci homomorfizméw modutéw. Ale w od-
roznieniu od twierdzenia 3.1.1, nie sa to wlasnosci charakteryzujace moduty wolne.
W nastepnym rozdziale pokazemy, ze sa to wlasnosci charakteryzujace moduty pro-
jektywne.



Rozdziat 4

Moduly projektywne

Ostatnie zmiany 07.12.2004 r.

4.1 Charakteryzacja moduléw projektywnych

Moduly projektywne zdefiniowaliémy w rozdziale 1 jako moduly o wtasnosci (HI)
sformutowanej ponizej (zobacz takze definicje 2.5.1). Pokazemy teraz, ze wlasnosé
(HI) homomorfizméw indukowanych jest réwnowazna trzem innym wtasnosciom,
ktére bedziemy nazywaé odpowiednio wlasno$ciami podnoszenia homomorfizméow
(PH), rozszczepialnosci ciagéw dokladnych (CD) oraz bycia sktadnikiem prostym
modutu wolnego (SP). Kazda z tych czterech wtasnosci charakteryzuje wiec w petni
moduty projektywne i moze byé¢ przyjeta jako wlasno$é¢ definiujaca moduty pro-
jektywne. W dalszym ciagu przedstawimy jeszcze inne charakteryzacje modutéw
projektywnych.

TWIERDZENIE 4.1.1. Dla R—modutu P nastepujgce wiasnosci sq rownowazne.

(HI) Dla kazdego epimorfizmu f: M — N homomorfizm indukowany
f*:Hom(P,M)—>Hom(P,N), f*(g):fog

jest takze epimorfizmem.

(PH) Dla kazdego homomorfizmu modutéw h : P — N i dla kazdego epimorfizmu
f: M — N istnieje homomorfizm g : P — M taki, ze h = fog.

(CD) Kazdy cigg doktadny R—moduléw i homomorfizmoéw
0—- M L ML P o0

T0252C2€epia Sie.

(SP) Modul P jest skiadnikiem prostym pewnego modutu wolnego.

Dowdd. (HI) <= (PH). Jedli zachodzi (HI), to kazdy homomorfizm h : P — N
lezy w obrazie homomorfizmu indukowanego f,, to znaczy, istnieje homomorfizm
g: P — M taki, ze h = f.(g) = fog. Zatem speliony jest warunek (PH). Z drugiej
strony, jesli spelniony jest warunek (PH), to kazdy homomorfizm h : P — N jest
postaci h = f o g = f.(g). Zatem homomorfizm indukowany f, jest epimorfizmem i
speliony jest warunek (HI).

(PH) = (CD). Jesli M J.p =0 jest ciggiem dokladnym, to na podstawie
warunku (PH) diagram

31
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mozna uzupeti¢ do diagramu przemiennego homomorfizmem ¢ : P — M takim,
ze fog=1p. Zatem ciag doktadny wystepujacy w warunku (CD) rozszczepia sie.

(CD) = (SP). Wiemy, ze modut P jest homomorficznym obrazem pewnego modutu
wolnego F), a wiec istnieje ciag doktadny

0O - M — F —- P — 0.

Poniewaz na podstawie (CD) ciag ten rozszczepia sie, modul P jest sktadnikiem
prostym modutu F' (na podstawie wniosku 2.3.3).

(SP) = (PH). Przypusémy, ze F' = P @ @, gdzie F jest modutem wolnym i rozpa-
trzmy diagram

wystepujacy w warunku (PH). Niech 7 : F — P bedzie rzutowaniem modutu F
na sktadnik prosty P. Wtedy zlozenie hon : F' — N jest homomorfizmem modutu
wolnego F' w modut N. Na podstawie twierdzenia 3.2.3 modut wolny F' ma wtasnos¢
(PH), zatem istnieje homomorfizm ¢; : F — M taki, ze fo g = ho.

F
™
g1 l‘D
g h
M / ~J‘V -0

Wtedy zacie$nienie g homomorfizmu ¢g; do modutu P spetnia f o g = h, bowiem dla
p € P mamy

(f e 9)(p) = f(9(p)) = flg1(p)) = h(w(p)) = h(p).
A wiec spelniony jest warunek (PH). O

Uwaga 4.1.1. Wtasno$¢ homomorfizmu indukowanego (HI) mozna takze sformu-
towa¢ w rownowaznej postaci, ktora na pierwszy rzut oka wydaje si¢ silniejsza niz
(HI). Jest to nastepujaca whasno$é modutu P:

(HI') Jesli 0 — M’ 2 M J.N S0 jest dowolnym ciggiem dokladnym
modutéw i ich homomorfizméw, to takze

0 — Hom(P, M') -2 Hom(P, M) - Hom(P, N) — 0



4.1. CHARAKTERYZACJA MODULOW PROJEKTYWNYCH 33

jest ciggiem doktadnym.

Dowo6d réwnowaznosei (HI) <= (HI') opiera sie na obserwacji, ze dla kazdego
modutu P, jesli ciag 0 — M’ - M SN jest doktadny, to takze ciag 0 —
Hom(P, M") 5 Hom(P, M) LR Hom(P, N) jest dokladny (zob. zadanie 32). Wobec

tego (HI') stawia modutowi P jedynie wymaganie by surjektywno$é¢ homomorfizmu
f pociagala surjektywnos$¢ homomorfizmu indukowanego f., a to jest warunek (HI).

WNIOSEK 4.1.1. Kazdy modut jest homomorficznym obrazem pewnego modutu pro-
jektywnego.

Dowdéd. Na podstawie twierdzenia 3.1.2 kazdy modul jest homomorficznym obra-
zem pewnego modutu wolnego, natomiast kazdy modut wolny jest projektywny na
podstawie twierdzenia 3.2.1. O]

WNIOSEK 4.1.2. Suma prosta modutéow projektywnych jest modutem projektywnym.

Dowdd. Jesli moduty projektywne P i ) sa sktadnikami prostymi modutéw wolnych
F} i F5, odpowiednio, to modut P & @ jest sktadnikiem prostym modutu wolnego
Fy @ F. O]

WNIOSEK 4.1.3. Skiadnik prosty modutu projektywnego jest modutem projektyw-
nym.

Dowad. Jesli modut @ jest sktadnikiem prostym modutu projektywnego P i P jest
sktadnikiem prostym modutu wolnego F', to ) jest takze sktadnikiem prostym mo-
dutu wolnego F'. O

Jak dotad, wiemy tylko, ze kazda przestrzen wektorowa i ogoélniej, kazdy mo-
dut wolny jest modutem projektywnym (zob. twierdzenia 2.5.1, 3.2.1). Okazuje sie
jednak, ze klasa modutow projektywnych jest istotnie szersza niz klasa modutéw
wolnych. Pokazemy dwa przyktady modutéw projektywnych, ktore nie sa modutami
wolnymi.

Przyklad 4.1.1. Niech R; i Ry beda dowolnymi pierscieniami i niech R := R; X
Ry bedzie iloczynem kartezjanskim pierscieni Ry i Rp. Pierscien R jest wolnym
R—modutem. Potézmy

e; :=(11,0), ey :=(0,1s),

gdzie 1, jest jedynka R; oraz 1, jest jedynka R,. Wtedy
R:R1 x 0 + 0XR2:R€1+R62.

Pierécien R traktowany jako R—modut jest wiec sumg dwoch ideatow gltownych, a
wiec podmodutow modutu R. W dodatku jest to suma prosta, gdyz Re; N Rey =
(0,0), sktada sie tylko z elementu zerowego pierscienia R.

R—modut Re; jest sktadnikiem prostym R—modutu wolnego R, jest wiec modutem

projektywnym.
Z drugiej strony Re; nie ma bazy, gdyz w Re; kazdy uktad elementéw jest liniowo
zalezny. Dla dowolnych aq,...,a; € R elementy ajeq,...,are; € Re; sa liniowo

zalezne, gdyz

€y - ajer + -+ es - agey :0,
oraz ey # 0. Zatem Re; jest R—modutem projektywnym ale nie jest R—modutem
wolnym.



34 ROZDZIAL 4. MODULY PROJEKTYWNE

Przyklad 4.1.2. Niech m > 1,n > 1 beda liczbami naturalnymi i niech Z,, =
Z/mZ oraz Ly, = Z/mnZ beda pierscieniami reszt modulo m i mn. Zauwazmy, ze
odwzorowanie

f:Zpn — Zop, fla+mnZ)=a+mZ

jest homomorfizmem pierscieni. Przede wszystkim odwzorowanie h jest dobrze okre-
Slone na warstwach gdyz

a+mnZ=b+mnZ=mn|a—b=m|a—b=a+mZ=>b+mZ.

Latwo teraz sprawdzamy, ze f jest homomorfizmem pierscieni. Jak zauwazyliémy w
przyktadzie 1.2.6, wynika stad, ze kazdy Z,, modut staje si¢ Z,,, modutem, w szcze-
gblnosci wolny Z,,—modut Z,, staje si¢ Z,,,—modutem, jesli dzialanie zewnetrzne
na Z,, okreslimy nastepujaco:

(a +mnZ)(b+ mZ) = f(a+mnZ)(b+ mZ) = (a + mZ)(b+ mZ) = ab + mZ.

Stwierdzamy teraz, ze Z,,,—modul Z,, nie jest modutem wolnym. Rzeczywiscie,
poniewaz n > 1 mamy mn { m i wobec tego m + mnZ # mnZ oraz dla kazdego
elementu a + mZ modutu Z,, mamy

(m 4+ mnZ)(a +mZ) = ma+ mZ = mZ.

Oznacza to, ze kazdy jednoelementowy podzbior Z,,,—modutu Z,, jest liniowo za-
lezny i wobec tego ten modut nie ma bazy. Tak wigc Z,,,—modut Z,, nie jest wolny,
ale okazuje sie, ze przy dodatkowym zatozeniu nwd(m,n) = 1 jest on modutem
projektywnym. Wynika to ze znanego w elementarnej teorii liczb faktu, iz pier-
scien reszt Ziy,, jest izomorficzny z iloczynem kartezjanskim pierscieni Z,, i Z,, (o ile
nwd(m,n) = 1). Izomorfizm ten jest okre$lony nastepujaco:

Lnn — Loy X Ly, @+ mnZ — (a+mZ,a+ nZ).

Z przyktadu 4.1.1 wynika, ze Re; = Zpmn(1,0) = Z,, jest Zpyy,— modutem projek-
tywnym. Zatem izomorficzny z Re; modul Z,, takze jest projektywny.

4.2 Moduly projektywne nad pierscieniami lokal-
nymi

Przyktad 4.1.1 pokazuje, ze istnieja pierscienie, nad ktérymi nie wszystkie moduty
projektywne sg modutami wolnymi. Interesujace i wazne sa oczywiscie pierscienie
nad ktorymi kazdy modut projektywny jest wolny. Pierscieniami takimi sa, na przy-
ktad, wszystkie ciata. Rzeczywiscie, jesli K jest ciatem, to kazdy K— modut jest
przestrzeniag wektorowa i wobec tego ma baze. Jest zatem K —modutem wolnym.
Ten przyktad jest jednak szczegdlny o tyle, ze wszystkie K —moduty sg wolne. Szer-
szg klasa pierscieni, dla ktérych kazdy skonczenie generowany modut projektywny
jest wolny, sa pierscienie lokalne. Przypomnijmy, ze pierscien R nazywa sie lokalnym,
jesli ma doktadnie jeden ideat maksymalny. Rozpoczniemy od pewnego udcislenia
wtasnosci (SP) charakteryzujacej moduly projektywne w przypadku modutéw skon-
czenie generowanych nad dowolnymi pierscieniami.

LEMAT 4.2.1. Jesli P jest skonczenie generowanym modutem projektywnym, to ist-
nieje skorniczenie generowany modut projektywny @ taki, ze P @& @Q jest modulem
wolnym skoriczonej rangsi.
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Dowdd. Niech N bedzie modutem takim, ze F' := P @& N jest wolny. Niech {e; }ie;
bedzie bazg modutu F. Zatem F' = } ,.; Re;. Niech my,...,my bedzie zbiorem
generatoréow modutu P. Zapiszmy kazdy z generatoréw m; jako kombinacje linio-
wa elementow e;. W tych kombinacjach liniowych wystapi tylko skonczona liczba
elementow bazowych e;. Zatem istnieje podzbiér skonczony J C [ taki, ze

P C Z Rei =. Fo.
icJ
Mamy wiec ' := P & N oraz P C Fp, zatem na podstawie prawa modularnosci
(zadanie 14) mamy

Poniewaz P N N = 0 wiec tym bardziej P N (Fy N N) = 0 i wobec tego Fy =
P®(NNE). Tutaj Fy jest skonczenie generowanym modutem wolnym, zatem takze
modut ilorazowy Fy/ P jest skoniczenie generowany. Ale Fyy/P = NN Fy, zatem NNF,
jest takze skoniczenie generowany. Dla modutu @) := N N Fy mamy wiec

Pa&Q=F

gdzie Fy jest skonczenie generowanym modutem wolnym (a wiec modutem wolnym o
skonczonej randze) i @ jest skonczenie generowanym podmodutem modutu wolnego
Fy. Zatem @ jest takze projektywny. n

WNIOSEK 4.2.1. Skonczenie generowany R—modut P jest projektywny wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje R—modut Q) 1 liczba naturalna n takie, Ze

P®»Q=R"

Niech teraz R bedzie pierscieniem lokalnym i m niech bedzie jedynym ideatem
maksymalnym pierscienia R. Wtedy wszystkie elementy pierécienia R nie nalezace
do m sa odwracalne. Pierdcien ilorazowy R/m =: K jest cialem, nazywanym cialem
reszt pierscienia lokalnego R. Warstwe a + m € R/m bedziemy oznaczaé a. Zatem
"t R — K jest homomorfizmem kanonicznym.

W dowodzie ponizszego twierdzenia istotna role gra mozliwos¢ przejscia od mo-
dutu wolnego nad pierscieniem lokalnym R o randze n do przestrzeni wektorowej
nad cialem reszt K o wymiarze n poprzez zastosowanie homomorfizmu kanoniczne-
go do wspotrzednych kombinacji liniowych elementéw bazowych modutu wolnego.
Objasnimy wiec najpierw te konstrukcje.

Niech R i K beda pierscieniami i niech f : R — K bedzie surjektywnym ho-
momorfizmem pierscieni (na przyktad, R jest pierécieniem lokalnym, K jego cialem
reszt i f homomorfizmem kanonicznym). Jesli F' jest R—modulem wolnym z baza
{e1,...,e,} oraz F jest K—modutem wolnym z baza {éi,...,é,} to definiujemy
odwzorowanie

fiF—=F, O me)=> f(z;)e.
7 tatwoscig sprawdzamy, ze f jest surjektywnym homomorfizmem addytywnych
grup abelowych, ale oczywiécie nie jest homomorfizmem modutéw (gdyz F i F sa
modutami nad réznymi piercieniami). Ponadto, f jest bijekcja wtedy i tylko wtedy
gdy f jest bijekcja. Dalej, jesli P jest podmodutem modutu F, to addytywna grupa
f(P) jest faktycznie podmodutem modutu F.

TWIERDZENIE 4.2.1. Je$li R jest pierscieniem lokalnym, to kazdy skonczenie gene-
rowany projektywny R—modul jest modulem wolnym.
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Dowdd. Niech P bedzie skoniczenie generowanym R—modutem projektywnym. Na
podstawie lematu 4.2.1 istnieje skoniczenie generowany R—modut projektywny @,
taki ze

F=P®Q=R"

Niech {ey,...,e,} bedzie baza modutu wolnego F' = P @ ). Przez zastosowanie
homomorfizmu kanonicznego do wspotczynnikéw kombinacji liniowych elementéow
bazowych modutu F otrzymujemy przestrzen wektorowa F =2 K™ nad ciatem reszt K
pierscienia lokalnego R. W tej przestrzeni P i Q sa podprzestrzeniami wektorowymi
1 z pewnoscig mamy

F=P+Q.

Nie mozemy natomiast twierdzié, ze F = P @ Q gdyz podprzestrzenie P i ) mo-
ga mie¢ wspoélne niezerowe elementy. Tym niemniej, dla pewnej podprzestrzeni ()4
przestrzeni () mamy

F=P&®Q.

Rzeczywiscie, kazda baze {vi,...,v,} podprzestrzeni P N Q mozna uzupehié¢ do
bazy {v1,...,V, Vpi1, ..., v} podprzestrzeni P i do bazy {vi,..., v, Wyiq,. .., ws}
podprzestrzeni Q. Wtedy {vy, ..., 0, Vpy1, ..., Vg, Weit, ..., Ws} jest bazg przestrzeni
F. Jedli zatem Q; := lin{w,,1,...,ws}, to Q1 CQ oraz F=P® Q.

Obierzmy teraz mq,...,my € P oraz my,1,...,m, € @ tak by mq,...,my two-
rzyty baze podprzestrzeni P oraz myyq, ..., M, tworzyly baze podprzestrzeni Q.
Wtedy, wobec ' = P @ Q, elementy m, ..., M, Mei1, . .., M, tworza baze prze-
strzeni wektorowej F. Modul wolny F ma baze {ei,...,e,}, mamy wiec przedsta-
wienia

mi:Zbijej, izl,...,n, (4].)
Jj=1

gdzie B = [b;;] € M,(R) jest macierzg przejscia od bazy {e;} modutu wolnego F
do zbioru {m;} elementéw modutu F. Zauwazamy teraz, ze poddajac rownosci (4.1)
dziataniu homomorfizmu kanonicznego otrzymamy

n
m; = bijéj, Z:L...,TL.
J=1

Tym razem macierz B = [b;;] € M, (K) jest macierza przejécia od bazy {ey,...,é,}
przestrzeni F do bazy my, ..., M, M1, ..., My, tej przestrzeni. Zatem det B # 0.
Oczywiscie det B = det B i wobec tego det B nie nalezy do jadra m homomorfizmu
kanonicznego ~: R — K. Poniewaz R jest pierscieniem lokalnym i m jest jego
jedynym ideatem maksymalnym wynika stad, ze det B jest elementem odwracalnym
w pierscieniu R. Wobec tego z réwnosci (4.1) wynika, ze elementy my, ..., m,, tworza
baze modutu wolnego F' = P & (). W szczegdlnosci, kazdy element m € F ma
jednoznaczne przedstawienie w postaci

m=ami+---+amy+q, a €R, qg€EQ.
Jedli teraz m € P, to w tym przedstawieniu ¢ = 0 (gdyz wtedy ¢ € PN Q = 0) i

wobec tego m ma jednoznaczne przedstawienie w postaci m = aymy + - -+ + agmy.
Zatem my, ..., my jest bazg modutu P i jest to modut wolny. O]
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4.3 Bazy dualne

W algebrze liniowej znana jest dobrze konstrukcja bazy dualnej dla danej bazy
przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K. Jesli {v; : i € I} jest baza przestrzeni V,
to rozpatrujemy funkcjonaty liniowe ¢; : V' — K takie, ze

gOi(’Uj) = 57Lj7 Z,] eI (42)
Zbiér funkcjonalow {p; : ¢ € I} jest liniowo niezalezny, gdyz jesli

dla pewnych z1,...,z, € K, to dla kazdego 7, 1 <7 < n, mamy

0= (2101 + - + 2pn) (Vi) = 2101(V5) + - + Tpon (Vi) = Tii (Vi) = 5.

Ponadto, jesli przestrzen V ma wymiar skonczony n = |I|, to funkcjonaly ¢4, ..., ¢,
tworza baze przestrzeni dualnej V* = Homg (V, K) (przestrzeni funkcjonaléow linio-
wych na przestrzeni V') zwana bazq dualng dla bazy {vi,...,v,}. Rzeczywiscie,
funkcjonaty ¢q, ..., ¢, rozpinaja przestrzen V*, gdyz dla dowolnego ¢ € V*, jedli
©(v;) = x;, to wobec (z1p1+- + -+ Tppn) (v;) = x; funkcjonaty ¢ oraz x1p1+- - -+x,0,
dzialaja tak samo na wektorach bazy przestrzeni V', wobec tego sg réwne,

P=x1p1+ T TpPn.
Podsumujmy te uwagi w formie nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 4.3.1. Dla dowolnej przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K istnieje
monomorfizm V. — V* przeprowadzajgcy dowolng baze {v; : i € 1} przestrzeni V' na
lintowo niezalezny zbidr funkcjonatow dualnych {@; :i € I} spelniajgcych warunki
(4.2). Jesli wymiar przestrzeni V' jest skonczony, to ten monomorfizm jest izomor-
fizmem przestrzeni wektorowych.

Dowdd. Przyporzadkowanie v; — ¢; ma jednoznaczne przedtuzenie do homomorfi-
zmu przestrzeni wektorowych V' — V* na podstawie twierdzenia 3.1.1. O

Zauwazmy teraz, ze jesli v = > x;v;, to ¢;(v) = x; 1 wobec tego mamy jedno-
znaczne przedstawienie

v="> i(v)v; dlakazdego veV.

Pokazemy, ze pewien wariant tej wlasnosci baz przestrzeni wektorowej V' i prze-
strzeni dualnej V* przenosi si¢ na moduty projektywne nad dowolnym pierscieniem
przemiennym i nawet stanowi wtasnos¢ charakteryzujaca projektywnos$é modutu.
Dla dowolnego R—modutu M rozpatrujemy zbiér M* = Hompg(M, R) wszystkich
funkcjonatow liniowych na M, a wiec homomorfizméw R—moduléw M — R. Zbior
M* ze zwyklym dodawaniem funkcji jest grupa abelowsa i jesli R jest pierscieniem
przemiennym, to z mnozeniem homomorfizmow przez skalary jako dzialaniem ze-
wnetrznym jest R—modulem (zob. rozdziat 1.4). W dalszym ciagu zaktadamy, ze
R jest pierécieniem przemiennym i wobec tego M™ nazywamy modutem dualnym
modutu M.

Przyktad 4.3.1. Dla R—modulu R mamy izomorfizm R—modutéw R = R*. Rze-
czywiscie, jesli ¢ € R* oraz ¢(1) = a, to dla kazdego x € R mamy ¢(x) = p(x-1) =
zp(1) = ax. Stad tatwo wynika, ze odwzorowanie

R*— R, ¢~ (1)

jest izomorfizmem R—modutow.
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Pokazemy najpierw, ze jesli M jest modutem projektywnym, to takze M* jest
modutem projektywnym (ale inaczej niz w przypadku skonczenie wymiarowych prze-
strzeni wektorowych, M* nie jest na ogdt izomorficzny z M, nawet jesli modut M
jest skonczenie generowany). Rozpoczniemy od nastepujacego lematu.

LEMAT 4.3.1. Dla dowolnych R—modutow M i N, mamy izomorfizm
(M®&N)*=M"&N".
Dowéd. Dla ¢ € (M & N)* i wszystkich m € M, n € N mamy

@(m’ n) = 90((77% O) + (0,71)) = gp(m, O) + 90(07”>'

Interpretujemy ¢(m,0) jako wartosé¢ na m funkcjonatlu ¢( ,0) € M*, ktéry jest
zaciesnieniem |y funkcjonatu ¢ do M, i podobnie interpretujemy (0, n). Mozemy
wobec tego okresli¢ odwzorowanie

O:(M®&N) =M &N, D(p) = (¢lm @ln).

Oczywiscie ® jest homomorfizmem modutéw. Pokazemy teraz, ze homomorfizm &
jest injektywny. Nalezy wiec pokazaé, ze ker® = 0. Wynika to z nastepujacych
réwnowaznosci:
peker® <= ply=0eM* 1 ply=0eN"
<~ o(m,0) =0 i ¢(0,n) =0 dla wszystkichm € M,ne N
< ¢(m,n) =0 dla wszystkich m € M,n € N
— p=0€(MaN)".
Pozostaje pokaza¢, ze homomorfizm @ jest surjektywny. Niech ¢ € M*, ¢ € N*.

Wtedy
p:M&N— R, ©(m,n)=pi(m)+pn)

jest funkcjonatem liniowym, ¢ € (M & N)*. Ponadto ¢|y = @1, ¢|n = pa. Zatem
(I)(SO) = (@’M?SO|N) = (Spla902)
co dowodzi surjektywnosci homomorfizmu . Il

Przyklad 4.3.2. Stosujac wielokrotnie lemat 4.3.1 oraz przyktad 4.3.1, otrzymamy
dla kazdej liczby naturalnej n nastepujacy izomorfizm:

WNIOSEK 4.3.1. Jesli M jest skonczenie generowanym modutem projektywnym, to
M* jest takze skonczenie generowanym modutem projektywnym.

Dowdd. Na podstawie wniosku 4.2.1 istnieje modut N i liczba naturalna n takie, ze
M & N = R". Zatem na podstawie lematu 4.3.1 i przyktadu 4.3.2 mamy

M*®&N*=(MeN) = (R")=R"

M* jest wigc sktadnikiem prostym modutu wolnego R", zatem M* jest modutem
projektywnym. Ponadto, M* jako sktadnik prosty R" jest homomorficznym obrazem
R", zatem jest modutem skonczenie generowanym. O]
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TWIERDZENIE 4.3.2. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym. Dla skonczenie
generowanego R—modutu M nastepujgce warunki sg rownowazne.

(a) M jest projektywny.

(b) Dla kazdego zbioru generatoréw {my, ..., my,} modulu M istnieje zbior funkcjo-
natow {1, ..., pn} C M* taki, ze

n

m =Y ¢;(m)m; dlakazdego m € M. (4.3)

=1

(c) Istniejg zbidr generatoréw {my, ..., m,} modulu M i zbior {p1,..., o} C M*
takie, ze zachodzi (4.3).

Dowdéd. (a) = (b) Z tego, ze modut M jest generowany przez n elementéw wynika,
ze M jest homomorficznym obrazem modutu wolnego o randze n (zob. twierdzenie
3.1.2). A wiec istnieje epimorfizm o : R™ — M i mozemy obra¢ o tak, by o(e;) = m;,
gdzie {e1, ..., e,} jest baza standardowa modutu wolnego R™. Na podstawie definicji
modutu projektywnego istnieje homomorfizm A : M — R™ taki, ze nastepujacy
diagram jest przemienny:

M

A 1y

R i

Rozwazmy rzutowanie m; : R" — R ktére elementowi modutu R" przyporzadkowuje
jego i—ta wspéhrzedna w bazie standardowej {eq,...,e,} modutu R". Wtedy dla
kazdego elementu r = 37" | z,e; € R™ mamy

n
r= Z mi(r)e;
i=1

a wiec w szczegolnosci dla m € M mamy
Am) =" m(A(m))e;.

=1

Odwzorowanie ¢; = m;0 A : M — R jest funkcjonaltem liniowym na M i dla kazdego
m € M otrzymujemy

m = oA(m) = "(Zn:l mi(A(m))e;) = zn:lﬁi()\(m))a(ei)

Il
M=
2
>
g
H

@
I
—

I
[M]=
5
3
E

@
Il
—

(b) = (¢) Ta implikacja jest oczywista.
(¢c) = (a) Rozpatrujemy znowu homomorfizm o : R" — M taki, ze o(e;) = my,
gdzie {ey1, ..., e,} jest baza standardowa modutu wolnego R". Poniewaz elementy m;
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tworzg zbiér generatoréw modutu M, homomorfizm o jest epimorfizmem. Pokazemy,
ze ciag doktadny
R" -2 M —0

rozszczepia sie. Definiujemy homomorfizm
PiM R r(m) =Y pim)e;
i=1
i dla kazdego m € M obliczamy

or(m) = U(Z pi(m)e;) = Z(Pi(m)g(ei) = Z@i(m)mi =m.

i=1 i=1 '

A wiec T rozszczepia o i wobec tego M jest sktadnikiem prostym R™. To dowodzi
(a). O

Zbiory generatoréw {my,...,m,} modutu M i funkcjonatéw {¢1,...,¢,} ma-
jace wtasnosci opisane w lemacie nazywamy bazami dualnymi modutow M i M*.
Oczywiscie nie sa to na og6t bazy modutéow M i M*, odpowiednio. Gdyby tak byto,
to modutly te bylyby wolne, a sa tylko projektywne. Elementy {m,...,m,} nie sa
liniowo niezalezne jesli M nie jest modutem wolnym.

Mozemy teraz udowodni¢ dla moduléw projektywnych odpowiednik elementar-
nego ale waznego faktu o istnieniu funkcjonatu liniowego na przestrzeni wektorowej,
ktory nie zeruje sie na wybranym wektorze.

WNIOSEK 4.3.2. Niech M bedzie R—modutem projektywnym. Dla kazdego m € M,
m # 0, istnieje funkcjonal ¢ € M* taki, ze p(m) # 0.

Dowdd. Podamy dowodd tylko w przypadku skoniczenie generowanych modutéw pro-
jektywnych. Mozemy wtedy wykorzystaé¢ twierdzenie 4.3.2. Poniewaz m # 0, jeden
z funkcjonalow ¢; speliajacych (4.3) nie znika na m. O

4.4 Idealy projektywne

Kazdy ideatl 7 pierscienia R jest R—modutem. Podamy tutaj charakteryzacje tych
ideatow, ktore sa R—modutami wolnymi lub projektywnymi.

TWIERDZENIE 4.4.1. Ideal T pierscienia R jest R—modutem wolnym wtedy @ tylko
wtedy gdy T jest ideatem glownym.

Dowod. Jesli T jest modutem wolnym, to musi mie¢ baze jednoelementows, gdyz
kazde dwa elementy ideatu Z sg liniowo zalezne nad R. Wynika to z rownosci ba —
ab = 0 dla dowolnych a,b € Z. Jesli zatem Z jest wolny to jest idealem glownym.
Na odwrét, ideat gtéwny Z = Ra jest R—modutem wolnym z baza {a}. O

Pokazemy teraz, ze twierdzenie o bazach dualnych pozwala sformutowaé przej-
rzysty warunek konieczny i wystarczajacy na to by ideat Z pierscienia catkowitego
R byt R—modutem projektywnym.

TWIERDZENIE 4.4.2. Niech R bedzie pierScieniem catkowitym i niech K bedzie
ciatem utamkow pierscienia R. Ideal skonczenie generowany I pierScienia R jest
R—modutem projektywnym wtedy i tylko wtedy gdy jest spelniony nastepujocy wa-
runek:
(IP) Istnieje zbior generatoréw ay, . . ., a, ideatu I i elementy x1, ..., x, € K takie,
ze x;2 C R oraz

ria1 + -+ xha, = 1.
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Dowdd. Pokazemy najpierw, ze warunek (IP) pocigga projektywnosé ideatu Z. Za-
ktadajac (IP) mozemy okresli¢ odwzorowania

vi: L — R, ¢j(a)=mxa dlawszystkich a€Z.

Tutaj zatozenie, ze x;,Z C R gwarantuje, ze wartosci ¢; naleza do R. Odwzorowania
©; sa oczywiscie funkcjonatami liniowymi na R—module Z i na podstawie (IP) kazdy
element a € 7 ma przedstawienie postaci

n n
a= inaai = Z vila)a;.
i=1 i=1

Na podstawie twierdzenia 4.3.2 o bazach dualnych skonczenie generowany R—modut
7 jest projektywny.

Zaloézmy teraz, ze Z jest R—modutem projektywnym. Na podstawie twierdzenia o
bazach dualnych istnieje zbiér generatoréw aq, ..., a, € Z oraz funkcjonaty liniowe
©Y1,..,n : T — R takie, ze dla kazdego a € Z mamy przedstawienie

a= igoi(a)ai. (4.4)

Zauwazmy, ze dla dowolnych a,b € 7 i dla dowolnego funkcjonatu ¢; mamy

bpi(a) = pi(ba) = ¢;(ab) = ap;(b).
Zatem dla kazdych a,b € Z, ab # 0, mamy

pi(a) _ »i(b)
a b’

1=1,2,...,n.

Z przedstawienia (4.4) otrzymujemy teraz

a

1= Z SOZ(GJ) a;.
=1

Dla z; := %T@ mamy ponadto z;b = €49 . p = ©i(b) € R dla kazdego b € Z. Zatem

a

x;Z C R i wobec tego spelniony jest warunek (IP). ]

Wykorzystujac twierdzenie 4.4.2 wskazemy teraz typowy przyktad skonczenie
generowanego modutu projektywnego, ktory nie jest modutem wolnym.

Przyktad 4.4.1. Niech R = Z[y/—5] = {a—l—b\/—5 ta,be Z} i niech 7 bedzie
ideatem pierécienia R generowanym przez liczby 21 1+ /—5:

T=(2,1+vV-5)=2R+(1++v—5)R.

Zauwazmy najpierw, ze Z jest idealem wtasciwym pierscienia R, to znaczy Z # R.
W przeciwnym razie 1 € Z, zatem istniejg «, § € R takie, ze

20+ (1+V=5)5=1.
Mnozac te réwnos¢ stronami przez 1 — +/—5 otrzymujemy

2(1 —v=5)a+68=1—+-5,
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skad wynika, ze 2 dzieli 1 — /=5 w pierécieniu R, sprzecznosé¢. A wiec Z # R.
Pokazemy teraz, ze Z jest projektywnym R—modutem. Zgodnie z twierdzeniem 4.4.2
wystarczy wskazaé rownosé

101 + ToQg = 1

gdzie z1,20 € K = Q(v/=5), a1 = 2,a9 = 1 + /=5 oraz z;Z C R. Wobec réwnosci
(-1)-2+i1-vV-5)-(1+v-5)=1

mozemy przyjac

1 =—1, z3=3(1-+v-5).

Musimy jedynie sprawdzi¢, ze x;Z C R. Oczywiscie wystarczy pokazac, ze iloczyny
generatorow ideatu Z przez x, nalezg do R. Jest jasne, ze 2 -5 =1 —+/—5 € R.

Natomiast
(1+vV=5)-2a=2(1+V=5)-(1-vV=5)=3€R.

Wobec tego Z jest R—modutem projektywnym na podstawie twierdzenia 4.4.2.
Pozostaje pokazaé¢, ze 7 nie jest wolnym R—modutem. Na podstawie twierdzenia
4.4.1; jesli Z jest wolny to jest ideatem gléownym. Najpierw zauwazmy, ze T # R.
Rzeczywiscie, Jesli Z = R, to 1 € Z, zatem

2z +yvV-5)+ (1+vV=5)(s+tvV=5) =1

dla pewnych x,y,s,t € Z. Stad 2x + s — 5t = 1 oraz 2y + s +t = 0 i po dodaniu
stronami otrzymamy 2z + 2y + 2s — 4t = 1, sprzecznosc.

Przypusémy, ze Z = (a) = Ra. Poniewaz 2,1 4+ /=5 € T wiec istnieja a, 3 € R
takie, ze

2=aa, 1++V-5=pa.

Obliczajac normy otrzymujemy
4= N(a)N(a), 6=N(1++v-5)=N(S)N(a).

Tutaj N(a) > 1, gdyz w przeciwnym razie a € R bylby elementem odwracalnym i
wobec tego Z = (a) = R, sprzecznoéé. Zauwazmy tez, ze norma liczby z+yv/—5 € R
jest réwna x? + 5y?, zatem nie moze by¢ réwna 2 ani 3. Stad wynika, ze N(a) =
N(B) =11 wobec tego 4 = N(a),6 = N(a), sprzecznosé. Zatem Z nie jest ideatem
gtéwnym i takze nie jest wolnym R—modutem.

Uwaga 4.4.1. Przyktad 4.4.1 jest bardzo typowy dla idealéw w pierscieniach licz-
bowych. Jesli K jest dowolnym skonczonym rozszerzeniem ciata liczb wymiernych Q
(w naszym przykladzie K = Q(v/—=5)) i R jest pierécieniem wszystkich liczb alge-
braicznych catkowitych w ciele K (w naszym przyktadzie R = Z[v/—5]), to mozna
pokazac, ze kazdy ideat T pierscienia R jest R—modutem projektywnym. Ponadto,
7 jest wolnym R—modutem wtedy i tylko wtedy gdy jest ideatem gtéwnym.



Rozdziat 5

Dualnosé

Ostatnie zmiany 14.12.2004 r.

5.1 Dualnosé w przestrzeniach wektorowych

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K. Przestrzen V* = Homg (V, K)
wszystkich funkcjonatow liniowych o : V — K nazywamy przestrzeniq dualng prze-
strzeni V' (lub przestrzenia sprzezona z V). W rozdziale 3.3 ustaliliSmy juz, ze jesli
{v; : i € I} jest baza przestrzeni V', to funkcjonaly liniowe ¢; : V' — K spelniajace

pi(vj) =0y, 1,j€1
sg liniowo niezalezne i jesli V' jest skonczenie wymiarowa, to tworza baze przestrzeni

dualnej V*. Zatem (na podstawie twierdzenia 3.1.1) istnieje doktadnie jeden mono-
morfizm przestrzeni wektorowych

AV =V*

taki, ze A(v;) = ¢; dla i € I. Ponadto, monomorfizm ten jest izomorfizmem, jesli V/
ma skonczony wymiar. Mamy wiec nastepujace twierdzenie (zob. twierdzenie 4.3.1).

TWIERDZENIE 5.1.1. Jesli V' jest dowolng przestrzeniq wektorowq, to istnieje mo-
nomorfizm V.— V*. Jesli V' jest skonczenie wymiarowq przestrzenig wektorowq, to
przestrzenie V 1 V* sq izomorficzne.

Kazda przestrzen wektorowa ma swoja przestrzen dualng. W szczegolnosci wiec
jesli V' jest dowolna przestrzenig wektorowa, to przestrzen V* ma swoja przestrzen
dualna (V*)*, ktéra bedziemy oznacza¢ V** i nazywaé przestrzenig bidualng prze-
strzeni V. Zatem

V* = Homg (V*, K)
jest przestrzenia wszystkich funkcjonatéw liniowych na przestrzeni V* (funkcjonatéw
liniowych na przestrzeni V). Zauwazmy najpierw, ze jesli przestrzen V' ma skonczony
wymiar n, to dimg V* = n na podstawie twierdzenia 5.1.1 i na podstawie tego
samego twierdzenia takze przestrzenie V* i V** sg izomorficzne, maja wiec ten sam
wymiar. Zatem jesli V' ma skonczony wymiar, to

i wobec tego mamy izomorfizmy przestrzeni wektorowych V =2 V* = /*,

Na pierwszy rzut oka elementy przestrzeni bidualnej wydaja si¢ bardzo skomplikowa-
ne, tymczasem jednak istnieje bardzo prosty i naturalny sposob wskazania funkcjo-
natéw liniowych na przestrzeni V*. Niech bowiem v € V' bedzie ustalonym wektorem
przestrzeni V. Wiazemy z nim funkcje

1: V' =K, Ua)=a).

43



44 ROZDZIAE 5. DUALNOSC

U jest funkcjonatem liniowym na przestrzeni V*, gdyz dla dowolnych funkcjonaléw
a, 8 € V*1idowolnych a,b € K mamy

U(aa+ bf) = (aa + bf)(v) = aa(v) + bF(v) = av(a) + bv(f).

A wiec U jest elementem przestrzeni bidualnej V** przestrzeni V. Mamy teraz od-
wzorowanie

AV =V Av) =7, (5.1)

ktore jest homomorfizmem przestrzeni wektorowych. Rzeczywiscie, dla a,b € K oraz
v,w € V mamy

—

Aav 4+ bw) = av + bw

oraz dla kazdego o € V*,

—

(av + bw)(a) = a(av + bw) = ac(v) + ba(w) = at(a) + b (a) = (av + bw)(c).

Zatem
Aav + bw) = av + bw = av + b = aA(v) + bA(w).

Homomorfizm A : V' — V** ma nastepujaca fundamentalna wlasnosé.

TWIERDZENIE 5.1.2. Homomorfizm A : V. — V** jest monomorfizmem. Jesli prze-
strzen V' jest skonczenie wymiarowa, to homomorfizm X jest izomorfizmem prze-
strzeni wektorowych.

Dowdéd. Pokazemy najpierw, ze homomorfizm (5.1) jest réznowartosciowy. Niech
wiec v € V oraz AM(v) =0 =0 € V**. Wtedy

a(v) =0(a) =0

dla kazdego funkcjonaltu o € V*. Stad wynika, ze v = 0, gdyz gdyby v # 0, to
istnieje baza B przestrzeni V', do ktérej nalezy wektor v i wtedy mozna okresli¢
niezerowy funkcjonal liniowy ¢ na V', na przyktad taki, ze p(v) = 1 oraz p(u) =0
dla pozostalych wektoréw u bazy B. Zatem ker A = 0 co oznacza, ze homomorfizm
A jest roznowartosciowy. Jesli wymiar przestrzeni V jest skonczony, to przestrze-
nie V** oraz V maja rowne wymiary i z roznowarto$ciowosci A wynika, ze A\ jest
izomorfizmem przestrzeni wektorowych. [l

A wiec skonczenie wymiarowa przestrzen wektorowa jest naturalnie izomorficzna
ze swoja przestrzenia bidualna. Opis funkcjonatéw liniowych na przestrzeni V* jest
przy tym zaskakujaco prosty. Dla kazdego funkcjonatu liniowego 7 : V* — K istnieje
doktadnie jeden wektor v € V' taki, ze 7(«) = a(v) dla wszystkich o € V*.

Twierdzenia 5.1.1 i 5.1.2 stanowia wzorzec twierdzen o dualnosci dla modutow
nad dowolnymi pierscieniami. W tym rozdziale pokazemy, ze twierdzenia te maja
swoje naturalne uogélnienia dla modutéw wolnych nad dowolnymi pierscieniami.
Pokazemy takze, ze twierdzenie 5.1.2 ma jeszcze ogdlniejsza wersje dla moduléw
projektywnych nad dowolnymi pierécieniami, natomiast twierdzenie 5.1.1 nie ma
juz pelnego odpowiednika dla modutéw projektywnych.
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5.2 Homomorfizmy modutéw homomorfizméw

Oméwimy tutaj pewna ogdlng konstrukcje homomorfizméow pomiedzy modutami ho-
momorfizméw, ktoéra jako szczegdlne przypadki obejmuje homomorfizmy indukowane
(okreslone w rozdziale 1.4.1) oraz homomorfizmy transponowane, ktére wykorzysta-
my ponizej.
Niech R bedzie pierécieniem przemiennym i niech A, B, C, D beda R—modutami.
Niech
a:A—B, pf:B—-C, ~:C—D

bedg homomorfizmami moduléw. Wtedy otrzymujemy homomorfizm modutéw
yofoa:A— D.

Odpowiedni diagram wyglada nastepujaco:

W ten sposéb kazdemu homomorfizmowi § € Hom(B, C) mozemy przyporzad-
kowa¢ homomorfizm vy o foa € Hom(A, D). Tak okresla si¢ homomorfizm modutéw

Hom(c, ) : Hom(B,C) — Hom(A, D), Hom(a,v)(B) = yo B oa.

Sprawdzenie, ze Hom(a, ) jest rzeczywiscie homomorfizmem modutéw pozostawia-
my Czytelnikowi jako latwe ¢wiczenie. Nalezy zwrdci¢é uwage na to, ze kazda para
homomorfizméw «, vy wyznacza odpowiedni homomorfizm Hom(«,v). Wykorzysta-
my te mozliwos¢ w trzech szczegdlnych sytuacjach.

Przyktad 5.2.1. Rozwazmy szczegdlny przypadek gdy A = B oraz o = 14.

14

A A

yopB B

Wtedy mamy homomorfizm
Hom(14,7) : Hom(A,C) — Hom(A, D), Hom(14,7)(8) =0 .

Ten homomorfizm oznaczyliSmy w rozdziale 1.4.1 symbolem 7, i nazwaliSmy ho-
momorfizmem indukowanym przez homomorfizm . Poniewaz zamierzamy okresli¢
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jeszcze jeden homomorfizm pomiedzy modutami homomorfizméw, ktory takze za-
stuguje na nazwe homomorfizmu indukowanego, homomorfizm v, mozemy nazywaé
pierwszym homomorfizmem indukowanym. A wiec dla homomorfizmu v : C' — D
mamy

Ve Hom(A,C’)—> Hom(A7D)7 7*(6) :’yoﬂ
Przyklad 5.2.2. Rozwazmy szczegolny przypadek gdy C' = D oraz v = 1¢.

«

A

B

foa g

1c

Wtedy mamy homomorfizm
Hom(a,1¢) : Hom(B,C) — Hom(A,C), Hom(a,1¢)(8) = [oa.

Ten homomorfizm oznaczamy symbolem «o* i takze nazywamy homomorfizmem in-
dukowanym przez homomorfizm «. Dla rozréznienia ~, i a* homomorfizm o* nazy-
wamy drugim homomorfizmem indukowanym. A wiec dla homomorfizmua : A — B
mamy

a* : Hom(B,C) — Hom(A,C), «o*(B)=pfoa.

Przy pomocy drugiego homomorfizmu indukowanego definiuje sie wazne pojecie mo-
dutu injektywnego. Méwimy, ze modut P jest injektywny, jesli dla kazdego injektyw-
nego homomorfizmu f: M — N drugi homomorfizm indukowany

f*:Hom(N, P) — Hom(M, P), f*(B)=pof
jest epimorfizmem.
TWIERDZENIE 5.2.1. Niech
0-M LML N0 (5.2)

bedzie rozszczepialnym ciggiem doktadnym R—modutow i ich homomorfizmow. Wte-
dy dla dowolnego R—modutu P takze ciggt

0 — Hom(P, M’) -2 Hom(P, M) - Hom(P, N) — 0 (5.3)
0 — Hom(N, P) L Hom(M, P) < Hom(M’, P) — 0 (5.4)

sq doktadne i rozszczepiajq sie.

Szkic dowodu. Najpierw pokazujemy, ze jesli ciag (5.2) jest doktadny, to dla kazdego
R—modutu P ciagi

0 — Hom(P, M’) -2~ Hom(P, M) LN Hom(P, N)

0 — Hom(N, P) -5 Hom(M, P) £ Hom(M', P)
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sa dokladne. Nastepnie wykorzystujac, ze f jest surjekcja i ciag (5.2) rozszczepia
sie, pokazujemy, ze w ciagu (5.3) homomorfizm f, jest surjekcja. Dalej, jesli homo-
morfizm ¢ : N — M rozszczepia f, to znaczy foy =1y, to (fop), = fi o0 v, jest
identycznoscia na module Hom(P, N), a wiec @, rozszczepia f.. Zatem ciag (5.3)
jest doktadny i rozszczepia sie.

Podobnie dowodzi sie, ze ciag (5.4) jest doktadny i rozszczepia sie. O

Przyktad 5.2.3. Rozwazmy szczegdlny przypadek gdy C' = D = R oraz v = 1p.
Wtedy mamy homomorfizm

Hom(a, 1g) : Hom(B, R) — Hom(A, R), Hom(a,1g)(3) = o a.
Jest to zatem szczegdlny przypadek drugiego homomorfizmu indukowanego
a* = Hom(a,1¢) = Hom(a, 1R).

Ten homomorfizm oznaczamy symbolem ‘o i nazywamy transpozycja homomorfizmu
a. A wiec dla homomorfizmu o : A — B homomorfizmem transponowanym jest
homomorfizm

‘a: B* — A%, fa(B) = Boa.

Odnotujmy dwie wlasno$ci homomorfizmu transponowanego. Po pierwsze, dla ho-
momorfizmu identyczno$ciowego 14 : A — A mamy

"(14)(8) =Bola=p.
Zatem '(1y) jest identycznos$cia na A*.
Po drugie, dla homomorfizméw o : A — B, 6 : C — A, ich ztozenia a0 : C — B
i dla homomorfizméw transponowanych
‘a:B*— A*, 5. A*—=C* Yaod):B*—C*
mamy

(ao0d)(B)=po(acd)=(Boa)od="a(B)od="0(a(3))= ("0 a)().

A wiec
Haod)="50"a.

Zanotujmy takze szczegblny przypadek twierdzenia 5.2.1.

WNIOSEK 5.2.1. Jesli 0 — M’ % M L N 0 jest rozszczepialnym ciggiem
doktadnym R—modutow i ich homomorfizméw to takze cigg

* i * tg %
0> N*"— M"— M™ —0
jest doktadny i rozszczepia sie.
Zauwazmy jeszcze, ze dla homomorfizmu transponowanego ‘o : B* — A* homo-

morfizmu « : A — B istnieje takze homomorfizm transponowany ‘(*(«a)) : A** —
B**, ktéry oznaczamy "o 1nazywamy drugq transpozycjg homomorfizmu c.
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5.3 Modul bidualny

Zbadamy teraz w jakim zakresie rezultaty dotyczace dualnosci skonczenie wymiaro-
wych przestrzeni wektorowych przenosza sie na skonczenie generowane moduty nad
dowolnym pierscieniem przemiennym R. Dla utatwienia sledzenia analogii konstruk-
¢ji zachowamy oznaczenia, ktore stosowalismy dla przestrzeni wektorowych.

Niech wiec V' bedzie modutem nad pierscieniem przemiennym R. Modut V* =
Homg(V, R) wszystkich funkcjonaléw liniowych ¢ : V — R nazywamy modulem
dualnym modutu V' (lub modutem sprzezonym z V). W rozdziale 3.3 ustaliliSmy juz
nastepujace wtasnosci modutu dualnego:

e R* = Homg(R, R) jest izomorficzny z R—modutem R (przyklad 4.3.1).
o (R")*= R"™ (przyktad 4.3.2).

o Jesdli V jest skonczenie generowanym modulem projektywnym, to takze V* jest
skorficzenie generowanym modutem projektywnym (wniosek 4.3.1)

o (VaoU) =2V*agU* dla dowolnych R—modutéw V,U (lemat 4.3.1).

Druga z powyzszych wtasnosci stwierdza, ze modul wolny o skonczonej randze jest
izomorficzny ze swoim modutem dualnym, co jest uogélnieniem twierdzenia 5.1.1.
Takie twierdzenie nie jest juz jednak prawdziwe dla skonczenie generowanych mo-
dutéw projektywnych (zob. przyktad 5.5.1).

Ustalimy teraz zwigzek miedzy modutem V' i jego modutem bidualnym V**. Dla
dowolnego R—modutu V' okreslamy odwzorowanie

)\V V- V**, Av(U) = @, (55)

gdzie v € V oraz v : V* — R jest funkcjonatem liniowym na module V* okreslonym
nastepujaco:
U(p)=p(v) dla ¢eV™.

Odwzorowanie Ay jest homomorfizmem R—moduléw, gdyz dla dowolnych a,b € R,
u,w € V oraz ¢ € V* tak jak w przypadku gdy V jest przestrzenia wektorows,
mamy

—

(av +bw)(p) = p(av + bw) = ap(v) + bp(w) = av(p) + bi(p) = (av + bw)(p),

skad
AMav + bw) = av + bw = ab + b = aA(v) + bA(w).

Homomorfizm Ay : V' — V** jest okre$lony uniwersalng formuta (5.5) dla kazdego
modutu V. W szczegélnosci, homomorfizm Ay jest okreslony dla kazdej przestrze-
ni wektorowej V' (gdy pierscienn R jest ciatem). W algebrze liniowej standardowym
sposobem okreélania homomorfizméw na przestrzeni wektorowej V' jest zadanie ho-
momorfizmu poprzez jego wartosci na wybranej bazie przestrzeni V. W przypadku
homomorfizmu Ay niepotrzebny jest zaden wybdr bazy przestrzeni V i w dodatku
formuta (5.5) stosuje sie do kazdego R—modutu V. Te nadzwyczajna uniwersalnosé
homomorfizmu Ay podkresla twierdzenie 5.3.1. Objasnia ono co rozumiemy przez
kanonicznosé lub naturalno$¢ homomorfizmu Ay .

TWIERDZENIE 5.3.1. Niech V,U bedg modutami nad pierscieniem R. Dla kazdego
homomorfizmu modutéw f :V — U mamy diagram przemienny
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v

U

Av AU

w ktérym f jest drugq transpozycjg homomorfizmu f.

Dowdd. Pokazemy, ze Ay f(v) = “fAy(v) dla kazdego elementu v € V. Przede
wszystkim zauwazmy, ze

—

Nof() = flv). edze f(v):U" =R [(0)(8) = 5(f(v))
dla kazdego 3 € U*, oraz
iy (v) = "f(0), gdzie ©:V*— R, (a)=av)

dla kazdego a € V*. Poniewaz f(v), *f(9) € U™ sa funkcjonatami liniowymi na
module U*, wiec aby udowodni¢, ze sg one réwne bierzemy dowolny funkcjonat
[ € U* i sprawdzamy, ze

F)(B) = B(f(v) = (Bo f)(v),
“EDYB) = () @)(B) = (@0 )(B) =(F(B) =D(Bo f) = (Bo f)v).

Dowodzi to przemiennosci naszego diagramu. O]

5.4 Dualnos¢ w modutach wolnych

Dla modutéw wolnych zachodza obydwa twierdzenia o dualnosci przestrzeni wekto-
rowych (twierdzenia 5.1.1 oraz 5.1.2).

TWIERDZENIE 5.4.1. Jesli V' jest dowolnym modutem wolnym, to istnieje mono-
morfizm V. — V*. Jesli V' jest modutem wolnym o skonczonej randze, to modutly V
i V* sq izomorficzne.

Dowdd. Niech B = {v; : i € I} bedzie bazg modutu wolnego V. Rozpatrujemy funk-
cjonaty liniowe ¢, : V' — R takie, ze

©0i(v;) = 0i5, 4,5 €l
Funkcjonaly {¢; : i € I'} sa liniowo niezalezne, gdyz jesli
11+ F T =0
dla pewnych x1,...,z, € R, to dla kazdego 7, 1 < i < n, mamy
0= (z11 + -+ Tnion) (Vi) = T101(0:) + - + Toon(vi) = Tipi(vi) = ;.

Odwzorowanie 3 : B — V* takie, ze 5(v;) = ¢; ma jednoznaczne przedtuzenie do
homomorfizmu modutéw A : V' — V* na podstawie twierdzenia 3.1.1. Poniewaz
zbiér 5(B) jest liniowo niezalezny, homomorfizm A jest monomorfizmem. Dowodzi
to pierwszej czesci twierdzenia.
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Zat6zmy teraz, ze V ma skonczona range n = |I|. Wtedy funkcjonaly 1, ..., ¢,
rozpinaja modut V*, gdyz dla dowolnego ¢ € V*, jesli p(v;) = x;, to wobec (x1p1 +
o 4 xpen)(v;) = x; funkcjonalty ¢ oraz xy¢y + -+ - + z,p, dzialaja tak samo na
elementach bazy modutu wolnego V', wobec tego sa roéwne,

P =T101+ "+ TpPn-

Zatem funkcjonaly 1, ..., ¢, tworza baze modutu V* zwana baza dualng dla bazy

vy, ...,v, modutu V. Wynika stad, ze V* jest takze modutem wolnym i ma range
rowng randze modutu wolnego V. Homomorfizm A przeprowadza baze B modutu V
na baze dualng 3(B) modutu V* i wobec tego jest izomorfizmem. O]

Zauwazmy jeszcze, ze dla drugiej czesci twierdzenia 5.4.1 mamy niezalezny do-
wod. R—modul wolny V' rangi n jest izomorficzny z R™ natomiast V* = (R")* = R"
na podstawie przyktadu 4.3.2.

TWIERDZENIE 5.4.2. Dla kazdego modutu wolnego V- homomorfizm
)\V V- V**, Av(’l}) =0

jest monomorfizmem modutow. Jesli modut wolny V' ma skonczong range, to Ay jest
izomorfizmem modulow.

Dowdd. Przypusémy, ze Ay (v) = 0 dla pewnego niezerowego elementu v € V. Ozna-
cza to, ze 0(f) = B(v) = 0 dla kazdego funkcjonatu 5 € V*.

Niech B = {v; : i € I} bedzie baza modutu V. Rozpatrujemy funkcjonaly liniowe
w; 'V — R takie, ze

(pi(vj) = (5ij7 ’L,j € I.

Jesli v =3 x;v;, to x; = @;(v) 1 skoro v # 0, to przynajmniej jedna wspotrzedna z;
nie jest réwna zero. Wtedy 0(p;) = ¢;(v) = ; # 0, wbhrew temu, ze G(v) = 0 dla
kazdego 3 € V*. Zatem ker A\yy = 0 i Ay jest monomorfizmem.

Zatozmy teraz, ze modut wolny V' ma skonczong range. W dowodzie poprzednie-
go twierdzenia pokazalismy, ze jesli V' jest modutem wolnym o skoniczonej randze, to
V* jest takze modutem wolnym i ma range réwna randze modutu wolnego V. Ten
sam argument stosuje sie do V* i V**. Zatem jesli V' jest modutem wolnym o randze
n, to takze V* i V** sg modutami wolnymi o randze n i moduty V, V* V** sa parami
izomorficzne. Izomorfizmy te otrzymamy obierajac w kazdym z wymienionych mo-
dutéw wolnych baze i definiujac odpowiednie izomorfizmy poprzez ich odpowiednie
okreslenie na bazach moduléw. Nasze twierdzenie méwi jednak, ze homomorfizm
Ay o Vo — V™ jest izomorfizmem. Okazuje sie, ze \y przeprowadza kazda baze B
modutu V' na baze modutu V** dualna do bazy modutu V* dualnej z baza B.
Niech {vy,...,v,} bedzie bazg modutu V' i niech {¢1,...,¢,} bedzie baza dualng
modutu V*. Przypomnijmy, ze

Av(v) =05, gdzie Ui(p;) = ¢j(vi) = dji.
Zatem {v1,...,0,} jest baza modutu V** dualng wzgledem bazy {1, ..., @,} mo-

dutu V* 1 homomorfizm Ay przeprowadza baze {v,...,v,} modutu wolnego V' na
baze {v1,...,0,} modutu wolnego V**. A wiec Ay jest izomorfizmem modutéow. [
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5.5 Dualnos¢é w modutach projektywnych

Dla modutéw projektywnych nie funkcjonuje pierwsze twierdzenie o dualno$ci mo-
wigce, ze modul jest izomorficzny ze swoim modutem dualnym. Natomiast dla kaz-
dego skonczenie generowanego modutu projektywnego prawdziwe jest drugie twier-
dzenie o dualnoéci i dowod tego twierdzenia przedstawimy w tym rozdziale.

Przyktad 5.5.1. Zasygnalizujemy tutaj istnienie skoniczenie generowanego modutu
projektywnego P takiego, ze P 2 P*. Niestety przyktad modutu o takich wtasno-
Sciach wymaga uzycia pojec¢ i faktéw wykraczajacych poza ten wyktad. Czytelnik,
ktory zna podstawowe pojecia teorii pierscieni Dedekinda zaakceptuje ponizsze in-
formacje.

Niech R bedzie pierscieniem catkowitym i niech K bedzie ciatem utamkow pier-
Scienia R. Idealem utamkowym ciata K nazywamy kazdy R—podmodut 7 ciata K
dla ktérego istnieje rozny od zera element a € R taki, ze aZ C R. W szczegdlno-
sci wiec kazdy ideal 7 pierécienia R jest ideatem utamkowym w K (mozna wziaé
a = 1). Definiujemy iloczyn ideatéw utamkowych 7 oraz J ciata K podobnie jak ilo-
czyn idealtow pierscienia jako zbiér wszystkich skonczonych sum Y a;b;, gdzie a; € Z
oraz b; € J. Latwo stwierdzi¢, ze to mnozenie ideatéw utamkowych jest dziataniem
przemiennym i tacznym oraz ideal jednostkowy (1) = R jest elementem neutralnym
tego dziatania. Ideaty utamkowe tworza wiec monoid.

Dla kazdego ideatu utamkowego 7 ciata K ktadziemy

I7'={z € K :2Z C R}.

Latwo sprawdzi¢, ze ZZ' C R oraz 7' jest ideatem utlamkowym ciala K. Jesli Z7' =
R, to ideat 7 jest odwracalny w monoidzie idealéw utamkowych ciata K. Piszemy
wtedy Z-! zamiast Z’. Okazuje sie przy tym, ze ideal Z jest odwracalny wtedy i
tylko wtedy gdy jest projektywnym R—modutem. Latwo stwierdzi¢, ze jesli Z jest
ideatem odwracalnym, to Z=! & 7* = Homg(Z, R).

WeZmy teraz w pierécieniu R ideatl Z taki, ze Z° = (a) = aR jest ideatem
gtéwnym, ale Z i 72 nie sg ideatami gléwnymi. Wtedy Z % Z? gdyz mozna udowodnié¢
(jest to szczegdlny przypadek tak zwanego twierdzenia Steinitza), ze jesli dwa idealy
T, J pierscienia catkowitego sg izomorficznymi R—modutami, to istnieje element
¢ € R taki, ze T = ¢J. Gdyby wiec T = 72 to Z = Z?, skad I? = ¢I3 = (ca) jest
ideatem gtownym, wbrew zatozeniu. W tej sytuacji mamy

T2 =(a)T ' 2T 2T

a wiec projektywny R—modut Z nie jest izomorficzny z modutem dualnym Z*.

[stnienie idealéw o powyzszych wlasnosciach mozna wskaza¢ w wielu pierscie-
niach Dedekinda. Pierscien catkowity R jest pierscieniem Dedekinda wtedy i tyl-
ko wtedy gdy kazdy niezerowy ideal utamkowy ciata utamkéw K pierscienia R
jest odwracalny, lub réwnowaznie, gdy monoid ideatéw utamkowych ciata K jest
grupa (zob. J. Browkin, Teoria cial, PWN Warszawa 1977, str. 259). Konkretne
przyktady pierécieni Dedekinda otrzymujemy jako pierscienie Ry liczb algebraicz-
nych catkowitych w skonczonych rozszerzeniach K ciata liczb wymiernych Q. Jesli
K =Q(v-23), to Rg = {a+bw: a,b € Z}, gdzie w = $(1 ++/—23) i dla kazde-
go idealu Z, ktory nie jest gtéwny, takze ideal Z? nie jest gtéwny, podczas gdy Z°
jest idealem gléwnym (wynika to stad, ze tzw. liczba klas ciata K jest réwna 3).
Tak wiec, na przyktad, ideal Z = (2,w) jest skornczenie generowanym R—modutem
projektywnym, ktory nie jest izomorficzny z modutem dualnym Z*.
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TWIERDZENIE 5.5.1. Dla kazdego modutu projektywnego P odwzorowanie
Ap: P —P™ Ap(p)=p

jest monomorfizmem modutow. Jesli P jest skonczenie generowany, to Ap jest izo-
morfizmem modutow.

Pierwszy dowod twierdzenia 5.5.1. Przedstawimy najpierw dowdd injektywnosci
Ap. Niech p € ker Ap. Wtedy p(¢) = ¢(p) = 0 dla kazdego funkcjonatu ¢ € P*. Na
podstawie wniosku 4.3.2 otrzymujemy p = 0. Zatem ker A\p = 0 i homomorfizm \p
jest injektywny.

Dla dowodu drugiej czesci twierdzenia 5.5.1 zaktadamy, ze P jest skonczenie gene-
rowanym R—modutem projektywnym. Na podstawie lematu 4.2.1 istnieje R—modut
Q taki, ze modut F' := P ® () jest wolny i ma skonczong range. Na podstawie twier-
dzenia 5.4.2 homomorfizm \p : F' — F** jest izomorfizmem.

Dowod, ze Ap jest izomorfizmem polega na analizie nastepujacego diagramu:

Ap @B A

Z@j ttZ' P ttj (*)

Y

F > F**

Objasnimy najpierw dziatanie homomorfizméw wystepujacych w diagramie. Dla ho-
momorfizméw Ap : P — P** oraz Ao : ) — Q** (okreslonych formuly (5.5)) defi-
niujemy

Ap®Ag: PEQ = P7aQ™,  (Ar® AP q) = (Ar(p), Ae(9) = (1. 7).
Dla wlozen i : P — P ® @ oraz j : Q — P @ () okreslamy
i@j:PoOQ—F  (i©j)(p.q=1ip)+ild)=p+a
Dla wtozen i : P — P ® Q oraz j : Q — P @ () rozpatrujemy homomorfizmy
transponowane
ii(PeQ) =P, i (POQ) Q"
oraz drugie transpozycje homomorfizmow i, j:
ttzP**_)(P@Q)**:F**’ tt]Q**_’(PEBQ)**:F**
Teraz wystepujacy w diagramie (%) homomorfizm okreslony jest nastepujaco:

tti o ttj . P** @Q** N (P@ Q)** — F**, (tti oy ttj)(a,ﬂ) — tti(a) + tt](ﬁ)

LEMAT 5.5.1. Diagram (%) jest przemienny.
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Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnych p € P, ¢ € ) mamy

Ar((i @ 5)(p, @) = Ar(p+q) =P+ ¢
("1 @ ") ((Ap & AQ)(p,q) = (" & ") (p,q) = "i(P)+ "j(q).

Sa to elementy modutu F**, czyli funkcjonaty liniowe na module F*. Pokazemy, ze
dla kazdego funkcjonatu v € F* mamy réwnosé

p+a() =("/E)+ "i@)H)

Rzeczywiscie, z jednej strony  p—+ ¢ (7) =v(p+q) z drugiej zas

i) (y) = (")@)(y) = Bo fi)(v) =D ("i(v))
=p(yoi)=(yoi)(p) =(i(p))
N

i podobnie  "(7)(7) = 1(q), czyli
("i() + "3(@) () =v(p) + (@) =P+ q),
co dowodzi przemiennosci diagramu (). O

Dla dowodu twierdzenia 5.5.1 wystarczy teraz ustali¢ nastepujace fakty:

e i@ j jest izomorfizmem.
e )y jest izomorfizmem.
o i @ "j jest izomorfizmem.

Rzeczywiscie, wobec przemiennosci diagramu (%) (lemat 5.5.1), wynika stad, ze
Ap @ g jest izomorfizmem, to zas pociaga, ze Ap jest izomorfizmem.

7 trzech powyzszych stwierdzen pierwsze jest oczywiste, drugie juz udowodniliSmy
(zob. twierdzenie 5.4.1), trzecie natomiast udowodnimy teraz. Z przedstawienia mo-
dutu F jako sumy prostej modutow P i () wynika, ze mamy rozszczepialny ciag
doktadny

0-Q-F = P—-0 (5.6)

gdzie 7 jest rzutowaniem F' na sktadnik prosty P. Na podstawie wniosku 5.2.1,
nastepujacy ciag
0— P 9, 0% 0

jest doktadny i rozszczepia sie. Stosujac jeszcze raz wniosek 5.2.1 do tego ostatniego
ciaggu otrzymujemy doktadny i rozszczepialny ciag

0— Q@ —L p= T p= (5.7)

Pokazemy, ze homomorfizmem rozszczepiajacym Y7 jest 7, to znaczy, ze

ttﬂ_ o tti — ]—P**~

Rzeczywiscie, dla f € P* mamy

("o Mi)(B) = "m("i(B)) = "m(Bo ') = Bo('iolm)
=pBo(roi)=p01lp)=LFolp
-3
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Na podstawie wniosku 2.3.1 mamy rozktad F** = im '/ @ im "j = P** @ Q** oraz
U @ %y P™* @ Q" — F* jest izomorfizmem.

Drugi dowdd twierdzenia 5.5.1. Tak jak w pierwszym dowodzie zaktadamy, ze
modut F' := P @ @ jest wolny i ma skonczong range. Niech i : P — P @ (@ oraz
j:Q — P @& (@ beda kanonicznymi wlozeniami. Dla dowodu injektywnosci homo-
morfizmu Ap rozpatrujemy diagram

P F
Ap ya
P** F**

G

Diagram ten jest przemienny na podstawie twierdzenia 5.3.1. Zatem
Apoi= "%o\p.

Na podstawie twierdzenia 5.4.2 homomorfizm Ap : F' — F** jest monomorfizmem
i oczywiscie takze wtozenie ¢ jest monomorfizmem. Ztozenie monomorfizmow jest
monomorfizmem, zatem takze % o A\p jest monomorfizmem i wobec tego Ap musi
by¢ monomorfizmem.

Zalézmy teraz, ze modut projektywny P jest skoniczenie generowany. Pokazemy,
ze Ap jest epimorfizmem. Z przedstawienia modutu F' jako sumy prostej moduléw
P i @ wynika, ze mamy rozszczepialny ciag doktadny (5.6):

O—>QL>FL>P—>O

gdzie 7 jest rzutowaniem F' na sktadnik prosty P. Tak jak w pierwszym dowodzie
otrzymujemy stad rozszczepialny ciag doktadny (5.7):

tt tt
0 — Q** J F** ™ P** = 0.

Ciagi (5.6) i (5.7) po potaczeniu ich homomorfizmami A\g, Ap, Ap tworza nastepujacy
przemienny diagram:

0—>QL>FL>P—>O

|k b b

0 Q** "j e b P 0
Dwa srodkowe kwadraty tego diagramu sa przemienne na podstawie twierdzenia
5.3.1. Mamy zatem

Brolp = Apor.

Poniewaz modut wolny F' ma skonczong range, A\r jest izomorfizmem na podstawie
twierdzenia 5.4.2. Homomorfizm “7 jest surjekcja wobec dokltadnosci ciagu (5.7).
Zatem ztozenie tych homomorfizméw jest surjekcja i wobec tego ztozenie A\p o w
jest surjekcja. Stad wynika, ze A\p takze jest surjekcja. Razem z pierwsza czescia
twierdzenia oznacza to, ze Ap jest izomorfizmem.



Rozdziat 6

Moduly nad pierscieniami ideatéw
gtéwnych

Ostatnie zmiany 04.01.2005 r.

6.1 Pojecia wstepne

W tym rozdziale pokazemy, ze skonczenie generowane moduty nad pierscieniami eu-
klidesowymi sg sumami prostymi podmodutéw cyklicznych. Wynika stad, ze kazdy
skonczenie generowany modut projektywny nad pierscieniem euklidesowym jest mo-
dutem wolnym. Faktycznie twierdzenia takie sg prawdziwe nad pierscieniami idealéw
gtownych, ale zajmiemy si¢ tylko nieco prostszym przypadkiem pierscieni euklideso-
wych.

6.1.1 Sumy proste
Przypomnijmy, ze R—modut M jest sumgq prostg swoich podmodutéw Ny, ..., Ny,
M=N,®--- Ny
jesli kazdy element m € M ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
m=ni+---+ng, n,€N;, 1=1,... k.

W szczegdlnodei, jesli podmoduty N; sa cykliczne oraz N; = Rm; jest generowany
przez element m; € M, to fakt, iz M jest suma prosta podmodutéw N;

M =Rm; @ ---® Rmy

oznacza dwie rzeczy: po pierwsze, kazdy element m € M mozna przedstawi¢ w
postaci
m=aymy+---+amg, ay,...,a; € R (6.1)

oraz, po drugie, przedstawienie to jest jednoznaczne w tym sensie, ze jesli mamy
inne przedstawienie

m:b1m1+---+bkmk, bl,...,bkER,

to aymy = bymyq,...,agm, = bymy. Nie wymagamy wiec jednoznacznosci wspot-
czynnikow a; € R ale jednoznacznosci sktadnikéw a;m; € N;.

Jesli M jest R—modulem wolnym z baza B = {m4,...,my}, to M jest suma
prosta podmodutéow cyklicznych generowanych przez elementy bazowe,

M=Rm, @ --d Rmy.

95
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Tutaj jednoznacznosé przedstawienia elementu m € M w postaci (6.1) ma mocniej-
sza wlasno$¢, mianowicie nie tylko sktadniki a;m; sa wyznaczone jednoznacznie, ale
takze wspotezynniki a; sa wyznaczone jednoznacznie przez element m.

6.1.2 Minimalne zbiory generatoréow

Niech M bedzie modutem skonczenie generowanym i niech {mg,...,my} bedzie
zbiorem generatoréw modutu M. Oznacza to, ze M jest (zwykta) suma podmodutéow
cyklicznych Rm;:

M = Rmy + --- 4+ Rmy,.

Niech r bedzie najmniejsza z liczb elementow w zbiorach generujacych modut M.
Liczbe r nazywamy rangg modutu M i oznaczamy ja

rank M = r.

Zbioér generatorow modutu sktadajacy sie z r = rank M elementéw nazywamy mini-
malnym zbiorem generatoréw modutu M. Jesli zatem {my, ..., m,} jest minimalnym
zbiorem generatorow modutu M, to M jest suma r podmodutow cyklicznych

M = Rmy + - + Rm,,

ale nie jest sumg mniejszej liczby podmodutéw cyklicznych.

W przestrzeniach wektorowych minimalne zbiory generatoréow sa bazami prze-
strzeni. Tak jest tez w skonczenie generowanych modutach wolnych, ale wymaga to
do$¢ subtelnego dowodu (zob. dowdd twierdzenia 6.2.1).

6.1.3 Beztorsyjnosé

DEFINICJA 6.1.1. Niech R bedzie dowolnym pierscieniem i niech M bedzie R—mo-
dutem.

Element m € M nazywamy elementem torsyjnym, jesli istnieje element a € R, a # 0
taki, ze am = 0.

Modul M nazywamy modutem torsyjnym, jesli kazdy element modutu M jest tor-
syjny.

R—modut M nazywa si¢ modulem beztorsyjnym, jesli jedynym elementem torsyj-
nym modutu M jest element zerowy 0 € M. Zatem R—modutl M jest beztorsyjny
wtedy i tylko wtedy gdy ma nastepujacg wtasnosé: dlaa € R, m € M,

am=0 = a=0 lub m=0.

Przyktad 6.1.1. W grupie abelowej M traktowanej jako Z—modut element m € M
jest torsyjny jesli ma skonczony rzad. Jesdli w grupie abelowej M kazdy element ma
rzad skonczony, to M jest torsyjnym Z—modutem.

Przestrzenie wektorowe nie dostarczaja przyktadéw modutdow torsyjnych: kazda nie-
zerowa przestrzen wektorowa V' nad cialem K jest beztorsyjnym K —modutem.

LEMAT 6.1.1. Kazdy modul wolny F' nad pierscieniem R bez dzielnikow zera jest
beztorsyiny.

Dowaéd. Rzeczywiscie, jesli dla pewnego f € F oraz 0 # a € R mamy af = 0,
to przedstawiajac f jako kombinacje liniowa f = > x;b; elementow b; pewnej bazy
modutu F' otrzymamy dla elementu af przedstawienie 0 = af = Y ax;b;. Stad
ax; = 0 1 wobec tego x; = 0 dla kazdego . Zatem f = 0. O]
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Takze kazdy modul projektywny nad pierécieniem bez dzielnikéw zera (jako
sktadnik prosty modutu wolnego) jest beztorsyjny.
Natomiast jesli pierscien R ma dzielniki zera, to modut wolny nad R zawsze zawiera
elementy torsyjne. Na przyktad, pierscien R = Z /67 traktowany jako R—modut jest
modutem wolnym, ale element 2 + 6Z jest elementem torsyjnym gdyz (3 + 6Z)(2 +
6Z)=0€ Z/6Z.

6.2 Moduly skonczenie generowane

Udowodnimy teraz gltéwne twierdzenie o strukturze skonczenie generowanych mo-
dutéw nad pierscieniami euklidesowymi. Przypomnijmy, ze pierscien catkowity R
nazywa sie euklidesowy, jesli dla R prawdziwe jest twierdzenie o dzieleniu z resz-
ta (wzgledem odpowiedniej normy euklidesowej N). Latwo dowodzi sie, ze kazdy
pierécien euklidesowy jest pierécieniem ideatow gtéwnych. Przyktadami pierécieni
euklidesowych sa pierscien Z liczb catkowitych (z norma N(a) = |a|), pierscien Z|i]
liczb catkowitych Gaussa (z norma N(a + bi) = a® + b?) oraz pierscien K[X] wielo-
mianéw jednej zmiennej nad dowolnym ciatem K (z norma N(f) = deg f).

TWIERDZENIE 6.2.1. Niech R bedzie pierscieniem euklidesowym i niech M bedzie
skonczenie generowanym R—modutem. Wtedy M jest sumg prostq skoriczonego zbio-
ru podmodutow cyklicznych. Doktadniej, jesli rank M = r, to modut M jest sumq
prostg r podmodutow cyklicznych.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny ze wzgledu na rank M.

Jesli rank M = 1, to modut M jest cykliczny i twierdzenie jest prawdziwe.

Zalézmy wiec, ze rank M = r > 1 i twierdzenie jest prawdziwe dla R—modutéow o
randze r — 1. Niech {my, ..., m,} bedzie minimalnym zbiorem generator6w modutu
M. Wtedy M = Rmy+- - -+ Rm, jest (zwykla) suma podmodutéw cyklicznych Rm;.
Jesli ta suma jest suma prosta, to twierdzenie jest udowodnione. W przeciwnym
przypadku istniejg aq, ..., a, € R takie, ze zachodzi rownosé

aimi + -+ a,m, =0, (6.2)

w ktorej nie wszystkie sktadniki a;m; sa réwne zero. Pokazemy, ze wtedy mozna
zmodyfikowaé¢ dany zbiér generatoréw tak, by nowy zbiér generatoréw prowadzit do
rozktadu modutu M na sume prosta podmodutéw cyklicznych.

Sposréd wszystkich minimalnych zbioréw generatoréw {my,...,m,} i sposréd
wszystkich rownosei (6.2) wybieramy zbiér generatoréw i réwnosé, w ktorej wyste-
puje niezerowy wspétczynnik a; z najmniejsza norma euklidesowa N (a;). Zmieniajac
ewentualnie porzadek elementéw w wybranym zbiorze generatoréw {mg,...,m,}
mozemy zaktadac, ze a; jest niezerowym wspotczynnikiem o najmniejszej mozliwe;j
normie euklidesowej we wszystkich réwnosciach postaci (6.2). Udowodnimy teraz
dwa pomocnicze fakty stwierdzajace wtasnosci elementu a;.

Fakt 1. Jesli
b1m1 + -+ brmr =0 (63)
dla pewnych by,...,b. € R, to a; dzieli b;.

Jesli a; nie dzieli by, to na podstawie euklidesowosci pierscienia R istnieja q,t € R
takie, ze
by =aiq+t, t#0, N(t) < N(ay).
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Wtedy z (6.2) otrzymujemy aygmy + -+ + a,gm, = 0 i odejmujac te réwnosé od
rownosci (6.3) mamy

(by —arq)my + -+ - + (b, — arq)m, = 0.

Tutaj by — a;q =t oraz N(t) < N(ay), co jest sprzeczne z wyborem naszego mini-
malnego zbioru generatorow i wspotczynnika a;. A wiec a; dzieli b;.

Fakt 2. ay dzieli wszystkie wspotczynniki ao, . . ., a, wystepujace w wybranej réwno-
sci (6.2).

Przypusémy, ze a; nie dzieli ay. Zatem istniejg ¢, € R takie, ze
as=a1q+t, t#0, N(t) < N(ay).
Z réwnosci (6.2) otrzymujemy wtedy
ai(my + qgma) + tma + asms + - - - + a,m, = 0. (6.4)

Zauwazmy, ze {mj + gmsg, ma, ..., m,} jest takze minimalnym zbiorem generatoréw
modutu M i réwnosé (6.4), w ktérej wystepuje wspotezynnik ¢ o normie euklidesowe;
mniejszej niz N (ay), jest sprzeczna z wyborem {my, ..., m,} oraz a;. Zatem a; dzieli
as. Zmieniajac kolejnosé generatoréw me, . .., m, pokazemy w ten sam sposob, ze a;
dzieli wszystkie pozostate wspoétezynniki as, .. ., a,.

Uwaga 6.2.1. Jesli modut M jest beztorsyjny, to mozna szybko zakonczy¢ dowod.
Rzeczywiscie, na podstawie Faktu 2 istnieja qo,...,q, € R takie, ze

Ay = ai1qz, ..., 0 = a1qr.
Wobec tego réwnosé (6.2) przyjmuje postaé
a;(my + ggma + -+ + ¢,m,) = 0.
Poniewaz modut M jest beztorsyjny oraz a; # 0 wynika stad, ze
my+qms+ -+ qm, =0

a zatem m, jest kombinacja liniowa ma, ..., m,. Wobec tego {ma, ..., m,} jest tak-
ze zbiorem generatoréw modutu M wbrew temu, ze rank M = r. Ta sprzecznosc
jest konsekwencja przypuszczenia, ze przedstawienie M = Rmq + - - - + Rm,. nie jest
postaci M = Rm1@- - -® Rm,.. A wigc w przypadku skoriczenie generowanego modu-
hu beztorsyjnego minimalny zbiér generatorow wyznacza rozktad modutu na sume
prostg podmoduléw cyklicznych. Zauwazmy jeszcze, ze ze wzgledu na beztorsyjnosé
M w przedstawieniu elementu m € M w postaci (6.1) nie tylko sktadniki a;m; sa
wyznaczone jednoznacznie, ale takze wspotczynniki a; sa wyznaczone jednoznacz-
nie przez element m. Rzeczywiscie, jesli dla generatora m; mamy a;m; = b;m;, to
(a; — b;)m; = 0 1 wobec beztorsyjnosci M otrzymujemy a; = b;. Minimalny zbiér
generatorow skonczenie generowanego modutu beztorsyjnego nad pierécieniem eu-
klidesowym jest wiec bazg modutu a modut jest modutem wolnym.

Powracamy teraz do dowodu twierdzenia w ogblnym przypadku (bez zalozenia,
ze modul M jest beztorsyjny). Na podstawie Faktu 2 istnieja ¢o,...,q. € R takie,
ze

Az = a1qz, ..., 0y = A1Qyr.
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Wykorzystamy teraz elementy go,...,q € R do konstrukcji nastepujacego zbioru
generatoréw modutu M :

ES
my = my + @aMmg + -+ + @My, Ma, ..., M.

Niech M; := Rm] bedzie podmodutem cyklicznym generowanym przez mj oraz
niech N := Rmy + --- + Rm, bedzie podmodutem generowanym przez zbior
{ma,...,m,}. Wtedy

M = M; + N.

Pokazemy, ze w istocie M = M;&N. Wystarczy pokazac, ze M1NN = 0. Przypusémy
wiec, ze

m &€ M1 N N.
Wtedy istnieja by, bo, ..., b, € R takie, ze

m = bymj = bamg + - - - + bym,,

a wiec takze
bymi — bymg — - -+ — bym,. = 0.

Zastepujac tutaj m] kombinacjg liniowa m; + gamsa + - - - 4+ ¢,m, otrzymamy
bymy + (biga — b2)ma + - -+ + (bigr — by)m, = 0.

Na podstawie Faktu 1 wiemy, ze ay dzieli by, zatem b; = ga; dla pewnego ¢ € Riw
rezultacie otrzymujemy

m=>bm] = q(aym])
q(aymy + a1gema + - - - + arg,m,.)
= q(aymy +agmg+ -+ + Clrmr)

= ¢q0=0.

A wiec My NN =0 co wraz z M = M; + N dowodzi, ze M = M; & N. Ponie-
waz rank N = r — 1, wiec na podstawie zalozenia indukcyjnego podmodut N jest
sumg prosta r — 1 podmodutéw cyklicznych. Zatem modut M jest sumg prosta r
podmodutéw cyklicznych. O

WNIOSEK 6.2.1. Kazdy skonczenie generowany modut beztorsyjny nad pierscieniem
euklidesowym jest modutem wolnym.

Dowdéd. Zobacz uwage 6.2.1. O]

WNIOSEK 6.2.2. Kazdy skonczenie generowany modul projektyuwny P nad pierscie-
niem euklidesowym R jest R—modutem wolnym.

Dowdd. Modul projektywny P jest sktadnikiem prostym (a wiec podmodulem) pew-
nego R—modutu wolnego, ktéry jest beztorsyjny (lemat 6.1.1). A wiec P jest bez-
torsyjny i wobec tego jest wolny na podstawie wniosku 6.2.1.

Nieco inny argument: Na podstawie twierdzenia 6.2.1, modut P jest suma prosta mo-
dutéw cyklicznych. Natomiast modut cykliczny Rm dla 0 # m € P jest izomorficzny
z R—modutem R. Wynika to stad, ze P jest podmodutem modutu wolnego nad pier-
Scieniem bez dzielnikéw zera i wobec tego am # 0 dla0 #a € Ri0# m € P. Stad
R — Rm, a — am jest izomorfizmem R—modultow. [
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Uwaga 6.2.2. Mozna udowodni¢ ogblniejsze twierdzenie: kazdy modut projektywny
nad pierscieniem ideatow gtéwnych jest wolny.

Zanotujmy jeszcze wnioski z twierdzenia 6.2.1 dla Z—modultow.

WNIOSEK 6.2.3. Kazda skonczenie generowana grupa abelowa jest sumq prostq grup
cyklicznych.

WNIOSEK 6.2.4. Kazda skoriczenie generowana beztorsyjna grupa abelowa jest grupg
abelowq wolng.

WNIOSEK 6.2.5. Kazda skonczona grupa abelowa jest sumgq prostq grup cyklicznych.



Rozdzialt 7

Moduty pélproste

Ostatnie zmiany 14.01.2005 r.

7.1 Moduly proste i pélproste

Rozpatrywalismy dotad uogolnienia pojecia przestrzeni wektorowej zwiazane z ist-
nieniem baz w przestrzeniach wektorowych. Bezposrednim uogélnieniem jest poje-
cie modutu wolnego, ale jak pokazaliSmy, znaczna cze$¢ wlasnosci modutéw wolnych
przystuguje tez szerszej klasie modutéw projektywnych. Przestrzenie wektorowe ma-
ja jednak jeszcze inne specjalne wlasnosci wyrdzniajace je wéréod modutow. Jedna
z nich jest fakt, ze kazda podprzestrzen przestrzeni wektorowej jest jej sktadnikiem
prostym. Rzeczywiscie, jesli U jest podprzestrzenig V oraz U # V| to obieramy
jakakolwiek baze By podprzestrzeni U i dopetniamy ja zbiorem liniowo niezaleznych
wektorow By do bazy B = By U By przestrzeni V. Jedli W jest podprzestrzeniag V
rozpieta na By, to

V=UoW.

W tym rozdziale rozpatrujemy moduty, ktére majg podobng whasnosc.

DEerFINICJA 7.1.1. Modut M nazywamy potprostym, jesli kazdy podmodut N mo-
dutu M jest sktadnikiem prostym modutu M.

Przypomnijmy, ze modut M nazywa sie prosty, jesli nie ma wlasciwych podmo-
dutéw, to znaczy jedynymi jego podmodutami sa 0 i M. Oczywiscie kazdy modut
prosty jest potprosty.

LEMAT 7.1.1. Jesli M jest modutem pélprostym, to kazdy niezerowy podmodut mo-
dutu M zawiera podmodul prosty.

Dowod. O

Przyktad 7.1.1. 1. Kazda przestrzen wektorowa jest modutem potprostym.

2. Skonczona grupa abelowa jest Z—modutem pétprostym wtedy i tylko wtedy, gdy
jej rzad nie dzieli si¢ przez kwadrat zadnej liczby pierwszej.

3. Grupy addytywne Z i Q traktowane jako Z—moduly nie sg poélproste, gdyz w
ogoble nie zawieraja podmodutéow prostych.

4. Homomorficzny obraz modutu pétprostego jest modutem potprostym. Kazdy mo-
dut ilorazowy modutu poétprostego jest modutem potprostym.
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7.2 Charakteryzacja

TWIERDZENIE 7.2.1. Dla R—modutu M nastepujgce warunki sg rownowazne.
(a) M jest modutem pétprostym.

(b) M jest sumq podmoduléw prostych.

(¢) M jest sumgq prostg podmoduléw prostych.

(d) Kazdy podmodut modutu M jest sumg podmoduléw prostych.

Dowad. O

7.3 Pierscienie polproste

Pierécien R nazywa sie lewostronnie potprosty, jesli traktowany jako lewostronny
R—modut jest modutem poétprostym. Podobnie definiuje si¢ pierécien prawostronnie
polprosty. Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze mozna moéwi¢ po prostu pierscien
potprosty.

TWIERDZENIE 7.3.1. Pierscien R jest lewostronnie polprosty wtedy 1 tylko wtedy
gdy jest prawostronnie polprosty.

Dowdd. ]

TWIERDZENIE 7.3.2. Pierscien R jest polprosty wtedy i tylko wtedy gdy kazdy le-
wostronny i kazdy prawostronny R—modul jest projektywny.

Dowdad. O



