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Zur Stabilitat der Cauchyschen und
der Hosszuschen Funktionalgleichung

Peter Volkmann

Zusammenfassung. Mit Hilfe eines Lemmas iiber die Stabilitidt der Cauchy-
schen Gleichung

flx+y) = f(x)+ f(y)

wird ein Beitrag zur Stabilitdt der Hosszischen Gleichung

flx+y—ay) + fley) = f(x) + f(y)

gegeben.

1. Einleitung und Ergebnisse. Erste Untersuchungen zur Stabilitit der
Hossztischen Funktionalgleichung stammen von Borelli [1]. Im Anschlufl dar-
an bewies Losonczi [5] ein Ergebnis, welches hier wie folgt verbessert wird:
Die bei Losonczi auftretende Konstante 20e wird in (2) auf 4e verringert.
Die Frage nach der besten Konstante wird dadurch nicht beantwortet. In [5]
findet man auch weitere Informationen zur Hosszuischen Gleichung und deren
Stabilitét.

Satz. Es sei ¢ > 0, und fiir f : IR — IR gelte

) Nty —ay)+ flay) - f2) - fly) I<e (z,yeR).

Dann gibt es eine additive Funktion a : R — IR und ein b € R, so daf3
(2) | f(z) —a(z) —b|<de (z€R)

ausfallt.

Zum Beweise wird das nachstehende Lemma {iber Stabilitdt der Cauchyschen
Funktionalgleichung herangezogen.



Lemma. Es seien ¢, > 0, und g : R — IR erfiille

(3) |9z +y) —g(z) —g(y) |[<e (z+y=>a).
Dann gilt mit einer additiven Funktion a : IR — IR die Abschétzung
(4) | 9(x) —a(z) [<e (zeR).

In den folgenden Abschnitten 2, 3 werden das Lemma und der Satz bewiesen.
Eine sinngeméfle Ubertragung auf die Situation f,g : R — FE mit einem
Banachraum FE ist nicht schwer.

Die hier vorgelegten Ergebnisse sind 1997 wéhrend eines Aufenthaltes in
Debrecen entstanden. Fiir dessen Finanzierung durch die ungarischen Pro-
gramme OTKA T-016846 und FKFP 0310/1997 danke ich sehr herzlich.

2. Beweis des Lemmas. Aus (3) folgt

lg(z+y)—g(r) —gly) |[<e (z,y2> %)-

Daher existiert nach dem Vorgehen von Hyers [3] (bzw. von Pélya und Szegé

6], Aufgabe I 99) der Grenzwert

R S o
a(z) = lim —g(2"z) (v > 5) :

n—oo 9

und a : [a/2,00) — IR ist eine additive Funktion mit der Eigenschaft

(5) lg(x) —a(z) [<e (@>2).

2
Nach additiver Fortsetzung von a auf ganz IR haben wir
a:R—TR, alz+vy)=alzx)+aly) (z,y€R),
und es geht darum, von (3), (5) auf (4) zu schlieflen. Zur Abkiirzung sei
hz) = g(z) — alz) (z€TR).
Dann folgt aus (3), (5)

(6) | Mz +y) —hz) = hy) [<e (@+y=a),

(7 @) < (@25),



und die Behauptung (4) erhélt die Form
(8) | h(z)] <e (zelR).
Wir fixieren p € IR, und wir werden
(9) h(p) <e
beweisen. Wir setzen
(10) h(p) =€+ .
Dann folgt aus (6) mit x = p
—h(p+y)+e+d+hly)<e (y=a-p),
und hieraus ergibt sich sukzessive

6 <h(p+y)—hy) (y>a—p),
6 <h(2p+y)—h(p+y) (y >a—2p),

0 < h(np+y)—h((n—-1p+y) (y=a—np).
Addition dieser n Ungleichungen liefert
nd <hinp+y) —h(y) (yza+nlpl) .
Mit einem y > oo+ n | p | folgt dann nach (7)
nd < 2¢ .

Diese Beziehung gilt fir n = 1,2,3,..., also ist § < 0, und aus (10) folgt
somit (9). Mit demselben Beweise erhélt man (9) auch fiir die Funktion —h
an Stelle von h, und insgesamt wird | h(p) |< e fiir beliebige p € R. Damit
ist (8) gezeigt.

Bemerkung. Ist E ein (reeller) Banachraum und interessiert man sich fiir
den Fall g : R — FE des Lemmas, so kann die (8) entsprechende Formel
geschrieben werden als

(11) [hp) < (PeR).

Zu ihrem Nachweise werde zu p € IR ein lineares, stetiges Funktional ¢ :
E — IR mit

e ll=1, @hp) = hip) |
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herangezogen. Dann 1a83t sich (9) mit h ersetzt durch poh : R — IR zeigen:

o(h(p)) <e,

und das beweist (11).

3. Beweis des Satzes. Wir folgen dem Vorgehen von Daréezy [2] (vgl.
auch Kuczma [4]) zur Losung der Hossztischen Funktionalgleichung (das ist
der Fall £ = 0 unseres Satzes): Wir schreiben (1) als

(12) G(z,y) = flx) + fly) — flay) = flx +y —2y) + s
mit s = s(z,y), |s|<e. Fir G gilt

G (uv, w) + G(u,v) = G(u,vw) + G(v,w) ,
und aus (12) folgt dann

fuv +w —uwow) + 51+ f(u+v —uwv) + sy
= flu+ovw—uvw)+ s3+ f(v+w—ovw)+ sy,

wobel s; = s;(u,v,w), |s;|<e (j=1,23,4). Mit w = 1/v folgt weiter
(fiir v # 0)

f(uv—l—i—u)—irf(u%—v—uv)
:f(l)—i—f(v—i-?l}—l)%—a(u,v), |o|<4e .
Es seien z,y € IR, x +y > 0. Dann gibt es u,v € IR mit
uv+i—u:x—|—1, ut+v—uw=y+1
(vgl. Daréezy oder Kuczma, loc. cit.), und man erhélt so
fe+)+fly+)=f()+flz+y+1)+7 (r+y>0)
mit 7 = 7(x,y), |7|<4e. Fur
(13) gla)=flz+1) = f(1) (zreR)
gilt demnach
9(@) +9ly) =gl +y)+7, [7|<de (2+y>0),
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und speziell ist

| g(x+y) —g(r) —g(y) [Lde (x+y>1).

Das Lemma liefert

| g9(x) —a(x) [<4e (z € R)

mit einer additiven Funktion a : R — IR. Nach (13) ist dann

[ flz+1) = f(1) —a(z) |[<4e (z€R),

und x — 1 statt x fiihrt auf

| f(z) = (1) —afz) +a(l) [<4e (xR,

d.h. es gilt (2), wenn b = f(1) — a(1) gesetzt wird.
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