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O stabilnosci réwnan funkcyjnych o jednej zmiennej

Peter Volkmann!

Zusammenfassung. Es sei F ein Banachraum, Z eine Menge und ¢ : Z —
Z. Bei vorgelegten f: Z — FE und € > 0 ist die Zerlegbarkeit

f=h+rmit h(p(x)) = 2h(z), [|r(2)l| <e (z e 2)
dazu dquivalent, dal mit einer reellen Zahl n gilt:
1f(" (@) =2"f(@)| <2"e+n (v € Z; n=1,2,3,...).

Es folgt ein Stabilitétssatz fiir die Funktionalgleichung f(p(z)) = 2f(x) und
anschlieflend eine Anwendung auf Gleichungen der Form f(z oy) = f(x) +
f(y) (dabei ist o eine innere Verkniipfung auf 7).

1. Niech E bedzie przestrzenia Banacha, Z - zbiorem, a ¢ : Z — Z dana

funkcja. Symbolem " oznaczamy n-ta iterate funkcji ¢ (n = 1,2,3,...).
Rozwazamy réwnanie funkcyjne
(1) fle(@)) =2f(z) (z€2)

dla funkcji f : Z — E. Mozemy rozwazaé tez réwnanie ogdlniejsze f(p(z)) =
wf(x), gdzie w > 1, ale p6zniej - w paragrafie trzecim - bedziemy potrzebo-
wal jedynie przypadku w = 2. Pewne rezultaty dotyczace tego ogélniejszego
réwnania podamy na koncu pracy.

W dalszym ciagu f bedzie oznaczalo raczej zaburzenia rozwiazania réwnania
(1). Nastepujace twierdzenie jest w duchu prac [1], [5], [12]; zasadniczym
krokiem jego dowodu jest granica (3), znana w literaturze (Pélya i Szegé [9],
zadanie 1 99; Hyers [6]; Forti [4], prop.1).

Twierdzenie 1. Zaloimy, ze dana jest funkcja f : Z — E i liczba € > 0.
Wowczas nastepujoce dwa warunki sqg rownowazne:

(P) f = h+r, gdzie h(p(x)) = 2h(x), |r(z)]| <e (z € 2).
(Q) Istnieje taka liczba rzeczywista n, Ze

(2) lf(™ () =2"f(2)|| <2"+n (x € Z; n=1,2,3,...).

!Praca powstala w czasie pobytu na Uniwersytecie Sl@skim w Katowicach wiosna 2001
roku na zaproszenie Instytutu Matematyki tego uniwersytetu.
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Dowdd. Jesli spelniony jest warunek (P), to h(¢"(z)) = 2"h(z), skad

1f (" () = 2" f (@) || = [P (2)) + r("(2)) = 2"h(z) — 2"r(2)]]
< [lr(@" @I+ 2"l (@) < (2" + 1),

tj. zachodzi (Q) z liczba n réwna e. Na odwrét, z warunku (Q) otrzymujemy

7" @) = gt @)
= o 1276 @) SN < g @7 +0) < (e + )

Tak wige 57 f(¢"(2)) jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni Banacha F, a

zatem istnieje granica

(3) W) = lim ~ f(o"(2)) (x € 2).

n—oo 2N

Dla dowodu warunku (P) wystarczy sprawdzié, ze dla tak okreslonej funkcji
h:Z — E mamy

(4) h(p(x)) = 2h(z) (2 € 2),
(5) |h(z) = f)| <& (z € 2).

Ot6z (4) wynika z (3), a (5) stad, ze

Uwaga. Funkcje h oraz r wystepujgce w warunku (P) s¢ wyznaczone jedno-
znacznie: Jesli mamy dwa takie rozklady

1

o = L IF@ @) - 2 F @) S < oy (1 o).

f(@"(@)) = f(x)

f:h1+T1:h2+7‘2

funkeji f, to dla funkcji g = hy — hg = 19 — 11 dostajemy g(¢(x)) = 2¢g(x)
oraz ||g(z)|| < 2e. Stad

2" lg(x)ll = llg(e" (@)l < 2¢ (z € Z;n=1,2,3,...)
i wobec tego ¢ znika identycznosciowo.

2. Stabilnos$é. Podzbiér W przestrzeni Banacha E jest idealnie wypukty
(Lifsic [7]), gdy dla kazdego ograniczonego ciagu dy, da, ds, . . . jego elementéw

i dla takich liczb a1, a0, a3,... >0, ze Y o, =1 mamy > «a,d, € W.
n=1 n=1

Nastepujacy rezultat jest pewna wersja twierdzenia Jacka Tabora [10] o sta-
bilnosci w sensie Poélyi-Szeg6-Hyersa-Ulama.



Twierdzenie 2. Niech W bedzie ograniczonym i idealnie wypuktym podzbio-
rem przestrzeni FE, a funkcja f : Z — E spelnia

(6) flo(@)) = 2f(x) e W (2 € Z).

Wowczas istnieje dokladnie jedna taka funkcja h . Z — E, Ze
(7) hp(x)) = 2h(z), Wz) - flz) e W (z € Z).
Dowdd. Wybierzmy tak € > 0, zeby

(8) WC K(e):={zlr € E, |z]| <e}.

(6) implikuje ||f(e(x)) — 2f(x)|| < e (z € Z), a stosujac zasadg indukcji
matematycznej z tatwoscia otrzymujemy

(" (@) = 2" f(@)[| < 2" = Ve (x € Zn =1,2,3,..).

Tak wiec (2) zachodzi dla n = —e. Mozemy zatem zastosowaé twierdzenie 1
i dostajemy (doktadnie jedna) taka funkcje h: Z — E, ze

h(p(x)) = 2h(z), h(z) — f(z) € K(¢) (z € Z).
Funkcja ta dana jest wzorem (3). Zgodnie z (6), dla x € Z mamy

(
(p(z)) = 2f(z) e W,

di(x) == f

da(z) == o™ (2)) — 2f(p(x)) € W,

ds(x) = f(¢H(2) — 2/ (P*(x)) € W itd,
Otrzymujemy zatem

he) = f(2) = 3 godule) €W

i tym samym (7) jest w pelni wykazane.

3. Dzialania kwadratowo symetryczne. Majac dane (dowolne) dzialanie
o:Z X Z — Z zaldézmy, ze nasza funkcja ¢ : Z — Z dana jest wzorem

o) =2 =xo0x (x € 2Z).
Réwnanie (1) ma teraz posta¢
f(@®) =2f(2) (x € 2).

Dla z € Z okredlamy indukcyjnie potegi #2" (n = 1,2,3,...) przyjmujac

22" = (2¥")% (n > 1). Tym samym ¢"(x) = 22" i wobec tego (2) przybiera
postaé
(9) 1f(z*") =2"f(2)| < 2"e+n (z€Zin=1,23,...),
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a (3) to

(10) h(z) = lim — f(2*") (z € 2).

Zalézmy teraz, ze o jest dziataniem kwadratowo symetrycznym (por. [8]), tzn.
(zoy)o(roy)=(rox)o(yoy) (z,y € 2),

czy tez krotko

(1) (o) =220y (1, € 7).

Uzytecznosé tej wlasnosci w problematyce stabilnosciowej znana jest z pracy
Fortiego [3] (por. tez pracg Borelli i Fortiego [2]). Zauwazmy, ze (11) pociaga

n

(12) (xoy) =2 oy* (x,y€ Z; n=1,2,3,...).

Z twierdzenia 1 jako prosty wniosek otrzymujemy zatem rownowaznosé naste-
pujacych dwéch warunkéw (dla danej funkeji f : Z — E'i liczby € > 0):

(P") f=h+r, gdzie h(x oy) = h(x) + h(y), ||r(2)|| < e (x,y € Z).

(Q') Istnieja takie liczby rzeczywiste 6,7, ze zachodzi (9) oraz

(13) If(zoy) = flz) = fl <6 (z,y € Z).

(Te réwnowaznosé (P') <= (Q') mozna znalezé tez w [12]; implikacja (P’)

— (Q) nie wymaga kwadratowej symetrycznosci (11). Przedstawione po-
nizej rozumowanie pokazuje, ze (13) pociaga réwnosé h(zoy) = h(z)+h(y).)

Ciekawiej jest popatrzeé na twierdzenie 2: warunek (6) oznacza teraz, ze
f(x?) —2f(x) €W (x € Z). Zastapmy go przez
(14) foy)—flx) = fly) eW (z,y € Z).
Dla liczby € spehiajacej (8) mamy
If(@oy)— fz) = fll <e (z,y € 2),
a zastepujac z,y przez %", y?", zgodnie z (12) otrzymujemy
(15) 1£((zoy)*) — f(=*) = fly*)ll < e.
Dzielac te nieréwnosé przez 2™ i uwzgledniajac (10), dostajemy

(16) h(xoy) = h(x) + h(y) (z,y € Z).



Konkluzja. Jezeli w twierdzeniu 2 warunek (6) zastgpimy przez (14), gdzie
0:Z X Z — Z jest dziataniem kwadratowo symetrycznym, to w (7) réwnosé
h(p(x)) = 2h(x) mozna zastgpi¢ przez (16).

Ta wersja twierdzenia 2 podana jest w [13]. Przypomnijmy takze uwage
Jézefa Tabora [11]: Aby otrzymadé (16) z (14), zalozenie kwadratowe]j syme-
trycznosci mozna ostabi¢; wystarczy zazada¢ co nastepuje:

(T) Dla z,y € Z istnieje przynajmniej jedna taka liczba catkowita n > 1, Ze

(zoy)? =2” oy

Wéwcezas bowiem

2"k 2"k 2"k

(oy)?™ =2 oy

dla pewnego (zaleznego od x,y) ciagu ny < ny < ng < ... — oco. Mamy (15)
dla n = ng (k = 1,2,3,...), dzielimy przez 2™, przechodzimy do granicy,
gdy k — oo i dostajemy (16). Mamy wiec uogdlnienie - w sensie uwagi Jozefa
Tabora [11] - twierdzenia stabilnoSciowego Jacka Tabora [10]:

Twierdzenie 3. Niech W bedzie ograniczonym i idealnie wypuktym podzbio-
rem przestrzeni E, a o : Z x Z — Z niech spelnia warunek (T). Zatozmy tez
(14) o funkcji f : Z — E, 1j.

fwoy) = flx) = fly) eW (z,y € Z).
Istnieje wowczas doktadnie jedna taka funkcja h: Z — E, Ze
Wz oy) = h(x) + h(y), h(z) = flz) e W (2,y € Z).

Zauwazmy, ze takze do otrzymania réwnowaznosci (P’) oraz (Q') zalozenie
(11) mozna zastapi¢ przez (T).

4. O réwnaniu funkcyjnym f(¢(x)) = wf(x). Odnosnie réwnania

flo(a)) =wf(z) (z € 2),

gdzie w > 1, twierdzenie 1 pozostaje w mocy, gdy w warunku (P) réwnanie,
ktore speia¢ ma funkcja h, zastapimy przez h(p(z)) = wh(x), a nieréwnosé
(2) przez

1f(e™(x)) —w"f(z)|| <we+n (€ Z; n=1,2,3,...).

Twierdzenie 2 jest stuszne dla w > 2, jesli tylko w (6), (7) liczbe 2 zastapimy
przez w i zazadamy dodatkowo, ze 0 € W.
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