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O stabilności równań funkcyjnych o jednej zmiennej

Peter Volkmann1

Zusammenfassung. Es sei E ein Banachraum, Z eine Menge und φ : Z →
Z. Bei vorgelegten f : Z → E und ε ≥ 0 ist die Zerlegbarkeit

f = h + r mit h(φ(x)) = 2h(x), ∥r(x)∥ ≤ ε (x ∈ Z)

dazu äquivalent, daß mit einer reellen Zahl η gilt:

∥f(φn(x)) − 2nf(x)∥ ≤ 2nε + η (x ∈ Z; n = 1, 2, 3, . . .).

Es folgt ein Stabilitätssatz für die Funktionalgleichung f(φ(x)) = 2f(x) und
anschließend eine Anwendung auf Gleichungen der Form f(x ◦ y) = f(x) +
f(y) (dabei ist ◦ eine innere Verknüpfung auf Z).

1. Niech E bȩdzie przestrzenia̧ Banacha, Z - zbiorem, a φ : Z → Z dana̧
funkcja̧. Symbolem φn oznaczamy n-ta̧ iteratȩ funkcji φ (n = 1, 2, 3, . . .).
Rozważamy równanie funkcyjne

f(φ(x)) = 2f(x) (x ∈ Z)(1)

dla funkcji f : Z → E. Możemy rozważać też równanie ogólniejsze f(φ(x)) =
ωf(x), gdzie ω > 1, ale później - w paragrafie trzecim - bȩdziemy potrzebo-
wać jedynie przypadku ω = 2. Pewne rezultaty dotycza̧ce tego ogólniejszego
równania podamy na końcu pracy.

W dalszym cia̧gu f bȩdzie oznacza lo raczej zaburzenia rozwia̧zania równania
(1). Nastȩpuja̧ce twierdzenie jest w duchu prac [1], [5], [12]; zasadniczym
krokiem jego dowodu jest granica (3), znana w literaturze (Pólya i Szegő [9],
zadanie I 99; Hyers [6]; Forti [4], prop.1).

Twierdzenie 1. Za lóżmy, że dana jest funkcja f : Z → E i liczba ε ≥ 0.
Wówczas nastȩpuja̧ce dwa warunki sa̧ równoważne:

(P) f = h + r, gdzie h(φ(x)) = 2h(x), ∥r(x)∥ ≤ ε (x ∈ Z).

(Q) Istnieje taka liczba rzeczywista η, że

∥f(φn(x)) − 2nf(x)∥ ≤ 2nε + η (x ∈ Z; n = 1, 2, 3, . . .).(2)

1Praca powsta la w czasie pobytu na Uniwersytecie Śla̧skim w Katowicach wiosna̧ 2001
roku na zaproszenie Instytutu Matematyki tego uniwersytetu.
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Dowód. Jeśli spe lniony jest warunek (P), to h(φn(x)) = 2nh(x), ska̧d

∥f(φn(x)) − 2nf(x)∥ = ∥h(φn(x)) + r(φn(x)) − 2nh(x) − 2nr(x)∥
≤ ∥r(φn(x))∥ + 2n∥r(x)∥ ≤ (2n + 1)ε,

tj. zachodzi (Q) z liczba̧ η równa̧ ε. Na odwrót, z warunku (Q) otrzymujemy∥∥∥∥ 1

2n
f(φn(x)) − 1

2n+m
f(φn+m(x))

∥∥∥∥
=

1

2n+m
∥2mf(φn(x)) − f(φm(φn(x)))∥ ≤ 1

2n+m
(2mε + η) ≤ 1

2n
(ε + |η|).

Tak wiȩc 1
2n f(φn(x)) jest cia̧giem Cauchy’ego w przestrzeni Banacha E, a

zatem istnieje granica

h(x) = lim
n→∞

1

2n
f(φn(x)) (x ∈ Z).(3)

Dla dowodu warunku (P) wystarczy sprawdzić, że dla tak określonej funkcji
h : Z → E mamy

h(φ(x)) = 2h(x) (x ∈ Z),(4)

∥h(x) − f(x)∥ ≤ ε (x ∈ Z).(5)

Otóż (4) wynika z (3), a (5) sta̧d, że∥∥∥∥ 1

2n
f(φn(x)) − f(x)

∥∥∥∥ =
1

2n
∥f(φn(x)) − 2nf(x)∥ ≤ ε +

1

2n
η → ε (n → ∞).

Uwaga. Funkcje h oraz r wystȩpuja̧ce w warunku (P) sa̧ wyznaczone jedno-
znacznie: Jeśli mamy dwa takie rozk lady

f = h1 + r1 = h2 + r2

funkcji f , to dla funkcji g = h1 − h2 = r2 − r1 dostajemy g(φ(x)) = 2g(x)
oraz ∥g(x)∥ ≤ 2ε. Sta̧d

2n∥g(x)∥ = ∥g(φn(x))∥ ≤ 2ε (x ∈ Z; n = 1, 2, 3, . . .)

i wobec tego g znika identycznościowo.

2. Stabilność. Podzbiór W przestrzeni Banacha E jest idealnie wypuk ly
(Lif̌sic [7]), gdy dla każdego ograniczonego cia̧gu d1, d2, d3, . . . jego elementów

i dla takich liczb α1, α2, α3, . . . ≥ 0, że
∞∑

n=1
αn = 1 mamy

∞∑
n=1

αndn ∈ W .

Nastȩpuja̧cy rezultat jest pewna̧ wersja̧ twierdzenia Jacka Tabora [10] o sta-
bilności w sensie Pólyi-Szegő-Hyersa-Ulama.
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Twierdzenie 2. Niech W bȩdzie ograniczonym i idealnie wypuk lym podzbio-
rem przestrzeni E, a funkcja f : Z → E spe lnia

f(φ(x)) − 2f(x) ∈ W (x ∈ Z).(6)

Wówczas istnieje dok ladnie jedna taka funkcja h : Z → E, że

h(φ(x)) = 2h(x), h(x) − f(x) ∈ W (x ∈ Z).(7)

Dowód. Wybierzmy tak ε ≥ 0, żeby

W ⊆ K(ε) := {x|x ∈ E, ∥x∥ ≤ ε}.(8)

(6) implikuje ∥f(φ(x)) − 2f(x)∥ ≤ ε (x ∈ Z), a stosuja̧c zasadȩ indukcji
matematycznej z  latwościa̧ otrzymujemy

∥f(φn(x)) − 2nf(x)∥ ≤ (2n − 1)ε (x ∈ Z; n = 1, 2, 3, . . .).

Tak wiȩc (2) zachodzi dla η = −ε. Możemy zatem zastosować twierdzenie 1
i dostajemy (dok ladnie jedna̧) taka̧ funkcjȩ h : Z → E, że

h(φ(x)) = 2h(x), h(x) − f(x) ∈ K(ε) (x ∈ Z).

Funkcja ta dana jest wzorem (3). Zgodnie z (6), dla x ∈ Z mamy

d1(x) := f(φ(x)) − 2f(x) ∈ W,

d2(x) := f(φ2(x)) − 2f(φ(x)) ∈ W,

d3(x) := f(φ3(x)) − 2f(φ2(x)) ∈ W itd.

Otrzymujemy zatem

h(x) − f(x) =
∞∑

n=1

1

2n
dn(x) ∈ W

i tym samym (7) jest w pe lni wykazane.

3. Dzia lania kwadratowo symetryczne. Maja̧c dane (dowolne) dzia lanie
◦ : Z × Z → Z za lóżmy, że nasza funkcja φ : Z → Z dana jest wzorem

φ(x) = x2 := x ◦ x (x ∈ Z).

Równanie (1) ma teraz postać

f(x2) = 2f(x) (x ∈ Z).

Dla x ∈ Z określamy indukcyjnie potȩgi x2n
(n = 1, 2, 3, . . .) przyjmuja̧c

x2n+1
= (x2n

)2 (n ≥ 1). Tym samym φn(x) = x2n
i wobec tego (2) przybiera

postać

∥f(x2n

) − 2nf(x)∥ ≤ 2nε + η (x ∈ Z; n = 1, 2, 3, . . .),(9)
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a (3) to

h(x) = lim
n→∞

1

2n
f(x2n

) (x ∈ Z).(10)

Za lóżmy teraz, że ◦ jest dzia laniem kwadratowo symetrycznym (por. [8]), tzn.

(x ◦ y) ◦ (x ◦ y) = (x ◦ x) ◦ (y ◦ y) (x, y ∈ Z),

czy też krótko

(x ◦ y)2 = x2 ◦ y2 (x, y ∈ Z).(11)

Użyteczność tej w lasności w problematyce stabilnościowej znana jest z pracy
Fortiego [3] (por. też pracȩ Borelli i Fortiego [2]). Zauważmy, że (11) pocia̧ga

(x ◦ y)2n

= x2n ◦ y2n

(x, y ∈ Z; n = 1, 2, 3, . . .).(12)

Z twierdzenia 1 jako prosty wniosek otrzymujemy zatem równoważność nastȩ-
puja̧cych dwóch warunków (dla danej funkcji f : Z → E i liczby ε ≥ 0):

(P′) f = h + r, gdzie h(x ◦ y) = h(x) + h(y), ∥r(x)∥ ≤ ε (x, y ∈ Z).

(Q′) Istnieja̧ takie liczby rzeczywiste δ, η, że zachodzi (9) oraz

∥f(x ◦ y) − f(x) − f(y)∥ ≤ δ (x, y ∈ Z).(13)

(Tȩ równoważność (P′) ⇐⇒ (Q′) można znaleźć też w [12]; implikacja (P′)
=⇒ (Q′) nie wymaga kwadratowej symetryczności (11). Przedstawione po-
niżej rozumowanie pokazuje, że (13) pocia̧ga równość h(x◦y) = h(x)+h(y).)

Ciekawiej jest popatrzeć na twierdzenie 2: warunek (6) oznacza teraz, że
f(x2) − 2f(x) ∈ W (x ∈ Z). Zasta̧pmy go przez

f(x ◦ y) − f(x) − f(y) ∈ W (x, y ∈ Z).(14)

Dla liczby ε spe lniaja̧cej (8) mamy

∥f(x ◦ y) − f(x) − f(y)∥ ≤ ε (x, y ∈ Z),

a zastȩpuja̧c x, y przez x2n
, y2n

, zgodnie z (12) otrzymujemy

∥f((x ◦ y)2n

) − f(x2n

) − f(y2n

)∥ ≤ ε.(15)

Dziela̧c tȩ nierówność przez 2n i uwzglȩdniaja̧c (10), dostajemy

h(x ◦ y) = h(x) + h(y) (x, y ∈ Z).(16)
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Konkluzja. Jeżeli w twierdzeniu 2 warunek (6) zasta̧pimy przez (14), gdzie
◦ : Z × Z → Z jest dzia laniem kwadratowo symetrycznym, to w (7) równość
h(φ(x)) = 2h(x) można zasta̧pić przez (16).

Ta wersja twierdzenia 2 podana jest w [13]. Przypomnijmy także uwagȩ
Józefa Tabora [11]: Aby otrzymać (16) z (14), za lożenie kwadratowej syme-
tryczności można os labić; wystarczy zaża̧dać co nastȩpuje:

(T) Dla x, y ∈ Z istnieje przynajmniej jedna taka liczba ca lkowita n ≥ 1, że

(x ◦ y)2n

= x2n ◦ y2n

.

Wówczas bowiem

(x ◦ y)2nk = x2nk ◦ y2nk

dla pewnego (zależnego od x, y) cia̧gu n1 < n2 < n3 < . . . → ∞. Mamy (15)
dla n = nk (k = 1, 2, 3, . . .), dzielimy przez 2nk , przechodzimy do granicy,
gdy k → ∞ i dostajemy (16). Mamy wiȩc uogólnienie - w sensie uwagi Józefa
Tabora [11] - twierdzenia stabilnościowego Jacka Tabora [10]:

Twierdzenie 3. Niech W bȩdzie ograniczonym i idealnie wypuk lym podzbio-
rem przestrzeni E, a ◦ : Z ×Z → Z niech spe lnia warunek (T). Za lóżmy też
(14) o funkcji f : Z → E, tj.

f(x ◦ y) − f(x) − f(y) ∈ W (x, y ∈ Z).

Istnieje wówczas dok ladnie jedna taka funkcja h : Z → E, że

h(x ◦ y) = h(x) + h(y), h(x) − f(x) ∈ W (x, y ∈ Z).

Zauważmy, że także do otrzymania równoważności (P′) oraz (Q′) za lożenie
(11) można zasta̧pić przez (T).

4. O równaniu funkcyjnym f(φ(x)) = ωf(x). Odnośnie równania

f(φ(x)) = ωf(x) (x ∈ Z),

gdzie ω > 1, twierdzenie 1 pozostaje w mocy, gdy w warunku (P) równanie,
które spe lniać ma funkcja h, zasta̧pimy przez h(φ(x)) = ωh(x), a nierówność
(2) przez

∥f(φn(x)) − ωnf(x)∥ ≤ ωnε + η (x ∈ Z; n = 1, 2, 3, . . .).

Twierdzenie 2 jest s luszne dla ω > 2, jeśli tylko w (6), (7) liczbȩ 2 zasta̧pimy
przez ω i zaża̧damy dodatkowo, że 0 ∈ W .
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