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Croissance d'une suite définie par certaine solution
distribution d’une équation fonctionnelle

Alice Simon et Peter Volkmann

Résumé. Soit la suite (¢,)n>0, OU

C1 = Cy = 1 (1)
et (n>1)
] o (n #Z 0 mod 4)
Crort T o1+ 260 = { 4cpys (N =0 mod 4). (2)
On montre que | ¢, | < v2n*? =1 (n > 2). Donc:
T = Z cnOp, C—p = Cp (3)

définit une distribution tempérée, solution de I’équation fonctionnelle
T(x/4) =T+ 1)+T(x—1)+ 2T (x). (4)

1. Le résultat et ses conséquences.

Théoreme. La suite (¢,)n>0 donnée par (1),(2) satisfait

len | < V2n?? -1 (n>2). (5)
On a égalité, sin =2**"1 (k=1,2,3,...).

Soit I’équation fonctionnelle

4qT(qr) =T(x+1)+T(x — 1) + 2T (x), (6)

ou 0 < ¢ < 1. Dans [1] on a déterminé les solutions de (6) dans £': ce sont
les solutions intéressantes pour le <probleme de Schilling> (voir [2]). Ici on
considere (6) dans le cas particulier ¢ = 1/4 (donc (4)), et on s’intéresse aux
solutions 7" dans S'\&'. On les cherche sous la forme (3), ou d,, désigne la
mesure de Dirac au point £ = n. En supposant seulement

[e.9]

T = Z CnOn (7)

n=—oo

1



(sans la condition supplémentaire c_,, = ¢,) on déduit de (4) aisément les
relations de récurrence (2) (n = 0,4+1,£2,...). Les nombres cy,c; étant
arbitraires, les autres termes ¢, sont déterminés de maniere unique, et (7)
donne une solution 7" € D’ de ’équation (4). On se restreint au cas pair,
c-a-d. c¢_, = ¢,. Dans ce cas, (2) pour n = 0 entraine ¢; = ¢g, on peut donc
supposer (1). Alors il résulte du théoréme, que (3) définit une distribution
tempérée.

2. Démonstration du théoréme. 1. En partant de (1), (2) on calcule

Co = —3, C3 = 5, Cq = —7, Cs = 13. (8)

Ensuite on démontre

Cen—a = —1T

Cgn—3 = 1 — 2oy

Cen—2 = 4co — 7

Cgn—1 = T —6cop (9)
C8n, = 802n -7

Cen+1 = 7— 6C2n

Ceny2 = 4eop — 7

C8n43 = T —2c2,

(n=1,2,3,...): pour n = 1 les deux premieres formules sont vraies d’apres
(8) et donnent ¢y, c5; pour m = 6,7,8, ... 'expression de ¢, résulte de celles
de ¢;_1 et ¢p_o grace a (2).

De ¢y = =3 et cg, = 8¢gy, — 7 (n > 1) il résulte que
Copnr = 1 =251 (£ =1,2,3,..)),
donc pour n = 22*~1 on a égalité dans (5).

2. Les formules (1), (8), (9) entrainent (n =1,2,3,...):

¢, >0 (n impair), ¢, <0 (n pair), (10)
| Can—a | = | Conpa | =7 < | csns| = | csnys |< (11)
< |esn—a| = | csnp2 | < |csno1| = | Csnpr | < | csn -

En plus on a
fo(@) = V28n —2)*? = (32—=8x)n*? =22 >0 (0<z<4). (12)
En effet, f/(z) >0 (0<xz<4), f,(0)=0, f/(0)>0.

3. Pour montrer 'inégalité (5), observons d’abord qu’elle est vraie pour
n = 2,3. Il suffit donc de partir de cette inégalité avec 2n au lieu de n,
et de la vérifier avec n remplacé par



8n—4, 81 —3, 8 —2, 8n—1, 8, 8n+1, 8n+2, 8n+3 (13)

(n=1,2,3,...). Grace a (11) il suffit de traiter les cinq premiers termes de
(13). On suppose donc

| Con | < 432 —1, (14)

et on montre

Csn—a | < V208n—¢q)¥? -1 g=0,1,2,3,4). 15
q

4. D’apres (12) on a pour ¢ =0,1,2,3,4 D'inégalité
V2(8n — q)*? — (32 — 8q)n®/? — 2¢ > 0.
En regroupant on obtient
74 (8 —2¢)(4n*? — 1) < V2(8n — ¢)** — 1.
Avec (14) il en résulte
T+(8-2q) | con | < V2(8n—q)** 1.

Le premier membre de cette inégalité est | cs,—q | (voir (9), (10)); la formule
(15) est donc établie.

Bibliographie

1. K. Baron, A. Simon et P. Volkmann: Solutions d’une équation fonc-
tionnelle dans 'espace des distributions tempérées. C. R. Acad. Sci.,
Paris, Sér. I 319, 1249-1252 (1994).

2. 35th International Symposium on Functional Equations, Graz 1997,
Special Session: Schilling’s problem. Aequationes Math. 55, 314-315
(1998).

Adresse des auteurs:

A. Simon, Département de Mathématiques, Université d’Orléans,
45067 Orléans Cedex 2, France. (simon@labomath.univ-orleans.fr)

P. Volkmann, Mathematisches Institut I, Universitat Karlsruhe, 76128 Karls-
ruhe, Allemagne.



