http://www.mathematik.uni-karlsruhe.de/~semlv
Seminar LV, No. 25, 2 pp., 27.02.2006

Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes unter
Verwendung eines gewissen reguldren Kegels

Peter Volkmann

Hier wird der Banachsche Fixpunktsatz in den Rahmen der Herzogschen
Arbeit [1] gestellt. Zunéchst seine Formulierung:

Satz. Es sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum, M # 0, und fir
f:M — M gelte

(1) d(f(z), f(y)) < kd(z,y) (z,y € M)

mit einer Konstanten k < 1. Dann hat f genau einen Fixpunkt p, und fir
jedes x € M gilt

(2) f(@), f2(x), fP(x), .. = p.

Beweis. 1. Es geniigt, fir z € M die Konvergenz (2) gegen ein p € M zu
zeigen; wegen der Stetigkeit von f ist dann p ein Fixpunkt dieser Funktion.
Die Eindeutigkeit von p ergibt sich mit x < 1 leicht aus (1).

2. Nach Kunugui [3] 148t sich der metrische Raum A isometrisch in einen
reellen Banachraum F einbetten. Wir stellen uns dementsprechend M als
abgeschlossene Teilmenge von E vor (M ist vollstindig), und wir schreiben
(1) in der Form

(3) 1f () = F)ll < wlle =yl (z,y € M).
3. Wie Herzog [1] bilden wir den Banachraum
E=ExR
(R bezeichnet den Bereich der reellen Zahlen; ||(x,&)| = max{||z|,|{|} in

E), und wir ordnen ihn durch den Kegel
K=A{(z,§) [z € E{€R, [z <&}

((z,€) < (y,n) in E bedeutet also (y—xz,7—¢) € K). Der Kegel K ist regulir
(im Sinne von Krasnosel’skil [2]), d.h. jede monotone, ordnungsbeschrénkte
Folge in E ist konvergent (im Sinne der Norm).

4. Wir bilden M = M x R (es ist also M C E) und definieren F : M — M
durch

F(z,8) = (f(z),k8) ((x,€) € M).



Wegen (3) ist F' monoton wachsend, d.h. fiir (z,€), (y,n) € M gilt

(z,8) < (y,m) = F(x,§) < F(y,n).

5. Es sei nun € M. Wir wihlen £ € R mit ||z — f(x)] < &(1 — k); dann gilt

(‘7:7 _5) S F($7_€) S F(x>£) S (.T,f)

Anwendung des monotonen Operators F™ : M — M liefert fiirn = 1,2,3, . ..
die Ungleichungen

F'(x,—€) < F" (2, =€) < F"(x,€) < F'(x,€),
und insgesamt folgt
(x, =€) <. < FY(2,6) < F*(2,8) < F*(2,€) < F(x,€) < (,€).
Da K regulir ist, ist

F(x,8), F*(2,6), F*(2,€),. ..

eine in E konvergente Folge, wegen F"(z,§) = (f"(x),k"€) ist dann die in
M gelegene Folge

f(@), f2(x), fx),...

konvergent gegen ein p € E, und wegen der Abgeschlossenheit von M in E
gilt schliefSlich p € M.
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