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Eine Charakterisierung der Dinghasschen Ableitung
Peter Volkmann!
1. Resultat. Es sei N = {1,2,3,...}, Z = {0,+1,£2,...}, und es

bezeichne R den Bereich der reellen Zahlen. Dann ist R® = {w |w: R — R}
ein reeller Vektorraum, und fiir h € R wird durch

Apw(z) =w(r +h) —w(z) (we Rz € R)

ein linearer Operator A, : R® — R® definiert; A7} sei seine n-te Potenz
(n € N), also

(1) Apw(z) = (=" (Z)w(:v +vh).
Fir
(2) f:R— R,

¢ € Rund n € N bezeichne

n : n n

3) 0= _dm (555 ) Sl

die n-te Dinghassche Ableitung von f an der Stelle ¢ (falls dieser Limes
existiert und endlich ausféllt); vgl. [1]: D™ f(&) verallgemeinert die iibliche n-
te Ableitung f™(¢). Zur Bildung von (3) braucht f nur in einer Umgebung
von £ definiert zu sein. Fortsetzung eines solchen f auf ganz R dndert aber
nichts an (3), und daher kann stets (2) vorausgesetzt werden. Das Resultat
dieser Arbeit lautet:

Satz. Fir f : R — R, £ € R und n € N existiert D" f(£) genau dann,
wenn

(4) fE+h) = f(&) +g(h) +~-h" +o(h") (h —0)

gilt mit einer Funktion g : R — R, so daf

(5) Apg(x) =0 (z,y € R)
und
(6) 9(0)=0

! AnlaBlich eines Gastaufenthaltes an der Universitit Katowice im Friithjahr 2001.
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ausfillt. Es ist dann v = D" f(§).

Fiir stetiges f : R — R ist der Satz der Inhalt von [16], und die Be-
weisfithrung hier ist eine Modifikation des Beweises dort; manche Details
werden nicht wiederholt.

Wird im Satze f : R — R als stetig oder — allgemeiner — als in einer Um-
gebung von § beschrinkt vorausgesetzt, so folgt aus (4) die Beschrinktheit
von ¢ in einer Umgebung von Null. Losungen der Funktionalgleichung (5)
mit dieser Eigenschaft sind die Polynome hochstens (n — 1)-ten Grades (vgl.
z. B. Kuczma [13]), unter Beachtung von (6) erhilt also (4) (mit ~, an Stelle
von ) die Gestalt

(7)  f(E+h) = f(&) +mh+yh*+ - +yh" +o(h™) (h — 0)

(und in dieser Form erscheint (4) in [16]). Fir eine Funktion f: R — R gilt
somit (bei fizierten £ € R, n € N ) Formel (7) genau dann, wenn gleichzeitig
D™ f(&) existiert und f in einer Umgebung von & beschrdnkt ist.

Nachfolgende Nr. 2 weist auf Zusammenhénge mit der Literatur hin, dann
wird ab Nr. 3 der Beweis des Satzes gegeben, und die abschliefende Nr. 7
bringt eine Bemerkung iiber Stabilitét.

2. Zusammenhiinge mit der Literatur. Dinghas [1] hat die verall-
gemeinerte Ableitung (3) eingefiihrt, und er hat unter anderem fiir stetige
f 1 — R (mit einem nicht ausgearteten Intervall I von R) gezeigt, da8

(8) D"f(€) =0 (el

genau dann gilt, wenn f ein Polynom héchstens (n — 1)-ten Grades ist (und
analog fiir f mit Werten in einem Banachraume). Dieses Resultat wurde
spater von Simon und dem Autor [14] auf beliebige Funktionen f : I — R
ausgedehnt: In diesem Falle ist (8) dquivalent zu

(9) ANF(€) =0 (8§ +nmel)

Doch zunéchst hatte Friedel [2] die Dinghassche Ableitung zu anderen
verallgemeinerten Ableitungen in Beziehung gesetzt. Fiir uns ist der Fall
interessant, daf fir f : R — R Formel (7) gilt: Dann heifit ~,n! die n-te
Peanosche Ableitung von f an der Stelle £ (vgl. Zygmund [17]). Aus deren
Existenz hat Friedel fiir stetige f die Existenz von D" f(&) hergeleitet. Die
Umkehrung (wieder fiir stetige f : R — R) war dann das in Nr. 1 erwéihnte
Ergebnis aus [16].

Der Satz der gegenwiirtigen Arbeit ist fiir n = 1 klar, da D' f(£) nichts
weiter ist als f/(¢). Fiir n = 2 wurde er von Simon und dem Autor in [15]
bewiesen. Dort finden sich auch Zusammenhénge mit Stabilitétsfragen im
Sinne von Pélya-Szegé-Hyers-Ulam; vgl. dazu Nr. 7 weiter unten.



Bereits Dinghas [1] hat obere und untere Ableitungen eingefiihrt, die aus (3)
entstehen, wenn man dort an Stelle des Limes den oberen bzw. den unteren
Limes nimmt. Diese und dhnliche Gréfien werden neuerdings von Gilanyi und
Péles [12] bei der Behandlung von Konvexitétsfragen benutzt.

Analog zur Aquivalenz von (8) und (9) ist fiir beliebige f : R — R nach
Gilanyi [3] (bzw. [4]) die Funktionalgleichung

ALf(E) =nlf(n) (§n € R)

dquivalent zu

DUf©):=  lim L [AMf(r) —nlf(y)] =0 (¢ € R).

r<é<z+ny,yl0 Yy"

Weitere, damit und mit dem Operator Dr zusammenhéngende Ergebnisse
kénnen in Gildnyis Arbeiten [5] - [11] gefunden werden.

3. Beweisanfang. Da fiir n = 1 alles klar ist (vgl. Nr. 2), setzen wir
n > 2 voraus. (Gemé&f [15] wiirde n > 3 geniigen.) Gilt fir f : R — R
die Entwicklung (4) mit einem (5), (6) geniigenden g : R — R, so kann
leicht die Existenz von D"f(§) (mit dem Wert nly) bestéiitigt werden. Es
geht also um die Umkehrung: Die Dinghassche Ableitung D" f(&) existiere,
und (4) mit (5), (6) ist gefragt. Es geniigt, den Fall £ = 0 zu behandeln
(Variablentransformation). Dann kann noch

(10) D"f(0) =0

vorausgesetzt werden; anderenfalls wird statt f die Funktion f(z)—%D" f(0)z"
betrachtet. Formel (10) bedeutet nach (3) (mit den Substitutionen [ =
ns, a = —nt) das Bestehen von

(1) Juf(s.t) = Al f(—nt) = of(s + 1)) (5,6 > 0; s+ | 0),
wobei allgemein
(12) Jow(s,t) = A" w(-nt) (we€ R%, s€ R, t€R)
gemeint ist. (Ausw: R — R wird J,w: R x R — R.)

Es ist nun das Ziel, aus (11) die Darstellung
(13) f(x) = f(0) + g(x) + o(z") (x — 0)

(also (4) fur den Fall £ = v = 0) mit einer (5), (6) geniigenden Funktion
g : R — R zu gewinnen.

Aus (12) folgt zunéchst mit Hilfe von (1)
(14)  Juw(s,t) = (=1)"Jow(~t,—s) (w € R, s€ R, t € R).
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Auflerdem ist fiir w : R — R die Gleichung

(15) Jow(s,t) =0 (s,t € R)

nach (12) offenbar dquivalent zu

(16) Ajw(z) =0 (z,y € R).
Folgendes Lemma wird spéter benutzt:
Lemma 1. Fiirw: R — R gelte

(17) Jow(s,t) =0 (s,t > 0).

Dann gilt (15) (also auch (16)).

4. Zum Beweise des Lemmas 1. Fiir stetiges w vgl. Satz 3 in [16]. Es
geniigt, den dortigen Beweis zu modifizieren: Es werde also (17) vorausge-
setzt. Gleichung (15) (bzw. (16)) bedeutet, daf fiir A&quidistante reelle Zahlen

(18) To<x; <---<x,

die Beziehung

(19) S0t ()ete =0

gilt. Um diese zu beweisen, wihle man ¢ < 0 und a + h > 0, so daf} die
Zahlen (18) unter den Zahlen a +mh (m € Z) vorkommen:

(20) Z0, X1, .., Ty € {a+mh|me Z}.

Dann sei P das Polynom hochstens (n — 1)-ten Grades mit
P(a+mh) =w(a+mh) (m=0,1,...,n—1),

und es sei p = w — P, also

(21) ¢(a) =p(a+h)=pla+2h)="---=p(a+ (n—1)h) =0.

Wegen J,,P(s,t) =0 (s,t € R) folgt aus (17)

(22) Jnp(s,t) =0 (s,t > 0).

Mit der Beweisfithrung zu Hilfssatz 2 in [16] kann aus (21), (22) auf
(23) p(la+mh) =0 (m e Z)

geschlossen werden: Z. B. folgt aus (21), (22) sofort ¢(a 4+ nh) = 0 und dann
noch sukzessive

ola—h)=0, p(a—2h)=0,...,0(a—(n—1)h) =0.
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Unter Verwendung von
pla— (n—2)h) = gpla— (n—4)h) = - = pla+nh) = 0

folgt mit (22) dann ¢(a —nh) = 0 (iibrigens auch p(a + (n+2)h) = 0), etc.:
SinngeméBe Fortsetzung fithrt zu (23).

GemésB (20), (23) ist nun w(xy) — P(xy) = ¢(xr) =0 (k=0,1,...,n), also

>0t ()t = S04} ) P <o

k=0

und (19) ist bewiesen.

5. Heranziehung weiterer Funktionaloperatoren. Fiir 7 € R und
0 < a < n werden die linearen Operatoren Q,, S" : R® — R erklirt durch

Q.w(z) = w(rr) (w € RE, 2 €R),

Stw(z) = Jyw ((1 — g) z, gx) = A"w(—az) (w€ R, v € R).
n n
Offenbar gilt Q,Q, = Q@ = Q,Q, und da die S} Linearkombinationen von
gewissen (), sind, gilt auch 5555 = S35y, Schliellich wird T, : RE — RE
durch folgende Eigenschaften (T1) - (T3) definiert:

(T1) Mit m = n/2 (n gerade) bzw. m = (n — 1)/2 (m ungerade) gilt (fiir
weRE reR)

3
L

Tow(x) =w(2mx) + [aL")w(2“x) + b&")w(—2“x)] + c™w(0).
I

Il
o

(T2) ™ =0, falls n gerade ist.
(T3) Thw(z) =0 fir w(z)=1,z,...,2" L

Nach Satz 10 in [16] 148t sich T}, durch endlich viele Operatoren der Form
QS (v=0,1,...,n; v € Z) linear kombinieren:

(24) T, = Z dV"/Q'yS;L'

VEZ; v=0,1,..n
Fiir den Raum
Fo={w|w: R — R stetig, w(x) =o(z") (x — 0)}
gilt nach Satz 9 in [16], daB8 die Einschrankung

(25) T, |7,: Fn — Fn bijektiv
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ist. Zum Beweise werden die Raume
]—"f ={w|weF, w(—z)=+dw(z) (r € R)}

eingefiithrt, und mit Hilfe der Abschétzung

3

2 (|| + o) <27

I
=)

0

wird die Bijektivitét der Einschrinkungen T, |z+: Fif — Fi gezeigt. Hier
interessiert uns der Funktionenraum

H,={w|w:R— R, w(0)=0, wx)=o0(z") (x —0)}.
Ganz analog zu (25) kann gezeigt werden:
Lemma 2. Es ist T,, |n,,: Hyn — Hy bijektiv.
Zur Abkiirzung setzen wir
(26) U= (Tn )"
6. Beweisende. Von (11) ausgehend erhalten wir, daf§ die Funktionen
(27) o =90f (0<a<n)

Elemente von H,, sind:

(0% (67

calz) = J0f ((1 - ﬁ> x, Ew) = o(z") (z | 0)

folgt aus (11), e,(x) = o(a™) fiir x T 0 ergibt sich dann mit Hilfe von (14),
und £,(0) = 0 gilt auch. Ist noch 0 < § < n, so wird

(28) Sie, = SESIf = SIS f = Sheg.

Mit den Koeffizienten d,. aus (24) ist nun

> dnQis,

yeZ; v=0,1,....,n

ein Element von H,,, nach Lemma 2 und (26) wird dann

(29) 0= UZ dy, Qe € Hy,.
v,V
Fiir 0 < a < n ergibt sich mit (28), (24), (26), (27)
She=U> dpQ,Sie, =U Y dpy@QySica = UTpea = €0 = S,

’y?y 77”



also ist S”(f — ¢) =0, d.h.

Jn(f—go)<<1—%>x,gx):O(Ogagn, xr € R).

n

Hieraus folgt

Jnlf = ¢)(s,8) =0 (s,2 > 0),

denn Zahlen s,t > 0 lassen sich stets als s = (1 — %) x, t= %x mitld<a<n
und x € R darstellen. Anwendung von Lemma 1 liefert nun

(30) AY(f —¢)(x) =0 (z,y € R).
Abschlieflend setzen wir
g=f—¢—f(0).
Dann folgt mit (29)

f(@) = f(0) + g(x) + ¢(x) = f(0) + g(z) + o(z") (z — 0),

also gilt (13); wegen (30) erfiillt g die Funktionalgleichung (5), und wegen
©(0) =0 (vgl. (29)) gilt auch ¢g(0) = 0, also (6).

7. Bemerkung iiber Stabilitét. Eine mogliche Interpretation von (11)
ist, f : R — R als approximative Losung von

(31) Ayip(r) =0 (z,y € R)

aufzufassen. Dann bedeutet (13) (wenn ¢ = f(0) 4 ¢ gesetzt wird) die Exi-
stenz einer Losung ¥ : R — R dieser Funktionalgleichung mit

(32) $(0) = f(0), |o(z) = f(2)] = o(z") (x —0).

Eine im Sinne von (11) approximative Losung f von (31) wird also im Sinne
von (32) durch eine Losung v angendhert: Es liegt Stabilitit vor, wie sie auch
in der gemeinsamen Arbeit [15] mit Simon und in den zitierten Arbeiten von
Gilanyi auftritt.
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