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Rozwazamy czasteczke ztozong z n atoméw, ktéra wibruje pod wptywem sit
wewnetrznych.
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wewnetrznych. W potfozeniu réwnowagi kazdemu atomowi przyjmujemy trzy osie
wspotrzednych, ktére wykorzystujemy do mierzenia zmiany pofozenia atomu.
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Rozwazamy czasteczke ztozong z n atoméw, ktéra wibruje pod wptywem sit
wewnetrznych. W potfozeniu réwnowagi kazdemu atomowi przyjmujemy trzy osie
wsp6trzednych, ktére wykorzystujemy do mierzenia zmiany pofozenia atomu. Zatem stan
czasteczki jest opisany przez wektor x o 3n wspétrzednych w przestrzeni R3".
Przyjmujemy, ze sity wewnetrzne dziataja liniowo na przemieszczenia. Prowadzi to do
réwnania rézniczkowego

xX= Ax,

gdzie A jest symetryczna macierza rzeczywista stopnia 3n o wyrazach wyznaczonych
przez sity wewnetrzne.
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réwnania rézniczkowego

xX= Ax,
gdzie A jest symetryczna macierza rzeczywista stopnia 3n o wyrazach wyznaczonych
przez sity wewnetrzne.

Uwaga Wartosci wtasne macierzy A sa rzeczywiste i macierz ta jest diagonalizowalna.
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Rozwazamy czasteczke ztozong z n atoméw, ktéra wibruje pod wptywem sit
wewnetrznych. W potfozeniu réwnowagi kazdemu atomowi przyjmujemy trzy osie
wsp6trzednych, ktére wykorzystujemy do mierzenia zmiany pofozenia atomu. Zatem stan
czasteczki jest opisany przez wektor x o 3n wspétrzednych w przestrzeni R3".
Przyjmujemy, ze sity wewnetrzne dziataja liniowo na przemieszczenia. Prowadzi to do
réwnania rézniczkowego

xX= Ax,

gdzie A jest symetryczna macierza rzeczywista stopnia 3n o wyrazach wyznaczonych
przez sity wewnetrzne.

Uwaga Wartosci wtasne macierzy A sa rzeczywiste i macierz ta jest diagonalizowalna.

Twierdzenie
Rozwiazanie ogdlne powyzszego réwnania rézniczkowego jest kombinacja liniowa
nastepujacych rozwiazan:
o sin(wt + B)u, gdzie —w? jest niezerowa wartoscia wtasna macierzy A, a u jest
wektorem wtasnym odpowiadajacym tej wartosci wtasne;j.
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o (t+ B)u, gdzie u jest wektorem wtasnym odpowiadajacym zerowej wartosci wtasnej
macierzy A (warto$ci zerowe zawsze wystepuja).
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Rozwazamy czasteczke ztozong z n atoméw, ktéra wibruje pod wptywem sit
wewnetrznych. W potfozeniu réwnowagi kazdemu atomowi przyjmujemy trzy osie
wsp6trzednych, ktére wykorzystujemy do mierzenia zmiany pofozenia atomu. Zatem stan
czasteczki jest opisany przez wektor x o 3n wspétrzednych w przestrzeni R3".
Przyjmujemy, ze sity wewnetrzne dziataja liniowo na przemieszczenia. Prowadzi to do
réwnania rézniczkowego

xX= Ax,

gdzie A jest symetryczna macierza rzeczywista stopnia 3n o wyrazach wyznaczonych
przez sity wewnetrzne.

Uwaga Wartosci wtasne macierzy A sa rzeczywiste i macierz ta jest diagonalizowalna.

Twierdzenie
Rozwiazanie ogdlne powyzszego réwnania rézniczkowego jest kombinacja liniowa
nastepujacych rozwiazan:
o sin(wt + B)u, gdzie —w? jest niezerowa wartoscia wtasna macierzy A, a u jest
wektorem wtasnym odpowiadajacym tej wartosci wtasne;j.

o (t+ B)u, gdzie u jest wektorem wtasnym odpowiadajacym zerowej wartosci wtasnej
macierzy A (warto$ci zerowe zawsze wystepuja).

Uwaga Na ogdt macierz A jest duzych rozmiaréw i trudno znalezé jej wartosci i wektory
wtasne. Uzyjemy do tego teorii reprezentacji.
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Niech G bedzie grupa izometrii czasteczki. Rozwazmy reprezentacje p : G — Aut(R3"),
indukowang przez dziatanie grupy G na zbiér atoméw tej czasteczki.

Twierdzenie

Dla wszystkich s € G oraz x € R3" zachodzi réwnos¢

Aps(x) = ps(Ax).
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Niech G bedzie grupa izometrii czasteczki. Rozwazmy reprezentacje p : G — Aut(R3"),
indukowang przez dziatanie grupy G na zbiér atoméw tej czasteczki.

Twierdzenie

Dla wszystkich s € G oraz x € R3" zachodzi réwnos¢

Aps(x) = ps(AX).

Whiosek

Endomorfizm przestrzeni R3" o macierzy A "zachowuje" wszystkie podprzestrzenie
G-niezmiennicze.

Uwaga Na podstawie powyzszego wniosku wystarczy przedstawi¢ R3" jako sume prosta
podprzestrzeni wyznaczonych przez podreprezentacje nieprzywiedlne reprezentacji p i
wtedy podprzestrzenie te beda sie sktadaty z wektoréw wtasnych macierzy A.
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Przyktad
Rozwazmy trzyatomowa (pfaska dla utatwienia) czasteczke o jednakowych atomach
utozonych w wierzchotkach tréjkata réwnobocznego.
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Przyktad

Rozwazmy trzyatomowa (pfaska dla utatwienia) czasteczke o jednakowych atomach
utozonych w wierzchotkach tréjkata réwnobocznego.

Umiesémy w kazdym atomie uktad wspotrzednych tak jak na ponizszym rysunku.
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Przyktad

Rozwazmy trzyatomowa (pfaska dla utatwienia) czasteczke o jednakowych atomach
utozonych w wierzchotkach tréjkata réwnobocznego.

Umiesémy w kazdym atomie uktad wspotrzednych tak jak na ponizszym rysunku.

Wtedy potozenie czasteczki opisane jest wektorem x = (xi, ..., xs) € R®,
a grupa izometrii tej czasteczki jest réwna D(3).
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P
w

Tabelka przedstawia dziatanie reprezentacji p na wektory bazowe ey, ..., €.

l l €1 € €3 €4 65 6 ‘
P1 €1 € €3 €4 65 66
Pa €5 €6 €1 €2 €3 €4
Pa2 €3 €4 €5 €6 €1 € |
Pb € €1 6 65 €4 €3
Pab € €3 € €61 6 6
Pa2b €6 €5 €4 €3 €2 €1

gdzie a jest obrotem o kat /3, a b symetriag wzgledem wysokosci poprowadzonej
z "goérnego" wierzchotka.
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Niech x bedzie charakterem reprezentacji p.
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Niech x bedzie charakterem reprezentacji p.

Patrzac na tabele

mamy
x(1) =
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Pb €& €1 6 65 € €3
Pab | €4 €3 €2 €1 66 65

Pa2p €6 €5 €4 €3 €2 €1

x(1) =6, x(a) =
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Niech x bedzie charakterem reprezentacji p.

Patrzac na tabele

mamy

x(1) =6, x(a) =0, x(a®) =0, x(b) =0, x(ab)=x(a’h)=0.
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Niech x bedzie charakterem reprezentacji p.
Patrzac na tabele

| a1 @ & e e o

P1 €1 € €3 €4 65 6p
Pa € € €1 € €3 €4
P2 | €3 €4 6 € €1 €2
Pb €& €1 6 65 € €3
Pab | €4 €3 € €1 € 65
Pa2p €6 €5 €4 €3 €2 €1

mamy
x(1) =6, x(a) =0, x(a°)=0, x(b) =0, x(ab) = x(a’h) =0.
Zatem
1 a a’ b ab a’h
id (1,2,3) (1,3,2) (1,2) (1,3) (2,3)
1| 1 1 1 1 1 1
Yz | 1 1 1 -1 -1 -1
s | 2 -1 -1 0 0 0
[ x [ 6 0 0
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Niech x bedzie charakterem reprezentacji p.
Patrzac na tabele

| a1 @ & e e o

P1 €1 € €3 €4 65 6p
Pa € € €1 € €3 €4
P2 | €3 €4 6 € €1 €2
Pb €& €1 6 65 € €3
Pab | €4 €3 € €1 € 65
Pa2p €6 €5 €4 €3 €2 €1

mamy
x(1) =6, x(a) =0, x(a°)=0, x(b) =0, x(ab) = x(a’h) =0.
Zatem
1 a a’ b ab a’h
id (1,2,3) (1,3,2) (1,2) (1,3) (2,3)
1| 1 1 1 1 1 1
Yz | 1 1 1 -1 -1 -1
s | 2 -1 -1 0 0 0
[ x [ 6 0 0

X = X1+ x2 + 2x3-
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1 a a2 b ab a’h
id (1,2,3) (1,3,2) (1,2) (1,3) (2,3)

x| 1 1 1 1 1 1
X2 | 1 1 1 !
xs| 2 -1 -1

[ x [ 6 0 0 0 0 0

X = X1+ x2 +2xs.
Obliczmy obrazy rzutowan pi, p2, ps3-
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1 a a2 b ab a’h
id (1,2,3) (1,3,2) (1,2) (1,3) (2,3)

x| 1 1 1 1 1 1
X2 | 1 1 1 !
xs| 2 -1 -1

[ x [ 6 0 0 0 0 0

X = X1+ x2 +2xs.
Obliczmy obrazy rzutowan pi, p2, ps3-

p1(R®) = lin(er + e2 + e3 + es + €5 + e5),
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1 a a2 b ab a’h
id (1,2,3) (1,3,2) (1,2) (1,3) (2,3)

x| 1 1 1 1 1 1
X2 | 1 1 1 !
xs| 2 -1 -1

[ x [ 6 0 0 0 0 0

X = X1+ x2 +2xs.
Obliczmy obrazy rzutowan pi, p2, ps3-

p1(R®) =lin(er + e2 + e3 + es + €5 + ), p2(R®) =lin(er + es + €3 — €2 — es — e5).
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1 a a2 b ab a’h
id (1,2,3) (1,3,2) (1,2) (1,3) (2,3)

x| 1 1 1 1 1 1
xz | 1 1 1 !
xs| 2 -1 -1 0 0 0
[ x |6 0 0 0 0 0

X = X1+ x2 +2xs.
Obliczmy obrazy rzutowan pi, p2, ps3-
p1(R®) =lin(er + e2 + e3 + es + €5 + ), p2(R®) =lin(er + es + €3 — €2 — es — e5).
Z rzutowaniem 5
ps = ¢(2p1 = pa = pa2)

jest wiecej kfopotu, bo wymiar jego obrazu jest réwny 4.
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Z wczesniejszych tabel potrzebujemy nastepujace informacje:

l [ €1 €& € e 6 6
pP1 €1 € €3 €4 65 6
Pa | €5 € €1 €2 €3 €4
Pa2 | €3 € € 6 €1 €
oraz
] [1 a® b ab ab|
[xa][2 -1 -1 0 0 0 |
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Z wczesniejszych tabel potrzebujemy nastepujace informacje:

l [e16263 e e 6

pP1 €1 € €3 €4 65 6
Pa €& € €1 €2 €63 &
Pa2 | €3 € € 6 €1 €

oraz
] [1 a a b ab azb[
[xs][2 -1 -1 0 0 0 ]
Poniewaz 5
ps = ¢(2p1 = pa = pa2),
wiec

p3(R®) = lin(2e1—es—e3, 2e2—e5—es, 2e3—e1—€5, 2e4— €2 — €5, 265 —€3—€1, 286— €4 — €2) =
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Z wczesniejszych tabel potrzebujemy nastepujace informacje:

l [e16263 e e 6

pP1 €1 € €3 €4 65 6
Pa €& € €1 €2 €63 &
Pa2 | €3 € € 6 €1 €

oraz
] [1 a a b ab azb[
[xs][2 -1 -1 0 0 0 ]
Poniewaz 5
ps = ¢(2p1 = pa = pa2),
wiec

p3(R®) = lin(2e1—es—e3, 2e2—e5—es, 2e3—e1—€5, 2e4— €2 — €5, 265 —€3—€1, 286— €4 — €2) =

=lin(as =261 —e5s — 3,00 =2e2 — €6 — €4,(03 = 263 — €1 — 5,014 = 2€4 — €2 — €6).
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Z rozwazan "fizycznych" w naszym przypadku

1 2 2 001
3 110 0 1%
a_—k|lO0O 1.1 3 30
0 3 3 1 10
3 00 1 1 3
1 1
1001 21
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Z rozwazan "fizycznych" w naszym przypadku

-
HNIR O ONIR =
O ONIF = H=NI=
O ONIF = HNI=
NIR = RN O O
NIR R RN O O
HNR O ONIR

Latwo sprawdzi¢, ze wektor bazowy e; + ... + es podprzestrzeni p;(R®) jest wektorem
whasnym macierzy A odpowiadajacym wartosci wtasnej =3k

m !
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Z rozwazan "fizycznych" w naszym przypadku

-
HNIR O ONIR =
O ONIF = H=NI=
O ONIF = HNI=
NIR = RN O O
NIR R RN O O
HNR O ONIR

Latwo sprawdzi¢, ze wektor bazowy e; + ... + es podprzestrzeni p;(R®) jest wektorem
whasnym macierzy A odpowiadajacym wartosci wtasnej =3k

m !

a wektor bazowy e; + es + e3 — e2 — e4 — e podprzestrzeni pz(RG) jest wektorem
witasnym odpowiadajacym wartosci witasnej 0.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wybrane metody algebraiczne Wyktad 8 - zasto 9/10



Podprzestrzen p3(R®) ma nastepujacy rozktad na sume prosta podprzestrzeni
G-niezmienniczych, na kazdej z ktérych reprezentacja indukuje podreprezentacje

nieprzywiedlne o charakterze x3 (trzeba dokona¢ rozktadu sktadowej jednorodnej V3):

p3(R%) =lin((e1+e2—es—es,—e1+es+es—es) Dlin(er+es —es —e6, €1+ €2 — €3 — e6).

Wektory

€1+ —€e — 65

—e1+ e3+ e — 66

sg wektorami wiasnymi odpowiadajacymi

€1+ € —6e5 — €6

€1+ e —e3— 6

sg wektorami wiasnymi odpowiadajacymi

2o+ ta, 11,1,
R R D A S

S -SYRNE SUNE NN Y
R R D AL S

wartosci whasnej ’2—,3;:‘, natomiast wektory

241,01, .2,
R R D AL S

1

2 1
=z + o2 — jo3+ s

3 3 3
wartosci wihasnej 0.

3
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