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Niech p : G — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy G.
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Niech p : G — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy G.
Mozliwe s3 nastepujace sytuacje:
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Niech p : G — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy G.
Mozliwe s3 nastepujace sytuacje:

@ Reprezentacja p jest réwnowazna z reprezentacja rzeczywista o tzn. taka, ktérej
macierze wszystkich oz dla g € G maja wspotczynniki rzeczywiste. Wtedy jej
charakter przyjmuje wartosci rzeczywiste (o takim charakterze méwimy, ze moze byé
realizowany nad R).
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charakter przyjmuje wartosci rzeczywiste (o takim charakterze méwimy, ze moze byé
realizowany nad R).

@ Reprezentacja p nie jest rzeczywista i zadna jej réwnowazna nie jest rzeczywista, ale
jej charakter przyjmuje wartosci rzeczywiste.
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charakter przyjmuje wartosci rzeczywiste (o takim charakterze méwimy, ze moze byé
realizowany nad R).

@ Reprezentacja p nie jest rzeczywista i zadna jej réwnowazna nie jest rzeczywista, ale
jej charakter przyjmuje wartosci rzeczywiste.

o Charakter reprezentacji p nie jest rzeczywisty (wtedy p nie jest réwnowazna zadnej
reprezentacji rzeczywistej).

W przypadku pierwszych dwéch sytuacji o charakterze reprezentacji méwimy, ze jest
rzeczywisty.
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Niech p : G — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy G.
Mozliwe s3 nastepujace sytuacje:

@ Reprezentacja p jest réwnowazna z reprezentacja rzeczywista o tzn. taka, ktérej
macierze wszystkich oz dla g € G maja wspotczynniki rzeczywiste. Wtedy jej
charakter przyjmuje wartosci rzeczywiste (o takim charakterze méwimy, ze moze byé
realizowany nad R).

@ Reprezentacja p nie jest rzeczywista i zadna jej réwnowazna nie jest rzeczywista, ale
jej charakter przyjmuje wartosci rzeczywiste.

o Charakter reprezentacji p nie jest rzeczywisty (wtedy p nie jest réwnowazna zadnej
reprezentacji rzeczywistej).

W przypadku pierwszych dwéch sytuacji o charakterze reprezentacji méwimy, ze jest
rzeczywisty.

Definicja
Element g grupy G nazywamy elementem rzeczywistym, jesli jest sprzezony z g 1. Jezeli

g jest elementem rzeczywistym, to klase elementéw sprzezonych g€ := {x"'gx:x¢c G}
nazywamy rzeczywista.
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Niech p : G — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy G.
Mozliwe s3 nastepujace sytuacje:

@ Reprezentacja p jest réwnowazna z reprezentacja rzeczywista o tzn. taka, ktérej
macierze wszystkich oz dla g € G maja wspotczynniki rzeczywiste. Wtedy jej
charakter przyjmuje wartosci rzeczywiste (o takim charakterze méwimy, ze moze byé
realizowany nad R).

@ Reprezentacja p nie jest rzeczywista i zadna jej réwnowazna nie jest rzeczywista, ale
jej charakter przyjmuje wartosci rzeczywiste.

o Charakter reprezentacji p nie jest rzeczywisty (wtedy p nie jest réwnowazna zadnej
reprezentacji rzeczywistej).

W przypadku pierwszych dwéch sytuacji o charakterze reprezentacji méwimy, ze jest
rzeczywisty.

Definicja

Element g grupy G nazywamy elementem rzeczywistym, jesli jest sprzezony z g 1. Jezeli

g jest elementem rzeczywistym, to klase elementéw sprzezonych g€ := {x"'gx:x¢c G}
nazywamy rzeczywista.

Uwaga Jesli klasa jest rzeczywista, to kazdy element tej klasy jest rzeczywisty. Ponadto
klasa ta zawiera odwrotnos¢ kazdego swojego elementu.
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Twierdzenie

Liczba rzeczywistych charakteréw nieprzywiedInych grupy G jest réwna liczbie
rzeczywistych klas elementéw sprzezonych tej grupy.
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Twierdzenie

Liczba rzeczywistych charakteréw nieprzywiedInych grupy G jest réwna liczbie
rzeczywistych klas elementéw sprzezonych tej grupy.

Dowdd. Niech s, ..., sk oznaczaja klasy elementéw sprzezonych grupy G, a x1, .., Xk
wszystkie charaktery nieprzywiedlne grupy G.
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Twierdzenie

Liczba rzeczywistych charakteréw nieprzywiedInych grupy G jest réwna liczbie
rzeczywistych klas elementéw sprzezonych tej grupy.

Dowdd. Niech s, ..., sk oznaczaja klasy elementéw sprzezonych grupy G, a x1, .., Xk
wszystkie charaktery nieprzywiedlne grupy G.
Niech

X = (xi(5))ij=1,..x
bedzie tablica charakteréw grupy G.
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Twierdzenie

Liczba rzeczywistych charakteréw nieprzywiedInych grupy G jest réwna liczbie
rzeczywistych klas elementéw sprzezonych tej grupy.

Dowdd. Niech s, ..., sk oznaczaja klasy elementéw sprzezonych grupy G, a x1, .., Xk
wszystkie charaktery nieprzywiedlne grupy G.
Niech

X = (xi(s1))ij=1,...k
bedzie tablica charakteréw grupy G. Jesli
X = (xi(5))ije1,.. k = (X,'(Sj_l))i,j:1,m,k7

to X tez jest tablica charakteréw grupy G i jej wiersze s3 pewna permutacja o wierszy
macierzy X, tzn. xi(s;) = xo(i)(Si)-
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X = (xi(5))ijet, k = (X,'(Sj_l))i,j:1,m,k7

to X tez jest tablica charakteréw grupy G i jej wiersze s3 pewna permutacja o wierszy
macierzy X, tzn. xi(s;) = xo(i)(Si)-
Na tym samych miejscu pozostaja wiersze odpowiadajace charakterom rzeczywistym.

Niech
N o _ ) 0, gdyj#oa(i)
Po = (a5), aj= { 1, gdyj=o(i)
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Por = (@), a5 = { 1, gdyj=o(i)
Wtedy
k
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Twierdzenie

Liczba rzeczywistych charakteréw nieprzywiedInych grupy G jest réwna liczbie
rzeczywistych klas elementéw sprzezonych tej grupy.

Dowdd. Niech s, ..., sk oznaczaja klasy elementéw sprzezonych grupy G, a x1, .., Xk
wszystkie charaktery nieprzywiedlne grupy G.
Niech
X = (xi(5))ij=1,..x
bedzie tablica charakteréw grupy G. Jesli

X = (xi(5))ijet, k = (X,'(Sj_l))i,j:1,m,k7

to X tez jest tablica charakteréw grupy G i jej wiersze s3 pewna permutacja o wierszy
macierzy X, tzn. xi(s;) = xo(i)(Si)-
Na tym samych miejscu pozostaja wiersze odpowiadajace charakterom rzeczywistym.

Niech
oy a0 edyj#a(i)
Por = (@), a5 = { 1, gdyj=o(i)
Wtedy
k
PoX = (i), i =Y axi(s() = Xot(5) = Xi()), tzn. PoX =X
I=1

oraz liczba permutacji rzeczywistych grupy G réwna sie tr(P,).
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Dla kazdej klasy elementéw sprzezonych s; odpowiadajaca jej kolumna macierzy X jest
réwna kolumnie macierzy X odpowiadajacej klasie ;. Zatem macierze X oraz X réznia
sie tez kolejnoscig kolumn, a na tym samym miejscu pozostaja kolumny odpowiadajace
klasom rzeczywistym.
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Dla kazdej klasy elementéw sprzezonych s; odpowiadajaca jej kolumna macierzy X jest
réwna kolumnie macierzy X odpowiadajacej klasie ;. Zatem macierze X oraz X réznia
sie tez kolejnoscig kolumn, a na tym samym miejscu pozostaja kolumny odpowiadajace
klasom rzeczywistym. Zatem istnieje macierz permutacji @, taka, ze

Y:)<(?7'

i liczba rzeczywistych klas elementéw sprzezonych réwna sie tr(Q;).
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Dla kazdej klasy elementéw sprzezonych s; odpowiadajaca jej kolumna macierzy X jest
réwna kolumnie macierzy X odpowiadajacej klasie ;. Zatem macierze X oraz X réznia
sie tez kolejnoscig kolumn, a na tym samym miejscu pozostaja kolumny odpowiadajace
klasom rzeczywistym. Zatem istnieje macierz permutacji @, taka, ze

Y = XQT
i liczba rzeczywistych klas elementéw sprzezonych réwna sie tr(Q;).
Poniewaz B
Q- =X"'X=X""P,X,
wiec

liczba rzeczywistych klas = tr(Q-) = tr(P,) = liczba charakteréw rzeczywistych. o
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Whiosek

Grupa G ma nietrywialny rzeczywisty charakter nieprzywiediny wtedy i tylko wtedy, gdy
jej rzad jest liczba parzysta.
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Whiosek

Grupa G ma nietrywialny rzeczywisty charakter nieprzywiediny wtedy i tylko wtedy, gdy
jej rzad jest liczba parzysta.

Dowéd. Przypusémy, ze rzad grupy G jest parzysty.
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Whiosek

Grupa G ma nietrywialny rzeczywisty charakter nieprzywiediny wtedy i tylko wtedy, gdy
jej rzad jest liczba parzysta.

Dowéd. Przypusémy, ze rzad grupy G jest parzysty. Wtedy grupa G zawiera element
rzedu 2
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Whiosek

Grupa G ma nietrywialny rzeczywisty charakter nieprzywiediny wtedy i tylko wtedy, gdy
jej rzad jest liczba parzysta.

Dowéd. Przypusémy, ze rzad grupy G jest parzysty. Wtedy grupa G zawiera element
rzedu 2 tzn. element g € G, g # e taki, ze g = g~ *.
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Whiosek

Grupa G ma nietrywialny rzeczywisty charakter nieprzywiediny wtedy i tylko wtedy, gdy
jej rzad jest liczba parzysta.

Dowéd. Przypusémy, ze rzad grupy G jest parzysty. Wtedy grupa G zawiera element
rzedu 2 tzn. element g € G, g # e taki, ze g = g~ 1. Zatem klasa sprzezonosci g©
elementu g jest nietrywialna rzeczywista klasa elementéw sprzezonych.
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Whiosek

Grupa G ma nietrywialny rzeczywisty charakter nieprzywiediny wtedy i tylko wtedy, gdy
jej rzad jest liczba parzysta.

Dowéd. Przypusémy, ze rzad grupy G jest parzysty. Wtedy grupa G zawiera element
rzedu 2 tzn. element g € G, g # e taki, ze g = g~ 1. Zatem klasa sprzezonosci g©
elementu g jest nietrywialng rzeczywista klasa elementéw sprzezonych.

Przypusémy teraz, ze rzad G réwny jest 2n+ 1 oraz g€ jest rzeczywista klasa elementéw
sprzezonych.
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Whiosek

Grupa G ma nietrywialny rzeczywisty charakter nieprzywiediny wtedy i tylko wtedy, gdy
jej rzad jest liczba parzysta.

Dowéd. Przypusémy, ze rzad grupy G jest parzysty. Wtedy grupa G zawiera element
rzedu 2 tzn. element g € G, g # e taki, ze g = g~ 1. Zatem klasa sprzezonosci g©
elementu g jest nietrywialng rzeczywista klasa elementéw sprzezonych.

Przypusémy teraz, ze rzad G réwny jest 2n+ 1 oraz g€ jest rzeczywista klasa elementéw
sprzezonych. Wtedy x 'gx = g~ dla pewnego x € G.
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Dowéd. Przypusémy, ze rzad grupy G jest parzysty. Wtedy grupa G zawiera element
rzedu 2 tzn. element g € G, g # e taki, ze g = g~ 1. Zatem klasa sprzezonosci g©
elementu g jest nietrywialng rzeczywista klasa elementéw sprzezonych.

Przypusémy teraz, ze rzad G réwny jest 2n+ 1 oraz g€ jest rzeczywista klasa elementéw
sprzezonych. Wtedy x 'gx = g~ dla pewnego x € G. Stad x 2gx*> = g tzn. x°, a wiec
rowniez x2¥ dla kazdego k, jest przemienny z elementem g.
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sprzezonych. Wtedy x 'gx = g~ dla pewnego x € G. Stad x 2gx*> = g tzn. x°, a wiec
rowniez x2X dla kazdego k, jest przemienny z elementem g. Z tw. Lagrange’'a wynika, ze
x = x2"Y 3 to oznacza, ze x jest przemienny z g tzn. g = x lgx =g, czylig? = 1.
Skoro rzad grupy G jest nieparzysty, wiec g = e i nasza klasa jest trywialna. &
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Twierdzenie

Niech x bedzie charakterem reprezentacji nieprzywiedlnej p : G — Aut(V) grupy G.
Wtedy NWSR:

© charakter x moze by¢ realizowany nad R,

@ istnieje nieosobliwa symetryczna forma dwuliniowa ¢ : V x V — C taka, ze

A\ #la.B) = @lps(a), ps(8)).

a,BEV seG
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y

Uwaga Gdyby w pierwszym punkcie powyzszego twierdzenia zadac¢ jedynie, aby charakter
przyjmowat wartosci rzeczywiste, to w punkcie drugim trzeba zrezygnowa¢ z
symetrycznosci wzmiankowanego funkcjonatu dwuliniowego.
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