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Definicja
Funkcje f : G — C nazywamy funkcja centralna, jesli

v f(sts™h) = £(¢).
s,teG
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Uwagi

o Charakter reprezentacji jest funkcja centralna.
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Uwagi
o Charakter reprezentacji jest funkcja centralna.

@ Funkcje centralne na grupie G tworza przestrzen liniowa (nad C). Jest to
podprzestrzen przestrzeni unitarnej C¢. Ozn. H.
Baza przestrzeni H jest uktad funkcji charakterystycznych klas sprzezonosci grupy G.
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Stwierdzenie

Niech f bedzie funkcja centralna na grupie G i niech p: G — Aut(V) bedzie
reprezentacja liniowa grupy G.
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Twierdzenie

Jesli x1, ..., Xk s3 charakterami wszystkich nieprzywiedlnych parami nieréwnowaznych
reprezentacji p*, ..., p¥ grupy G, to xa, ..., xx tworza baze ortonormalna przestrzeni H
funkgji centralnych okreslonych na G.
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seG seG
Poniewaz uktad (gs)scc jest baza, wiec f = f = 0.
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Pokazalismy, ze pr = 0 dla dowolnej reprezentacji grupy G. W szczegélnosci gdy p jest
reprezentacja regularng mamy

0=prler) =) F()ps(ex) = ) f(s)es.

seG seG
Poniewaz uktad (gs)scc jest baza, wiec f = f = 0. Pokazalismy, ze
. 1
Im(le-'-an) - {O}v



Twierdzenie

Jesli x1, ..., Xk s3 charakterami wszystkich nieprzywiedlnych parami nieréwnowaznych
reprezentacji p*, ..., p¥ grupy G, to xa, ..., xx tworza baze ortonormalna przestrzeni H
funkgji centralnych okreslonych na G.

Dowéd. Niech f € lin(x1, ..., xx)*. Wtedy f € lin(xa, ..., xx)*, tzn. (f|x7) = 0 dla
i=1,.. k.
Z poprzedniego twierdzenia dla dowolnego i = 1, ..., k endomorfizm p’ jest homotetia
o wspétczynniku

1 |G|,

A== f i = — i) = 0.

Y fshals) = (FIx) =0
. 3 se€G
Zatem pr =0, i=1,... k.
Z wczesniejszych wyktadéw wiemy, ze dowolna reprezentacja p jest suma prosta swoich
reprezentacji nieprzywiedlnych i jesli p = mip* @ ... ® myp*, to

pr = mlp,lr + ...+ mkp’; =0.

Pokazalismy, ze pr = 0 dla dowolnej reprezentacji grupy G. W szczegélnosci gdy p jest
reprezentacja regularng mamy

0=prler) =) F()ps(ex) = ) f(s)es.

seG seG
Poniewaz uktad (gs)scc jest baza, wiec f = f = 0. Pokazalismy, ze
. 1 .
lin(x1,...,xk)~ =10}, tzn. lin(x1, ..., xx) = H. &



K
Uwaga Jesli f jest funkcja centralng i f =3 Xixi, to Ai = (F]xi)-
i=1
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Uwaga Jesli f jest funkcja centralng i f = Z Aixi, to Ai = (fxi)-

Stad funkcja centralna f # 0 jest charakterem pewnej reprezentacji wtedy i tylko wtedy,
gdy jest kombinacja charakteréw nieprzywiedlnych o nieujemnych catkowitych
wspétczynnikach.
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Uwaga Jesli f jest funkcja centralng i f = Z Aixi, to Ai = (fxi)-

Stad funkcja centralna f # 0 jest charakterem pewnej reprezentacji wtedy i tylko wtedy,
gdy jest kombinacja charakteréw nieprzywiedlnych o nieujemnych catkowitych
wspétczynnikach.

Whioski
@ Liczba nieprzywiedlnych reprezentacji grupy G (z doktadnoscia do réwnowaznosci)
jest réwna liczbie klas sprzezonosci grupy G.
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Uwaga Jesli f jest funkcja centralng i f = Z Aixi, to Ai = (fxi)-

Stad funkcja centralna f # 0 jest charakterem pewnej reprezentacji wtedy i tylko wtedy,
gdy jest kombinacja charakteréw nieprzywiedlnych o nieujemnych catkowitych
wspotczynnikach.

Whioski
@ Liczba nieprzywiedlnych reprezentacji grupy G (z doktadnoscia do réwnowaznosci)
jest réwna liczbie klas sprzezonosci grupy G.
o Skonczona grupa G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej reprezentacje
nieprzywiedlne s3 stopnia 1.
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Uwaga Jesli f jest funkcja centralng i f = Z Aixi, to Ai = (fxi)-

Stad funkcja centralna f # 0 jest charakterem pewnej reprezentacji wtedy i tylko wtedy,
gdy jest kombinacja charakteréw nieprzywiedlnych o nieujemnych catkowitych
wspotczynnikach.

Whioski
@ Liczba nieprzywiedlnych reprezentacji grupy G (z doktadnoscia do réwnowaznosci)
jest réwna liczbie klas sprzezonosci grupy G.
o Skonczona grupa G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej reprezentacje
nieprzywiedlne s3 stopnia 1.
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Uwaga Jesli f jest funkcja centralng i f = Z Aixi, to Ai = (fxi)-

Stad funkcja centralna f # 0 jest charakterem pewnej reprezentacji wtedy i tylko wtedy,
gdy jest kombinacja charakteréw nieprzywiedlnych o nieujemnych catkowitych
wspotczynnikach.

Whioski

@ Liczba nieprzywiedlnych reprezentacji grupy G (z doktadnoscia do réwnowaznosci)
jest réwna liczbie klas sprzezonosci grupy G.

o Skonczona grupa G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej reprezentacje
nieprzywiedlne s3 stopnia 1.

Stwierdzenie

Niech c(s) dla s € G oznacza liczbg elementéw w klasie sprzezonosci elementu s. Wtedy

G . .
—~, gdy t jest sprzezony z s
s

) .
i=1 0, gdy t nie jest sprzezony z s
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Uwaga Jesli f jest funkcja centralng i f = Z Aixi, to Ai = (fxi)-

Stad funkcja centralna f # 0 jest charakterem pewnej reprezentacji wtedy i tylko wtedy,
gdy jest kombinacja charakteréw nieprzywiedlnych o nieujemnych catkowitych
wspotczynnikach.

Whioski

@ Liczba nieprzywiedlnych reprezentacji grupy G (z doktadnoscia do réwnowaznosci)
jest réwna liczbie klas sprzezonosci grupy G.

o Skonczona grupa G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej reprezentacje
nieprzywiedlne s3 stopnia 1.

Stwierdzenie

Niech c(s) dla s € G oznacza liczbg elementéw w klasie sprzezonosci elementu s. Wtedy

G . .
—~, gdy t jest sprzezony z s
s

) .
i=1 0, gdy t nie jest sprzezony z s
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Dowéd. Rozwazmy funkcje charakterysyczna f; klasy sprzezonosci elementu s.
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Dowéd. Rozwazmy funkcje charakterysyczna fs klasy sprzezonosci elementu s. Wtedy

k
fo= (Rl =
i=1
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Dowéd. Rozwazmy funkcje charakterysyczna fs klasy sprzezonosci elementu s. Wtedy

k

f—Z(f\X: Xi Z(sz(s

K
c(s) 1, gdy t jest sprzezony z s
f(t) = 4G Z - 0, gdy t nie jest sprzezony z s

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wybrane metody algebraiczne Wyktad 5 - repre. 6 /10



Dowéd. Rozwazmy funkcje charakterysyczna fs klasy sprzezonosci elementu s. Wtedy
~ <(s)
fs = Z (fslxi)x Z TY

K
_c(s) — oy ) 1, gdyt jest sprzezony z s
fi(t) = Z i(s)xi(t) = { 0, gdy t nie jest sprzezony z s

Zatem

k |G| . .

_ , dy t jest sprzezony z s
> Xi(i(t) =13 <(s) gyt ezony Y )
i=1 0, gdy t nie jest sprzezony z s
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Definicja

Niech 1 = si, ..., sk beda reprezentantami klas sprzezonosci skoriczonej grupy G

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wybrane metody algebraiczne Wyktad 5 - repre. 7/10



Definicja
Niech 1 = s1, ..., sy beda reprezentantami klas sprzezonosci skoriczonej grupy G oraz
niech x1, ..., xx beda charakterami reprezentacji nieprzywiedlnych grupy G.
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Definicja
Niech 1 = s1, ..., sy beda reprezentantami klas sprzezonosci skoriczonej grupy G oraz

niech x1, ..., xx beda charakterami reprezentacji nieprzywiedlnych grupy G. Macierz
T = (aj), aij = xi(sj) nazywamy tablica charakteréw grupy G
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Definicja
Niech 1 = s1, ..., sy beda reprezentantami klas sprzezonosci skoriczonej grupy G oraz

niech x1, ..., xx beda charakterami reprezentacji nieprzywiedlnych grupy G. Macierz
T = (aj), aij = xi(sj) nazywamy tablica charakteréw grupy G

| s | | s
X || xa(st) | | xa(sk)
Xk || Xk(s1) | oo | x(sk)
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Definicja
Niech 1 = s1, ..., sy beda reprezentantami klas sprzezonosci skoriczonej grupy G oraz

niech x1, ..., xx beda charakterami reprezentacji nieprzywiedlnych grupy G. Macierz
T = (aj), aij = xi(sj) nazywamy tablica charakteréw grupy G

s | .| s
X || xa(st) | | xa(sk)
Xk || Xk(s1) | oo | x(sk)

Uwagi Niech c(s) bedzie liczba elementéw w klasie sprzezonosci elementu s.

@ Macierz T jest nieosobliwa.
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Definicja
Niech 1 = s1, ..., sy beda reprezentantami klas sprzezonosci skoriczonej grupy G oraz

niech x1, ..., xx beda charakterami reprezentacji nieprzywiedlnych grupy G. Macierz
T = (aj), aij = xi(sj) nazywamy tablica charakteréw grupy G

s | .| s
X || xa(st) | | xa(sk)
Xk || Xk(s1) | oo | x(sk)

Uwagi Niech c(s) bedzie liczba elementéw w klasie sprzezonosci elementu s.
@ Macierz T jest nieosobliwa.

@ W pierwszej kolumnie stoja stopnie reprezentacji.
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Definicja
Niech 1 = s1, ..., sy beda reprezentantami klas sprzezonosci skoriczonej grupy G oraz

niech x1, ..., xx beda charakterami reprezentacji nieprzywiedlnych grupy G. Macierz
T = (aj), aij = xi(sj) nazywamy tablica charakteréw grupy G

s | .| s
X || xa(st) | | xa(sk)
Xk || Xk(s1) | oo | x(sk)

Uwagi Niech c(s) bedzie liczba elementéw w klasie sprzezonosci elementu s.
@ Macierz T jest nieosobliwa.

@ W pierwszej kolumnie stoja stopnie reprezentacji.

@ ortogonalnos¢ kolumn: C‘(é“‘) Z,-kzl Xi(sk)Xi(s1) = 0w
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Definicja
Niech 1 = s1, ..., sy beda reprezentantami klas sprzezonosci skoriczonej grupy G oraz

niech x1, ..., xx beda charakterami reprezentacji nieprzywiedlnych grupy G. Macierz
T = (aj), aij = xi(sj) nazywamy tablica charakteréw grupy G

s | .| s
X || xa(st) | | xa(sk)
Xk || Xk(s1) | oo | x(sk)

Uwagi Niech c(s) bedzie liczba elementéw w klasie sprzezonosci elementu s.
@ Macierz T jest nieosobliwa.

@ W pierwszej kolumnie stoja stopnie reprezentacji.

@ ortogonalnos¢ kolumn: C‘(é"‘) Z,-kzl Xi(sk)Xi(s1) = 0w

P K _ .
@ ortogonalnos¢ wierszy:  (xi|x;) = ﬁ >y c(s)xi(s)xi(si) = 6
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Definicja
Niech 1 = s1, ..., sy beda reprezentantami klas sprzezonosci skoriczonej grupy G oraz

niech x1, ..., xx beda charakterami reprezentacji nieprzywiedlnych grupy G. Macierz
T = (aj), aij = xi(sj) nazywamy tablica charakteréw grupy G

s | .| s
X || xa(st) | | xa(sk)
Xk || Xk(s1) | oo | x(sk)

Uwagi Niech c(s) bedzie liczba elementéw w klasie sprzezonosci elementu s.
@ Macierz T jest nieosobliwa.
@ W pierwszej kolumnie stoja stopnie reprezentacji.

@ ortogonalnos¢ kolumn: C‘(é"‘) Z,-kzl Xi(sk)Xi(s1) = 0w

P K _ .
@ ortogonalnos¢ wierszy:  (xi|x;) = ﬁ >y c(s)xi(s)xi(si) = 6
(5]

k

o) 0, gdys#1
Z"‘X’(S){G, gdys =1

i=1
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Przyktad Tablica charakteréw grupy S(3).

kl. sprzez. || id | (12) | (123)
[G]
e 6| 2 3
X1 1 1 1
X2 1 -1 1
X3 2
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Przyktad Tablica charakteréw grupy S(3).

kl. sprzez. || id | (12) | (123)
[G]
E6) 6 2 3
X1 1 1 1
X2 1 -1 1
X3 2 0
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Przyktad Tablica charakteréw grupy S(3).

kl. sprzez. || id | (12) | (123)
[G]
E6) 6 2 3
X1 1 1 1
X2 1 -1 1
X3 2 0 -1
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Przyktad Tablica charakteréw grupy S(3).

kl. sprzez. || id | (12) | (123)
[G]
E6) 6 2 3
X1 1 1 1
X2 1 -1 1
X3 2 0 -1

Uwaga Faktycznie reprezentacja p® ma posta¢

A1 2)):( oS )

27 2T
COS = —SIn =~

p3((123))=( s % )
3

sin 3 Ccos
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Przyktad Tablica charakteréw grupy S(3).

kl. sprzez. || id | (12) | (123)
[G]
E6) 6 2 3
X1 1 1 1
X2 1 -1 1
X3 2 0 -1

Uwaga Faktycznie reprezentacja p® ma posta¢

A1 2)):( oS )

cos 22 —sin &
p3((123))=( s % 5

sin 3 Ccos 3

i jej charakter jest taki jak to wyliczylismy.
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Przykfad (z zad.8 zestaw 1)
Podzbiér Quat grupy SL(2, C) ztozony z macierzy:

=0 1) = (0 )= (o )= )
“\o1)'7 0 —v=1 )77\ 10 )"V vZT o

oraz

)

tworzy podgrupe tej grupy.
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Przykfad (z zad.8 zestaw 1)
Podzbiér Quat grupy SL(2, C) ztozony z macierzy:

(58T ) () e

oraz

V1
0

DR

7’7 7’ 7./'1 —k
tworzy podgrupe tej grupy.
Elementy tej grupy spetniaja réwnosci

P=P=k=—lij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.
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Przykfad (z zad.8 zestaw 1)
Podzbiér Quat grupy SL(2, C) ztozony z macierzy:

=(0 1) = (0 )= (S e )= (A )
“\o1)'7 0 —v=1 )77\ 10 )"V vZT o

oraz
=1, =i, —j, —k

tworzy podgrupe tej grupy.
Elementy tej grupy spetniaja réwnosci
P=P=k=—lij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.

Znajdzmy wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne grupy Quat i skompletujmy tablice
charakteréw.
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Przykfad (z zad.8 zestaw 1)
Podzbiér Quat grupy SL(2, C) ztozony z macierzy:

(30 ) ()

oraz

DR

)
0
—I, —i, —j, —k
tworzy podgrupe tej grupy.
Elementy tej grupy spetniaja réwnosci
P=P=k=—lij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.

Znajdzmy wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne grupy Quat i skompletujmy tablice

charakteréw. ) ) )
‘kl.sprzgz.“l[ —I[ 1[ _j‘ k‘
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Przykfad (z zad.8 zestaw 1)
Podzbiér Quat grupy SL(2, C) ztozony z macierzy:

=(0 1) = (0 )= (S e )= (A )
“\o1)'7 0 —v=1 )77\ 10 )"V vZT o

oraz

=, =i, —j, —k

tworzy podgrupe tej grupy.
Elementy tej grupy spetniaja réwnosci
P=P=k=—lij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.

Znajdzmy wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne grupy Quat i skompletujmy tablice
charakteréw.
kl. sprzez. || | -1 i J k

[G]
= 8 8| 4| a] 4
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Przykfad (z zad.8 zestaw 1)
Podzbiér Quat grupy SL(2, C) ztozony z macierzy:

(30 ) ()

oraz

DR

V1
0

—I, —i, —j, —k
tworzy podgrupe tej grupy.
Elementy tej grupy spetniaja réwnosci
P=P=k=—lij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.

Znajdzmy wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne grupy Quat i skompletujmy tablice
charakteréw.

kl. sprzez. || | -1 i J k
l_f‘) 8 8| 4| 4] 4
X1 1 1 1 1 1
Yz 1] 1| 1|-1]-1
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Przykfad (z zad.8 zestaw 1)
Podzbiér Quat grupy SL(2, C) ztozony z macierzy:

(30 ) ()

oraz

DR

)
0
—I, —i, —j, —k
tworzy podgrupe tej grupy.
Elementy tej grupy spetniaja réwnosci
P=P=k=—lij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.

Znajdzmy wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne grupy Quat i skompletujmy tablice
charakteréw.

kl. sprzez. || | -1 i J k
lf‘) 8 8| 4| 4] 4
X1 1 1 1 1 1
Yz 1] 1| 1|-1]-1
X3 1] 1|-1| 1] -1
Ya 1] 1|-1|-1] 1
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Przykfad (z zad.8 zestaw 1)
Podzbiér Quat grupy SL(2, C) ztozony z macierzy:

(30 ) ()

oraz

DR

)
0
—I, —i, —j, —k
tworzy podgrupe tej grupy.
Elementy tej grupy spetniaja réwnosci
P=P=k=—lij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.

Znajdzmy wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne grupy Quat i skompletujmy tablice
charakteréw.

kl. sprzez. || | -1 i J k
lf‘) 8 8| 4| 4] 4
1 1] 1] 1] 1] 1
Yz 1] 1| 1|-1]-1
X3 1] 1|-1| 1] -1
Ya 1] 1|-1|-1] 1
X5 2
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Przykfad (z zad.8 zestaw 1)
Podzbiér Quat grupy SL(2, C) ztozony z macierzy:

(30 ) ()

oraz

DR

)
0
—I, —i, —j, —k
tworzy podgrupe tej grupy.
Elementy tej grupy spetniaja réwnosci
P=P=k=—lij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.

Znajdzmy wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne grupy Quat i skompletujmy tablice
charakteréw.

kl. sprzez. || | -1 i J k
lf‘) 8 8| 4| 4] 4
X1 1 1 1 1 1
Yz 1] 1| 1|-1]-1
X3 1] 1|-1| 1] -1
Ya 1] 1|-1|-1] 1
X5 2 -2
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Przykfad (z zad.8 zestaw 1)
Podzbiér Quat grupy SL(2, C) ztozony z macierzy:

(30 ) ()

oraz

DR

)
0
—I, —i, —j, —k
tworzy podgrupe tej grupy.
Elementy tej grupy spetniaja réwnosci
P=P=k=—lij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.

Znajdzmy wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne grupy Quat i skompletujmy tablice
charakteréw.

kl. sprzez. || | -1 i J k
lf‘) 8 8| 4| 4] 4
X1 1 1 1 1 1
Yz 1] 1| 1|-1]-1
X3 1] 1|-1| 1] -1
Ya 1] 1|-1|-1] 1
X5 21 =2 0
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Przykfad (z zad.8 zestaw 1)
Podzbiér Quat grupy SL(2, C) ztozony z macierzy:

(30 ) ()

oraz

DR

)
0
—I, —i, —j, —k
tworzy podgrupe tej grupy.
Elementy tej grupy spetniaja réwnosci
P=P=k=—lij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.

Znajdzmy wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne grupy Quat i skompletujmy tablice
charakteréw.

kl. sprzez. || | -1 i J k
lf‘) 8 8| 4| 4] 4
X1 1 1 1 1
Yz 1] 1| 1|-1]-1
X3 1] 1|-1| 1] -1
Ya 1] 1|-1|-1] 1
X5 21 -2 0 0 0

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wybrane metody algebraiczne Wyktad 5 - repre. 9/10



Zadanie
Znajdz reprezentacje nieprzywiedIna stopnia 2 grupy izometrii kwadratu D(4).

D(4) = {id,a = (1234),a° = (13)(24),a° = (1432),
b= (12)(34),ab=(13),a°b = (14)(23),a°b = (24)}.
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)., b>—>B—<é 2), a“p — AKB
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