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Na poczatku dwie wazne informacje:
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Na poczatku dwie wazne informacje:

@ Zbiér Aut(V) automorfizméw przestrzeni liniowej V' (nad dowolnym ciatem K) z
dziataniem sktadania odwzorowan jest grupa.
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Na poczatku dwie wazne informacje:

@ Zbiér Aut(V) automorfizméw przestrzeni liniowej V' (nad dowolnym ciatem K) z
dziataniem sktadania odwzorowan jest grupa.

o Jezeli dimk V = n < oo, to grupa Aut(V) jest izomorficzna z ogélna grupa liniowa
GL(n, K).

Przyporzadkowanie automorfizmowi jego macierzy (w dowolnie ustalonej) bazie jest
izomorfizmem pomiedzy tymi grupami.
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Definicja
Reprezentacja liniowg (dowolnej) grupy G w przestrzeni liniowej V nazywamy dowolny
homomorfizm p: G — Aut(V).
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Definicja
Reprezentacja liniowg (dowolnej) grupy G w przestrzeni liniowej V nazywamy dowolny

homomorfizm p : G — Aut(V).
Wartos¢ reprezentacji p na elemencie s € G bedziemy zapisywaé w postaci ps.
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Definicja

Reprezentacja liniowg (dowolnej) grupy G w przestrzeni liniowej V nazywamy dowolny
homomorfizm p: G — Aut(V).

Wartos¢ reprezentacji p na elemencie s € G bedziemy zapisywaé w postaci ps.
Stopniem reprezentacji bedziemy nazywa¢ wymiar przestrzeni V.
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Reprezentacja liniowg (dowolnej) grupy G w przestrzeni liniowej V nazywamy dowolny
homomorfizm p: G — Aut(V).

Wartos¢ reprezentacji p na elemencie s € G bedziemy zapisywaé w postaci ps.
Stopniem reprezentacji bedziemy nazywa¢ wymiar przestrzeni V.

Reprezentacje p nazywamy wierng, jesli p jest monomorfizmem.
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Definicja

Reprezentacja liniowg (dowolnej) grupy G w przestrzeni liniowej V nazywamy dowolny
homomorfizm p: G — Aut(V).

Wartos¢ reprezentacji p na elemencie s € G bedziemy zapisywaé w postaci ps.
Stopniem reprezentacji bedziemy nazywa¢ wymiar przestrzeni V.

Reprezentacje p nazywamy wierng, jesli p jest monomorfizmem.

Uwzgledniajac informacje z poprzedniego slajdu w przypadku, gdy dimx V = n < oo,
reprezentacje p : G — Aut(V) mozemy traktowa¢ jako homomorfizm

p: G — GL(n, K).
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Uwzgledniajac informacje z poprzedniego slajdu w przypadku, gdy dimx V = n < oo,
reprezentacje p : G — Aut(V) mozemy traktowa¢ jako homomorfizm

p: G — GL(n, K).

Uwaga
Jezeli p: G — Aut(V) jest reprezentacja, to

® p1 =idy,
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Definicja

Reprezentacja liniowg (dowolnej) grupy G w przestrzeni liniowej V nazywamy dowolny
homomorfizm p: G — Aut(V).

Wartos¢ reprezentacji p na elemencie s € G bedziemy zapisywaé w postaci ps.
Stopniem reprezentacji bedziemy nazywa¢ wymiar przestrzeni V.

Reprezentacje p nazywamy wierng, jesli p jest monomorfizmem.

Uwzgledniajac informacje z poprzedniego slajdu w przypadku, gdy dimx V = n < oo,
reprezentacje p : G — Aut(V) mozemy traktowa¢ jako homomorfizm

p: G — GL(n, K).

Uwaga
Jezeli p: G — Aut(V) jest reprezentacja, to

® p1 =idy,
o p.1=p. dlaseG,
@ Pst = Ps O Pt.
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Przyktady:

@ Reprezentacja trywialna, ps = idy dla kazdego s € G.
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Przyktady:
@ Reprezentacja trywialna, ps = idy dla kazdego s € G.

@ Reprezentacje stopnia 1 sg postaci G — K*. Gdy |G| < oo, to ps € u(K).
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Przyktady:
@ Reprezentacja trywialna, ps = idy dla kazdego s € G.
@ Reprezentacje stopnia 1 sg postaci G — K*. Gdy |G| < oo, to ps € u(K).

o Jezeli G dziata na zbiorze X, to rozwazmy przestrzen liniowa o bazie (ex)xex-
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Przyktady:
@ Reprezentacja trywialna, ps = idy dla kazdego s € G.
@ Reprezentacje stopnia 1 sg postaci G — K*. Gdy |G| < oo, to ps € u(K).

o Jezeli G dziata na zbiorze X, to rozwazmy przestrzen liniowa o bazie (ex)xex-
Elementowi s € G przyporzadkujmy automorfizm, ktéry na wybranej bazie dziata
nastepujaco: ps(ex) = esx.
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Przyktady:
@ Reprezentacja trywialna, ps = idy dla kazdego s € G.
@ Reprezentacje stopnia 1 sg postaci G — K*. Gdy |G| < oo, to ps € u(K).

o Jezeli G dziata na zbiorze X, to rozwazmy przestrzen liniowa o bazie (ex)xex-
Elementowi s € G przyporzadkujmy automorfizm, ktéry na wybranej bazie dziata
nastepujaco: ps(ex) = esc. Otrzymujemy w ten sposéb reprezentacje nazywana
reprezentacja permutacyjng stowarzyszong z dziataniem grupy G na zbiorze X.
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Przyktady:

@ Reprezentacja trywialna, ps = idy dla kazdego s € G.

@ Reprezentacje stopnia 1 sg postaci G — K*. Gdy |G| < oo, to ps € u(K).

o Jezeli G dziata na zbiorze X, to rozwazmy przestrzen liniowa o bazie (ex)xex-
Elementowi s € G przyporzadkujmy automorfizm, ktéry na wybranej bazie dziata
nastepujaco: ps(ex) = esc. Otrzymujemy w ten sposéb reprezentacje nazywana
reprezentacja permutacyjng stowarzyszong z dziataniem grupy G na zbiorze X.
Szczeg6lnym przypadkiem jest G = S(n), X = {1,....,n}, ok := o(k) dla
o€ S(n), ke{l,.., n}.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wybrane metody algebraiczne Wyk#tad 3 - repre 4/11



Przyktady:

@ Reprezentacja trywialna, ps = idy dla kazdego s € G.

@ Reprezentacje stopnia 1 sg postaci G — K*. Gdy |G| < oo, to ps € u(K).

o Jezeli G dziata na zbiorze X, to rozwazmy przestrzen liniowa o bazie (ex)xex-
Elementowi s € G przyporzadkujmy automorfizm, ktéry na wybranej bazie dziata
nastepujaco: ps(ex) = esc. Otrzymujemy w ten sposéb reprezentacje nazywana
reprezentacja permutacyjng stowarzyszong z dziataniem grupy G na zbiorze X.
Szczeg6lnym przypadkiem jest G = S(n), X = {1,....,n}, ok := o(k) dla
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Innym szczegblnym przypadkiem jest reprezentacja, gdy G = X i sx jest zwyktym
mnozeniem elementéw s oraz x w grupie G.
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o€ S(n), ke{l,.., n}.

Innym szczegblnym przypadkiem jest reprezentacja, gdy G = X i sx jest zwyktym
mnozeniem elementéw s oraz x w grupie G.Taka reprezentacja okaze sie bardzo
wazna.
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@ Reprezentacja trywialna, ps = idy dla kazdego s € G.

@ Reprezentacje stopnia 1 sg postaci G — K*. Gdy |G| < oo, to ps € u(K).

o Jezeli G dziata na zbiorze X, to rozwazmy przestrzen liniowa o bazie (ex)xex-
Elementowi s € G przyporzadkujmy automorfizm, ktéry na wybranej bazie dziata
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reprezentacja permutacyjng stowarzyszong z dziataniem grupy G na zbiorze X.
Szczeg6lnym przypadkiem jest G = S(n), X = {1,....,n}, ok := o(k) dla
o€ S(n), ke{l,.., n}.

Innym szczegblnym przypadkiem jest reprezentacja, gdy G = X i sx jest zwyktym
mnozeniem elementéw s oraz x w grupie G.Taka reprezentacja okaze sie bardzo
wazna. Nazywamy j3 reprezentacja regularng grupy G.

o G =GL(nK), V=M(nK), pa(X) = AX dla A€ GL(n,K), X € M(n, K).
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wazna. Nazywamy j3 reprezentacja regularng grupy G.
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X1 X1
oG — Aut(K"), /)j,( = AF
Xn Xn
jest reprezentacja.
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Definicja
Reprezentacje p : G — Aut(V) oraz p' : G — Aut(V’) grupy G nazywamy

réwnowaznymi, jesli istnieje izomorfizm 7: V — V' taki, ze

U
V TOps=psOT.
seG
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Definicja
Reprezentacje p : G — Aut(V) oraz p' : G — Aut(V’) grupy G nazywamy

réwnowaznymi, jesli istnieje izomorfizm 7: V — V’ taki, ze

/
A" TOpPs = pPsOT.
seG

Uwaga
Jesli wartosci reprezentacji traktujemy macierzowo, tzn. ps = As, p. = AL, to warunek
réwnowaznosci tych reprezentacji przyjmuje nastepujaca postac:

3 v CA; = ALC.
CeGL(n,K) s€G
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Definicja
Niech p: G — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy G. Podprzestrzen U przestrzeni V
nazywamy podprzestrzenia G-niezmiennicza, jesli vV ps(U) C U.

seG
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Definicja
Niech p: G — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy G. Podprzestrzen U przestrzeni V
nazywamy podprzestrzenia G-niezmiennicza, jesli vV ps(U) C U.

seG

Przyktady

o Podprzestrzen zerowa oraz cata przestrzen sa podprzestrzeniami G-niezmienniczymi.
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Definicja
Niech p: G — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy G. Podprzestrzen U przestrzeni V
nazywamy podprzestrzenia G-niezmiennicza, jesli vV ps(U) C U.

seG

Przyktady

o Podprzestrzen zerowa oraz cata przestrzen sa podprzestrzeniami G-niezmienniczymi.

o W reprezentacji regularnej podprzestrzen W = lin (Z eg> jest G-niezmiennicza.
g€eG
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o W przykfadzie reprezentacji
G = GL(n, K), V =M(n,K), pa(X) = AX dla A € GL(n, K), X € M(n, K),
zbiér macierzy z zerowa ustalona kolumna jest podprzestrzenia G-niezmiennicza.
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o W reprezentacji regularnej podprzestrzen W = lin (Z eg> jest G-niezmiennicza.
g€eG

o W przykfadzie reprezentacji
G = GL(n, K), V =M(n,K), pa(X) = AX dla A € GL(n, K), X € M(n, K),
zbiér macierzy z zerowa ustalona kolumna jest podprzestrzenia G-niezmiennicza.
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Niech V = Ui @ ... ® Uy oraz niech pY : G — Aut(U:), i = 1,..., k, beda
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ps(an + ...+ ak) = pgl(al) + .+ pg"(ak); seG,a;elU,i=1,..,k,

jest reprezentacja grupy G w przestrzeni liniowej V, a pU" s3 jej podreprezentacjami.
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U U
P=prtdH..Dp k.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wybrane metody algebraiczne Wyktad 3 - repre 7/11



Twierdzenie (Maschke)

Jezeli p: G — Aut(V) jest reprezentacja skonczonej grupy G nad ciatem K oraz
charakterystyka ciata K nie dzieli rzedu grupy G, to dla kazdej podprzestrzeni
G-niezmienicze] W przestrzeni V istnieje podprzestrzen G-niezmiennicza W° taka, ze

V=waew°.
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Zauwazmy, ze 7° odwzorowuje V w W oraz dla o € W mamy p; (o) € W,
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Zauwazmy, ze 7° odwzorowuje V w W oraz dla o € W mamy p;*(a) € W, wiec
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Definicja
Reprezentacje p : G — Aut(V) nazywamy rozktadalna, jesli V' jest suma prosta dwéch
niezerowych podprzestrzeni G-niezmienniczych.
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dzieli rzedu grupy, jest catkowicie przywiedlna tzn. jest suma prosta podreprezentacji
nieprzywiedlnych.

Uwagi

o Jezeli reprezentacja jest suma prosta nieprzywiedlnych podreprezentacji, to
odpowiadajace im podprzestrzenie G-niezmiennicze nie s3 wyznaczone jednoznacznie
(ale podreprezentacje sa wyznaczone jednoznacznie z doktadnoscia do
réwnowaznosci).
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Reprezentacje nazywamy catkowicie przywiedIng, jesli jest suma prosta swoich
nieprzywiedInych podreprezentacji.

Whiosek

Kazda reprezentacja liniowa skoficzonej grupy nad ciatem, ktérego charakterystyka nie
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nieprzywiedlnych.

Uwagi
o Jezeli reprezentacja jest suma prosta nieprzywiedlnych podreprezentacji, to
odpowiadajace im podprzestrzenie G-niezmiennicze nie s3 wyznaczone jednoznacznie
(ale podreprezentacje sa wyznaczone jednoznacznie z doktadnoscia do
réwnowaznosci).
@ Zatozenia w twierdzeniu Maschkego s3 istotne. Odpowiednie przyktady zobaczyny w
zestawach zadan.

o Jezeli reprezentacja jest suma prosta nieprzywiedlnych podreprezentacji, to w
przypadku interpretacji macierzowej tej reprezentacji, macierze bedace wartosciami
tej reprezentacji sg klatkowe, a klatki odpowiadaja odpowiednim podreprezentacjom.
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Przyktady
o Reprezentacja grupy GL(n, K) w Mn(K), pa(X) = AX, jest suma prosta n swoich
nieprzywiedlnych podreprezentacji p' : GL(n, K) — Aut(U;), gdzie U; jest
podprzestrzenia przestrzeni M,(K) ztozona z macierzy, ktérych wszystkie kolumny
précz i-tej s3 zerowe.
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Przyktady
o Reprezentacja grupy GL(n, K) w Mn(K), pa(X) = AX, jest suma prosta n swoich
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podprzestrzenia przestrzeni M,(K) ztozona z macierzy, ktérych wszystkie kolumny
précz i-tej s3 zerowe.
@ Reprezentacja grupy GL(n, K) w M,(K), pa(X) = AXA™!, jest suma prosta
podreprezentacji stopnia 1 oraz podreprezentacji stopnia n®> — 1, gdy char(K) fn.
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Przyktady

o Reprezentacja grupy GL(n, K) w Mn(K), pa(X) = AX, jest suma prosta n swoich
nieprzywiedlnych podreprezentacji p' : GL(n, K) — Aut(U;), gdzie U; jest
podprzestrzenia przestrzeni M,(K) ztozona z macierzy, ktérych wszystkie kolumny
précz i-tej s3 zerowe.

@ Reprezentacja grupy GL(n, K) w M,(K), pa(X) = AXA™!, jest suma prosta
podreprezentacji stopnia 1 oraz podreprezentacji stopnia n®> — 1, gdy char(K) fn.

@ Reprezentacja regularna skonczonej grupy G jest suma prosta reprezenracji stopnia 1
oraz reprezentacji stopnia |G| — 1, gdy char(K) fn.
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Ogodlne zatozenie: |G| < co, K = C.
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Ogodlne zatozenie: |G| < co, K = C.

Definicja
Niech p: G — Aut(V') bedzie zespolona reprezentacja skonczonej grupy G.
Charakterem reprezentacji p nazywamy funkcje x, : G — C, x,(s) := tr(ps).

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wybrane metody algebraiczne Wyk#tad 3 - repre 1 /11



Ogodlne zatozenie: |G| < co, K = C.

Definicja
Niech p: G — Aut(V') bedzie zespolona reprezentacja skonczonej grupy G.
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Uwaga
Jesli r(s) = k, to x,(s) jest suma k-tego stopnia pierwiastkéw z 1 w ilosci dim V.
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Charakterem reprezentacji p nazywamy funkcje x, : G — C, x,(s) := tr(ps).

Uwaga
Jesli r(s) = k, to x,(s) jest suma k-tego stopnia pierwiastkéw z 1 w ilosci dim V.
Twierdzenie

Jesli x jest charakterem reprezentacji stopnia n, to

9 x(1)=n,
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Uwaga
Reprezentacje réwnowazne maja te same charaktery.
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Ogodlne zatozenie: |G| < oo, K = C.

Definicja
Niech p: G — Aut(V') bedzie zespolona reprezentacja skonczonej grupy G.
Charakterem reprezentacji p nazywamy funkcje x, : G — C, x,(s) := tr(ps).

Uwaga
Jesli r(s) = k, to x,(s) jest suma k-tego stopnia pierwiastkéw z 1 w ilosci dim V.
Twierdzenie

Jesli x jest charakterem reprezentacji stopnia n, to

9 x(1)=n,

Uwaga
Reprezentacje réwnowazne maja te same charaktery.

Twierdzenie

Jezeli p: G — Aut(V) jest suma reprezentacji p' : G — Aut(U;), i = 1,2, to
charakter reprezentacji p jest suma charakteréw reprezentacji p* oraz p°.
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