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Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

#(gh,x) = #(g, #(h,x)), ¢(1,x) = x.
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Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

#(gh,x) = #(g, #(h,x)), ¢(1,x) = x.

Stosuje sie rézne uproszczone zapisy: ¢(g,x) = g(x) = gx = x5.
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Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

#(gh,x) = #(g, #(h,x)), ¢(1,x) = x.

Stosuje sie rézne uproszczone zapisy: ¢(g, x) = g(x) = gx = x=.
Odwzorowanie ¢ : G — S(X), ¢ : g —— g jest homomorfizmem grup.
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Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

@(gh.,x) :9§(g10§(hvx))v gb(].,X) = X.

Stosuje sie rézne uproszczone zapisy: ¢(g, x) = g(x) = gx = x=.
Odwzorowanie ¢ : G — S(X), ¢ : g —— g jest homomorfizmem grup.

Przyktady
e G, X dowolne, ¢(g,x) :=x
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Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

#(gh,x) = #(g, #(h,x)), ¢(1,x) = x.

Stosuje sie rézne uproszczone zapisy: ¢(g, x) = g(x) = gx = x=.
Odwzorowanie ¢ : G — S(X), ¢ : g —— g jest homomorfizmem grup.

Przyktady
e G, X dowolne, ¢(g, x) := x
@ X dowolny zbiér, ¢ : S(X) x X — X, ¢(o,x) = o(x)
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Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

#(gh,x) = #(g, #(h,x)), ¢(1,x) = x.

Stosuje sie rézne uproszczone zapisy: ¢(g, x) = g(x) = gx = x=.
Odwzorowanie ¢ : G — S(X), ¢ : g —— g jest homomorfizmem grup.

Przyktady
e G, X dowolne, ¢(g, x) := x
@ X dowolny zbiér, ¢ : S(X) x X — X, ¢(o,x) = o(x)
e X = G dowolne, ¢(g, x) := gx - przesuniecie lewostronne.
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Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

¢(gh, x) = ¢(g,¢(h,x)), ¢(1,x) = x.

Stosuje sie rézne uproszczone zapisy: ¢(g, x) = g(x) = gx = x=.
Odwzorowanie ¢ : G — S(X), ¢ : g —— g jest homomorfizmem grup.

Przyktady

G, X dowolne, ¢(g,x) :=x
X dowolny zbiér, ¢ : S(X) x X — X, ¢(o,x) = o(x)

X = G dowolne, ¢(g,x) := gx - przesuniecie lewostronne.
X = G dowolne, ¢(g,x) :=xg™*

- przesuniecie prawostronne.
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Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

o(gh,x) = (g, ¢(h,x)), &(1,x) = x.

Stosuje sie rézne uproszczone zapisy: ¢(g, x) = g(x) = gx = x=.
Odwzorowanie ¢ : G — S(X), ¢ : g —— g jest homomorfizmem grup.

Przyktady

G, X dowolne, ¢(g,x) :=x

X dowolny zbiér, ¢ : S(X) x X — X, ¢(o,x) = o(x)

X = G dowolne, ¢(g,x) := gx - przesuniecie lewostronne.

X = G dowolne, ¢(g, x) := xg~* - przesuniecie prawostronne.
X = G dowolne, ¢(g,x) := gxg™*
wewnetrznych.

- dziatanie za pomoca automorfizméw
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Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

o(gh,x) = (g, ¢(h,x)), &(1,x) = x.

Stosuje sie rézne uproszczone zapisy: ¢(g, x) = g(x) = gx = x=.
Odwzorowanie ¢ : G — S(X), ¢ : g —— g jest homomorfizmem grup.

Przyktady

G, X dowolne, ¢(g,x) :=x

X dowolny zbiér, ¢ : S(X) x X — X, ¢(o,x) = o(x)

X = G dowolne, ¢(g,x) := gx - przesuniecie lewostronne.
X = G dowolne, ¢(g,x) :=xg™*
X = G dowolne, ¢(g,x) := gxg~
wewnetrznych.

X =2°, #(g,A) := gA - przesuniecie lewostronne zbioru A.

- przesuniecie prawostronne.
1

- dziatanie za pomoca automorfizméw
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Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

o(gh,x) = (g, ¢(h,x)), &(1,x) = x.

Stosuje sie rézne uproszczone zapisy: ¢(g, x) = g(x) = gx = x=.
Odwzorowanie ¢ : G — S(X), ¢ : g —— g jest homomorfizmem grup.

Przyktady

G, X dowolne, ¢(g,x) :=x

X dowolny zbiér, ¢ : S(X) x X — X, ¢(o,x) = o(x)

X = G dowolne, ¢(g,x) := gx - przesuniecie lewostronne.
X = G dowolne, ¢(g,x) :=xg™*
X = G dowolne, ¢(g,x) := gxg~
wewnetrznych.

X =2°, #(g,A) := gA - przesuniecie lewostronne zbioru A.

X =2, ¢(g,A) == Ag~! - przesuniecie prawostronne zbioru A.

- przesuniecie prawostronne.
1

- dziatanie za pomoca automorfizméw
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Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

o(gh,x) = (g, ¢(h,x)), &(1,x) = x.

Stosuje sie rézne uproszczone zapisy: ¢(g, x) = g(x) = gx = x=.
Odwzorowanie ¢ : G — S(X), ¢ : g —— g jest homomorfizmem grup.

Przyktady

G, X dowolne, ¢(g,x) :=x

X dowolny zbiér, ¢ : S(X) x X — X, ¢(o,x) = o(x)

X = G dowolne, ¢(g,x) := gx - przesuniecie lewostronne.
X = G dowolne, ¢(g,x) :=xg™*
X = G dowolne, ¢(g,x) := gxg~
wewnetrznych.

- przesuniecie prawostronne.
1

- dziatanie za pomoca automorfizméw

X =2°, #(g,A) := gA - przesuniecie lewostronne zbioru A.
X =2, ¢(g,A) == Ag~! - przesuniecie prawostronne zbioru A.
o X =2° ¢(g,A) :=gAg ! - dziatanie za pomoca automorfizméw wewnetrznych.
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Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

o(gh,x) = (g, ¢(h,x)), &(1,x) = x.

Stosuje sie rézne uproszczone zapisy: ¢(g, x) = g(x) = gx = x=.
Odwzorowanie ¢ : G — S(X), ¢ : g —— g jest homomorfizmem grup.

Przyktady
e G, X dowolne, ¢(g, x) := x
@ X dowolny zbiér, ¢ : S(X) x X — X, ¢(o,x) = o(x)
e X = G dowolne, ¢(g, x) := gx - przesuniecie lewostronne.
@ X = G dowolne, ¢(g,x) := xg~* - przesuniecie prawostronne.
@ X = G dowolne, ¢(g,x) := gxg~" - dziatanie za pomoca automorfizméw
wewnetrznych.
0 X =2° ¢(g,A) = gA przesumgae lewostronne zbioru A.
e X =2°, o(g,A) := Ag™—" - przesuniecie prawostronne zbioru A.
0 X =2° ¢(g,A) =gAg'- dzia’ranie za pomoca automorfizméw wewnetrznych.
o X =G(G), ¢(g,H) := gHg™" - dziatanie za pomoca automorfizméw wewnetrznych.
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Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

o(gh,x) = (g, ¢(h,x)), &(1,x) = x.

Stosuje sie rézne uproszczone zapisy: ¢(g, x) = g(x) = gx = x=.
Odwzorowanie ¢ : G — S(X), ¢ : g —— g jest homomorfizmem grup.

Przyktady

e G, X dowolne, ¢(g, x) := x

@ X dowolny zbiér, ¢ : S(X) x X — X, ¢(o,x) = o(x)

e X = G dowolne, ¢(g, x) := gx - przesuniecie lewostronne.

@ X = G dowolne, ¢(g,x) := xg~* - przesuniecie prawostronne.

@ X = G dowolne, ¢(g,x) := gxg~" - dziatanie za pomoca automorfizméw
wewnetrznych.

0 X =2° ¢(g,A) = A przesumgae lewostronne zbioru A.

e X =2°, o(g,A) := Ag™—" - przesuniecie prawostronne zbioru A.

0 X =2° ¢(g,A) = - dziatanie za pomoca automorfizméw wewnetrznych.

e X =G(G), ¢(g,H) = gHg_1 - dziatanie za pomoca automorfizméw wewnetrznych.

o G=GL(n,K), X=K", ¢(A,v) := Av - dziatanie za pomoca przeksztatcen
liniowych.
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Definicja
Niech grupa G dziata na zbiorze X.
Orbitg elementu x € X nazywamy

orb(x):={yeX: 3 y=gx}={gxeX:ge G}
geG
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Definicja
Niech grupa G dziata na zbiorze X.
Orbitg elementu x € X nazywamy

orb(x):={yeX: 3 y=gx}={gxeX:ge G}
geG

Stabilizatorem elementu x € X nazywamy

stab(x) = {g € G: gx = x}.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wybrane metody algebraiczne Wyktad 2 - dziak



Definicja
Niech grupa G dziata na zbiorze X.
Orbitg elementu x € X nazywamy

orb(x):={yeX: 3 y=gx}={gxeX:ge G}
geG

Stabilizatorem elementu x € X nazywamy
stab(x) = {g € G: gx = x}.

Zbior
fix(g) ={xe X: gx=x}

nazywamy zbiorem elementéw statych elementu g € G.
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Definicja
Niech grupa G dziata na zbiorze X.
Orbitg elementu x € X nazywamy

ob(x):={yeX: 3 y=gx}={gxeX:ge G}
geG

Stabilizatorem elementu x € X nazywamy
stab(x) = {g € G: gx = x}.

Zbior
fix(g) ={xe X: gx=x}

nazywamy zbiorem elementéw statych elementu g € G.

Spéjrzmy na poprzednie przyktady i dla kilku z nich wyznaczmy powyzsze zbiory.
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Wtasnosci
@ x € orb(x);

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wybrane metody algebraiczne Wyktad 2 - dzi;



Wtasnosci
@ x € orb(x);
@ y € orb(x) <= orb(x) = orb(y);
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Wtasnosci
@ x € orb(x);
@ y € orb(x) <= orb(x) = orb(y);
@ orb(x) Norb(y) # 0 = orb(x) = orb(y).
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Wtasnosci
@ x € orb(x);
@ y € orb(x) <= orb(x) = orb(y);
@ orb(x) Norb(y) # 0 = orb(x) = orb(y).
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Wtasnosci
@ x € orb(x);
@ y € orb(x) <= orb(x) = orb(y);
@ orb(x) Norb(y) # 0 = orb(x) = orb(y).

Twierdzenie
Q stab(x) < G,
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Wtasnosci
@ x € orb(x);
@ y € orb(x) <= orb(x) = orb(y);
@ orb(x) Norb(y) # 0 = orb(x) = orb(y).

Twierdzenie
Q stab(x) < G,
@ |orb(x)| = |G : stab(x)],
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Wtasnosci
@ x € orb(x);
@ y € orb(x) <= orb(x) = orb(y);
@ orb(x) Norb(y) # 0 = orb(x) = orb(y).

Twierdzenie
Q stab(x) < G,
@ |orb(x)| = |G : stab(x)],
© |G| = [orb(x)]|stab(x)],
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Wtasnosci
@ x € orb(x);
@ y € orb(x) <= orb(x) = orb(y);
@ orb(x) Norb(y) # 0 = orb(x) = orb(y).

Twierdzenie
Q stab(x) < G,
@ |orb(x)| = |G : stab(x)],
© |G| = |orb(x)]|stab(x)|,
Q y = gx = stab(y) = gstab(x)g !,

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wybrane metody algebraiczne Wyktad 2 - dziak



Wtasnosci
@ x € orb(x);
@ y € orb(x) <= orb(x) = orb(y);
@ orb(x) Norb(y) # 0 = orb(x) = orb(y).

Twierdzenie
Q stab(x) < G,
@ |orb(x)| = |G : stab(x)],
© (G| = [orb(x)|lstab(x)],
Q y = gx = stab(y) = gstab(x)g !,
© y € orb(x) = |stab(y)| = |stab(x)|.
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Stwierdzenie

Niech R = {x; : i € I} bedzie zbiorem reprezentantéw orbit. Wtedy

| X =) |orb(x) [= ) |G : stab(x;)|.

iel iel
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Stwierdzenie

Niech R = {x; : i € I} bedzie zbiorem reprezentantéw orbit. Wtedy

| X =) |orb(x) [= ) |G : stab(x;)|.

iel iel

Dowéd na tablicy.
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Stwierdzenie

Niech R = {x; : i € I} bedzie zbiorem reprezentantéw orbit. Wtedy

| X =) |orb(x) [= ) |G : stab(x;)|.

iel iel

Dowéd na tablicy.

Whiosek

o Jesli |G| = p", |X| =p™, myn>1 p- liczba pierwsza, to liczba orbit
jednoelementowych jest podzielna przez p.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wybrane metody algebraiczne Wyktad 2 - dziak



Stwierdzenie

Niech R = {x; : i € I} bedzie zbiorem reprezentantéw orbit. Wtedy

| X =) |orb(x) [= ) |G : stab(x;)|.

iel iel

Dowéd na tablicy.

Whiosek

o Jesli |G| = p", |X| =p™, myn>1 p- liczba pierwsza, to liczba orbit
jednoelementowych jest podzielna przez p.

e Jesli |G| = p",n > 1, to centrum

Z(G)={geG: Vv gh=hg}
heG

grupy G jest nietrywialne.
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Lemat Burnside'a

Jesli grupa G i zbiér X sa skofczone i G dziata na X, to liczba orbit tego dziatania jest
réwna $redniej licznosci zbioru elementéw statych

n(G, X) |G\ Z fix(g

geai
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Lemat Burnside'a

Jesli grupa G i zbiér X sa skofczone i G dziata na X, to liczba orbit tego dziatania jest
réwna $redniej licznosci zbioru elementéw statych

1 .
(6. X) = 1 > [fix(g)|-

geG

Dowad.
Niech A = [ag,x], gdzie ag,x =1 <= gx = x i ag,x = 0 w przeciwnym wypadku.
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Lemat Burnside'a

Jesli grupa G i zbiér X sa skofczone i G dziata na X, to liczba orbit tego dziatania jest
réwna $redniej licznosci zbioru elementéw statych

1 .
(6. X) = 1 > [fix(g)|-

geG

Dowad.
Niech A = [ag,x], gdzie ag,x =1 <= gx = x i ag,x = 0 w przeciwnym wypadku.
Liczba jedynek w g-tym wierszu = |[{x € X : gx = x}| = [fix(g)|
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Lemat Burnside'a

Jesli grupa G i zbiér X sa skofczone i G dziata na X, to liczba orbit tego dziatania jest
réwna $redniej licznosci zbioru elementéw statych

1 .
(6. X) = 1 > [fix(g)|-

geG

Dowad.

Niech A = [ag,x], gdzie ag,x =1 <= gx = x i ag,x = 0 w przeciwnym wypadku.
Liczba jedynek w g-tym wierszu = |[{x € X : gx = x}| = [fix(g)|

Liczba jedynek w x-tej kolumnie = [{g € G : gx = x}| = |stab(x))|
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Lemat Burnside'a

Jesli grupa G i zbiér X sa skofczone i G dziata na X, to liczba orbit tego dziatania jest
réwna $redniej licznosci zbioru elementéw statych

1 .
(6. X) = 1 > [fix(g)|-

geG

Dowad.

Niech A = [ag,x], gdzie ag,x =1 <= gx = x i ag,x = 0 w przeciwnym wypadku.
Liczba jedynek w g-tym wierszu = |[{x € X : gx = x}| = [fix(g)|

Liczba jedynek w x-tej kolumnie = |[{g € G : gx = x}| = |stab(x))|

Jesli N - liczba jedynek w catej macierzy, a R - zbiér reprezentantéw orbit, to
IR| = n(G, X).
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Lemat Burnside'a

Jesli grupa G i zbiér X sa skofczone i G dziata na X, to liczba orbit tego dziatania jest
réwna $redniej licznosci zbioru elementéw statych

1 .
(6. X) = 1 > [fix(g)|-

geG

Dowad.

Niech A = [ag,x], gdzie ag,x =1 <= gx = x i ag,x = 0 w przeciwnym wypadku.
Liczba jedynek w g-tym wierszu = |[{x € X : gx = x}| = [fix(g)|

Liczba jedynek w x-tej kolumnie = |[{g € G : gx = x}| = |stab(x))|

Jesli N - liczba jedynek w catej macierzy, a R - zbiér reprezentantéw orbit, to
IR| = n(G, X).

Wtedy z jednej strony

N =" lfix(g)l,

geG
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Lemat Burnside'a

Jesli grupa G i zbiér X sa skofczone i G dziata na X, to liczba orbit tego dziatania jest
réwna $redniej licznosci zbioru elementéw statych

|G\ Z fix(g

geG

Dowad.

Niech A = [ag,x], gdzie ag,x =1 <= gx = x i ag,x = 0 w przeciwnym wypadku.
Liczba jedynek w g-tym wierszu = |[{x € X : gx = x}| = [fix(g)|

Liczba jedynek w x-tej kolumnie = |[{g € G : gx = x}| = |stab(x))|

Jesli N - liczba jedynek w catej macierzy, a R - zbiér reprezentantéw orbit, to
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xeX XER y€Eorb(x xER

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wybrane metody algebraiczne Wyktad 2 - dziak



Lemat Burnside'a

Jesli grupa G i zbiér X sa skofczone i G dziata na X, to liczba orbit tego dziatania jest
réwna $redniej licznosci zbioru elementéw statych

|G\ Z fix(g

geG

Dowad.

Niech A = [ag,x], gdzie ag,x =1 <= gx = x i ag,x = 0 w przeciwnym wypadku.
Liczba jedynek w g-tym wierszu = |[{x € X : gx = x}| = [fix(g)|

Liczba jedynek w x-tej kolumnie = |[{g € G : gx = x}| = |stab(x))|

Jesli N - liczba jedynek w catej macierzy, a R - zbiér reprezentantéw orbit, to
IR| = n(G, X).

Wtedy z jednej strony

N =" lfix(g)l,

geG
a z drugiej
N = |stab(x)| = Y Z [stab(y)| = Y _ lorb(x)[[stab(x)| = |R||G| = n(G, X)|G]-
xeX XER y€Eorb(x xER
Stad teza.  q
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