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Definicja

Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
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Definicja
Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli

dziatanie jest taczne
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Definicja
Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli

dziatanie jest taczne

vV ax(bxc)=(axb)xc
a,b,ceG
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Definicja
Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli

dziatanie jest taczne

vV ax(bxc)=(axb)xc
a,b,ceG

e jest elementem neutralnym
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Definicja
Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli

dziatanie jest taczne

vV ax(bxc)=(axb)xc
a,b,ceG
e jest elementem neutralnym

YV axe=exa=a
aeG
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Definicja
Zbiér G z dziataniem x oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli

dziatanie jest taczne

vV ax(bxc)=(axb)xc
a,b,ceG

e jest elementem neutralnym

YV axe=exa=a
acG

kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny)
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Definicja
Zbiér G z dziataniem x oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne
vV ax(bxc)=(axb)xc
a,b,ceG
e jest elementem neutralnym
YV axe—exa—=a
acG
kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny)

YV 3 axb=bxa=ce.
acG beG
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Definicja
Zbiér G z dziataniem x oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli

dziatanie jest taczne

vV ax(bxc)=(axb)xc
a,b,ceG

e jest elementem neutralnym

YV axe=exa=a
acG

kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny)

YV 3 axb=bxa=ce.
acG beG

Ponadto, jesli

dziatanie x jest przemienne
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Definicja
Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne
vV ax(bxc)=(axb)xc
a,b,ceG
e jest elementem neutralnym

YV axe=exa=a
aeG

kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny)

YV 3 axb=bxa=ce.
acG beG

Ponadto, jesli

dziatanie x jest przemienne

VY axb=bxa,
a,beG

to grupe G nazywamy przemienng lub abelowa.
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Przykfady

@ Zbidr liczb wymiernych (catkowitych, rzeczywistych) z dziataniem + jest grupa
przemienna.
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Przykfady

@ Zbidr liczb wymiernych (catkowitych, rzeczywistych) z dziataniem + jest grupa
przemienna.

@ Zbidr liczb wymiernych (rzeczywistych) réznych od zera z dziataniem - jest grupa
przemienna.
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Przykfady

@ Zbidr liczb wymiernych (catkowitych, rzeczywistych) z dziataniem + jest grupa
przemienna.

@ Zbidr liczb wymiernych (rzeczywistych) réznych od zera z dziataniem - jest grupa
przemienna.

© Niech n > 2 bedzie liczba naturalng oraz niech Z, := {0,1...,n — 1}. W zbiorze tym
okreslamy dziatanie: a @ b := (a+ b),). Zbiér Zn z tym dziataniem jest grupa
przemienna.
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Przykfady

@ Zbidr liczb wymiernych (catkowitych, rzeczywistych) z dziataniem + jest grupa
przemienna.

@ Zbidr liczb wymiernych (rzeczywistych) réznych od zera z dziataniem - jest grupa
przemienna.

© Niech n > 2 bedzie liczba naturalng oraz niech Z, := {0,1...,n — 1}. W zbiorze tym
okreslamy dziatanie: a @ b := (a+ b),). Zbiér Zn z tym dziataniem jest grupa
przemienna.

Q Zbiér G = {e} (z oczywistym dziataniem) jest grupa. Nazywamy ja grupa trywialna.
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Przykfady

@ Zbidr liczb wymiernych (catkowitych, rzeczywistych) z dziataniem + jest grupa
przemienna.

@ Zbidr liczb wymiernych (rzeczywistych) réznych od zera z dziataniem - jest grupa
przemienna.

© Niech n > 2 bedzie liczba naturalng oraz niech Z, := {0,1...,n — 1}. W zbiorze tym
okreslamy dziatanie: a @ b := (a+ b),). Zbiér Zn z tym dziataniem jest grupa
przemienna.

Q Zbiér G = {e} (z oczywistym dziataniem) jest grupa. Nazywamy ja grupa trywialna.

@ Niech X bedzie niepustym zbiorem. Zbiér S(X) wzajemnie jednoznacznych
przeksztatcen zbioru X na siebie (tzn. permutacji zbioru X) z dziataniem sktadania
przeksztatcen jest grupa (nieprzemienng, jesli X zawiera co najmniej 3 elementy).
Jesli X jest zbiorme n-elementowyn, to grupe oznaczamy S(n).
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Przykfady

@ Zbidr liczb wymiernych (catkowitych, rzeczywistych) z dziataniem + jest grupa
przemienna.

@ Zbidr liczb wymiernych (rzeczywistych) réznych od zera z dziataniem - jest grupa
przemienna.

© Niech n > 2 bedzie liczba naturalng oraz niech Z, := {0,1...,n — 1}. W zbiorze tym
okreslamy dziatanie: a @ b := (a+ b),). Zbiér Zn z tym dziataniem jest grupa
przemienna.

Q Zbiér G = {e} (z oczywistym dziataniem) jest grupa. Nazywamy ja grupa trywialna.

@ Niech X bedzie niepustym zbiorem. Zbiér S(X) wzajemnie jednoznacznych
przeksztatcen zbioru X na siebie (tzn. permutacji zbioru X) z dziataniem sktadania
przeksztatcen jest grupa (nieprzemienng, jesli X zawiera co najmniej 3 elementy).
Jesli X jest zbiorme n-elementowyn, to grupe oznaczamy S(n).

@ Zbidr GL(n, K) = {A € K] : det(A) # 0} z dziataniem mnozenia macierzy jest grupa
i to nieprzemienng, gdy n > 2.
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Przykfady

@ Zbidr liczb wymiernych (catkowitych, rzeczywistych) z dziataniem + jest grupa
przemienna.

@ Zbidr liczb wymiernych (rzeczywistych) réznych od zera z dziataniem - jest grupa
przemienna.

© Niech n > 2 bedzie liczba naturalng oraz niech Z, := {0,1...,n — 1}. W zbiorze tym
okreslamy dziatanie: a @ b := (a+ b),). Zbiér Zn z tym dziataniem jest grupa
przemienna.

Q Zbiér G = {e} (z oczywistym dziataniem) jest grupa. Nazywamy ja grupa trywialna.

@ Niech X bedzie niepustym zbiorem. Zbiér S(X) wzajemnie jednoznacznych
przeksztatcen zbioru X na siebie (tzn. permutacji zbioru X) z dziataniem sktadania
przeksztatcen jest grupa (nieprzemienng, jesli X zawiera co najmniej 3 elementy).
Jesli X jest zbiorme n-elementowyn, to grupe oznaczamy S(n).

@ Zbidr GL(n, K) = {A € K] : det(A) # 0} z dziataniem mnozenia macierzy jest grupa
i to nieprzemienng, gdy n > 2.

@ Niech Gy, ..., G, beda grupami z dziataniami odpowiednio *1, ..., *,. Wtedy zbidr
G1 X ... X G, z dziataniem (a1, ..., an) * (b1, ..., bp) = (a1 #1 b1, ..., an *n by) jest
grupa. Nazywamy ja iloczynem kartezjanskim grup Gi, ..., G,.
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Definicja
Niepusty podzbiér H grupy G (z dziataniem *) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

a,be H = axb ' eH.
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Definicja
Niepusty podzbiér H grupy G (z dziataniem *) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

a,be H = axb ' eH.

Uwaga
Niech H < G.

@ Dziatanie * zacie$nione do podzbioru H jest dziataniem w zbiorze H,
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Definicja
Niepusty podzbiér H grupy G (z dziataniem *) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

a,be H = axb ' eH.

Uwaga
Niech H < G.

@ Dziatanie * zacie$nione do podzbioru H jest dziataniem w zbiorze H,

@ Zbiér H z tym zacieSnionym dziataniem jest grupa.
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Definicja
Niepusty podzbiér H grupy G (z dziataniem *) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

a,be H = axb ' eH.

Uwaga
Niech H < G.

@ Dziatanie * zacie$nione do podzbioru H jest dziataniem w zbiorze H,

@ Zbiér H z tym zacieSnionym dziataniem jest grupa.
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Definicja
Niepusty podzbiér H grupy G (z dziataniem *) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

a,be H = axb ' eH.

Uwaga
Niech H < G.

o Dziatanie * zaciesnione do podzbioru H jest dziataniem w zbiorze H,
@ Zbiér H z tym zacieSnionym dziataniem jest grupa.

Przykfady
o {e} < G (podgrupa trywialna), G < G (podgrupa niewtfasciwa)
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Definicja
Niepusty podzbiér H grupy G (z dziataniem *) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

a,be H = axb ' eH.

Uwaga
Niech H < G.

o Dziatanie * zaciesnione do podzbioru H jest dziataniem w zbiorze H,
@ Zbiér H z tym zacieSnionym dziataniem jest grupa.
Przykfady
o {e} < G (podgrupa trywialna), G < G (podgrupa niewtfasciwa)
o 7 < Q < R (z dziataniem +)
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Definicja
Niepusty podzbiér H grupy G (z dziataniem *) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

a,be H = axb ' eH.

Uwaga
Niech H < G.

o Dziatanie * zaciesnione do podzbioru H jest dziataniem w zbiorze H,
@ Zbiér H z tym zacieSnionym dziataniem jest grupa.
Przyktady
o {e} < G (podgrupa trywialna), G < G (podgrupa niewtfasciwa)
o 7 < Q < R (z dziataniem +)
e Q\ {0} < R\ {0} (z dziataniem -)
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Definicja
Niepusty podzbiér H grupy G (z dziataniem *) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

a,be H = axb ' eH.

Uwaga
Niech H < G.

o Dziatanie * zaciesnione do podzbioru H jest dziataniem w zbiorze H,
@ Zbiér H z tym zacieSnionym dziataniem jest grupa.
Przykfady
o {e} < G (podgrupa trywialna), G < G (podgrupa niewtfasciwa)
o 7 < Q < R (z dziataniem +)
e Q\ {0} < R\ {0} (z dziataniem -)
@ Zbiér D(n) izometrii n-kata formnego jest podgrupa grupy S(R?).
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Definicja
Niepusty podzbiér H grupy G (z dziataniem *) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

a,be H = axb ' eH.

Uwaga
Niech H < G.

o Dziatanie * zaciesnione do podzbioru H jest dziataniem w zbiorze H,
@ Zbiér H z tym zacieSnionym dziataniem jest grupa.
Przykfady
o {e} < G (podgrupa trywialna), G < G (podgrupa niewtfasciwa)
o 7 < Q < R (z dziataniem +)
Q\ {0} <R\ {0} (z dziataniem -)
Zbiér D(n) izometrii n-kata formnego jest podgrupa grupy S(R?).

Zbidr obrotéw { 0o, O120, 0240} jest podgrupa grupy D(3) izometrii tréjkata
réwnobocznego.
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Definicja
Niepusty podzbiér H grupy G (z dziataniem *) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

a,be H = axb ' eH.

Uwaga
Niech H < G.

@ Dziatanie * zacie$nione do podzbioru H jest dziataniem w zbiorze H,
@ Zbiér H z tym zacieSnionym dziataniem jest grupa.
Przykfady
o {e} < G (podgrupa trywialna), G < G (podgrupa niewtfasciwa)
o 7 < Q < R (z dziataniem +)
Q\ {0} <R\ {0} (z dziataniem -)
Zbiér D(n) izometrii n-kata formnego jest podgrupa grupy S(R?).

Zbidr obrotéw { 0o, O120, 0240} jest podgrupa grupy D(3) izometrii tréjkata
réwnobocznego.

SL(n, K) = {A € GL(n, K) : det(A) = 1} < GL(n, K).
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Definicja
Niepusty podzbiér H grupy G (z dziataniem *) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

a,be H = axb ' eH.

Uwaga
Niech H < G.

@ Dziatanie * zacie$nione do podzbioru H jest dziataniem w zbiorze H,
@ Zbiér H z tym zacieSnionym dziataniem jest grupa.
Przykfady
o {e} < G (podgrupa trywialna), G < G (podgrupa niewtfasciwa)
o 7 < Q < R (z dziataniem +)
Q\ {0} <R\ {0} (z dziataniem -)
Zbiér D(n) izometrii n-kata formnego jest podgrupa grupy S(R?).

Zbidr obrotéw { 0o, O120, 0240} jest podgrupa grupy D(3) izometrii tréjkata
réwnobocznego.

SL(n,K) = {A € GL(n, K) : det(A) = 1} < GL(n, K).
Zbidr A(n) permutacji parzystych jest podgrupa grupy S(n).
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Definicja
Jesli H < G,a € G, to zbiér
aH = {ah;he€ H} (Ha={ha:h¢c H})

nazywamy warstwg prawostronng (lewostronna) grupy G wzgledem podgrupy H
wyznaczong przez element a.
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Definicja
Jesli H < G,a € G, to zbiér
aH = {ah;he€ H} (Ha={ha:h¢c H})

nazywamy warstwg prawostronng (lewostronna) grupy G wzgledem podgrupy H
wyznaczong przez element a.

Zbiory warstw prawostronnych i lewostronnych grupy G wzgledem podgrupy H sa
réwnoliczne i ich wspélna moc oznaczamy [G : H] i nazywamy indeksem podgrupy H w
grupie G.
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Definicja
Jesli H < G,a € G, to zbiér
aH = {ah;he€ H} (Ha={ha:h¢c H})

nazywamy warstwg prawostronng (lewostronna) grupy G wzgledem podgrupy H
wyznaczong przez element a.

Zbiory warstw prawostronnych i lewostronnych grupy G wzgledem podgrupy H sa
réwnoliczne i ich wspélna moc oznaczamy [G : H] i nazywamy indeksem podgrupy H w
grupie G.

Twierdzenie Lagrange’a

Jesli H jest podgrupa skonczonej grupy G, to |G| = |H| - [G : H].
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Definicja
Jesli H < G,a € G, to zbiér
aH = {ah;he€ H} (Ha={ha:h¢c H})

nazywamy warstwg prawostronng (lewostronna) grupy G wzgledem podgrupy H
wyznaczong przez element a.

Zbiory warstw prawostronnych i lewostronnych grupy G wzgledem podgrupy H sa
réwnoliczne i ich wspélna moc oznaczamy [G : H] i nazywamy indeksem podgrupy H w
grupie G.

Twierdzenie Lagrange'a

Jesli H jest podgrupa skonczonej grupy G, to |G| = |H| - [G : HJ.

Whiosek
Jesli H jest pogrupa skonczonej grupy G, to |H| jak i [G : H] dziela |G]|.
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Definicja
Jesli G jest grupa oraz A C G, to najmniejsza podgrupe (A) grupy G zawierajaca A
nazywamy podgrupa generowang przez A.
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Definicja
Jesli G jest grupa oraz A C G, to najmniejsza podgrupe (A) grupy G zawierajaca A
nazywamy podgrupa generowang przez A.

tatwo pokazag, ze

(A)={ai*...a;" :neN a1, ...,an € Aje1,...,en € {—1,1}}.
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Definicja
Jesli G jest grupa oraz A C G, to najmniejsza podgrupe (A) grupy G zawierajaca A
nazywamy podgrupa generowang przez A.

tatwo pokazag, ze
(A)={ai*...a;" :neN a1, ...,an € Aje1,...,en € {—1,1}}.
W szczegdlnosci, gdy A = {a}, to

(A) = {a" : k e 7).
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Definicja
Jesli G jest grupa oraz A C G, to najmniejsza podgrupe (A) grupy G zawierajaca A
nazywamy podgrupa generowang przez A.

tatwo pokazag, ze
(A)={ai*...a;" :neN a1, ...,an € Aje1,...,en € {—1,1}}.
W szczegdlnosci, gdy A = {a}, to
(A) = {a" : k e 7).

Taka grupe nazywamy cykliczna.
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Definicja
Jesli G jest grupa oraz A C G, to najmniejsza podgrupe (A) grupy G zawierajaca A
nazywamy podgrupa generowang przez A.

tatwo pokazag, ze
(A)={ai*...a;" :neN a1, ...,an € Aje1,...,en € {—1,1}}.
W szczegdlnosci, gdy A = {a}, to
(A) = {a" : k e 7).

Taka grupe nazywamy cykliczna. Jest ona oczywiscie grupa abelowa.
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Definicja
Jesli G jest grupa oraz A C G, to najmniejsza podgrupe (A) grupy G zawierajaca A
nazywamy podgrupa generowang przez A.

tatwo pokazag, ze

(A)={ai*...a;" :neN a1, ...,an € Aje1,...,en € {—1,1}}.

W szczegdlnosci, gdy A = {a}, to
(A) = {a" : k e 7).

Taka grupe nazywamy cykliczna. Jest ona oczywiscie grupa abelowa.

Definicja
Jesli a jest elementem grupy G oraz istnieje n € N takie, ze 3" = 1, to

r(a)=min{k e N: a* =1}

nazywamy rzedem elementu a.
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Definicja
Jesli G jest grupa oraz A C G, to najmniejsza podgrupe (A) grupy G zawierajaca A
nazywamy podgrupa generowang przez A.

tatwo pokazag, ze
(A)={ai*...a;" :neN a1, ...,an € Aje1,...,en € {—1,1}}.
W szczegdlnosci, gdy A = {a}, to
(A) = {a" : k e 7).
Taka grupe nazywamy cykliczna. Jest ona oczywiscie grupa abelowa.
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Whasnosci

o Jezeli ¢ : G — G> jest homomorfizmem, to

99(61) = €2,
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Whasnosci

o Jezeli ¢ : G — G> jest homomorfizmem, to

pler) = e, (a") = p(a)¥,
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Whasnosci

o Jezeli ¢ : G — G> jest homomorfizmem, to

pler) =e, (") =p(a), w(a™t)=p(a) "

@ Ztozenie homomorfizméw jest homomorfizmem.
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Przyktady
@ p: Gl — G2, ¢(a) = e, dla a € G1 - homomorfizm trywialny,
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Whasnosci
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@ Ztozenie homomorfizméw jest homomorfizmem.
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@ p: Gl — G2, ¢(a) = e, dla a € G1 - homomorfizm trywialny,

e idg: G — G, idg(a) = a, dla a € G - odwzorowanie identycznosciowe,
det : GL(n, K) — K~,
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Z — Zn, a+— (a)n,
1

wa: G — G, pa(x) = a "xadlax € G - automorfizm wewngtrzny.
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Twierdzenie

Jezeli ¢ : Gi — G2 jest homomorfizmem, Hi < Gi, H> < Gz, to

¢(H1) < G,
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Twierdzenie

Jezeli ¢ : Gi — G2 jest homomorfizmem, Hi < Gi, H> < Gz, to

p(H) < G, ¢ ' (H) < G1.

Definicja
Jezeli ¢ : Gt — G, jest homomorfizmem, to kerp = {a € G : p(a) = &2} = ¢ (&)
nazywamy jadrem, a im ¢ = ¢(G;) obrazem homomorfizmu .
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Uwagi
o kerp < G, imy < Go.
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Definicja
Jezeli ¢ : G — G> jest homomorfizmem, to kerp = {a € G : p(a) = &2} = ¢ (&)
nazywamy jadrem, a im ¢ = (G1) obrazem homomorfizmu ¢.
v

Uwagi
o kerp < G, imy < Go.

@ Homomorfizm ¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker p = {e;}.
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Definicja
Jezeli ¢ : G — G> jest homomorfizmem, to kerp = {a € G : p(a) = &2} = ¢ (&)
nazywamy jadrem, a im ¢ = (G1) obrazem homomorfizmu ¢.

Uwagi
o kerp < G, imy < Go.
@ Homomorfizm ¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker p = {e;}.

@ Homomorfizm ¢ jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy im p = Go.
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Twierdzenie

Jezeli ¢ : Gi — G2 jest homomorfizmem, Hi < Gi, H> < Gz, to

p(H1) < Gz, 97 (H2) < G1.

Definicja
Jezeli ¢ : G — G> jest homomorfizmem, to kerp = {a € G : p(a) = &2} = ¢ (&)
nazywamy jadrem, a im ¢ = (G1) obrazem homomorfizmu ¢.

Uwagi
o kerp < G, imy < Go.
@ Homomorfizm ¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker p = {e;}.
@ Homomorfizm ¢ jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy im p = Go.

@ Homomorfizm ¢ jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker o = {e1} oraz
im Y = Gz.
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Definicja
Podgrupe H grupy G nazywamy podgrupa normalng (lub dzielnikiem normalnym), i

oznaczamy H < G, jesli
VY V a ‘ha€H.

acG heH
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Podgrupe H grupy G nazywamy podgrupa normalng (lub dzielnikiem normalnym), i

oznaczamy H < G, jesli
VY V a ‘ha€H.

acG heH

Warunek z powyzszej definicji mozna w sposéb réwnowazny sformutowaé nastepujaco:

vV V aH = Ha,

acG heH
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vV V aH = Ha,

aceG heH
lub
vV VY a 'Ha=H.
aeG heH
Przyktady

o W grupie abelowej wszystkie podgrupy sa normalne.
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Definicja
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vV V aH = Ha,
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lub
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Przyktady

o W grupie abelowej wszystkie podgrupy sa normalne.
o {e}<aG, G«G.

o Jadro homomorfizmu jest podgrupa normalna.

o Jedli [G: H=2,to HaG.
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Niech H< G. W zbiorze G/H warstw grupy G wzgledem podgrupy H mozna poprawnie
zdefiniowa¢ dziatanie:
(aH) - (bH) = abH, a,b € G.

Wtedy

o zbiér G/H wraz z tym dziataniem jest grupa,
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Niech H< G. W zbiorze G/H warstw grupy G wzgledem podgrupy H mozna poprawnie
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Whiosek, twierdzenie o izomorfizmie grup

~

Jesli o : Gi — G2 jest homomorfizmem, to Gi/ ker ¢ = im .

v
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Elementy a i b grupy G nazywamy sprzezonymi, jesli istnieje element ¢ € G taki, ze
—1
a=c “bhc.
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Definicja
Centrum grupy G nazywamy zbiér

Z(G)={a€ G, V ab= ba}.
beG
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Definicja
Centrum grupy G nazywamy zbidr

Z(G)={a€ G, V ab= ba}.
beG

Uwagi
e Z(G)«G,
@ Z(G) =G <= G jest grupa abelowa ,

o jesli G/Z(G) jest grupa cykliczng, to G jest grupa abelowa (patrz zadanie 2 w
zestawie 1.
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