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Wybrane metody algebraiczne
Zadania - zestaw 3

. Wyznacz wszystkie reprezentacje zespolone stopnia jeden nastepujacych grup: Cy, Cg, Cs x Cy, Cy x Ca,

gdzie C,, oznacza grupe cykliczng rzedu n.

. Rozwazmy reprezentacje p grupy G = GL(n, K) w przestrzeni M,,(K) okreslona nastepujaco: pa(X) = AX.

Niech M." (K) oznacza podprzestrzen przestrzeni M, (K ), ktérej elementami sa macierze z wszystkimi, procz
i—tej, zerowymi kolumnami. Na wykladzie zauwazylismy, ze M, (1)( K) jest G— niezmiennicza dla kazdego

i = 1,...,n. Pokaz, ze otrzymana w ten sposéb podreprezentacja p() grupy G w przestrzem M( )(K) jest
meprzyvvledlna oraz reprezentacje p*) oraz p\) sa réwnowazne dla kazdych i,j = 1,.

. Rozwazmy reprezentacje p grupy G = GL(n, K) w przestrzeni M, (K) okre$lona nastepujaco: pa(X) =

AX A Niech M2(K) = {X € M, (K);tr(X) = 0}. Na wykladzie zauwazyliémy, ze MC(K) jest podprze-
strzenia niezmiennicza. Jaki jest wymiar podprzestrzeni MC(K)? Podprzestrzenia niezmiennicza jest réwniez
W = {al,;a € K}. Co trzeba zalozyé o ciele K, aby M,,(K) = W & M2(K)? Czy dlan = 2,3 oraz K = C
otrzymana powyzej reprezentacja grupy G' w przestrzeni MY (K) jest nieprzywiedlna?

. Rozwazmy reprezentacje p grupy G = GL(n,R) w przestrzeni M, (R) okreslong nastepujaco: pa(X) = AXAT.

Niech
MIR)={AcM,(R): A= AT}, M, (R)={Ac M,(R): A=—-AT}.
Pokaz, ze M,F(R) oraz M, (R) sa podprzestrzeniami G—niezmienniczymi oraz M,(R) = M (R) & M, (R).

. Niech p : G — Aut(V') bedzie reprezentacja grupy G (nad cialem K). ZnajdZ warunek réwnowazny na to,

aby przestrzen V zawierata 1-wymiarowa podprzestrzen niezmiennicza.

. Niech A € GL(n, K), A™ = I,,. Pokaz, ze odwzorowanie

X I
pt: Cp = (a) — Aut(K™), pih = A" I

Ty T

jest reprezentacja grupy cyklicznej C,,. Kiedy reprezentacje p? oraz p? sa réwnowazne?
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jest nieprzywiedlna. A co bedzie, gdy zamiast ciala R wezmiemy cialo C? W tym przypadku znajdz
wszystkie podreprezentacje tej reprezentacji.

2km 2km
cos sin . . .
Smg;,?ﬂ; COSEQkﬂ; }, gdzie 0 < k < m. Pokaz, ze reprezentacja

pA* jest nieprzywiedlna, jesli k # 5. Sprawdz, ze reprezentacje pA% oraz p sy réwnowazne wtedy i
tylko wtedy, gdy k=11lub k+1=m

(a) W poprzednim zadaniu wez K = R, n =2, m =3, A = . Pokaz, 7e reprezentacja p?

(b) Teraz wez K =R, n =2, A} =

Pokazaé, ze dowolna rzeczywista nieprzywiedlna reprezentacja stopnia 2 grupy cyklicznej C,, jest rownowazna
reprezentacji p* (z punktu (b) poprzedniego zadania) dla pewnego k.

Pokaz, ze rzeczywista nieprzywiedlna reprezentacja grupy cyklicznej C,,, ma stopien < 2.

Wyznacz liczbe rzeczywistych nieprzywiedlnych reprezentacji grupy cyklicznej C,,.

Niech
e n((7])-[3 4][5)

Pokaz, ze p jest przywiedlna reprezentacja grupy Z. Czy istnieje rozklad przestrzeni C? na sume prosta dwéch
wlasciwych podprzestrzeni Z— niezmienniczych?

Niech p bedzie liczba pierwsza oraz niech

et ([5])= 0 ]3]

Pokaz, ze p jest przywiedlna reprezentacja grupy Z,. Czy istnieje rozklad przestrzeni ZIQ, na sume prosta
dwoéch wtasciwych podprzestrzeni Z,,— niezmienniczych?

Wyznaczy¢ wszystkie nieréwnowazne zespolone reprezentacje stopnia 1 grup S(3) oraz A(4).

Skonstruuj zespolong nieprzywiedlna reprezentacje stopnia 2 grupy S(3) i znajdz charakter tej reprezentacji.
Wsk. grupa S(3) jest izomorficzna z grupa D(3).



