Wybrane metody algebraiczne
Zadania - zestaw 1 !

1 2 ...n

1. Niech z = (1 2 ... n),y = non—1 1

generowang przez I oraz y.

) € S(n), n > 3 i niech G,, oznacza podgrupe grupy S(n)
(a) Sprawdzié, ze 2™ =1, y? =1, zy = ya" L.

(b) Dowies¢, ze kazdy element grupy G, na jednoznaczne przedstawienie w postaci y"z®, r = 0,1, s =
0,1,...,n—1.

(c) Dowiesé, ze kazdy element grupy G, na jednoznaczne przedstawienie w postaci z°y", r = 0,1, s =
0,1,...,n — 1. W szczegdlnosci grupa G,, ma rzad 2n.

(d) Sprawdzi¢ nastepujace reguly mnozenie i odwracania w grupie G,,:

y7';[;5 . yp{)jq — yr-‘rI)quF(—l)Ps, (y’r'ms)—l _ y,.x(_l)vdrls

xsyr X qup _ xs+(71)Tqyr+p’ (xsyr)fl _ x(fly‘+1

SyT’.
(e) Pokazaé, ze podgrupa generowana przez x jest podgrupa normalna, natomiast grupa generowna przez y
nie jest podgrupa normalna grupy G,.

(f) Narysowaé n-kat foremny, ponumerowaé wierzcholki liczbami 1,2, ...,n i zinterpretowaé x oraz y jako
izometrie tego n-kata.

(g) Pokazaé, ze grupa G, jest izomorficzna z grupa D(n) izometrii n-kata foremnego.
2. Pokaz, ze jezeli G/Z(G) jest grupa cykliczna, to grupa G jest abelowa.

3. Wypisz wszystkie elementy grupy D(3) oraz znajdz wszystkie podgrupy grupy D(3) i sprawdz ktére z nich
sg podgrupami normalnymi. Wyznacz réwniez klasy sprzezonoéci tej grupy. Znajdz centrum oraz komutant
grupy D(3). Uzasadnij, ze grupa D(3) jest izomorficzna z grupa S(3).

4. Wypisz wszystkie elementy grupy D(4) oraz znajdz wszystkie podgrupy grupy D(4) i sprawdz ktére z nich
sa podgrupami normalnymi. Wyznacz réwniez klasy sprzezonosci tej grupy. Znajdz centrum oraz komutant

grupy D(4).

5. ZnajdZ wszystkie podgrupy grupy A(4) i sprawdZ ktére z nich sa podgrupami normalnymi. Wyznacz réwniez
klasy sprzezonosci tej grupy. Znajdz centrum oraz komutant grupy A(4).

6. Niech G < S(n). Pokazaé, ze jezeli dwa elementy grupy G sa sprzezone, to maja tego samego typu rozklady na
cykle rozlaczne, tzn. w ich rozkladach jest tyle samo cykli tej samej dlugosci. Uzasadnié, ze jezeli G = S(n),
to ten warunek jest warunkiem WKW.

Wsk. Dla o € S(n) mamy o(ay,...,ar)o "t = (o(ay),...,o(ar)).

7. Niech H = {id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}, F = {0 € S(4) : 0(4) = 4}. Pokazaé, ze:

(a) H oraz F sa podgrupami grupy S(4).
(b) Kazdy permutacje o € S(4) mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci o = hf, h € H, f € F.

Skonstruowaé epimorfizm grupy S(4) na grupe S(3).
8. Pokazad, ze

(a) grupa obrotéw szedcianu jest izomorficzna z grupa S(4),
(b) grupa obrotéw czworoscianu foremnego jest izomorficzna z grupa A(4),

(c) grupa izometrii czworo$cianu foremnego jest izomorficzna z grupa S(4).

9. Rozwazmy 8 nastepujacych macierzy nalezacych do SL(2,C):

I((l) (1)>z<\/j(l) _\%),j(_? é)k<\/_—(1) Vjé),[,i,j,k.

1Wiekszo$é¢ zadan z tego zestawu bedzie w istotny sposéb wykorzystywana w rozwigzaniach zadan z nastepnych zestawéw.



(a) Sprawdzié, ze 2 =j2=k*= I, ij =k = —ji, jk=i= —kj, ki =7 = —ik.
(b) Sprawdzié, ze zbiér tych 8 macierzy tworzy grupe ze wzgledu na mnozenie macierzy. Grupe te oznaczaé
bedziemy Quat i nazywaé grupg kwaterniondw.

(¢) Sporzadzi¢ tabelke dzialan w grupie Quat.
(d) ZnajdZz wszystkie podgrupy grupy Quat i sprawdZ ktére z nich sa podgrupami normalnymi. Wyznacz

réwniez klasy sprzezonosci tej grupy. Znajdz centrum oraz komutant grupy Quat.

10. Dla elementu a grupy G zbiér Ng(a) = {b € G;ab = ba} nazywamy centralizatorem elementu a.
Pokazaé, ze
(a) Ng(a) <G,
(b) Z(@) = () Nel(a),

acG
(c) Jesli [a]~ oznacza klase sprzezonosci elementu a, to |[a]~| = [G : Ng(a)] oraz |[a]~| dzieli |G]|.



