Wybrane metody algebraiczne
Zadania - zestaw 0

We wlasnym zakresie nalezy przypomnie¢ sobie nastepujace tematy:

e Dzialania na macierzach, $lad i wyznacznik macierzy oraz ich wlasnosci.

Macierz przeksztalcenia liniowego i jej zalezno$¢ od bazy.

Wartosci i wektory wlasne endomorfizmmu, diagonalizacja endomorfizmu.

Podprzestrzenie niezmiennicze endomorfizmu.

Aby sprawdzi¢ czy powtérka powyzszych tematéw byla udana rozwigz nastepujace zadania:

1. Ktoére z podanych nizej przeksztatcen ¢ : K" — K™ sa przeksztalceniami liniowymi:

Przeksztalcenie liniowe, wyznaczanie przeksztalcenia liniowego poprzez zadanie wartosci na ustalonej bazie.
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W przypadku, gdy przeksztalcenie ¢ jest przeksztalceniem liniowym, zbadaé¢ czy jest to monomorfizm, epi-
morfizm.
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2. Przeksztalcenie liniowe ¢ : K? — K2 dane jest wzorem go([ Z:j ]) = rT—y . Wyznaczy¢:
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3. Czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : R? — R3 spelniajace warunki:
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W przypadku pozytywnej odpowiedzi przeanalizowaé liczbe rozwiazan i znalezé wzér przynajmniej jednego

takiego przeksztalcenia liniowego.

. Znalez¢ wzor analityczny:

(a) symetrii przestrzeni R? wzgledem lin ({ ; }) i wzdluz lin ([ (1) }),
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(b) symetrii przestrzeni R® wzgledem lin (| 1 [, | 1 |) i wzdluz lin (
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(c) rzutu przestrzeni R? na lin ([ ; ]) wzdtuz lin ([ 711 })7

1 1 -1
(d) rzutu przestrzeni R® nalin(| 0 |) wzdtuzlin(| 1 |,| 1 |).
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. W przestrzeni K 3 wybrano bazy
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Znalez¢é macierz przeksztalcenia liniowego ¢ : K™ — K™ w bazach A,, oraz B, (A, oraz A,,; B, oraz B,,;

B, oraz A,,), jezeli:
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Przeksztalcenie liniowe ¢ : K2 — K3 wzgledem baz ([ ; ] , { f)l }) oraz ([ 1 [,] 0 [,] 0]) ma
1 1 0
1 -1 .
macierz 0 2 |. Znalez¢ wzér (analityczny) na w({ })
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. Endomorfizm 1) przestrzeni K ma w bazie (£1,e2,61 +¢€3) macierz -1 0 2 |. Znalezé wzér anali-
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tyczny opisujacy .
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. Endomorfizm v przestrzeni R? ma w bazie (617 — €2,€2,61 + €3) macierz —1 0 2 |. Znalezé baze
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jadra i baze obrazu przeksztalcenia 1. Czy wektor 1 nalezy do jadra v 7 Jaki jest obraz wektora
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. Endomorfizm 7 przestrzeni R* ma wzgledem bazy standardowej macierz 9 5 3 1| Znalez¢ macierz
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v wzgledem bazy:
(a) (e1,€e3,€2,€4), (b) (1,61 + 2,61 +e2+e3,61+ 62 +6e3+¢e4).
W przestrzeni R™ dane sa bazy A oraz B. Oznaczmy przez £ baze standardowa (e1,¢€2,...,6,). Znalezé
macierze przejécia od £ do A, od £ do B, od A do £ oraz od A do B, gdy:
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W kazdym z powyzszych przypadkow zapisa¢ wektor x1e7 + -+ 4+ z,&, jako kombinacje liniowa wektoréw
bazy A.
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Znalezé wartosci wlasne i wektory wilasne endomorfizmu ¢. Jakie bedzie rozwiazanie, jezeli zatozymy, ze A
jest baza standardowa ? Jakie bedzie rozwiazanie, jezeli zalozymy, ze ¢ € End(R?)?

Endomorfizm ¢ € End(C2) mawbazieA([ 1],{”)macierz (a) {3 1 } (b) { 2 1].

Macierz A jest macierza endomorfizmu ¢ € End(C™) w bazie standardowej. Obliczyé wartosci oraz wektory
wlasne endomorfizmu ¢. Skonstruowaé (o ile to mozliwe) baze przestrzeni C" zlozona z wektoréw wlasnych
@. Zmalezé (o ile to mozliwe) macierz C' € GL(n, C) taka, ze macierz C~1AC jest macierza diagonalng.
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Zmnalez¢ wartoéci wlasne oraz odpowiadajace im podprzestrzenie wektoréw wlasnych endomorfizméw linio-
wych rzeczywistych przestrzeni wspolrzednych o nastepujacych macierzach w bazie kanonicznej
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Zmalez¢é wartoéci wlasne oraz odpowiadajace im podprzestrzenie wektoréw wlasnych endomorfizméw linio-
wych zespolonych przestrzeni wspélrzednych o nastepujacych macierzach w bazie kanonicznej:
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Zbadaé czy dana podprzestrzen U przestrzeni liniowej R? jest niezmiennicza wzgledem endomorfizmu
0 : RS —R3 o([z,y,2]T) = [3z —y + 2,22 + 2,22 — 2y + 32]7, jedli
(a) U =1lin([0,1,0]7,[0,0,1]T),  (b) U =lin(1,0,-1]%,[1,2,1]T).

Zbadaé czy dana podprzestrzen U przestrzeni liniowej R? jest niezmiennicza wzgledem endomorfizmu
0 :R3 — R3 o([r,y,2]T) = [-3z — 2y — 42,20 + Ty + 10z, 2 — 2y — 22]7, jedli

(a) U =Ilin(1,1,-1]7), (b) U =1in([3,2,1]7,[1,0,1]7), (c¢) U =1lin([0,7,—4]T,[4,-3,0]T),

(d) U =lin([1,1, 1]T)a (e) U =lin([1,0, O}Tv 0,1, O]T)

Pokaz, ze endomorfizm przestrzeni liniowej R™ posiada podprzestrzen niezmienniczg wymiaru < 2.



