Wstep do algebry i teorii liczb
Wzory Cardano

Zajmiemy sie wyprowadzeniem wzoréw na pierwiastki réwnania
b3T? + boT? + by T + by =0, b; € C,bg # 0 (1)
Pierwsze uproszczenie (dzielimy przez bs)
T3+ a;T? + T +ap =0, a; €C (2)
Podstawiamy T =X — % i wtedy znika wspétezynnik przy T72.

Ostatecznie wystarczy umieé¢ rozwiazywaé rownanie postaci

X?+pX +q=0. (3)
Mozemy zalozyé p # 0.
Stosujemy kolejne podstawienie X =Y — 3%
otrzymujac réwnanie ;
Y- T =0, (4)

Kolejne podstawienie Y3 = Z i wtedy mamy tzw. réwnanie rozwiazujace (rezolwenta)

p
24+ qZ - —==0.
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Niech z oraz z’ beda rozwigzaniami rezolwenty. Wtedy
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Zatem nie jest wazne, ktore z rozwigzan z i 2’ rezolwenty wybierzemy do obliczenia x. Bezposrednim rachunkiem
mozna sprawdzi¢, ze
/ 2,/ 2 !
T1 =Y+ Y, T2=EY1 T EY, T3 =EY1 ey, (6)

Twierdzenie
Pierwiastki réwnania X2 4+ pX + ¢ =0 dane sa wzorami

Ty =y + Yl w2 =eyr Ty, w3 =Y + ey, (7)
gdzie
yilg =z, Z//:; = 2,7
z 1 2’ sg pierwiastkami réwnania
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a y1,y, sa tak dobrane, aby yiy) = fg.
Definicja
Wyréznikiem rénania X3 4+ pX + ¢ = 0 nazywamy

4p® ¢ P
A=+ =g (L L2,
LT (4+27



Twierdzenie
Réwnanie X2 + pX + ¢ = 0 ma pierwiastki wielokrotne wtedy i tylko wtedy, gdy A = 0.

Dowdd.
A=0=2=2 = (y1 =y} albo y; = ey} albo y; = £?y}) = (x2 = x3 albo x; = 23 albo z; = ).

r=r3=yteyi =ity =y(l-e)=y(l-e) =y =y =2=2"=A=0 ¢

Twierdzenie
jedli p,q € R, to pierwiastki réwnania X2 + pX +¢ =0

a) sa rzeczywiste i rézne, gdy A < 0;
b) sa rzeczywiste i co najmniej dwa réwne, gdy A = 0;
c) jeden jest rzeczywisty, a dwa nierzeczywiste i sprzezone, gdy A > 0.

Dowdad.
Jedli A > 0, to 2,2’ € R. Wybierzmy v = 2,51 € R. Wtedy v} € R, bo y1y] = fg
Stad 1 € R, a 29,23 € R 173 = 3.

Jesli A = 0, to jeden pierwiastek jest rzeczywisty i gdyby pozostate byly nierzeczywiste, to mielibyémy trzy
rézne pierwiastki, co nie jest mozliwe.

Rozwazmy pozostaly przypadek (przypadek nieprzywiedlny) A < 0.
Niech

z=r(cosp+ising), 2’ =r(cosp —isiny).
Wtedy

Y = %(cos§+isin§>, Yy = \B/F(cosgfisingy
2w

2
Wtedy uwzgledniajac ¢ = cos 5 + ¢ sin ?ﬂ- otrzymujemy

w+4r

2
= 2%005%, o = 2/r cos ('0—; W, x3 = 2/r cos
Zatem pierwiastki x1,x2,x3 sa rézne g
Przyktady

1. Rozwiazmy réwnanie

T3 —3T? 46T —2=0.

Po podstawieniu T'= X + 1 otrzymujemy réwnanie
X343X+2=0, (p=3, ¢=2).
Wtedy rezolwenta ma postaé

22422 -1=0, A>0, 2=-1-V2, 2/ =-1+2
y1=—V1+V2 yi=1-1+V2
x1=—§/1+\/§+{/—1+\/§
x2=—6§/1+\/§+52€/—1+\/§
x3:—52{’/1+x/§+e€/—1+\/§

Ostatecznie rozwiazania maja postaé

t1=14z1, to=1422, t3=1+4 x3.

2. Rozwiazmy réwnanie

T3 +6T%+6T —2=0.



Po podstawieniu T'= X — 2 otrzymujemy réwnanie
X3 —6X+2=0, (p=-6, ¢=2).
Rezolwenta ma postaé

Z2422+48=0, A<0, z=—-1—-VTi, 2 = —-1+T7i.

Wtedy
1
2| =2V2, cosp = ———, < @ < 2m.
|2 =" @
zy = 2% 2[2cos§ ~0,3399, t ~ —1,6601,

29 = 2% 2\/§cos§ ~0,3399, ¢ ~ —1,6601,
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~2,2614, to~0,2614.

3. Rozwiazmy réwnanie

8 32/2
X3 X4+ " =0
3 + 27
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Unas p= —3 q= 27\7[ Wtedy rezolwenta przyjmuje postaé
32v/2 83
P4+ 2574+ —— =0, A=0.
+ 27 + 3327 ’
16v/2
Wtedy 2z =2 = —72\7[ i
2v/2 442
xl—mng, ,’E3:—T.



