8.

Zadania ze wstepu do algebry i teorii liczb

Zestaw 7
Obliczy¢ iloczyny macierzy:
2
6 4 -3 4 1
@[ L3 w2 [ 3] e o2 s
7 9 1 3 -1
2 17 T
(d)[l 3], @ [1 23 45]".[12345]
201" 2 0
®[12345][12345], @31 301
3 2 3 2
11 . 0 1 L
.DlaA_[O 1} 13_[1 0] obliczy¢:
(a) A>+2AB+B* i (A+B)%
(b) A>2—2AB+B*> i (A—B)%;
() A>~B*, (A-B)(A+B) i (A+B)(A-B).
Pokazac, ze dla dowolne;j liczby naturalnej m zachodza réwnosci:
@ | ¢ 01" [am 0 (b) 1 al”" [1 ma
10 b o0 ) 0 1 o0 1
©) [ coso.  —sina m_ cosmol  —sinma. @) a 1 | a” ma" !
¢ | sina  cosa | sinma  cosmor |’ 0 al|l | O a” ’
(110" [1 om mozb
(e) 0 1 1 =10 1 m
L0 0 1 0 0 1

. . A| D .
.JeSliAeK),BeK],CeK" Dec K}, to macierz [T‘T] nazywamy macierza klatkowa o klatkach A, D, C, B.

Sprawdzié, ze

[ Al ‘ D, ] ) [ Ao ‘ D> ] _ |: A1Ay +D1Cy ‘ A1Dy+ DBy :|
C1 | B, G | B CiA2+BiCy | CiD2+BiB; |’

. Znalezé wszystkie takie macierze A € K2, 7e

1 2 1 2 1 0 11 10 11
(a)A{l O}{l O}A’ (b)A{o o}{o o}’ (©) [0 O]A[O 0]’

0 0 1 0
(d)AZ:[O 0}, (e)A2:[O 1}.

. Niech E; oznacza macierz kwadratowa stopnia n, ktorej element o wskazZnikach i, 7 réwny jest 1, a pozostate ele-

menty sg rowne 0. Obliczy¢:

(a) E;-Epy, (b) A-E;, (¢) E;-A, d) A-(I,+aE;),i#r, (e (I, +bE;)-Ai#r,

® (I,+aE;)(I,+bE;), i #r, gdzie A€ K, a,b € K. Zinterpretowa¢ (d) oraz (e) w jezyku operacji elementar-
nych wykonanych na A.

. Obliczy¢ wyznaczniki nastepujacych macierzy:

1 2 3 -1 5 4 0 2 2 1 2 3
(a) 51 41|, (b 3 =2 01, (o 2 0 2|, 4 5 6 |,
| 3 2 5 -1 3 6 2 20 7 8 9
" a b ¢ ] sinat cosor 1
@ | b ¢ al, @ sinf cosp 1 gdzie o, B,y sa miarami katéw tréjkata,
L ¢ a b | siny cosy 1
1 e ¢ 111
(g) e 1 ¢ |, gdzie € = f% + i§ , (h) 1 & € |, gdzie € = cos %“ +isin %”,
e € 1 e &
Obliczy¢ nastgpujace wyznaczniki (nad R):
1 2 3 4 1 -1 1 =2 769 4 4
-3 2 -5 13 1 3 -1 3 b0 =266
(a) , (b) , (o 1 -1 -2 4 5 |,
1 -2 10 4 -1 -1 4 3 | -1 -2 4 4
-2 9 -8 25 -3 0 -8 -—13 70 -9 2 -2



1 1.0 0 0O 4 4 -1 0 -1 8
SRR R N I
(d)gg(l)}?’(e)000110’(ﬂ122112’
1 00 0 1 00 0 01 1 17 6 6 5 17
1 000 0 1 21 1 2 2 1
5 -4 4 0 00
1001 1002 1003 1004 30 20 15 12 9 -7 6 0 0 O
@ 1002 1003 1001 1002 ) 20 15 12 15 ) 3 -2 1 0 0O
1001 1001 1001 999 | 15 12 15 20 1 -1 2 0 0 1Y)
1001 1000 998 999 12 15 20 30 0 1 -3 01 0
-2 1 0 1 00
1 6 20 50 140 140 3 1 1 1 1 1
0 —-16 —-70 —195 —-560 —560 -1 3 1 1 1 1
G) 0 26 125 366 1064 1064 ) -1 -1 3 1 1 1
0 —31 —154 —460 —1344 —1344 ) -1 -1 -1 3 1 1
0 4 20 60 176 175 -1 -1 -1 -1 3 1
0 4 20 60 175 176 -1 -1 -1 -1 -1 3
9. Obliczyé:
1 2 3 4 1 1 1 2 706 11 4 4
3 25 3 1 3 1 3 I 0266
(a) 1 2 3 5 nad Z7, (b) 11 4 3 nadZp;, () |7 8 9 1 6 |nadZis.
2 2 1 4 3 0 8 10 L1002 45
7 0 9 2 2
10. Obliczyé wyznaczniki nastepujacych macierzy stopnia n :
- 2 1 0 0 0 3 20 0 0
1100 00 B 132 00
01 2 0 0 o1 3 -~ 00
@) P A R Do . © A
0000 - 11 000 2 000 3o
- L0 0 0 I 2] L0 0 0 1 3 |
[a 1 1 1 1] [ a 1 1 1 17
1 a 1 1 1 -1 a 1 1 1
1 1 a 1 1 -1 -1 a 1 1
@D]l1 11 a 1|, (@ : : : : ’
: : -1 -1 -1 a 1
11 11 a | | -1 -1 -1 - =1 a |
(1 n n non| [a b 0O 0 01
n 2 n n n 0 a b 0 0
n n 3 - n n 0 0 a 0 0
® S : e ® R :
n n n n—1 n 00 0 0 a b
n n n n n | b 00 0 0 a |

Niech A = [a; j], a;j € Z, bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Pokazac, ze detA jest liczba calkowita. Zatézmy
dodatkowo, ze a;; = £k, gdzie k jest ustalong liczba catkowita. Pokazac, ze 2n=1gn dzieli detA.

11.

12. Pokazad, ze jesli A jest macierza antysymetryczna (tzn. AT = —A) stopnia nieparzystego nad R, to jest ona osobliwa,
czyli detA = 0.
2 0 6 0 4
53 2 27
13. Liczby 20604, 53227,25755, 20927 1 289 dziela si¢ przez 17. Pokazaé (bez obliczania), ze wyznacznik | 2 5 7 5 5
2 09 2 7
00 2 8 9

réwniez dzieli si¢ przez 17.
Zatézmy,ze A€ K] ,Be€ K]}

m>

14.

D € K}! udowodni¢ wzor na wyznacznik macierzy klatkowo-tréjkatnej

AlO
det [7‘?] = detAdetB



Wskazowka. Zastosowaé indukcje wzgledem stopnia klatki B. Zob. tez Przyktad 6.7 ze stron 158-159 z ksiazki
A.Biatynickiego-Biruli, Algebra liniowa z geometriq.

15. Wyznacznikiem Vandermonde’a (stopnia n nad cialem K) nazywamy wyznacznik postaci

1 x x% x’fl
2 n—1

I x2 x5 - X

Vn(xlw--,xn): . .
1 x, x2 X!

(a) Obliczy¢ warto$¢ wyznacznika Vandermonde’a.
Rozwiqzanie: Wyprowadzimy najpierw wzoér rekurencyjny. Postgpujemy nastgpujaco: od n-tej kolumny odej-
mujemy (n — 1)-szg pomnozong przez x,,, od (n — 1)-szej kolumny odejmujemy (n — 2)-ga pomnozona przez
Xn, od drugiej kolumny odejmujemy pierwsz a pomnozong przez x,. Jako wynik otrzymujemy réwnos$¢

1 x—x, x1 (1 —x,) x’l’_z(xl —Xp)

1 x—x, x2(x —x,) . xﬁfZ(xz —Xp)
Va(x1, .. yxn) =

U Xt =X X1 (o1 — %) 0 X (X1 —Xn)

1 0 0 0 0

Po rozwinigciu wzgledem ostatniego wiersza oraz wylaczeniu z kazdego wiersza odpowiedniego czynnika
przed wyznacznik otrzymujemy w wyniku

V(X1 oyxn) = (—1)"+1(x1 —Xp) e (=1 = Xn) Vi1 (1, -+ -, X0—1)

=(Xp—x1)- - (X0 =X 1)V 1 (X1, X0 1)
Prosty dowdd indukeyjny daje w rezultacie wzor V, (x1, ..., x,) = [ (x — x;)-
k>l

(b) Wykazaé, ze V,(x1,...,x,) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie xi,..., x, sa parami r6zne.

16. Sprawdzi¢, czy nastepujace macierze sa odwracalne oraz w przypadku pozytywnej odpowiedzi obliczyé macierz

odwrotna:
1 3 -5 7 1 1 1 1
- 1 2 =3
1 2 0 1 2 =3 1 1 -1 -1
(a)_zs}’(b)gé?’(c)0012’(‘1)1—11—1’
00 0 1 I -1 -1 1
[ 2 3 2
(e) I -1 0
-1 21
17. Rozwiazaé nastepujace réwnania macierzowe:
(4 1 4 —6
@ X1y 4][2 1}’
4 1 4 —6
w[o i[5 7]
[ 1 1 -1 1 -1 3
) X| 2 1 0|=]|4 3 2|,
-1 1 -2 5
21 3 1 i,
CI R S
18. Rozwiazaé¢ uktady réwnan macierzowych:
2 1 3 1 2 8
N
VYT 3 -1 ol 2 Tl 400
-1 e
1 X+ 3 1 Y — 3 5
-1 1 1 1 1 1
(b) r
A A R
|1 1 3 |5 3




19. Obliczyé (I +aE;,)~ ', i#r.

2(). Obliczyé macierze odwrotne do macierzy:

1 0 0 0 2 0 00 0 0 0 -1
0010 0 0 0 1 0 02 O
@ 19 0 0 1 ® 1o 20 0 © 11 00 o
0 1.0 0 0 010 0 30 O
- 1 -1 0 -~ 0 0]
(1) : } } -1 2 -1 - 0 0
11 0 | —1 2 .- 0 o
@ R PO C T O
N, 0 0 0 2 1
I 0 . 0 0 O —1 1]
2 -1 0 0 0]
-1 2 -1 0 o0
0 -1 2 0 o0
(f) . . . . . .
o o o0 - 2 -1
| 0 0 0 -1 |
R . A|D AlO R
21. Obliczyé macierze odwrotne do macierzy klatkowych: 0 ‘ - e ‘ 3| Obliczy¢ macierze odwrotne do
> 1o0] [io2 00 [L11oa
. . 3 2 00 2 3 00
nastgpujacych macierzy: , , 0 0 1 2 1
1 1 3 4 1 -1 1 3
2 -1 2 3 0O 1 0 2 000 o
0 0 0 1 1



