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Zadania ze wstepu do algebry i teorii liczb
Zestaw 6

. W pierdcieniu wielomianéw Z4[X| wykonaé¢ wskazane dziatanie:

(a) (XP4+2X2+3X%+1)+ (X' + X3+ 3X2+2X +2);
(b) (2X%+ X +3) — (2X* +3X3 + X2 + 3X);

(c) (2X3+2X2+3)(3X%+ X +2);

(d) (2X*+3)(2X* +1).

. Udowodnié, ze jesli pierécienie P, P» sa izomorficzne, to pierécienie wielomianéw P;[X], P2[X] tez sa

izomorficzne.
Wyznaczy¢ elementy odwracalne piercienia:
(a) Z[X], (b) Zs[X], (c) Z[][X], (d) Q[X].
Wykazaé, ze jesli P jest pierscieniem calkowitym, to U(P[X]) = U(P).
Podzieli¢ wielomian f z reszta przez wielomian g:
(a) f(X)=5X3+2X2-X -7, g(X)=X?+3X-1 w Z[X];
() f(X)=5X34+2X2-X -7 ¢g(X)=X%4+3X-1 w Zg[X];
() f(X)=2X"+Xs+X?—X+3, g(X)=3X?’+X+4 w Zs[X];
(@) f(X)=X—7, g(X)=X-2 w Z[X].
Dobraé liczby a, b € Z, aby wielomian X°® —4X3+2X?%+aX +b € Z[X] przy dzieleniu przez X — 1 dawal

reszte 1, a przy dzieleniu przez X — 2 reszte -5.

Dobraé liczby a, b € Zg, aby wielomian 2X* + 5X3 + 4X? + aX + b € Zg[X] przy dzieleniu przez X + 1
dawal reszte 5, a przy dzieleniu przez X + 3 reszte 1.

Wielomian o wspétczynnikach rzeczywistych przy dzieleniu przez X — 2 daje reszte 1 zas przy dzieleniu
przez X — 1 daje reszte 2. Jaka reszte daje ten wielomian przy dzieleniu przez (X — 1)(X —2) ?

Wielomian o wspélczynnikach z Zs przy dzieleniu przez X + 1 daje reszte 2, przy dzieleniu przez X + 2
daje reszte 3 zas przy dzieleniu przez X + 3 daje reszte 1. Jaka reszte daje ten wielomian przy dzieleniu
przez (X + 1)(X +2)(X +3) ?

Sprawdzié, czy funkcje wielomianowe danej pary wielomianéw z pierScienia Zs[X| a réwne:

(a) X2+ X2+1, X'+ X+1,;

(b) 2X? + X2+ X +1, 2X + 1;

(c) X3+2X2% 2X*+X.
Pokazaé, ze wielomiany f, g € Z,, p— liczba pierwsza, wyznaczaja identyczne funkcje wielomianowe wtedy
i tylko wtedy, gdy X? — X|f — g.
Pokazaé, ze dana funkcja f € R® nie jest funkcja wielomianowa: (a) f(z) =sinz, (b) f(x) = |z|.
Wykorzystujac wielomian interpolacyjny Lagrange’a, znalez¢ wielomian f € Z7[X] mozliwie najmniejszego
stopnia, ktéry w danych punktach przyjmuje podane wartoéci:
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Dobraé takie liczby catkowite a, b, aby wielomian X* — 5X3 + aX2 4+ bX — 3 € Z[X] dzielit si¢ przez
wielomian X2 —2X — 3.

Dla jakich wartosci a wielomian X? — 3aX? + 3X — a € Q[X] ma pierwiastki wielokrotne?

Wyznaczyé krotnosé pierwiastka 2 wielomianu X° — 6% + 13X3 — 14X? — 12X — 8 € Q[X].



