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Zadania ze wstepu do algebry i teorii liczb
Zestaw 3

. Wyznaczy¢ liczbe elementéw zbioru:

(a) {n €N :n <300 NWD(n,300) =20},
(b) {n € N:n < 1665 A NWD(n, 1665) = 37}.

Wykazaé, ze dla kazdego n > 2 liczba ¢(n) jest liczba parzysta.

Wykazaé, ze:
(a) p(4n) =2p(2n), (b) (4n+2)=p(2n+1).

Rozwigzaé¢ réwnania:
(a) o(z) =12,  (b) p(2z) = ¢(3z), (c) p(5z) = ¢(Tx),

(d) p(z) = 32, (e) p(z) = 3a.
Znalezé dwie ostatnie cyfry kazdej z nastepujacych liczb: 289289, 2341 3367 790°  1414™

Znajdz reszte z dzielenie liczby 522204

przez 65.

Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 liczba 22" konczy sie cyfra 6.

Wykazaé, ze jezeli 30|(ay + az + ... + ay), to 30|(a} + a3 + ... + ad).

Wykazaé, ze jezeli p,q sa réznymi liczbami pierwszymi, to p?=! + ¢?~! = 1 (mod pq).

Wyznaczy¢ wszystkie pary (p, q) liczb pierwszych, dla ktérych ¢P — p? = 1.

Wykazaé, ze setna potega dowolnej liczby catkowitej przy dzieleniu przez 125 daje reszte 0 lub 1 .

Wykazaé, ze jezeli n,m sa liczbami naturalnymi oraz 7|(a%™ + a®*), to liczba calkowita a jest podzielna
przez 7.

(OM) Znalezé wszystkie takie liczby naturalne n, aby liczba 1! + 2! 4 ... 4+ n! byla:

(a) kwadratem pewnej liczby naturalnej ( Wskazdwka: rozwazyé reszty modulo 5);
(b) sze$cianem pewnej liczby naturalnej ( Wskazdwka: rozwazyé dla odpowiedniego modulu).

(oM) Udowodnié, ze nie istnieje nieparzysta liczba naturalna n > 1, taka, ze liczba 2™ — 1 dzieli si¢ przez
n. (Wskazowka: rozwazyé dzielnik pierwszy liczby n i skorzystaé z malego twierdzenia Fermata)

Niech d = NW D(mq,ms). Wykazaé, ze uklad kongruencji

X = ¢y (mod myq)
X = ¢z (mod mg)

ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy d|(c1 —c¢2). Jesli warunek ten jest spelniony, to uklad ma dokladnie
jedno rozwiazanie modulo NWW (mq, ms).

Zalozmy, ze liczby mq,ma,...,my sa parami wzglednie pierwsze, M = mj - mg - ... - my, oraz y; jest
rozwiazaniem kongruencji mﬂlyZ =1 (mod m;) dla i = 1,2, ..., k. Niech ponadto z = %ylcl + %y262 +

e F %ykck. Wykazaé, ze z (mod M) jest jedynym rozwiazaniem ukladu kongruencji

X = ¢; (mod myq)
X = ¢ (mod my)

X = ¢ (mod my)
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Dopisa¢ z prawej strony liczby 523 takie trzy cyfry, aby otrzymana liczba szedciocyfrowa byta podzielna
przez 7, 81 9.

Rozwiazaé¢ nastepujace uklady kongruencji:
X =1 (mod 25)

X =4 (mod 5) _ 3X =7 (mod 10) 5X =1 (mod 12)
a){ X=1(mod12) ; b) § - g EEOS ;‘; © )4 2X=5(mod15) ; d){ 5X=2(mod8) .
X =7 (mod 14) P (mgd 9 7X =5 (mod 12) 7X =3 (mod 11)

Znalez¢ najmniejsza liczbe naturalna, ktéra przy dzieleniu przez 7,5, 3, 11 daje odpowiednio reszty 3, 2,1, 9.
Znalez¢ cyfry x,y wiedzac, ze liczba 4287y6 dzieli si¢ przez H6.

Zmalez¢ cyfry x,y, z wiedzac, ze liczba xyz138 dzieli si¢ przez 7, za$ liczba 138xyz przy dzieleniu przez 13
daje reszte 6, a liczba x1y32z8 przy dzieleniu przez 11 daje reszte 5.

(OoM) Znalez¢ cyfry x,y, z wiedzac, ze liczba 13zy45z dzieli sie przez 792.

(XII Mistrzostwa w grach matematycznych i logicznych) Pradziadek nie ma jeszcze stu lat. W zeszltym
roku jego wiek wyrazal sie liczba catkowita podzielna przez 8, a w przyszlym roku jego wiek bedzie liczba
calkowita podzielng przez 7. Ile lat pradziadek ma teraz?



