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Zadania ze wstepu do algebry i teorii liczb
Zestaw 2

. Zbiér A ma n elementdw.

(a) Ile dziatan mozna okresli¢ w zbiorze A?
(b) Ile dzialan przemiennych mozna okresli¢é w zbiorze A?

(c) Ile dzialan z elementem neutralnym mozna okresli¢ w zbiorze A?

Sprawdzi¢, ze zbior Z,, z dzialaniem:

a®b:=(a+0b)— {a—l—b} n,
n

jest grupa abelowa.

Sprawdzié, ze zbior R z dzialaniem xzoy =z + y+ 1 jest grupa abelowa

W zbiorze R\ {—1} okredlamy dzialanie xxy =z + y + xy. Sprawdzié, ze (R, *) jest grupa abelowa.
Wykazaé, ze jesli a? =1 dla kazdego a € G, to G jest grupa abelows.

Niech Z; := {k € Z,, : NWD(k, n) = 1}. Pokazaé, ze odwzorowanie

b
©:ZE XL —TE, a®bi=ab— {“]n
n

jest poprawnie okreslone i wraz z nim zbiér Z;, jest grupa abelowa.

Pokazaé, ze zbiér liczb catkowitych Z z dzialaniem: z xy := z 4+ (—1)%y jest grupa. Czy jest to grupa
abelowa? Sprawdzié, ze podzbiory: (a) podzbidr liczb parzystych, (b) {0, (2k+1)}, k € Z, sa podgrupami
tej grupy.

Wyznaczy¢ wszystkie podgrupy grupy: (a) Zi2, (b) Zf.

Pokazaé, ze izometrie trojkata réwnobocznego wraz z dzialaniem sktadania odwzorowan tworza grupe.
Ulozy¢ tabelke dzialania w tej grupie. Znalez¢ wszystkie podgrupy tej grupy.

Rozwiaza¢ poprzednie zadanie zastepujac trojkat rownoboczny kwadratem.

Pokazaé, ze zbior Z,, z dzialaniami & oraz ©:

a@b:(a+b){a+b}n, a@b:ab{ab]n
n n

jest pierscieniem. Wykazaé, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

(a) element k € Z,, jest odwracalny,
(b) element k € Z,, nie jest dzielnikiem zera,
(¢) NWD(k,n) = 1.

Pokazaé, ze pierscien Z,, jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba pierwsza.

2

(a) Ulozyé tabelke funkcji z — z# w Zq;.

b) Ulozyé tabelke funkcji x — 7! w Z3.
€ J

Sprawdzi¢, ze polowa réznych od zera elementéw ciala Zi3 to kwadraty elementéw Zq3. Sprawdzié, ze
kwadraty niezerowych elementéw tworza podgrupe grupy Zjs.

Dla jakich wartoéci parametru m € K tréjmian ma? + (2m + 1)z + m — 2 ma dwa rézne pierwiastki w
ciele K, gdy: a) K =7Z117 b) K =737

Wykazaé, ze kazdy element ciala Zs jest szescianem elementu Zs. To samo dla ciala Z1;. A jak to bedzie
w przypadku ciata Zi37?7 Sprawdzi¢, ze w Z74 szeéciany niezerowych elementéw tworza podgrupe.
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Sprawdzi¢ czy istniejg - i wyznaczy¢, jedli istniejg - pierwiastki kwadratowe z —1 w ciele Z,, dla p =

2,3,5,7,11,13.

Rozwiaza¢ rownanie bx = 2 w Zgss37.

Znalez¢ taki element Zs, ze kazdy inny element # 0 jest jego potega. To samo dla cial Z7 oraz Zi;.

Sprawdzié, ze kazdy rézny od 0 element ciala Zs podniesiony do pewnej potegi daje 1. To samo dla ciat

Zr oraz Zqq.

+2
-1

x
Wyznaczy¢ dziedzine oraz ultozy¢ tabelke funkcji x — 5 w Zor.

Rozwiaza¢ rownanie:
a)br? +5r+1=0w Z11, b)z?+z+3=0wZs;,
c) 222 +22+2=0wZy3, d)22°+322+2—-4=0w Z.

Wykonaé dziatania: (62-3+5-4—1)-(5-12—7)" w Zy; oraz w Zas.
Rozwiaza¢ uklad réwnan
3rx+5y=2 . S5+ 4y = a .
a) { Az + 9y — 4 wZisiwZy D) { v+ 3y —b w Zi1 1w Zs.

Niech K bedzie ciatem. Sprawdzié, ze zbiér K? = K x K, z dzialaniami

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (a,b)-(c,d) = (ac+ 2bd,ad + be),

jest pierécieniem. Obliczy¢ (0,1)2. Zastanowi¢ si¢ czy jest to ciato dla K = Q, R, Zs, Zr.

Niech K bedzie cialem. Sprawdzié, ze zbiér K2 = K x K, z dzialaniami

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (a,b)-(c,d) = (ac— 2bd,ad + be),

jest pierécieniem. Obliczy¢ (0, 1)2. Zastanowié si¢ czy jest to ciato dla K = Q, R, Zs, Z.

Niech K bedzie cialem. Sprawdzié, ze zbiér K2 = K x K, z dziataniami

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d), (a,b)-(c,d) = (ac — bd,ad + be),

jest pierécieniem. Obliczy¢ (0,1)2. Zastanowi¢ sie czy jest to ciato dla K = Q, R, Zs, Zs.

Sprawdzi¢, czy zbiér liczb rzeczywistych R z dziataniami:
zoy=x+y+1, zxy=x+y+zy

jest cialem.

Sprawdzié, czy jest cialem system F4 =< {0,1,a,b},0,1,4,- > w ktérym dziatania + i -
tabelkami:
[ +[[0[1[a]b] - [0[1]alb]

0|l0|1|al|b 0(0]0]01|O0

1{110([b]a 10(1]a]|bdl]

allal|lb|0]1 allO0Olal|b]|1

bllb|lal|l]0 b|O0|b|1l]a

Sprawdzié, ze to cialo ma tylko jedno podciato wlasciwe.

okreslone sa

Wykazaé, ze zbiér Q(v/2) = {a + bv2 : a,b € Q}, ze zwyktym dodawaniem i zwyktym mnozeniem liczb

rzeczywistych, jest cialem. Sprawdzié, ze to cialo ma tylko jedno podciato wtasciwe.

Pokazaé, ze grupa (R, o) z zadania 3 jest izomorficzna z addytywna grupa (R, +) ciala liczb rzeczywistych.

Wsk. Rozwaz odwzorowanie ¢ : R — R, p(x) =z + 1.

Pokazaé, ze grupa (R \ {—1},) z zadania 4 jest izomorficzna z multiplikatywna grupa (R \ {0},-) ciala

liczb rzeczywistych.
Wsk. Rozwaz odwzorowanie ¢ : R\ {—1} — R, ¢(z) =z + 1.
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Wykaz, ze dowolna podgrupa grupy Z jest izomorficzna z grupa Z.

Pokaz, ze cialo z zadania 27 jest izomorficzne z cialem liczb rzeczywistych.
Wsk. Zob. dwa poprzednie zadania.

Pokaz, ze cialo Q(v/2) z zadania 29 jest izomorficzne z ciatem z zadania 24 dla K = Q.
Wsk. Rozwaz odwzorowanie ¢ : Q(v/2) — Q x Q, (a4 bv/2) = (a,b).

Pokaz, ze jedynym automorfizmem ciata QQ jest przeksztalcenie identycznoédciowe. To samo dla ciata Z,,.

Sprawdz, ze odwzorowanie ¢ : Q(v2) — Q(v/2), ¢(a + bv2) := a — b2, jest automorfizmem ciala
Q(\@) Czy précz automorfizmu ¢ oraz przeksztalcenia identycznoéciowego ciato Q(ﬂ) posiada jeszcze
inne automorfizmy?

Pokaz, ze jedynym automorfizmem ciata R jest przeksztalcenie identycznosciowe. Wsk. Pokaz, ze auto-
morfizm ciala R jest funkcja rosnaca, a nastepnie wykorzystaj zad. 35.

Zmajdz wszystkie automorfizmy ciata F4 z zad. 28, zestaw 1.



