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Zadania ze wstepu do algebry i teorii liczb
Zestaw 1

. Podziel z reszta:

134 przez 26,
-134 przez 26,

Liczba 100 przy dzieleniu z reszta przez pewna liczbe b daje reszte 6 i iloraz q. Wyznacz b i q.

Liczba 42157 przy dzieleniu przez pewng liczbe naturalng b daje iloraz ¢ = 231. Wyznacz dzielnik b oraz
reszte r.

Pokaza¢, ze jesli a i b, (b < a) sa liczbami naturalnymi, to [¢] jest ilorazem natomiast a — [¢] b jest reszta
z dzielenia a przez b. Funkcja [ -] : R — Z przyporzadkowuje liczbie rzeczywistej = czesé catkowita
liczby .

Rozkladajac na czynniki pierwsze liczby a oraz b wyznaczyé NWD(a, b) oraz NWW(a, b), jesli:
(a) a =360, b="504, (b) a= 2520, b=6600, (c) a=187, b= 533.

Wykaz, ze:

(a) NWD(q,0)= a

(b) NWD(a,b) = NWD(a — kb, b); w szczegblnosci NWD(a,b) = NWD(b, (a),) o ile b # 0..
(¢) NWD(ac,bc) = ¢ NWD(a, b)

(d) jesli d = NWD(a,b), to NWD(%, %) =1

(e) clab, NWD(c,a) =1 = c|b

(f) alc, ble, NWD(a,b) =1 = ab]|ec.

(¢) NWD(ay,...,an) = NWD(NWD(aq,...,an—1),an—1). Podobnie dla NWW.

Wskazowka:

ad e. clab A c|bc = ¢[NWD(ab, bc) = b.
ad f. ablac A ablbc = ab|]NWD(ac, bc) = c.

Korzystajac z algorytmu Euklidesa wyznaczyé NWD(a, b), jesli:
(a) a=237, b=87, (b) a=>5720, b=4370, (c) a= 2345, b= 525.

Pokazaé, ze dla dowolnych liczb catkowitych a i b zachodzi réwnosé
NWD(a,b) = NWD(5a + 2b, 13a + 5b).

Rozwiaz w liczbach naturalnych nastepujace uktady réwnan:
(a) z+y =180 (b) zy = 720
NWD(z,y) =30 NWD(z,y)=4

Niech a, b, ¢ beda liczbami naturalnymi i a = c¢q1 + r1, b = cg2 + ro. Pokazaé, ze NWD(a,b,c) =
NWD(¢,r1,r2). Wyprowadzi¢ stad metode wyznaczania NWD trzech liczb. Wyznaczyé mozliwie naj-
prostszym sposobem NWD(1411, 4641, 5253), NWD(299, 391, 667), NWD(279, 372, 1395).

Pokazaé, ze NWD(a,b)NWW (a, b)=ab. Czy ten fakt jest prawdziwy dla trzech liczb naturalnych?
Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb naturalnych a, bc zachodza réwnosci:

abc NWD(a,b,c
(a) NWW(a,b,c) = NWD(a,b) NWD(((I,C) N)WD(b,c)
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(b) NWD(a,b) NWD(a,c) NWD(b,c) NWW (a,b) NWW (a,c) NWW (b, c) = (abc)?.

Pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 w przedziale [n, n! — 1] istnieje co najmniej jedna liczba
pierwsza. Wyciagnij stad wniosek, ze zbiér liczb pierwszych jest nieskonczony.

Niech p bedzie liczbg pierwsza oraz a, b liczbami catkowitymi.
Pokazaé, ze (a + b)P = a? + bP (mod p).

Wykorzystujac kongruencje:
100 =1 (mod 11), 100 = —1 (mod 101), 1000 = —1 (mod 7,13,11), 1000 = 1 (mod 27, 37)
wyprowadz cechy podzielnosci przez 7, 11, 13 ,27, 37, 101.

Wykorzystujac kongruencje: 10 = 3 (mod 7), 100 = —2 (mod 51) wyprowadZ cechy podzielnosci przez 7
oraz H1.

Wykazaé, ze 7|100a + 100 + ¢ <= 7T|a + 4(10b + ¢) dla kazdych a,b,c € Z. Wykorzystujac ta
rownowaznos$¢ sformutuj ceche podzielnosci przez 7 i zastosuj ja do liczby 138264.

Rozwiaz w liczbach catkowitych rownania:

a) 3X +4Y =13,

(a)
(b) 21X +111Y =2,
(c¢) 25X +100Y = 6,
(d) 39X — 13Y =111,
(e) 122X +129Y = 2.
Fabryka wysyla towar w paczkach po 3 kg i po 5 kg. Wykazaé, ze w ten sposéb mozna wysta¢ kazda
calkowita iloé¢ kilograméw wieksza od 7. Czy mozna w tym zadaniu zastgpi¢ dane liczby innymi liczbami?

Do przewozu zboza sg do dyspozycji worki 60-cio i 80-cio kilogramowe. Ile potrzeba poszczegdlnych workéw
do przewozu 440 kg zboza (wszystkie worki musza by¢ pelne!).



