Wyktad 9
Konstrukcja ciata liczb rzeczywistych

Andrzej Stadek
sladek@ux2.math.us.edu.pl

Instytut Matematyki, Uniwersytet Slaski w Katowicach

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 9 Konstrukcja ciata liczb rzeczywistych



Definicja
Niech X bedzie zbiorem nieskonczonych ciggéw liczb wymiernych, ktére sa ciagami
Cauchy’ego, tzn.

(an)nen € X <= /\a,,e@ oraz /\ \/ /\ n— am| < €.

neN €Qt nopeN n,m>ng

Twierdzenie
Niech (an)nen, (bn)nen € X. Wtedy
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Definicja
Niech X bedzie zbiorem nieskonczonych ciggéw liczb wymiernych, ktére sa ciagami
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Twierdzenie
Niech (an)nen, (bn)nen € X. Wtedy

© ciag (an)nen jest ograniczony,
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Definicja
Niech X bedzie zbiorem nieskonczonych ciggéw liczb wymiernych, ktére sa ciagami
Cauchy’ego, tzn.

(an)nen € X <= /\a,,e@ oraz /\ \/ /\ |an — am| < e.

neN e€Qt nogeN n,m>ng

Twierdzenie
Niech (an)nen, (bn)nen € X. Witedy
© ciag (an)nen jest ograniczony,
© (3n + bn)nen, (an — bn)nen, (anbn)nen € X,
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Definicja
Niech X bedzie zbiorem nieskonczonych ciggéw liczb wymiernych, ktére sa ciagami
Cauchy’ego, tzn.

(an)nen € X <= /\a,,e@ oraz /\ \/ /\ |an — am| < e.

neN e€Qt nogeN n,m>ng

Twierdzenie

Niech (an)nen, (bn)nen € X. Wtedy
© ciag (an)nen jest ograniczony,
@ (an + bn)nen, (an — bn)nen, (@nbn)nen € X,
© V A lanl>& = (a7")nen € X,

£€Qt neN

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 9 Konstrukcja ciata liczb rzeczywistych



Definicja
Niech X bedzie zbiorem nieskonczonych ciggéw liczb wymiernych, ktére sa ciagami
Cauchy’ego, tzn.

(an)nen € X <= /\a,,e@ oraz /\ \/ /\ |an — am| < e.
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Definicja
Niech X bedzie zbiorem nieskonczonych ciggéw liczb wymiernych, ktére sa ciagami
Cauchy’ego, tzn.

(an)nen € X <= /\ an € Q oraz /\ \/ /\ |an — am| < &-

neN e€Qt nogeN n,m>ng

Twierdzenie

Niech (an)nen, (bn)nen € X. Wtedy
© ciag (an)nen jest ograniczony,
@ (an + bn)nen, (@n — bn)nen, (@nbn)nen € X,
© V A lanl>& = (a7")nen € X,

£€Qt neN

Dowdd. ad 1. Niech ng € N bedzie takie, ze |an — am| < 1 dla n,m > ng
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Definicja
Niech X bedzie zbiorem nieskonczonych ciggéw liczb wymiernych, ktére sa ciagami
Cauchy’ego, tzn.

(an)nen € X <= /\ an € Q oraz /\ \/ /\ |an — am| < &-

neN e€Qt nogeN n,m>ng

Twierdzenie

Niech (an)nen, (bn)nen € X. Wtedy
O ciag(an)nen jest ograniczony,
@ (an + bn)nen, (@n — bn)nen, (@nbn)nen € X,
0 \V Alal>¢ = (3;1)n6f§ e X,

£€QT neEN

Dowdd. ad 1. Niech ng € N bedzie takie, ze |an — am| < 1 dla n,m > ng
oraz niech M = max{|ai|, ..., |ang+1|}. Wtedy
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Definicja
Niech X bedzie zbiorem nieskonczonych ciggéw liczb wymiernych, ktére sa ciagami
Cauchy’ego, tzn.

(an)nen € X <= /\ an € Q oraz /\ \/ /\ |an — am| < &-

neN e€Qt nogeN n,m>ng

Twierdzenie

Niech (an)nen, (bn)nen € X. Wtedy
O ciag(an)nen jest ograniczony,
@ (an + bn)nen, (@n — bn)nen, (@nbn)nen € X,
0 \V Alal>¢ = (3;1)n6f§ e X,

£€Qt neN

Dowdd. ad 1. Niech ng € N bedzie takie, ze |an — am| < 1 dla n,m > ng
oraz niech M = max{|ai|, ..., |ang+1|}. Wtedy

n<mo+1 = |a| <M< M+1,
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Definicja
Niech X bedzie zbiorem nieskonczonych ciggéw liczb wymiernych, ktére sa ciagami
Cauchy’ego, tzn.

(an)nen € X <= /\ an € Q oraz /\ \/ /\ |an — am| < &-

neN e€Qt nogeN n,m>ng

Twierdzenie

Niech (an)nen, (bn)nen € X. Wtedy
© ciag (an)nen jest ograniczony,
@ (an + bn)nen, (@n — bn)nen, (@nbn)nen € X,
© V A lanl>& = (a7")nen € X,

£€Qt neN

Dowdd. ad 1. Niech ng € N bedzie takie, ze |an — am| < 1 dla n,m > ng
oraz niech M = max{|ai|, ..., |ang+1|}. Wtedy

n<mo+1 = |a| <M< M+1,

n>no+1 = |an| = |ang+1 + (an — ang+1| < |angt1| + |an — angra| <M+ 1.
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Definicja
Niech X bedzie zbiorem nieskonczonych ciggéw liczb wymiernych, ktére sa ciagami
Cauchy’ego, tzn.

(an)nen € X <= /\ an € Q oraz /\ \/ /\ |an — am| < &-

neN e€Qt nogeN n,m>ng

Twierdzenie

Niech (an)nen, (bn)nen € X. Wtedy
O ciag(an)nen jest ograniczony,
@ (an + bn)nen, (@n — bn)nen, (@nbn)nen € X,
0 \V Alal>¢ = (3;1)n6f§ e X,

£€Qt neN

Dowdd. ad 1. Niech ng € N bedzie takie, ze |an — am| < 1 dla n,m > ng
oraz niech M = max{|ai|, ..., |ang+1|}. Wtedy

n<mo+1 = |a| <M< M+1,

n>no+1 = |an| = |ang+1 + (an — ang+1| < |angt1| + |an — angra| <M+ 1.

Zatem ciag (an)nen jest ograniczony.
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ad 2. Niech € € Q" oraz np € N takie, ze
€
N an—am| < 5+ |bn— bm| <

n,n>ng

N ™

iata liczb rzeczywi:
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ad 2. Niech € € Q" oraz np € N takie, ze

g £
N an—am| < 5 |bn—bm| < 5.

n,n>ng

Wtedy dla n,m > ng mamy

[(an = ba) = (am = bm)| < |an — am| + |bn = bl < 5 + = =&
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ad 2. Niech € € Q" oraz np € N takie, ze
€
N an—am| < 5+ |bn— bm| <

n,n>ng

N ™

Wtedy dla n,m > ng mamy

3

\(a,,:i:b,,)f(a,,,j:bm)|<|a,,fa,,,\+\b,,fbm|<%Jrz:s.

Sprawdzilisy warunek Cauchy’ego dla ciagéw (an + bn)nen oraz (an — bn)nen.
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ad 2. Niech € € Q" oraz np € N takie, ze

N lan—am| < g by — b <

n,n>ng

N ™

Wtedy dla n,m > ng mamy

2

=¢&.

(an & bn) — (am % bm)| < |an — am| + |bn — bm| < % +

Sprawdzilisy warunek Cauchy’ego dla ciagéw (an + bn)nen oraz (an — bn)nen.

Niech M € Q oraz ng € N takie, ze

N\ lanl < M, |ba| < M

neN
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ad 2. Niech € € Q" oraz np € N takie, ze

g £
N an—am| < 5 |bn—bm| < 5.

n,n>ng

Wtedy dla n,m > ng mamy

\(anibn)—(amibmn<|an—am\+\bn—bm|<§+2:5

Sprawdzilisy warunek Cauchy’ego dla ciagéw (an + bn)nen oraz (an — bn)nen.

Niech M € Q oraz ng € N takie, ze

-
2M’ ‘

N\ lanl < M, |ba| <M oraz N\ |an - am| < i

neN n,n>ng

|bn — bm| <
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ad 2. Niech € € Q" oraz np € N takie, ze

€

g
N an—am| < 5 |bn—bm| < 5.

n,n>ng

Wtedy dla n,m > ng mamy

[(an £ bn) — (am &+ bm)| < |an — am| + |bn — bm| < = +§,€'
Sprawdzilisy warunek Cauchy’ego dla ciagéw (an + bn)nen oraz (an — bn)nen.
Niech M € Q oraz ng € N takie, ze

€
N\ lanl < M, |ba| <M oraz N\ |an - am| < s 1bn = bml < 55

neN n,n>ng

Wtedy dla n, m > ng mamy

[(anbn) — (ambm)| =

‘an(bn - bm) + bm(an - am)‘ § ‘angn - bm‘ + |bm||an - am‘ < Mﬁ + Mﬁ =&
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ad 2. Niech € € Q" oraz np € N takie, ze

€

g
N an—am| < 5 |bn—bm| < 5.

n,n>ng

Wtedy dla n,m > ng mamy

[(an £ bn) — (am &+ bm)| < |an — am| + |bn — bm| < = +§,€'
Sprawdzilisy warunek Cauchy’ego dla ciagéw (an + bn)nen oraz (an — bn)nen.
Niech M € Q oraz ng € N takie, ze

€
N\ lanl < M, |ba| <M oraz N\ |an - am| < s 1bn = bml < 55

neN n,n>ng

Wtedy dla n, m > ng mamy

[(anbn) — (ambm)| =

‘an(bn - bm) + bm(an - am)‘ § ‘angn - bm‘ + |bm||an - am‘ < Mﬁ + Mﬁ =&

Sprawdzilisy warunek Cauchy’ego dla ciagu (anbn)nen.
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ad 3. Niech € € QT oraz np € N takie, ze

/\ lan — am| < €.

m,n>ng
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ad 3. Niech € € QT oraz np € N takie, ze

/\ lan — am| < €.

m,n>ng

Wtedy dla n,m > ng mamy

‘3717 -1y _ |am — an| le .
o |an||am]

62
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ad 3. Niech € € QT oraz np € N takie, ze
/\ lan — am| < €.
m,n>ng

Wtedy dla n,m > ng mamy

52

‘3;1 - 371 _ ‘am - an‘ 52 1
|anl|am|

Zatem ciag (a, *)nen jest ciagiem Cauchy’ego. 9
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Definiujemy relacje na zbiorze X nastepujaco:

(@n)nen ~ (boaer <=\ \/ )\ lan—bal <&,

£€Qt no€N n>ng
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Definiujemy relacje na zbiorze X nastepujaco:
(an)nen ~ (ba)nen <=\ \/ /\ lan—bal <,
£€Qt ngeN n>ng
tzn.

(an)nGN ~ (bn)nEN <~ lim (an - bn) =0.

n—oo
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Definiujemy relacje na zbiorze X nastepujaco:

(an)nen ~ (bn)nen < /\ \/ /\ lan — bn| < e,

£€Qt ngeN n>ng

tzn.
(an)n€F§ ~ (bn)neN <~ lim (an — bn) =0.

n—oo

Uwaga. Jezeli (an)nen, (bn)nen € X oraz istnieje ng € N takie, ze a, = b, dla n > no, to
(an)nEN ~ (bn)nEN € X.
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Definiujemy relacje na zbiorze X nastepujaco:

(an)nen ~ (bn)nen < /\ \/ /\ lan — bn| < e,

£€Qt ngeN n>ng

tzn.
(an)n€F§ ~ (bn)neN <~ lim (an — bn) =0.

n—oo

Uwaga. Jezeli (an)nen, (bn)nen € X oraz istnieje ng € N takie, ze a, = b, dla n > no, to
(an)nEN ~ (bn)nEN € X.

Twierdzenie J

Relacja zdefiniowana wyzej jest relacja réwnowaznosciowa.
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Definiujemy relacje na zbiorze X nastepujaco:

(an)nen ~ (bn)nen < /\ \/ /\ lan — bn| < e,

£€Qt ngeN n>ng

tzn.
(an)n€F§ ~ (bn)neN <~ lim (an — bn) =0.

n—oo

Uwaga. Jezeli (an)nen, (bn)nen € X oraz istnieje ng € N takie, ze a, = b, dla n > no, to
(an)nEN ~ (bn)nEN € X.

Relacja zdefiniowana wyzej jest relacja réwnowaznosciowa.

Twierdzenie J

Dowéd na tablicy.
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Definiujemy relacje na zbiorze X nastepujaco:

(an)nGN ~ (b neN <— /\ \/ /\ - b"‘ <g,

Q1 ngeN n>ng

tzn.
(an)neﬁi ~ (bn)nEN <~ lim (an - bn) —

n—oo

Uwaga. Jezeli (an)nen, (bn)nen € X oraz istnieje ng € N takie, ze a, = b, dla n > no, to
(an)nEN ~ (bn)nEN € X.

Twierdzenie

Relacja zdefiniowana wyzej jest relacja réwnowaznosciowa.

Dowéd na tablicy.

Lemat

Jesli (an)nen ~ (ah)nen oraz (bn)nen ~ (b})nen, to

(an iy bn)ne&r ~ (3:1 + brlw)nGNa (anbn)HEN ~ (a;br/-))nEN-
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Definiujemy relacje na zbiorze X nastepujaco:

(an)nen ~ (bn)nen < /\ \/ /\ lan — bn| < e,

£€Qt ngeN n>ng

tzn.
(an)n€F§ ~ (bn)neN <~ lim (an — bn) =0.

Uwaga. Jezeli (an)nen, (bn)nen € X oraz istnieje ng € N takie, ze a, = b, dla n > no, to
(an)nEN ~ (bn)nEN € X.
Twierdzenie

Relacja zdefiniowana wyzej jest relacja réwnowaznosciowa.

Dowéd na tablicy.

Lemat

Jesli (an)nen ~ (ah)nen oraz (bn)nen ~ (b})nen, to

(an iy bn)ne?\' ~ (3:1 + brlw)nGNa (anbn)HEN ~ (a;br/-))nEN-

Dowéd znowu na tablicy - okropne!
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Niech R bedzie zbiorem klas abstrakcji zbioru X wzgledem relacji ~ .
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Niech R bedzie zbiorem klas abstrakcji zbioru X wzgledem relacji ~ .

Elementy zbioru R oznaczaé¢ bedziemy [an]nen i nazywaé liczbami rzeczywistymi.
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Niech R bedzie zbiorem klas abstrakcji zbioru X wzgledem relacji ~ .
Elementy zbioru R oznaczaé¢ bedziemy [an]nen i nazywaé liczbami rzeczywistymi.

W zbiorze R okreslamy dziatania
o dodawania:
[an]nEN + [bn]nEN - [an + bn]nEFi,

@ mnozenia:
[an]ne“‘ [b ]nGI [anb ]nEN
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Niech R bedzie zbiorem klas abstrakcji zbioru X wzgledem relacji ~ .
Elementy zbioru R oznaczaé¢ bedziemy [an]nen i nazywaé liczbami rzeczywistymi.

W zbiorze R okreslamy dziatania
o dodawania:
[an]nEN + [bn]nEN - [an + bn]nEFi,

@ mnozenia:
[an]ne“‘ [b ]nGI [anb ]nEN

Uwaga. Wczesniejszy lemat gwarantuje, ze powyzsze dziatania s3 poprawnie okreslone.
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Twierdzenie

Zbiér R z wczesniej okreslonymi dziataniami dodawania i mnozenia jest ciatem.
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Twierdzenie

Zbiér R z wczesniej okreslonymi dziataniami dodawania i mnozenia jest ciatem.
Elementami neutralnymi dodawania i mnozenia sa odpowiednio klasy abstrakcji ciagéw
statych (0)nen oraz (1)nen.
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Twierdzenie

Zbiér R z wczesniej okreslonymi dziataniami dodawania i mnozenia jest ciatem.
Elementami neutralnymi dodawania i mnozenia sa odpowiednio klasy abstrakcji ciagéw
statych (0)nen oraz (1)nen.

Dowéd - kreda i tablica.
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Twierdzenie

Zbiér R z wczesniej okreslonymi dziataniami dodawania i mnozenia jest ciatem.
Elementami neutralnymi dodawania i mnozenia sa odpowiednio klasy abstrakcji ciagéw
statych (0)nen oraz (1)nen.

Dowéd - kreda i tablica.

Zatem R nazywa¢ bedziemy ciatem liczb rzeczywistych.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 9 Konstrukcja ciata liczb rzeczywistych



Twierdzenie

Zbiér R z wczesniej okreslonymi dziataniami dodawania i mnozenia jest ciatem.
Elementami neutralnymi dodawania i mnozenia sa odpowiednio klasy abstrakcji ciagéw
statych (0)nen oraz (1)nen.

Dowéd - kreda i tablica.
Zatem R nazywa¢ bedziemy ciatem liczb rzeczywistych.

Twierdzenie
o Q' = {[an]nen : ciag (an)nen jest ciagiem statym} jest podciatem ciata R..

@ odwzorowanie ¢ : Q — Q', ©(a) = [a]nen, jest izomorfizmem ciat.
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Twierdzenie

Zbiér R z wczesniej okreslonymi dziataniami dodawania i mnozenia jest ciatem.
Elementami neutralnymi dodawania i mnozenia sa odpowiednio klasy abstrakcji ciagéw
statych (0)nen oraz (1)nen.

Dowéd - kreda i tablica.
Zatem R nazywa¢ bedziemy ciatem liczb rzeczywistych.

Twierdzenie
o Q' = {[an]nen : ciag (an)nen jest ciagiem statym} jest podciatem ciata R..

@ odwzorowanie ¢ : Q — Q', ©(a) = [a]nen, jest izomorfizmem ciat.

Dowdéd na tablicy.
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Twierdzenie

Zbiér R z wczesniej okreslonymi dziataniami dodawania i mnozenia jest ciatem.
Elementami neutralnymi dodawania i mnozenia sa odpowiednio klasy abstrakcji ciagéw
statych (0)nen oraz (1)nen.

Dowéd - kreda i tablica.
Zatem R nazywa¢ bedziemy ciatem liczb rzeczywistych.

Twierdzenie
o Q' = {[an]nen : ciag (an)nen jest ciagiem statym} jest podciatem ciata R..

@ odwzorowanie ¢ : Q — Q', ©(a) = [a]nen, jest izomorfizmem ciat.

Dowdéd na tablicy.

Uwaga. Wobec powyzszego twierdzenia ciato Q mozemy traktowa¢ jako podciato ciata R
utozsamiajac a € Q z klasa abstrakgji ciagu statego (a)nen.
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Twierdzenie

Zbiér R z wczesniej okreslonymi dziataniami dodawania i mnozenia jest ciatem.
Elementami neutralnymi dodawania i mnozenia sa odpowiednio klasy abstrakcji ciagéw
statych (0)nen oraz (1)nen.

Dowéd - kreda i tablica.
Zatem R nazywa¢ bedziemy ciatem liczb rzeczywistych.

Twierdzenie
o Q' = {[an]nen : ciag (an)nen jest ciagiem statym} jest podciatem ciata R..

@ odwzorowanie ¢ : Q — Q', ©(a) = [a]nen, jest izomorfizmem ciat.

Dowdéd na tablicy.

Uwaga. Wobec powyzszego twierdzenia ciato Q mozemy traktowa¢ jako podciato ciata R
utozsamiajac a € Q z klasa abstrakgji ciagu statego (a)nen.
Zamiast klasy [a]nen ciagu statego (a)nen bedziemy po prostu pisali a.
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Definicja
W ciele R okreslamy relacje < w nastepujacy sposéb:

[an]nen < [bn]nen <= \/ \/ /\ an + o0 < by.

£0€QT ng€N n>ng
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Definicja
W ciele R okreslamy relacje < w nastepujacy sposéb:

[an]nen < [bn]nen <= \/ \/ /\ an + o0 < by.

£0€QT ng€N n>ng

Prawdziwe jest twierdzenie

Twierdzenie

o Relacja < jest poprawnie okreslona.
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Definicja
W ciele R okreslamy relacje < w nastepujacy sposéb:

[an]nen < [bn]nen <= \/ \/ /\ an + o0 < by.

£0€QT ng€N n>ng

Prawdziwe jest twierdzenie

Twierdzenie
o Relacja < jest poprawnie okreslona.

° [an]neN < [bn]nEN — [an]neN U [Cn]nGN < [bn]neN 2 [Cn]nEN~
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Definicja
W ciele R okreslamy relacje < w nastepujacy sposéb:

[an]nen < [bn]nen <= \/ \/ /\ an + o0 < by.

£0€QT ng€N n>ng

Prawdziwe jest twierdzenie

Twierdzenie
o Relacja < jest poprawnie okreslona.
° [an]neN < [bn]nEN — [an]neN U [Cn]nGN < [bn]neN 2 [Cn]nEN~

® [an]nen < [bn]nen, [0lnen < [cnlnen == [an]nen - [cnlnen < [bn]nen - [Cnlnen.
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Definicja
W ciele R okreslamy relacje < w nastepujacy sposéb:

[an]nen < [bn]nen <= \/ \/ /\ an + o0 < by.

£0€QT ng€N n>ng

Prawdziwe jest twierdzenie

Twierdzenie
o Relacja < jest poprawnie okreslona.
° [an]neN < [bn]nEN — [an]neN U [Cn]nGN < [bn]neN 2 [Cn]nEN~

® [an]nen < [bn]nen, [0lnen < [cnlnen == [an]nen - [cnlnen < [bn]nen - [Cnlnen.
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Definicja
W ciele R okreslamy relacje < w nastepujacy sposéb:

[an]nen < [bn]nen <= \/ \/ /\ an + €0 < bn.

£0€QT ng€N n>ng

Prawdziwe jest twierdzenie

Twierdzenie
o Relacja < jest poprawnie okreslona.
° [an]neN < [bn]nEN — [an]neN U [Cn]neN < [bn]neN 2 [Cn]nEN~

® [an]nen < [bn]nen, [0lnen < [cnlnen == [an]nen - [cnlnen < [bn]nen - [Cnlnen.

Definicja

I [ [a"]"€N7 gdy [an]nEN > [O]nEN
‘[an]n€N| - { 7[8,,],161\%./ gdy [an]nEN < [O]nEN
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Twierdzenie

Kazda liczba rzeczywista jest granica ciagu liczb wymiernych

[an]neny = lim  am.

m— oo
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Twierdzenie

Kazda liczba rzeczywista jest granica ciagu liczb wymiernych

[an]neny = lim  am.

m— oo

| znowu tablica.
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