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© Uktad cramerowski

@ Metoda eliminacji Gaussa

O Zzadania

© Metoda wyznacznikowa

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, U



Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne
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Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne

Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:
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Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne

Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:

o A.l. Kostrykin, Wstep do algebry, t. I, PWN 2004, [rozdz. |, §3, rozdz. I, §3]
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Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne

Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:

o A.l. Kostrykin, Wstep do algebry, t. I, PWN 2004, [rozdz. |, §3, rozdz. I, §3]

W innych podrecznikach niektére rozwazane na wyktadzie pojecia pojawiaja sie w
szerszym kontekscie mogac sprawia¢ trudnos$é¢ studentom pierwszego semestru.
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Definicja

Uktadem réwnan liniowych o n niewiadomych nad ciatem K nazywamy uktad postaci

aiix1 + aw2xe + ...+ ainxn = b1

U - asixi + anxe + ...+ amxn = b
- b

Am1X1 + am2X2 + ... + @mnXn = bm

gdzie aj, bie K, i=1,...m,j=1,..n.
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Definicja

Uktadem réwnan liniowych o n niewiadomych nad ciatem K nazywamy uktad postaci

aiixi + ai2x2 + ... + ainXn = b

U - asixi + anxe + ...+ amxn = b
- b

amiX1 + am2x2 + ... + amnXn = bm

gdzie aj, bie K, i=1,...m,j=1,..n.
Jezeli by, ..., bm (tzw. wyrazy "wolne") nie wszystkie réwne s3 zero, to ukfad nazywamy
niejednorodnym.
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Definicja

Uktadem réwnan liniowych o n niewiadomych nad ciatem K nazywamy uktad postaci

aiixi + ai2x2 + ... + ainXn = b

U - asixi + anxe + ...+ amxn = b
- b

amiX1 + am2x2 + ... + amnXn = bm

gdzie aj, bie K, i=1,...m,j=1,..n.

Jezeli by, ..., bm (tzw. wyrazy "wolne") nie wszystkie réwne s3 zero, to ukfad nazywamy
niejednorodnym.
Ukfad
aiixi1 +anxe + ... +ammxs, = 0
. a1x1 + anxe + ...+ anxn, = 0
Uo :
amix1 + am2Xx2 + ... + amnxn = 0

nazywamy uktadem jednorodnym stowarzyszonym z danym ukfadem.
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Definicja

Macierze
a1 a2 ... ain a1 a2 ... ain b
az1 a2 ... an az1 a2 ... an b>
A= 5 Au =
ami a8m2 ... Aamn ami Am2 ... amn bm
nazywamy odpowiednio macierzg wspétczynnikéw i macierzg uzupetniong tego uktadu.
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Definicja

Macierze
aix a2 ... an aixn a2 ... ain b1
azi a22 e a2n azi a2z A dan by
A= , A=
ami am2 .. dmn ami am2 o dmn bm

nazywamy odpowiednio macierza wspotczynnikéw i macierza uzupetniong tego uktadu.

Nasz uktad mozna zapisa¢ macierzowo w nastepujacy sposéb

ail ai2 ... din X1 by
azi a2 ... an X2 b
dmi am?2 e dmn Xn bm
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Definicja

Macierze
aix a2 ... an aixn a2 ... ain b1
azi a22 e a2n azi a2z A dan by
A= , A=
ami am2 .. dmn ami am2 o dmn bm

nazywamy odpowiednio macierzg wspétczynnikéw i macierzg uzupetniong tego uktadu.

Nasz uktad mozna zapisa¢ macierzowo w nastepujacy sposéb

ail ai2 ... din X1 by
azi a2 ... an X2 b
dmi am?2 e dmn Xn bm

lub krocej AX = B.
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Definicja

Rozwigzaniem uktadu

a11x1 + azx2 +
ax1x1 + azxz2 +

am1X1 + amz2Xx2 +

... + a1nXn
... + az2nXxn

... + @mnXn

nazywamy kazdy ciag (c1, ..., cn) € K" taki, ze

a11€1 + a2 + ...
EPR@ F ERRER SF ooo

am1C1 + am2C2 + ...

+ a1nCn
+ az2nCn

by
b2

by
b2
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Definicja

Rozwigzaniem uktadu

a11x1 + azx2 +
ax1x1 + azxz2 +

am1X1 + amz2Xx2 +

... + a1nXn
...+ @2nXn

... + @mnXn

nazywamy kazdy ciag (c1, ..., cn) € K" taki, ze

a11€1 + a2 + ...
EPR@ F ERRER SF ooo

amiC1 + am2C2 + ...

+ a1nCn
+ az2nCn

= b
= b2

= bm

Zbidr wszystkich rozwigzan uktadu U oznaczamy z(U{) lub sol(U4).
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Przyktad Kazdy z Was spotkat sie z nastepujacym uktadem réwnan:

ax+ by =e
cx+dy=fF
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Przyktad Kazdy z Was spotkat sie z nastepujacym uktadem réwnan:

ax+ by =e
cx+dy=fF

Pomnézmy pierwsze réwnanie przez d a drugie przez b i od pierwszego odejmijmy drugie
réwnanie.
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Przyktad Kazdy z Was spotkat sie z nastepujacym uktadem réwnan:

ax+ by =e
cx+dy=fF

Pomnézmy pierwsze réwnanie przez d a drugie przez b i od pierwszego odejmijmy drugie
réwnanie. Wtedy mamy
(ad — bc)x = ed — fb.
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Przyktad Kazdy z Was spotkat sie z nastepujacym uktadem réwnan:

ax+ by =e
cx+dy=fF

Pomnézmy pierwsze réwnanie przez d a drugie przez b i od pierwszego odejmijmy drugie
réwnanie. Wtedy mamy
(ad — bc)x = ed — fb.

Zatem jesli ad — bc #0, to x = £-2.
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Przyktad Kazdy z Was spotkat sie z nastepujacym uktadem réwnan:

ax+ by =e
cx+dy=fF

Pomnézmy pierwsze réwnanie przez d a drugie przez b i od pierwszego odejmijmy drugie
réwnanie. Wtedy mamy
(ad — bc)x = ed — fb.

Zatem jesli ad — bc #0, to x = £-2.

Podobnie, jezeli pierwsze réwnanie pomnozymy przez c a drugie przez a i od drugiego
réwnania odejmiemy pierwsze, to dostajemy

(ad — bc)y = af — ce.
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Przyktad Kazdy z Was spotkat sie z nastepujacym uktadem réwnan:

ax+ by =e
cx+dy=fF

Pomnézmy pierwsze réwnanie przez d a drugie przez b i od pierwszego odejmijmy drugie
réwnanie. Wtedy mamy
(ad — bc)x = ed — fb.

Zatem jesli ad — bc #0, to x = £-2.

Podobnie, jezeli pierwsze réwnanie pomnozymy przez c a drugie przez a i od drugiego
réwnania odejmiemy pierwsze, to dostajemy

(ad — bc)y = af — ce.

Zatem jesli ad — bc #0,to y = 27—c.
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Jesli ad — bc # 0, to nasz uktad

ax+ by = e
cx+dy =f

ma doktadnie jedno rozwigzanie i jest ono réwne

det e b det | @ €
Xﬁedffbi fd _af —ce c f
7ad—bcidt a b’ yiad—bcidt a b1
€ c d N c d
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Zadanie

Rozwiaz uktad réwnan 2x + y — 3z = 1 nad ciatem R.
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Zadanie

Rozwiaz uktad réwnan 2x + y — 3z = 1 nad ciatem R.

Rozwiazanie.
Ukfad ma nieskonczenie wiele rozwigzan i s3 one postaci

y=1-2x+3z, x,zeR
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Zadanie

Rozwiaz uktad réwnan 2x + y — 3z = 1 nad ciatem R. J

Rozwiazanie.
Ukfad ma nieskonczenie wiele rozwigzan i s3 one postaci

y=1-2x+3z, x,zeR

lub macierzowo

X 0 1 0
y | = 1 [+x| =2 | +z| 3 |, x,zeR.
z 0 0 1
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Zadanie
Rozwiaz ukfad réwnan 2x + y — 3z = 1 nad ciatem R. J

Rozwiazanie.
Ukfad ma nieskonczenie wiele rozwigzan i s3 one postaci

y=1-2x+3z, x,zeR

lub macierzowo

X 0 1 0
y | = 1 [+x| =2 | +z| 3 |, x,zeR.
z 0 0 1

W powyzszym rozwigzaniu x oraz z nalezy traktowac jako tzw. parametry
przybierajace dowolne wartosci, a y wylicza sie z podanego wzoru.
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Zadanie J

Rozwiaz ukfad réwnan 2x + y — 3z = 1 nad ciatem R.

Rozwiazanie.
Ukfad ma nieskonczenie wiele rozwigzan i s3 one postaci

y=1-2x+3z, x,zeR

lub macierzowo

X 0 1 0
y | = 1 [+x| =2 | +z| 3 |, x,zeR.
z 0 0 1

W powyzszym rozwigzaniu x oraz z nalezy traktowac jako tzw. parametry
przybierajace dowolne wartosci, a y wylicza sie z podanego wzoru.

Wstaw do lewej strony naszego réwnania tréjki [0,1,0], [1,—2,0], [0,3,1] i wyciagnij
odpowiednie wnioski.
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Pewnie zauwazyliscie, ze tréjka [0,1,0] jest rozwigzaniem réwnania
2x+y—3z=1,

a tréjki [1,—2,0], [0,3,1] sa rozwiazaniami réwnania
2x+y —3z=0,

czyli réwnania jednorodnego stowarzyszonego z wyjsciowym réwnaniem.
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Pewnie zauwazyliscie, ze tréjka [0,1,0] jest rozwigzaniem réwnania
2x+y—3z=1,

a tréjki [1,—2,0], [0,3,1] sa rozwiazaniami réwnania
2x+y —3z=0,

czyli réwnania jednorodnego stowarzyszonego z wyjsciowym réwnaniem.

Co wiecej, mozesz sprawdzi¢, ze rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest dowolna tréjka
postaci
1 0
x| -2 |+z| 3
0 1
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Pewnie zauwazyliscie, ze tréjka [0,1,0] jest rozwigzaniem réwnania
2x+y—3z=1,

a tréjki [1,—2,0], [0,3,1] sa rozwiazaniami réwnania
2x+y —3z=0,

czyli réwnania jednorodnego stowarzyszonego z wyjsciowym réwnaniem.

Co wiecej, mozesz sprawdzi¢, ze rozwigzaniem réwnania jednorodnego jest dowolna tréjka
postaci

1 0
x| =2 | +z| 3
0 1

Jak wida¢ dowolne rozwigzanie réwnania niejednorodnego jest suma jednego rozwiazania
tego réwnania oraz dowolnego rozwigzania réwnania jednorodnego stowarzyszonego z
nim. To nie jest przypadek!
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Zbiér rozwigzah naszego réwnania ma odpowiednia interpretacje geometryczna
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Jak wida¢ zbiér rozwigzan jest ptaszczyzna w przestrzeni. Jest to jednak temat na
oddzielny wykfad i to nie w tym roku.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, U



Zadanie

Rozwiaz nad ciatem R uktad réwnan

x + 2y + 3z =0
—2x + 3y + z = 2
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Zadanie

Rozwiaz nad ciatem R ukfad réwnan

I
o

x + 2y + 3z
—2x + 3y + z = 2

Rozwigzanie. Pomnézny pierwsze réwnanie przez 2 i dodajmy do drugiego. Mamy wtedy

I
o

x + 2y 4+ 3z
Ty + Tz

\
N
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Zadanie

Rozwiaz nad ciatem R ukfad réwnan

|
o

x + 2y + 3z
—2x + 3y + z = 2

Rozwigzanie. Pomnézny pierwsze réwnanie przez 2 i dodajmy do drugiego. Mamy wtedy

x 4+ 2y + 3z =0
y + 7z = 2
Dzielimy drugie réwnanie stronami przez 7 otrzymujac
x + 2y + 3z = 0
y + z = 3
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Zadanie

Rozwiaz nad ciatem R ukfad réwnan

|
o

x + 2y + 3z
—2x + 3y + z = 2

Rozwigzanie. Pomnézny pierwsze réwnanie przez 2 i dodajmy do drugiego. Mamy wtedy

x + 2y + 3z =0
Ty + Tz

Dzielimy drugie réwnanie stronami przez 7 otrzymujac

x + 2y + 3z
y + z

~in O

Teraz pomnézmy drugie réwnanie przez —2 i dodajmy do pierwszego. Mamy

X + z =
y + z =

|
~NINN D
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Mozemy juz fatwo napisaé rozwiazanie

4 2
x:?fz,y:?fz,zek.
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Mozemy juz fatwo napisaé rozwiazanie

4 2
x:?fz,y:?fz,zek.
lub macierzowo
X —% -1
y 2 |l +z| -1 |, zeR
z 0 1

Ten ukfad tez ma nieskonczenie wiele rozwigzan, ale zaleznych jedynie od jednego
parametru.
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Mozemy juz fatwo napisaé rozwiazanie

4 2
x:?fz,y:?fz,zeﬂ&
lub macierzowo
X —% -1
y | = 2 |l +z| -1 |, zeR
z 0 1

Ten ukfad tez ma nieskonczenie wiele rozwigzan, ale zaleznych jedynie od jednego
parametru.

Podobnie jak w poprzednim zadaniu zastanéw sie nad rola jaka graja trojki
[~2£.2,0], [-1,—1,1] dla naszego ukfadu

\
o

x + 2y + 3z
—-2x + 3y + z = 2
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Popatrz na interpretacje geometryczna rozwigzania

Jak wida¢ zbiér rozwigzan jest prosta w przestrzeni.

Domyslasz sie dlaczego?
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Zbiér rozwigzan kazdego z dwéch réwnan naszego uktadu

x + 2y + 3z 0
-2x + 3y + z = 2

jest ptaszczyzna, a zbidr rozwigzan catego uktadu jest czescig wspdlng tych ptaszczyzn.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 8 Uktady réwnan liniowych



Zbiér rozwigzan kazdego z dwéch réwnan naszego uktadu

x + 2y + 3z = 0
-2x + 3y + z = 2

jest ptaszczyzna, a zbidr rozwigzan catego uktadu jest czescig wspdlng tych ptaszczyzn.
Popatrz na rysunek
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Jakie ukfady réwnan liniowych o 3 niewiadomych opisuja rysunki?

-

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 8 Uktady réwnan liniowych 16 / 37



Jakie ukfady réwnan liniowych o 3 niewiadomych opisuja rysunki?

-

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 8 Uktady réwnan liniowych 16 / 37



Jakie ukfady réwnan liniowych o 3 niewiadomych opisuja rysunki?
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Jakie ukfady réwnan liniowych o 3 niewiadomych opisuja rysunki?

-

N e,
R
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Pytanie

Jak rozwiazuje sie dowolne ukfady réwnan liniowych?
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Pytanie

Jak rozwiazuje sie dowolne ukfady réwnan liniowych?

Znane s3 dwie metody rozwiazywania dowolnych uktadéw réwnan:
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Pytanie

Jak rozwiazuje sie dowolne ukfady réwnan liniowych?

Znane s3 dwie metody rozwiazywania dowolnych uktadéw réwnan:

@ metoda Gaussa eliminacji niewiadomych,
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Pytanie

Jak rozwiazuje sie dowolne ukfady réwnan liniowych?

Znane s3 dwie metody rozwiazywania dowolnych uktadéw réwnan:
@ metoda Gaussa eliminacji niewiadomych,

@ metoda wyznacznikowa.
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Pytanie }

Jak rozwiazuje sie dowolne ukfady réwnan liniowych?

Znane s3 dwie metody rozwiazywania dowolnych uktadéw réwnan:
@ metoda Gaussa eliminacji niewiadomych,

@ metoda wyznacznikowa.

W ramach tego wykfadu poznamy doktadnie metode eliminacji oraz szczegélny przypadek
metody wyznacznikowe;.
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Pytanie J

Jak rozwiazuje sie dowolne ukfady réwnan liniowych?

Znane s3 dwie metody rozwiazywania dowolnych uktadéw réwnan:
@ metoda Gaussa eliminacji niewiadomych,

@ metoda wyznacznikowa.

W ramach tego wykfadu poznamy doktadnie metode eliminacji oraz szczegélny przypadek
metody wyznacznikowe;.
Petna metoda wyznacznikowa pojawi sie w nastepnym semestrze.
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Jak rozwiazuje sie dowolne ukfady réwnan liniowych?

Pytanie J

Znane s3 dwie metody rozwiazywania dowolnych uktadéw réwnan:
@ metoda Gaussa eliminacji niewiadomych,

@ metoda wyznacznikowa.

W ramach tego wykfadu poznamy doktadnie metode eliminacji oraz szczegélny przypadek
metody wyznacznikowe;.

Petna metoda wyznacznikowa pojawi sie w nastepnym semestrze.

Rozpoczniemy od szczegdlnego przypadku metody wyznacznikowe;j.
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Twierdzenie (G.Cramer (1704-1742))

Niech A bedzie macierza wspétczynnikéw uktadu

aiixi + awxe + ...+ ainxn = b
axx1 + azxe + ...+ amxan = b
an1X1 + an2X2 + ... + annXn == bn

Jesli det A # 0, to ukfad posiada doktadnie jedno rozwiazanie i jest ono postaci

. det Ay M det A,
e T det A

gdzie A;dla i=1,...,n jest macierza powstata z macierzy A przez zastapienie i— tej
kolumny kolumna wyrazéw wolnych.
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Dowéd. Macierzowo nasz uktad mozna zapisa¢ w postaci AX = B.
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Dowéd. Macierzowo nasz uktad mozna zapisa¢ w postaci AX = B.
Zauwaz, ze jezeli det A # 0, to A jest macierza odwracalna i

AX =B <= A Y (AX)=A"'B —

— A MAX=A"'B <<= LX=A"'B < X=A'B.
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Dowéd. Macierzowo nasz uktad mozna zapisa¢ w postaci AX = B.
Zauwaz, ze jezeli det A # 0, to A jest macierza odwracalna i

AX =B <= A Y (AX)=A"'B —
— A MAX=A"'B <<= LX=A"'B < X=A'B.

Oznacza to, ze ukfad ma doktadnie jedno rozwiazanie.
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Dowéd. Macierzowo nasz uktad mozna zapisa¢ w postaci AX = B.
Zauwaz, ze jezeli det A # 0, to A jest macierza odwracalna i

AX =B <= A Y (AX)=A"'B —
— A MAX=A"'B <<= LX=A"'B < X=A'B.

Oznacza to, ze ukfad ma doktadnie jedno rozwiazanie.
Wystarczy zatem sprawdzi¢, ze (xi, ..., x») podane w tezie tweirdzenia jest rozwigzaniem
naszego uktadu.
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Dowéd. Macierzowo nasz uktad mozna zapisa¢ w postaci AX = B.
Zauwaz, ze jezeli det A # 0, to A jest macierza odwracalna i

AX =B <= A Y (AX)=A"'B —
— A MAX=A"'B <<= LX=A"'B < X=A'B.

Oznacza to, ze ukfad ma doktadnie jedno rozwiazanie.

Wystarczy zatem sprawdzi¢, ze (xi, ..., x») podane w tezie tweirdzenia jest rozwigzaniem
naszego uktadu. Wstawmy nasze (xi, ..., x») do lewej strony /-tego réwnania w tym
uktadzie, gdzie | € {1,..., n}.

. det A; 1 .
anxi -+ apxe + ... + apxn = Z ajs; detAj = det A Z aj det Aj
j=1

=1

"Rozwifimy" det A; wzgledem j-tej kolumny:
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Dowéd. Macierzowo nasz uktad mozna zapisa¢ w postaci AX = B.
Zauwaz, ze jezeli det A # 0, to A jest macierza odwracalna i

AX =B <= A Y (AX)=A"'B —
— A MAX=A"'B <<= LX=A"'B < X=A'B.

Oznacza to, ze ukfad ma doktadnie jedno rozwiazanie.

Wystarczy zatem sprawdzi¢, ze (xi, ..., x») podane w tezie tweirdzenia jest rozwigzaniem
naszego uktadu. Wstawmy nasze (xi, ..., x») do lewej strony /-tego réwnania w tym
uktadzie, gdzie | € {1,..., n}.

. det A; 1 .
anxi -+ apxe + ... + apxn = Z ajs; detAj = det A Z aj det Aj
j=1

=1

"Rozwinmy" det A; wzgledem j-tej kolumny: det A; = > (—1)""b; det Aj.

i=1
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Dowéd. Macierzowo nasz uktad mozna zapisa¢ w postaci AX = B.
Zauwaz, ze jezeli det A # 0, to A jest macierza odwracalna i

AX =B <= A Y (AX)=A"'B —
— A MAX=A"'B <<= LX=A"'B < X=A'B.

Oznacza to, ze ukfad ma doktadnie jedno rozwiazanie.

Wystarczy zatem sprawdzi¢, ze (xi, ..., x») podane w tezie tweirdzenia jest rozwigzaniem
naszego uktadu. Wstawmy nasze (xi, ..., x») do lewej strony /-tego réwnania w tym
uktadzie, gdzie | € {1,..., n}.

. det Aj 1 .
anxy + apxe + ... + apxn = Z a = Z ajj det A;
Jj=1 Jj=1

VdetA ~ detA ‘

n . .
"Rozwifimy" det A; wzgledem j-tej kolumny: det A; = 5~ (—1)""b; det Aj.
-1
Wtedy ajxi + apxe + ... + apxn =

L1y i s i+ p, Lo 1 - , - i+ -
= oA 2o % D (Ve Ay = o 5y (1) ap de sty =
= - 1= J=
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Dowéd. Macierzowo nasz uktad mozna zapisa¢ w postaci AX = B.
Zauwaz, ze jezeli det A # 0, to A jest macierza odwracalna i

AX =B <= A Y (AX)=A"'B —
— A MAX=A"'B <<= LX=A"'B < X=A'B.

Oznacza to, ze ukfad ma doktadnie jedno rozwiazanie.

Wystarczy zatem sprawdzi¢, ze (xi, ..., x») podane w tezie tweirdzenia jest rozwigzaniem
naszego uktadu. Wstawmy nasze (xi, ..., x») do lewej strony /-tego réwnania w tym
uktadzie, gdzie | € {1,..., n}.

. det Aj 1 .
anxi -+ apxe + ... + apxn = Z aj; = Z aj det Aj
Jj=1

detA ~ detA ‘

=1

"Rozwinmy" det A; wzgledem j-tej kolumny: det A; = > (—1)""b; det Aj.
-1
Wtedy ajxi + apxe + ... + apxn =

1 n n . 1 n n »
= Gera D D (U Ibidet Ay = 2y bi) (<1)Vay det Ay = b.
Jj=1 i=1 =1 j=1

Czy wiecie dlaczego?
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Dowéd. Macierzowo nasz uktad mozna zapisa¢ w postaci AX = B.
Zauwaz, ze jezeli det A # 0, to A jest macierza odwracalna i

AX =B <= A Y (AX)=A"'B —
— A MAX=A"'B <<= LX=A"'B < X=A'B.

Oznacza to, ze ukfad ma doktadnie jedno rozwiazanie.

Wystarczy zatem sprawdzi¢, ze (xi, ..., x») podane w tezie tweirdzenia jest rozwigzaniem
naszego uktadu. Wstawmy nasze (xi, ..., x») do lewej strony /-tego réwnania w tym
uktadzie, gdzie | € {1,..., n}.

. det Aj 1 .
anxi -+ apxe + ... + apxn = Z aj; = Z aj det Aj
Jj=1

detA ~ detA ‘

=1

"Rozwinmy" det A; wzgledem j-tej kolumny: det A; = > (—1)""b; det Aj.
-1
Wtedy ajxi + apxe + ... + apxn =

1 n n . 1 n n »
= Gera D D (U Ibidet Ay = 2y bi) (<1)Vay det Ay = b.
Jj=1 i=1 =1 j=1

Czy wiecie dlaczego?

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 8 Uktady réwnan liniowych



Przyktad

Rozwiaz uktad réwnan:

x1 + 2x — X3 = 2
2X1 + 3X2 + X3 = 11
—x1 + 4x + 2x3 = 13
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Przyktad

Rozwiaz uktad réwnan:

x1 + 2x — X3 2
2X1 + 3X2 + X3 = 11
—x1 + 4x2 + 2x3 13

Rozw. Nalezy policzy¢ cztery wyznaczniki macierzy stopnia 3.

1 2 -1
det A = det 2 3 1| =
-1 4 2
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Przyktad

Rozwiaz uktad réwnan:

x1 + 2x — X3 2
2X1 + 3X2 + X3 = 11
—x1 + 4x2 + 2x3 13

Rozw. Nalezy policzy¢ cztery wyznaczniki macierzy stopnia 3.

1 2 -1
det A = det 2 3 1| =—-19,
-1 4 2
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Przyktad

Rozwiaz uktad réwnan:

x1 + 2x — X3 = 2
2X1 + 3X2 + X3 = 11
—x1 + 4x + 2x3 = 13
Rozw. Nalezy policzy¢ cztery wyznaczniki macierzy stopnia 3.
1 2 -1 2 2 -1
det A = det 2 3 1 | = —19, detA; =det| 11 3 1| =
~1 4 2 13 4 2

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 8 Uktady réwnan liniowych 20 / 37



Przyktad

Rozwiaz uktad réwnan:

x1 + 2x — X3 = 2
2X1 + 3X2 + X3 = 11
—x1 + 4x + 2x3 = 13
Rozw. Nalezy policzy¢ cztery wyznaczniki macierzy stopnia 3.
1 2 -1 2 2 -1
det A = det 2 3 1 | = —19, detA;=det| 11 3 1 |=—-19
~1 4 2 13 4 2
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Przyktad

Rozwiaz uktad réwnan:

x1 + 2x — X3 = 2
2X1 + 3X2 + X3 = 11
—x1 + 4x + 2x3 = 13

Rozw. Nalezy policzy¢ cztery wyznaczniki macierzy stopnia 3.

1 2 -1 2 2 -1
detA=det| 2 3 1 |=—19, detA;=det| 11 3 1 |= —19
1 4 2 13 4 2

1 2 -1
det A, = det 2 11 1| =
-1 13 2
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Przyktad

Rozwiaz uktad réwnan:

x1 + 2x — X3 = 2
2X1 + 3X2 + X3 = 11
—x1 + 4x + 2x3 = 13

Rozw. Nalezy policzy¢ cztery wyznaczniki macierzy stopnia 3.

1 2 -1 2 2 -1
detA—det[ 2 3 1‘|—19, detAl—detlll 3 1‘|—19
~1 4 2 13 4 2
1 2 -1
detAzdet[ 2 11 1 ‘| = —38,
-1 13 2
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Przyktad

Rozwiaz uktad réwnan:

x1 + 2x — X3 = 2
2X1 + 3X2 + X3 = 11
—x1 + 4x + 2x3 = 13

Rozw. Nalezy policzy¢ cztery wyznaczniki macierzy stopnia 3.

1 2 -1 2 2 -1
detA—det[ 2 3 1‘|—19, detAl—detlll 3 1‘|—19
~1 4 2 13 4 2
1 2 -1 1 2
detAzdet[ 2 11 1 ‘| = — 38, detA3det[ 2 3 11 ] =
-1 13 2 -1 4 13
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Przyktad

Rozwiaz uktad réwnan:

x1 + 2x — X3 = 2
2X1 + 3X2 + X3 = 11
—x1 + 4x + 2x3 = 13

Rozw. Nalezy policzy¢ cztery wyznaczniki macierzy stopnia 3.

1 2 -1 2 2 -1
detA—det[ 2 3 1‘|—19, detAl—detlll 3 1‘|—19
~1 4 2 13 4 2
1 2 -1 1 2
detAzdet[ 2 11 1 ‘| = — 38, detA3det[ 2 3 11 ] = —b57.
-1 13 2 -1 4 13
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Przyktad

Rozwiaz uktad réwnan:

x1 + 2x — X3 = 2
2x1 + 3x + x3 = 11
—x1 + 4x + 2x3 = 13
Rozw. Nalezy policzy¢ cztery wyznaczniki macierzy stopnia 3.
1 2 -1 2 2 -1
det A = det 2 3 1 | = —19, detA; =det| 11 3 1 |=-19
-1 4 2 13 4 2
1 2 -1 1 2 2
det A> = det 2 11 1 | = —38, detAs; = det 2 3 11 | = —57.
-1 13 2 -1 4 13
Zatem
« _detA1 - *19_1 « _detAz_ *38_2 « _detA3_ *57_3
YT detA T S19 0 7 P T detA —10 0 7 T detA  —10
Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 8 Uktady réwnan liniowych 20 / 37



A teraz metoda eliminacji Gaussa.
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A teraz metoda eliminacji Gaussa.
Definicja

Niech AX = B oraz A'X = B’ beda dwoma ukfadami réwnan o n—niewiadomych.
Uktady te nazywamy réwnowaznymi, jesli maja identyczne zbiory rozwigzan tzn. kazde
rozwigzanie pierwszego uktadu jest rozwigzaniem drugiego ukfadu i na odwrét kazde
rozwigzanie drugiego ukfadu jest rozwigzaniem pierwszego ukfadu.
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A teraz metoda eliminacji Gaussa.
Definicja

Niech AX = B oraz A'X = B’ beda dwoma ukfadami réwnan o n—niewiadomych.
Uktady te nazywamy réwnowaznymi, jesli maja identyczne zbiory rozwigzan tzn. kazde
rozwigzanie pierwszego uktadu jest rozwigzaniem drugiego ukfadu i na odwrét kazde

rozwigzanie drugiego ukfadu jest rozwigzaniem pierwszego ukfadu.
Uktad nazywamy sprzecznym, jesli zbiér rozwigzan tego ukfadu jest zbiorem pustym.
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A teraz metoda eliminacji Gaussa.
Definicja

Niech AX = B oraz A'X = B’ beda dwoma ukfadami réwnan o n—niewiadomych.
Uktady te nazywamy réwnowaznymi, jesli maja identyczne zbiory rozwigzan tzn. kazde
rozwigzanie pierwszego uktadu jest rozwigzaniem drugiego ukfadu i na odwrét kazde

rozwigzanie drugiego ukfadu jest rozwigzaniem pierwszego ukfadu.
Uktad nazywamy sprzecznym, jesli zbiér rozwigzan tego ukfadu jest zbiorem pustym.

Przyktad
Ukfady
x + 2y + 3z =0 x + 2y + 3z =0
—2x + 3y + z = 2 y 4+ 7z = 2
x 4+ 2y 4+ 3z = 0 X + z = —%‘
y + z = 2 y + z = =

sa réwnowazne. Wiesz dlaczego?
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Metoda eliminacji polega na przeksztatceniu za pomoca tzw. operacji elementarnych
wyjsciowego uktadu tak, aby otrzyma¢ uktad réwnowazny, ktérego zbiér rozwigzan mozna
juz tatwo znalez¢.
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Metoda eliminacji polega na przeksztatceniu za pomoca tzw. operacji elementarnych

wyjsciowego uktadu tak, aby otrzyma¢ uktad réwnowazny, ktérego zbiér rozwigzan mozna
juz tatwo znalez¢.

Operacjom elemntarnym na ukfadzie odpowiadaja jednoznacznie operacje na macierzy
uzupetnionej tego ukfadu. Wystarczy jedynie pamieta¢, ze wiersze tej macierzy
odpowiadaja réwnaniom, a kolumy niewiadomym.

b 1 «— 1-sze rownanie
h P & 2.gie rdwnanie
ml Am2 .. Amn b?n $T: WA Eonanic
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Nastepujace operacje (zwane operacjami elementarnymi) na wierszach macierzy
uzupetnionej [A|B] uktadu réwnan liniowych AX = B przeksztatcaja go na ukfad
réwnowazny:

@ zamiana wierszy miejscami;
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Nastepujace operacje (zwane operacjami elementarnymi) na wierszach macierzy
uzupetnionej [A|B] uktadu réwnan liniowych AX = B przeksztatcaja go na ukfad
réwnowazny:

@ zamiana wierszy miejscami;

@ pomnozenie wiersza przez stafg rézna od zera;
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Nastepujace operacje (zwane operacjami elementarnymi) na wierszach macierzy
uzupetnionej [A|B] uktadu réwnan liniowych AX = B przeksztatcaja go na ukfad
réwnowazny:

@ zamiana wierszy miejscami;
@ pomnozenie wiersza przez stafg rézna od zera;

@ dodanie do wszystkich wyrazéw ustalonego wiersza odpowiadajacych im wyrazéw
innego wiersza pomnozonych przez stata;
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Nastepujace operacje (zwane operacjami elementarnymi) na wierszach macierzy
uzupetnionej [A|B] uktadu réwnan liniowych AX = B przeksztatcaja go na ukfad
réwnowazny:

@ zamiana wierszy miejscami;

@ pomnozenie wiersza przez stafg rézna od zera;

dodanie do wszystkich wyrazéw ustalonego wiersza odpowiadajacych im wyrazéw
innego wiersza pomnozonych przez stata;

skreslenie wiersza ztozonego z samych zer;
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Nastepujace operacje (zwane operacjami elementarnymi) na wierszach macierzy
uzupetnionej [A|B] uktadu réwnan liniowych AX = B przeksztatcaja go na ukfad
réwnowazny:

@ zamiana wierszy miejscami;

@ pomnozenie wiersza przez stafg rézna od zera;

dodanie do wszystkich wyrazéw ustalonego wiersza odpowiadajacych im wyrazéw
innego wiersza pomnozonych przez stata;

skreslenie wiersza ztozonego z samych zer;

o skreslenie jednego z wierszy réwnych lub proporcjonalnych.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, U



Dodatkowo otrzymuje sie uktad réwnowazny, jezeli w macierzy A zamienimy miejscami
dwie kolumny przy jednoczesnej zamianie niewiadomych.

a1 ... @15 ... @1l ... Qin Q11 « o QL 0 aij ... Qin
A a1 ... Qa5 ... Q21 ... Q2n a1 «.u B3 v azy ... Qapn
Qim - Gmy - .. Qml ... Omn AQim ---Gml ... AGm ... GQmn
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Dodatkowo otrzymuje sie uktad réwnowazny, jezeli w macierzy A zamienimy miejscami
dwie kolumny przy jednoczesnej zamianie niewiadomych.

Tn
a1 ... @15 ... @1l ... Qin Q11 « o QL 0 aij ... Qin
A any Qg ... Qo ... Q2n agl...a.gg..,ag]‘...(}.gn _
Aim -+ Qmy .. Qm] ... Qmn AQim - - Qml -+ Qm ... Gmnp
Czy teraz juz wiesz jak odpowiedzie¢ na wczesniej postawione pytanie?
24 / 37
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Aby rozwigza¢ uktad réwnain AX = B postepujemy nastepujaco:

@ budujemy macierz uzupetniona uktadu

widdeme
T1 Iy Tn
ajp; a1y ... Aip | b1
a1 Qg2 ... Gan | b2

[A|B] =

Am1 Am2 . Qmn | b

i, Uniwersyt

Andrzej Stadek (Instytut Matematy!
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Aby rozwigza¢ uktad réwnain AX = B postepujemy nastepujaco:

@ budujemy macierz uzupetniona uktadu

cowid aidic moe

1 xp T
G-Jil (.I»J]:g S Gj n | b1 —  tazsrbunanis
[4'3] - as @92 ... Gan |bo <« Z.gicréwnanic
Gml @m2 .- Qmn | Dm e mterdwnanie

@ na macierzy uzupetnionej wykonujemy operacje elementarne, aby sprowadzi¢ ja do

postaci

;\iew(nd‘c@'c pArAmet Y

T Ty T Tri1 Tn

bl ! 1 l

10 0 [s1r41 ... 810 |21

{0/ | 0 |sopt1 ... Son |22

1] -
00 1 Spr41 Srn | A
00 0o 0 |z+

Zr4+1 # 0.




Woéwczas,

Q jezeli z-41 # 0, to ukfad jest sprzeczny (nie posiada rozwiazania);
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Woéwczas,

Q jezeli z-41 # 0, to ukfad jest sprzeczny (nie posiada rozwiazania);

@ jezeli ostatni wiersz macierzy [A’|B’] nie pojawi sie i n = r, to ukfad jest uktadem
Cramera i jego jedyne rozwigzanie ma postaé x1 = z1,...,xn = zp lub
/
X1 = 21, ...

X}, =z, o ile przy przeksztatcaniu macierzy wystapita operacja zamiany
kolumn.
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Woéwczas,
Q jezeli z-41 # 0, to ukfad jest sprzeczny (nie posiada rozwiazania);

@ jezeli ostatni wiersz macierzy [A’|B’] nie pojawi sie i n = r, to ukfad jest uktadem
Cramera i jego jedyne rozwigzanie ma postaé x1 = z1,...,xn = zp lub
/
X1 = 21, ...

X}, =z, o ile przy przeksztatcaniu macierzy wystapita operacja zamiany
kolumn.

© jezeli ostatni wiersz macierzy [A’|B’] nie pojawi sie i n > r, to uktad ma
nieskoficzenie wiele rozwigzah zaleznych od n — r parametréw x;_q, ..., X,
nalezacych do ciata nad ktérym rozwigzujemy uktad

/ / /
=21 — S1r41 " Xpqy1 — S1r42 " Xpy2 — ... — S1n X
/ / !
Z2 — S2 41 " Xpy1 — S2r42 " Xpgp2 — oo — S2n " Xp

! / / !
Xp = Zr — Srp41 " Xpg1 — Srr42 - Xpi2 — oo — Srn* Xp
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Rozwiazanie z poprzedniego slajdu mozna zapisa¢ macierzowo

B /
X1
!
X2
’
XI’
/
Xr+1
!
Xr42

/
Xn

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki

Z1
Z2

— Xr41

Uniwersyt

S1r+1
S2r41

Srr+1 /
— X
1 r+2

Wyktad 8 Uktady réwnan lini

S1r+1
S2r42

Srr42

C— Xy

S1r+1
S2n
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Rozwigzanie z poprzedniego slajdu mozna zapisaé macierzowo

B /
X1
!
X2
/
XI’
!
Xr+1
!
Xr42

/
Xn

Z1
Z2

0

S1r+1
S2r41

’ Srr+1

/
— Xr41 1 — Xry2

0

S1r+1
S2r42

Srr42

0

C— Xy

S1r+1
S2n

Czy rozpoznajesz w powyzszym wyrazeniu rozwigzania réwnania jednorodnego
stowarzyszonego z wyjsciowym uktadem.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki

Uniwersyt
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Rozwigzanie z poprzedniego slajdu mozna zapisaé macierzowo

;= - . - . - - - .
X1 Z1 S1r+1 S1r+1 S1r+1
!
X2 Z2 S2r41 S22 S2n
/
Xr o Zr X/ Srr+1 / Srr+2 X/ Srn
= — 1 5 P
Xr, o O r+ 1 r 0 n
X} 42 0 0 1 0
/
Xn 0 0 0 1

Czy rozpoznajesz w powyzszym wyrazeniu rozwigzania réwnania jednorodnego
stowarzyszonego z wyjsciowym uktadem.

Jesli tak, to zauwazysz, ze obserwacja uczyniona w przyktadach na poczatku tego
wyktadu nie byta przypadkowa. Umiesz ja sformutowaé w tym ogdlnym przypadku?
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Fakt

Dowolne rozwigzanie uktadu réwnan liniowych jest suma jednego rozwiazania tego
réwnania oraz dowolnego rozwiazania réwnania jednorodnego stowarzyszonego z danym
uktadem.
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Przesledzmy ta metode na przyktadach.

Zadanie

Rozwiaz uktad réwnan liniowych

X 4+ 2y 4+ 3z -— t = -1
3x + 6y + 7z + E = 5
2x + 4y + Tz — 4t = -6
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Przesledzmy ta metode na przyktadach.

Zadanie

Rozwiaz uktad réwnan liniowych

x + 2y + 3z -— t
3x 4+ 6y + 7z + t
2x + 4y + Tz — 4t

=il

—6

Najpierw budujemy macierz uzupetniona tego ukfadu
1 2 3 —-1|-1
3 6 7 1 51,
2 4 7 -4 -6

na ktérej wykonywa¢ bedziemy operacje elementarne.
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1 2 3 —-1|-1
36 7 1| 5
2 4 7 —4|-6
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1 2 3

3 6 7 1 5

2 4 7 —4]| -6
Teraz mnozymy pierwszy wiersz przez —3 i dodajemy do drugiego wiersza, a nastepnie
pierwszy wiersz mnozymy przez —2 i dodajemy do trzeciego wiersza.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 8 Uktady réwnan liniowych



1 2 3

3 6 7 1 5

2 4 7 —4]| -6
Teraz mnozymy pierwszy wiersz przez —3 i dodajemy do drugiego wiersza, a nastepnie
pierwszy wiersz mnozymy przez —2 i dodajemy do trzeciego wiersza.
Nowa macierz ma postaé

1 2 3 -1 -1
0 0 -2 4 8
0 0 1 2| -4
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1 2 3 —1|-1
36 7 1| 5
2 4 7 —4|—6

Teraz mnozymy pierwszy wiersz przez —3 i dodajemy do drugiego wiersza, a nastepnie
pierwszy wiersz mnozymy przez —2 i dodajemy do trzeciego wiersza.

Nowa macierz ma postaé
1 2 3 —-1|-1
0 0 -2 4 8 |.

0o 0 1 -2|-4

Nastepnie mnozymy trzeci wiersz przez 2 i dodajemy do drugiego wiersza otrzymujac

1 2 3 -1]-1
0 0 O 0 0 .
0 01 2| -4
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1 2 3 —1|-1
36 7 1| 5
2 4 7 —4|—6

Teraz mnozymy pierwszy wiersz przez —3 i dodajemy do drugiego wiersza, a nastepnie
pierwszy wiersz mnozymy przez —2 i dodajemy do trzeciego wiersza.

Nowa macierz ma postaé
1 2 3 —-1|-1
0 0 -2 4 8 |.

0o 0 1 -2|-4

Nastepnie mnozymy trzeci wiersz przez 2 i dodajemy do drugiego wiersza otrzymujac

1 2 3 —1]-1
000 0| O
00 1 —2/|-4|

Drugi wiersz zawiera same zera, wiec skreslamy go. Pozostaje macierz

3 -1 -1
1 —2| -4 |
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1 2 3 —-1| -1

0 01 —-2|—-4
Zamieniamy druga kolumne z trzecia (pamietajac, ze w ten sposéb nalezy zamienié¢
niewiadoma y z niewiadoma z)
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1 2 3 —-1| -1

0 01 —-2|—-4
Zamieniamy druga kolumne z trzecia (pamietajac, ze w ten sposéb nalezy zamienié¢
niewiadoma y z niewiadoma z)

1 3 2 —-1|-1

01 0 —2|-4]|

Jesli teraz pomnozymy drugi wiersz przez —3 i dodamy do pierwszego wiersza, to

otrzymamy
1 0 2 51 11
01 0 —2|-4 |
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1 2 3 —-1| -1

0 01 —-2|—-4
Zamieniamy druga kolumne z trzecia (pamietajac, ze w ten sposéb nalezy zamienié¢
niewiadoma y z niewiadoma z)

1 3 2 —-1|-1

01 0 —2|-4]|

Jesli teraz pomnozymy drugi wiersz przez —3 i dodamy do pierwszego wiersza, to
otrzymamy

1 0 2 51 11

01 0 -2 ‘ —4 |

Otrzymana macierz jest macierza uzupetniona uktadu

11

—N
X
N
+
N
<
+
o1
~+
|

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 8 Uktady réwnan liniowych



X + 2y + 5t = 11
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X + 2y + bt 11
z - 2t = -4
Teraz pozostaje juz tylko napisanie rozwigzan
x=11—-2y — b5t
{z4+2t yteR
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X + 2y 4+ 5t = 11
z - 2t = -4
Teraz pozostaje juz tylko napisanie rozwigzan
x=11—-2y — b5t
{z—4+2t y,teR
lub
X 11 -2 -5
y | _ 0 1 0
S = 4 +vy 0 +t 5 , v, teR
t 0 0 1
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Pytanie

Czy kazdy uktad i w jaki sposéb mozna sprowadzi¢ do postaci zredukowanej?

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, U



Pytanie J

Czy kazdy uktad i w jaki sposéb mozna sprowadzi¢ do postaci zredukowanej?

Przesledzmy to na kolejnych przyktadach rozwigzanych na tablicy.
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Pytanie

Czy kazdy uktad i w jaki sposéb mozna sprowadzi¢ do postaci zredukowanej?

Przesledzmy to na kolejnych przyktadach rozwigzanych na tablicy.

Zad. 1.
Rozwiaz nastepujace ukfady réwnan:
X + 6y — z = 0
-x — 4y + 5z = 6
2x + 13y + 5z = 8’
3x + 17y = 2
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Pytanie

Czy kazdy uktad i w jaki sposéb mozna sprowadzi¢ do postaci zredukowanej?

Przesledzmy to na kolejnych przyktadach rozwigzanych na tablicy.

Zad. 1.
Rozwiaz nastepujace ukfady réwnan:
x + 6y — z
-x — 4y + b5z
2x 4+ 13y + bz
3x + 17y

0 X — y
6 bx — 3y
8’ 2x  + y
2 3x — 2y

2z

2z

+ 4+

2t

2t
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Wyktad 8 Uktady réwnan liniowych
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Pytanie

Czy kazdy uktad i w jaki sposéb mozna sprowadzi¢ do postaci zredukowanej?

Przesledzmy to na kolejnych przyktadach rozwigzanych na tablicy.

Zad. 1.

Rozwiaz nastepujace ukfady réwnan:

x + 6y — z = 0 X — y 2z 4+ 2t -2
—x  — 4 + bz = 6 bx — 3y z + t 3
2x + 13y 4+ 5z = 8~ 2x + y z 4+ t 1
3x + 17y = 2 3x — 2y 2z — 2t —4
v
Zad. 2.

W zaleznosci od parametru a € R rozwigza¢ uktady réwnan:

X—2y+4+z=2

{ 2x+2y —z=1
bx+2y—z=a

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt

Wyktad 8 Uktady réwnan liniowych
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Pytanie

Czy kazdy uktad i w jaki sposéb mozna sprowadzi¢ do postaci zredukowanej?

Przesledzmy to na kolejnych przyktadach rozwigzanych na tablicy.

Zad. 1.

Rozwiaz nastepujace ukfady réwnan:

x + 6y — z = 0 X — y 2z 4+ 2t -2
—x  — 4 + bz = 6 bx — 3y z + t 3
2x + 13y 4+ 5z = 8~ 2x + y z 4+ t 1
3x + 17y = 2 3x — 2y 2z — 2t —4
v
Zad. 2.

W zaleznosci od parametru a € R rozwigza¢ uktady réwnan:

2x+2y —z=1
X—2y4+z=2 |,
bx+2y—z=a

x—2y+z=1

ax— y+3z=2
2x+ y+2z=1

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt

Wyktad 8 Uktady réwnan liniowych
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Definicja
Minorem stopnia k macierzy A € K} nazywamy wyznacznik utworzony z elementéw
macierzy A stojacych na przecieciu k kolumn i k wierszy.
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Definicja
Minorem stopnia k macierzy A € K} nazywamy wyznacznik utworzony z elementéw

macierzy A stojacych na przecieciu k kolumn i k wierszy.
Rzedem macierzy A nazywamy najwiekszy stopief jej niezerowego minora.
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Definicja

Minorem stopnia k macierzy A € K} nazywamy wyznacznik utworzony z elementéw
macierzy A stojacych na przecieciu k kolumn i k wierszy.

Rzedem macierzy A nazywamy najwiekszy stopief jej niezerowego minora.
Oznaczamy go r(A) lub rz(A).
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Definicja

Minorem stopnia k macierzy A € K} nazywamy wyznacznik utworzony z elementéw
macierzy A stojacych na przecieciu k kolumn i k wierszy.

Rzedem macierzy A nazywamy najwiekszy stopief jej niezerowego minora.
Oznaczamy go r(A) lub rz(A).

Twierdzenie
Rzad macierzy nie ulega zmianie, jesli:

@ przestawimy dwa wiersze (dwie kolumny),
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Definicja

Minorem stopnia k macierzy A € K} nazywamy wyznacznik utworzony z elementéw
macierzy A stojacych na przecieciu k kolumn i k wierszy.

Rzedem macierzy A nazywamy najwiekszy stopief jej niezerowego minora.
Oznaczamy go r(A) lub rz(A).

Twierdzenie
Rzad macierzy nie ulega zmianie, jesli:
@ przestawimy dwa wiersze (dwie kolumny),

o wiersze (kolumny) pomnozymy przez liczby rézne od zera,
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Definicja

Minorem stopnia k macierzy A € K} nazywamy wyznacznik utworzony z elementéw
macierzy A stojacych na przecieciu k kolumn i k wierszy.

Rzedem macierzy A nazywamy najwiekszy stopief jej niezerowego minora.
Oznaczamy go r(A) lub rz(A).

Twierdzenie
Rzad macierzy nie ulega zmianie, jesli:
@ przestawimy dwa wiersze (dwie kolumny),
o wiersze (kolumny) pomnozymy przez liczby rézne od zera,

o wykreslimy wiersz (kolumne) zerowy,
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Definicja

Minorem stopnia k macierzy A € K} nazywamy wyznacznik utworzony z elementéw
macierzy A stojacych na przecieciu k kolumn i k wierszy.

Rzedem macierzy A nazywamy najwiekszy stopief jej niezerowego minora.
Oznaczamy go r(A) lub rz(A).

Twierdzenie

Rzad macierzy nie ulega zmianie, jesli:
@ przestawimy dwa wiersze (dwie kolumny),
o wiersze (kolumny) pomnozymy przez liczby rézne od zera,
o wykreslimy wiersz (kolumne) zerowy,

@ do jednego wiersza (kolumny) dodamy inne wiersze (kolumny) pomnozone przez
dowolne liczby.
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Definicja

Minorem stopnia k macierzy A € K} nazywamy wyznacznik utworzony z elementéw
macierzy A stojacych na przecieciu k kolumn i k wierszy.

Rzedem macierzy A nazywamy najwiekszy stopief jej niezerowego minora.
Oznaczamy go r(A) lub rz(A).

Twierdzenie

Rzad macierzy nie ulega zmianie, jesli:
@ przestawimy dwa wiersze (dwie kolumny),
o wiersze (kolumny) pomnozymy przez liczby rézne od zera,
o wykreslimy wiersz (kolumne) zerowy,

@ do jednego wiersza (kolumny) dodamy inne wiersze (kolumny) pomnozone przez
dowolne liczby.
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Definicja

Minorem stopnia k macierzy A € K} nazywamy wyznacznik utworzony z elementéw
macierzy A stojacych na przecieciu k kolumn i k wierszy.

Rzedem macierzy A nazywamy najwiekszy stopief jej niezerowego minora.
Oznaczamy go r(A) lub rz(A).

Twierdzenie
Rzad macierzy nie ulega zmianie, jesli:
@ przestawimy dwa wiersze (dwie kolumny),
o wiersze (kolumny) pomnozymy przez liczby rézne od zera,

wykreslimy wiersz (kolumne) zerowy,

do jednego wiersza (kolumny) dodamy inne wiersze (kolumny) pomnozone przez
dowolne liczby.

Kilka przyktadéw na tablicy

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 8 Uktady réwnan liniowych



Twierdzenie (Kroneckera- Capellego)

Jezeli A jest macierza wspétczynnikéw uktadu réwnan liniowych AX = B, a [A|B] jest
jego macierza uzupetniong, to uktad ten posiada rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
r(A) = r([AlB]).
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Twierdzenie (Kroneckera- Capellego)

Jezeli A jest macierza wspétczynnikéw uktadu réwnan liniowych AX = B, a [A|B] jest
jego macierza uzupetniong, to uktad ten posiada rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
r(A) = r([AlB]).

Fakt

Niech AX = B bedzie uktadem réwnan liniowych o n niewiadomych. Wtedy:
o jesli r(A) # r([A|B], to ukfad nie posiada rozwigzania,
o jesli r(A) = r([A|B]) = n, to uktad posiada dokfadnie jedno rozwiazanie,

o jesli r(A) = r([A|B]) = r < n, to uktad posiada nieskonczenie wiele rozwiazan
zaleznych od n — r parametréw.
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Metoda wyznacznikowa rozwigzywania uktadu réwnan liniowych:
@ Sprawdzamy czy uktad posiada rozwiazanie. Jesli "tak", to
@ Znajdujemy "podmacierz" C, ktérej wyznacznik decyduje o rzedzie.

"roztaczne" z ta podmacierza C.

© Wykreslamy réwnania
@ Zmienne "roztaczne" z C przenosimy na prawa strone.

© Rozwiazujemy otrzymany uktad (np. stosujemy wzory Cramera).

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 8 Uktady réwnan liniowych



Metoda wyznacznikowa rozwigzywania uktadu réwnan liniowych:
@ Sprawdzamy czy uktad posiada rozwiazanie. Jesli "tak", to
@ Znajdujemy "podmacierz" C, ktérej wyznacznik decyduje o rzedzie.

"roztaczne" z ta podmacierza C.

© Wykreslamy réwnania
@ Zmienne "roztaczne" z C przenosimy na prawa strone.

© Rozwiazujemy otrzymany uktad (np. stosujemy wzory Cramera).

Przyktad
2 -1 3 5|1
3 0 1 112
[AlB] = 5 —4 11 9|2
7 1 0 2815
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Metoda wyznacznikowa rozwigzywania uktadu réwnan liniowych:
@ Sprawdzamy czy uktad posiada rozwiazanie. Jesli "tak", to
@ Znajdujemy "podmacierz" C, ktérej wyznacznik decyduje o rzedzie.

"roztaczne" z ta podmacierza C.

© Wykreslamy réwnania
@ Zmienne "roztaczne" z C przenosimy na prawa strone.

© Rozwiazujemy otrzymany uktad (np. stosujemy wzory Cramera).

Przyktad
2 -1 3 5|1
3 0 1 112
7 1 0 2815

Rozwigzujemy na tablicy.
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VAV

Zycze powodzenia przy rozwigzywaniu

uktadéw réwnan i dziekuje za uwage

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt
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