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© Dziatania na macierzach
@ Dodawanie i odejmowanie macierzy, mnozenie przez liczbe
@ Mnozenie macierzy

© Wyznacznik macierzy

© Macierz odwrotna i jej zastosowania
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Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne
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Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne

Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:
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Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne
Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:
e A. Biatynicki-Birula, Algebra, Bibl. Mat. 40, PWN 2009, [rozdz. IV, §8]

o A.l. Kostrykin, Wstep do algebry, t. I, PWN 2004, [rozdz. IlI]
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Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne
Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:
@ A. Biatynicki-Birula, Algebra, Bibl. Mat. 40, PWN 2009, [rozdz. IV, §8]

o A.l. Kostrykin, Wstep do algebry, t. I, PWN 2004, [rozdz. IlI]

Jednak w powyzszych pozycjach niektére rozwazane na wyktadzie pojecia pojawiaja sie¢ w
szerszym kontekscie mogac sprawia¢ trudnos$¢ studentom pierwszego semestru.
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Definicja

Macierza o n kolumnach i m wierszach nad ciatem K nazywamy tablice postaci

a1l di2 ... din
a21 a22 azn

A= . . ) . ,a; €K, i=1...m j=1,..n.
am1 am2 amn
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Definicja

Macierza o n kolumnach i m wierszach nad ciatem K nazywamy tablice postaci

a1l di2 ... din
a1 az ... an

A= . ) ) . ,a; €K, i=1...m j=1,..n.
am1 am2 amn

Element a;; jest wspétczynnikiem macierzy A stojacym w i—tym wierszu i j—tej
kolumnie.
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Definicja

Macierza o n kolumnach i m wierszach nad ciatem K nazywamy tablice postaci

a1l a2 ... din
a21 a22 azn

A= . ) ) . ,a; €K, i=1...m j=1,..n.
dmil am2 dmn

Element a;; jest wspétczynnikiem macierzy A stojacym w i—tym wierszu i j—tej
kolumnie.
Zbiér wszystkich macierzy o n kolumnach i m wierszach oznacza¢ bedziemy przez K.

v
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Dodawanie i odejmowanie macierzy
a11 Ce din b11 . bl,1 a1l + b11 L din + b1n
a1 ... an b1 ... bon a1 £ b1 ... axnt bog
== = . .
ami . dmn bml . bmn ami + bml L admn + bm,,
v
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Dodawanie i odejmowanie macierzy

a1l <.. din b11 ... bin a1l =+ bu ain £ bin
ai ... an b1 ... bon a»1 £ by azn =+ bon

+ = . .
adml . dmn bml .. bmn dml i bml dmn i bmn

Mnozenie macierzy przez element ciata K
a1l 0oo din caii Cain
asi L azn cazi Cazn
Cc
ami o dmn Cami Camn
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Whasnosci dziatan

Jesli A, B, C € K, oraz O € K;;, oznacza macierz zawierajaca same zera, a,b s3
elementami ciata K, to

A+B=B+A
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Whasnosci dziatan

Jesli A, B, C € K, oraz O € K;;, oznacza macierz zawierajaca same zera, a,b s3
elementami ciata K, to

A+B=B+A A+(B+C)=(A+B)+C
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Whasnosci dziatan

Jesli A, B, C € K, oraz O € K;;, oznacza macierz zawierajaca same zera, a,b s3
elementami ciata K, to

A+B=B+A A+(B+C)=(A+B)+C
A+0D=A

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt

Wyktad 7 Macierze i wyznaczniki



Whasnosci dziatan

Jesli A, B, C € K, oraz O € K;;, oznacza macierz zawierajaca same zera, a,b s3
elementami ciata K, to

A+B=B+A A+(B+C)=(A+B)+C

A+0D=A A+ (—A)=0
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Whasnosci dziatan

Jesli A, B, C € K, oraz O € K;;, oznacza macierz zawierajaca same zera, a,b s3
elementami ciata K, to

A+B=B+A A+(B+C)=(A+B)+C
A+0D=A A+ (—A)=0

a(A+B)=aA+aB
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Whasnosci dziatan

Jesli A, B, C € K, oraz O € K;;, oznacza macierz zawierajaca same zera, a,b s3
elementami ciata K, to

A+B=B+A A+(B+C)=(A+B)+C
A+O0=A A+ (-A)=0
a(A+B)=aA+aB (a+ b)A=aA+ bA
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Whasnosci dziatan

Jesli A, B, C € K, oraz O € K;;, oznacza macierz zawierajaca same zera, a,b s3
elementami ciata K, to

A+B=B+A A+(B+C)=(A+B)+C
A+O=A A+ (—A)=0

a(A+ B) =aA+ aB (a+ b)A=aA+ bA
1A=A
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Whasnosci dziatan

Jesli A, B, C € K, oraz O € K;;, oznacza macierz zawierajaca same zera, a,b s3
elementami ciata K, to
A+B=B+A A+(B+C)=(A+B)+C
A+0=A A+(-A)=0
a(A+ B) =aA+ aB (a+ b)A=aA+ bA
1A=A (ab)A = a(bA)

Sprawdzenie na tablicy przy uzyciu kredy.
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Whasnosci dziatan

Jesli A, B, C € K, oraz O € K;;, oznacza macierz zawierajaca same zera, a,b s3
elementami ciata K, to
A+B=B+A A+(B+C)=(A+B)+C
A+0=A A+(-A)=0
a(A+ B) =aA+ aB (a+ b)A=aA+ bA
1A=A (ab)A = a(bA)

Sprawdzenie na tablicy przy uzyciu kredy.

Co oznaczaja wtasnosci w pierwszych dwéch wierszach?
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Whasnosci dziatan

Jesli A, B, C € K, oraz O € K;;, oznacza macierz zawierajaca same zera, a,b s3
elementami ciata K, to

A+B=B+A A+(B+C)=(A+B)+C
A+O0=A A+ (—A)=0

a(A+ B) =aA+ aB (a+ b)A=aA+ bA
1A=A (ab)A = a(bA)

Sprawdzenie na tablicy przy uzyciu kredy.

Co oznaczaja wtasnosci w pierwszych dwéch wierszach?

Stwierdzenie

Zbiér K}, z dziataniem dodawania macierzy jest grupa przemienna. J
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Zadanie

Niech
12 o -1 1
A_[031}’B_{ 1 20}
Q@ Oblicz

5(A + 2B) + 4(2A — B).
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Zadanie

Niech
12 o -1 1
A_[031}’B_{ 1 20}
Q@ Oblicz

5(A+2B) + 4(2A — B).
@ Rozwiaz réwnanie macierzowe

3(A+ X)+5(3X +B)=A— B.
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Zadanie

Niech
12 o -1 1
A_[031}’B_{ 1 20}
Q@ Oblicz

5(A+2B) + 4(2A — B).
@ Rozwiaz réwnanie macierzowe

3(A+ X)+5(3X +B)=A— B.

© Rozwiaz uktad réwnan macierzowych

2A—-B

2X 4+ 5Y
3A+B

-X + 2Y
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Definicja

a1l ain b ... b
al1 800 azn b21 800 bzr

A= . . . €Km, B= . : . € K;.
ami “ee dmn bnl bnr

lloczynem macierzy A oraz B nazywamy macierz

C11 - Cir

C21 cee C2r B
C=A-B= . . . e R,

Cm1l - Cmr

taka, ze

cij = airbij + ai2bzj + - - - + ainbn;j.
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Zobaczmy to na rysunku

j-ta kolumna

UE macierz B

. —
. element stojacy
. w i-tym wierszu i

w j-tej kolumnie

. .

. .

. | o -
macierz A macierz C = AB

cij = aitbyj + aiabaj + -+ + ainbnj.
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Po co mnozyé macierze?
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Po co mnozyé macierze?

Spéjrzmy na przyktad.

Przyktad
Dane sa macierze
1 2 0 3 1(13 ; § 34 12 20
A=|10 3 2 4|, B= 7 5 6 | Wtedy A-B=| 55 20 37
1 2 3 1 5 1 4 51 25 30
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Po co mnozyé macierze?

Spéjrzmy na przyktad.

Przyktad
Dane sa macierze
1 2 0 3 11 ; § 34 12 20
A=|10 3 2 4|, B= 7 5 6 | Wtedy A-B=| 55 20 37
1 2 3 1 5 1 a 51 25 30

Niech element a; macierzy A oznacza ilos¢ sztuk towaru Ty, ktéra chce kupi¢ klient
Ki, za$ element by; macierzy B niech oznacza cene towaru T, w sklepie S;, gdzie
1<i<3,1<k<4,1<j<3. Ziloczynu A- B odczytaé:

@ kwote, jaka zaptacitby klient K3 w sklepie Sz,
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Po co mnozyé macierze?

Spéjrzmy na przyktad.

Przyktad
Dane sa macierze
1 2 0 3 11 ; § 34 12 20
A=|10 3 2 4|, B= 7 5 6 | Wtedy A-B=| 55 20 37
1 2 3 1 5 1 a 51 25 30

Niech element a; macierzy A oznacza ilos¢ sztuk towaru Ty, ktéra chce kupi¢ klient
Ki, za$ element by; macierzy B niech oznacza cene towaru T, w sklepie S;, gdzie
1<i<3,1<k<4,1<j<3. Ziloczynu A- B odczytaé:

@ kwote, jaka zaptacitby klient K3 w sklepie Sz,
@ kwote, jaka zaptaciliby facznie wszyscy klienci w sklepie Si,
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Po co mnozyé macierze?

Spéjrzmy na przyktad.

Przyktad
Dane sa macierze
1 2 0 3 11 ; § 34 12 20
A=|10 3 2 4|, B= 7 5 6 | Wtedy A-B=| 55 20 37
1 2 3 1 5 1 a 51 25 30

Niech element a; macierzy A oznacza ilos¢ sztuk towaru Ty, ktéra chce kupi¢ klient
Ki, za$ element by; macierzy B niech oznacza cene towaru T, w sklepie S;, gdzie
1<i<3,1<k<4,1<j<3. Ziloczynu A- B odczytaé:

@ kwote, jaka zaptacitby klient K3 w sklepie Sz,
@ kwote, jaka zaptaciliby facznie wszyscy klienci w sklepie Si,

© numer sklepu, w ktérym klient K> zaptacitby najmniej,
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Po co mnozyé macierze?

Spéjrzmy na przyktad.

Przyktad
Dane sa macierze
1 2 0 3 11 ; § 34 12 20
A=|10 3 2 4|, B= 7 5 6 | Wtedy A-B=| 55 20 37
1 2 3 1 5 1 a 51 25 30

Niech element a; macierzy A oznacza ilos¢ sztuk towaru Ty, ktéra chce kupi¢ klient
Ki, za$ element by; macierzy B niech oznacza cene towaru T, w sklepie S;, gdzie
1<i<3,1<k<4,1<j<3. Ziloczynu A- B odczytaé:

@ kwote, jaka zaptacitby klient K3 w sklepie Sz,

@ kwote, jaka zaptaciliby facznie wszyscy klienci w sklepie Si,

© numer sklepu, w ktérym klient K> zaptacitby najmniej,

@ numer sklepu, w ktérym klient K zaptacitby najwiece;j.
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Wtasnosci mnozenia macierzy

Q Jesli Ac K2, B,C € Kt to A(B+ C)=AB+ AC.
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Wtasnosci mnozenia macierzy
Q Jesli Ac K2, B,C € Kt to A(B+ C)=AB+ AC.
Q Jesli AABe K?, CeKF to (A+B)C = AC+ BC.
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Wtasnosci mnozenia macierzy
Q Jesli Ac K2, B,C € Kt to A(B+ C)=AB+ AC.
Q Jesli AABe K?, CeKF to (A+B)C = AC+ BC.
O Jesli Ac K, BE KK oraz c € K, to A(cB) = (cA)B = c(AB).
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Wtasnosci mnozenia macierzy
Q Jesli Ac KD, B,Ce KF to A(B+ C)=AB+ AC.
Q Jesli AABe K?, CeKF to (A+B)C = AC+ BC.
O Jesli Ac K, BE KK oraz c € K, to A(cB) = (cA)B = c(AB).
Q Jesli Ac K2, Be KK, Ce K, to A(BC)=(AB)C.
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Wtasnosci mnozenia macierzy

Q Jesli Ac K2, B,C € Kt to A(B+ C)=AB+ AC.

Q Jesli AABe K?, CeKF to (A+B)C = AC+ BC.

O Jesli Ac K, BE KK oraz c € K, to A(cB) = (cA)B = c(AB).
Q Jesli Ac K2, Be KK, Ce K, to A(BC)=(AB)C.

Q Jesli Ac K2, to Al, = InA= A,

gdzie I, oznacza macierz kwadratowa stopnia n z jedynkami na przekatnej i zerami
poza nia.
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Wtasnosci mnozenia macierzy

Q Jesli Ac K2, B,C € Kt to A(B+ C)=AB+ AC.

Q Jesli AABe K?, CeKF to (A+B)C = AC+ BC.

O Jesli Ac K, BE KK oraz c € K, to A(cB) = (cA)B = c(AB).
Q Jesli Ac K2, Be KK, Ce K, to A(BC)=(AB)C.

O Jesli Ac KD, to Al = InA= A,

gdzie I, oznacza macierz kwadratowa stopnia n z jedynkami na przekatnej i zerami
poza nia.

Uzyjmy kredy do sprawdzenia tych wtasnosci.
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Wtasnosci mnozenia macierzy

Q Jesli Ac K2, B,C € Kt to A(B+ C)=AB+ AC.

Q Jesli AABe K?, CeKF to (A+B)C = AC+ BC.

O Jesli Ac K, BE KK oraz c € K, to A(cB) = (cA)B = c(AB).
Q Jesli Ac K2, Be KK, Ce K, to A(BC)=(AB)C.

Q Jesli Ac K2, to Al, = InA= A,

gdzie I, oznacza macierz kwadratowa stopnia n z jedynkami na przekatnej i zerami
poza nia.

Uzyjmy kredy do sprawdzenia tych wtasnosci.

Uwaga Mnozenie macierzy nie jest przemienne. Zobacz

BRI ER Y IR R IE YR
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Wtasnosci mnozenia macierzy

Q Jesli Ac K2, B,C € Kt to A(B+ C)=AB+ AC.

Q Jesli AABe K?, CeKF to (A+B)C = AC+ BC.

O Jesli Ac K, BE KK oraz c € K, to A(cB) = (cA)B = c(AB).
Q Jesli Ac K2, Be KK, Ce K, to A(BC)=(AB)C.

O Jesli Ac KD, to Al = InA= A,

gdzie I, oznacza macierz kwadratowa stopnia n z jedynkami na przekatnej i zerami
poza nia.

Uzyjmy kredy do sprawdzenia tych wtasnosci.

Uwaga Mnozenie macierzy nie jest przemienne. Zobacz
10 1 1| |11 11 10| |21
11 2 1| |3 2|21 1 1| |31

Uwaga lloczyn macierzy mozesz obliczy¢ przy pomocy arkusza kalkulacyjnego Excel
(zob. zataczony plik macierze.x1s)
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Jeszcze jeden przyktad zastosownia mnozenia macierzy.
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Jeszcze jeden przyktad zastosownia mnozenia macierzy.

Zadanie
Jaki jest zwigzek pomiedzy ponizszym grafem oraz macierza?
1
2
4

00 1 1 0

0 01 01
A=|1 10 1 0 ?

1 01 0 1

01 010

Policzmy (przy pomocy Excela) kolejne potegi macierzy A i jeszcze raz poréwnajmy je z
grafem.
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D0 1 1 0
Do 1 01 e
a1 1 0 1 0
10 10 1 2
| 0 1 0 1_0f
200 ¢ A1 /
. 120 2 0 a
A=l 1 0 3 1 2
12 1 3 0
| 1 0 2 0_2
2 2 4 4 2
2 0 5 1 14 3
A=l 4 5 2 B 1
4 1 B 2 5
| - 4 1 5_0f
8 6 8 8 B o
5 9 3 11 1
A=l B 315 7N
8 11 7 15 3
| 6 1 11 3_49

Zatézmy, ze graf przedstawia pofaczenia pomiedzy stacjami kolejki linowej. Masz 2 bilety
(3 bilety, 4 bilety) na dowolny przejazd w jedna strone. lle réznych wycieczek mozesz
zrobi¢ wyruszajac ze stacji 1 i konczac na stacji 47 Jak to odczyta¢ z macierzy. To samo
pytanie dla stacji 2 oraz 5.
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Definicja

Woyznacznikiem macierzy A = [a;] € K] nazywamy element det A € K okreslony
nastepujaco:

1. det A = a11, gdy n =1, tzn. A = [a11],

2. det A= (—1)"""a1,det A1, + (—1)*T"as, det Az + ... 4 (—1)""a,, det Ann,

gdzie Aj,dla n>1oraz i =1,...,n, jest macierza powstata przez
skreslenie w macierzy A i—tego wiersza i n—tej kolumny.
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Definicja

Woyznacznikiem macierzy A = [a;] € K] nazywamy element det A € K okreslony
nastepujaco:

1. det A = a11, gdy n =1, tzn. A = [a11],

2. det A= (—1)"""a1,det A1, + (—1)*T"as, det Az + ... 4 (—1)""a,, det Ann,

gdzie Aj, dla n>1oraz i =1,...,n, jest macierza powstata przez
skreslenie w macierzy A i—tego wiersza i n—tej kolumny.

(71)1+2812 det[821] + (*1)2+2322 det[au] = —a12a21 + a22ai1.

o
o)
—+
| —
)
S
=
)
IS
N
| IS
Il
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Definicja

Woyznacznikiem macierzy A = [a;] € K] nazywamy element det A € K okreslony
nastepujaco:

1. det A = a11, gdy n =1, tzn. A = [a11],

2. detA = (fl)H"aln det A1, + (71)2“’32,, det Aop + ... + (=1)""a,, det App,

gdzie Aj,dla n>1oraz i =1,...,n, jest macierza powstata przez
skreslenie w macierzy A i—tego wiersza i n—tej kolumny.
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Definicja

Wyznacznikiem macierzy A = [a;] € K] nazywamy element det A € K okreslony
nastepujaco:

1. det A = a11, gdy n =1, tzn. A = [a11],

2. detA = (fl)H"aln det A1, + (71)2“’32,, det Aop + ... + (=1)""a,, det App,

gdzie Aj,dla n>1oraz i =1,...,n, jest macierza powstata przez
skreslenie w macierzy A i—tego wiersza i n—tej kolumny.

n=3

di1  di2 ai3
det a1 a2 a3 =
431 a32 as3

(—1)4313 det|: <l e :| +(—1)5323 det|: Fi iz :| +(—1)6233 det|: an a12 :| =
asi asz da21 da22
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Definicja

Wyznacznikiem macierzy A = [a;] € K] nazywamy element det A € K okreslony
nastepujaco:

1. det A = a11, gdy n =1, tzn. A = [a11],

2. detA = (fl)H"aln det A1, + (71)2“’32,, det Aop + ... + (=1)""a,, det App,

gdzie Aj,dla n>1oraz i =1,...,n, jest macierza powstata przez
skreslenie w macierzy A i—tego wiersza i n—tej kolumny.

n=3

di1  di2 ai3
det | a1 azx a3 | =
431 a32 as3

(—1)4313 det|: cHL - CER :| +(—1)5323 det|: i i :| +(—1)6233 det[ il e
asi as2 asi das2 azi a2z

= 313(321332 - 822331) - 823(811332 - 312331) + 333(311822 - 812321) =

= (@13a21a32 + 323312331 + 333311322) — (313322831 + 323311332 + 333312321).
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= (aei + bfg + cdh) — (ceg + afth + bdi).

Wzér ten mozna zapamieta¢ spogladajac na obrazek:
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Uwaga

Jesli przyjrzymy sie definicji wyznacznika, to zauwazamy, ze jego wyliczanie z wzoru
rekurencyjnego jest bardzo ktopotliwe. Dla n = 4 trzeba policzy¢ 4 wyznaczniki macierzy
stopnia 3, a dla n = 5 policzy¢ musimy 5 wyznacznikéw stopnia 4, co w konsekwencji

daje az 20 wyznacznikéw stopnia 3.

Wyktad 7 Macierze i wyznaczn
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Uwaga

Jesli przyjrzymy sie definicji wyznacznika, to zauwazamy, ze jego wyliczanie z wzoru
rekurencyjnego jest bardzo ktopotliwe. Dla n = 4 trzeba policzy¢ 4 wyznaczniki macierzy
stopnia 3, a dla n = 5 policzy¢ musimy 5 wyznacznikéw stopnia 4, co w konsekwencji
daje az 20 wyznacznikéw stopnia 3.

Pytanie

Czy jest fatwiejszy sposob obliczania wyznacznika?
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Wiasnosci wyznacznika
O detA=detA”.
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Wiasnosci wyznacznika
O detA=detA”.

/ _/
a1 ... aajtaay; ... an
Q det : : : =
/!
apl ... a@anitaa, .. amm
/
ail aij ain aiil aii din
adet : : : + a’ det :
/
anl ani ann an1 ani ann
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Wihasnosci wyznacznika

O detA=detA”.

/ _/
a1 ... aaijt+aay; .. ain
Q det
/!
apl ... a@anitaa, .. amm
/
al1i aii din aii aii din
adet : : : + a’ det
/
anl ani dnn anil ani ann

© Jesli macierz B powstata z macierzy A przez pomnozenie jednej kolumny przez
ac K, to det B= adetA.
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Wihasnosci wyznacznika

O detA=detA”.

/ _/
a1 ... aaijt+aay; .. ain
Q det : : : =
/!
apl ... a@anitaa, .. amm
/
al1i aii din aii aii din
adet : : : + a’ det
/
anl ani dnn anil ani ann

© Jesli macierz B powstata z macierzy A przez pomnozenie jednej kolumny przez
ac K, to det B= adetA.

Q Jesli macierz A zawiera kolumne ztozong z samych zer, to det A = 0.
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Wihasnosci wyznacznika
O detA=detA”.

/ _/
a1 ... aaijt+aay; .. ain
Q det : : : =
/!
apl ... a@anitaa, .. amm
/
al1i aii din aii aii din
adet : : : + a’ det
/
anl ani dnn anil ani ann

© Jesli macierz B powstata z macierzy A przez pomnozenie jednej kolumny przez
ac K, to det B= adetA.

Q Jesli macierz A zawiera kolumne ztozong z samych zer, to det A = 0.

© Jesli macierz A zawiera dwie proporcjonalne (w szczegélnosci identyczne) kolumny,
to detA=0.
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Wihasnosci wyznacznika
O detA=detA”.

/ _/
a1 ... aaijt+aay; .. ain
Q det : : : =
/!
apl ... a@anitaa, .. amm
/
al1i aii din aii aii din
adet : : : + a’ det
/
anl ani dnn anil ani ann

© Jesli macierz B powstata z macierzy A przez pomnozenie jednej kolumny przez
ac K, to det B= adetA.

Q Jesli macierz A zawiera kolumne ztozong z samych zer, to det A = 0.

© Jesli macierz A zawiera dwie proporcjonalne (w szczegélnosci identyczne) kolumny,
to detA=0.

@ Jesli macierz B powstata z macierzy A przez dodanie do jednej kolumny innej
pomnozonej przez element ciata K, to det B = det A.
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Wihasnosci wyznacznika

O detA=detA”.

/ _/
a1 ... aaijt+aay; .. ain
Q det : : : =
/!
apl ... a@anitaa, .. amm
/
al1i aii din aii aii din
adet : : : + a’ det
/
anl ani dnn anil ani ann

© Jesli macierz B powstata z macierzy A przez pomnozenie jednej kolumny przez
ac K, to det B= adetA.

Q Jesli macierz A zawiera kolumne ztozong z samych zer, to det A = 0.

© Jesli macierz A zawiera dwie proporcjonalne (w szczegélnosci identyczne) kolumny,
to detA=0.

@ Jesli macierz B powstata z macierzy A przez dodanie do jednej kolumny innej
pomnozonej przez element ciata K, to det B = det A.

@ Jesli macierz B powstata z macierzy A przez zamiane miejscami dwéch kolumn, to
det B = —det A.
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Wihasnosci wyznacznika

O detA=detA”.

/ _/
a1 ... aaijt+aay; .. ain
Q det : : : =
/!
apl ... a@anitaa, .. amm
/
al1i aii din aii aii din
adet : : : + a’ det
/
anl ani dnn anil ani ann

© Jesli macierz B powstata z macierzy A przez pomnozenie jednej kolumny przez
ac K, to det B= adetA.

Q Jesli macierz A zawiera kolumne ztozong z samych zer, to det A = 0.

© Jesli macierz A zawiera dwie proporcjonalne (w szczegélnosci identyczne) kolumny,
to detA=0.

@ Jesli macierz B powstata z macierzy A przez dodanie do jednej kolumny innej
pomnozonej przez element ciata K, to det B = det A.

@ Jesli macierz B powstata z macierzy A przez zamiane miejscami dwéch kolumn, to
det B = —det A.
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Wihasnosci wyznacznika

O detA=detA”.

/ _/
a1 ... aaijt+aay; .. ain
Q det : : : =
/!
apl ... a@anitaa, .. amm
/
al1i aii din aii aii din
adet : : : + a’ det
/
anl ani dnn anil ani ann

© Jesli macierz B powstata z macierzy A przez pomnozenie jednej kolumny przez
ac K, to det B= adetA.

Q Jesli macierz A zawiera kolumne ztozong z samych zer, to det A = 0.

© Jesli macierz A zawiera dwie proporcjonalne (w szczegélnosci identyczne) kolumny,
to detA=0.

@ Jesli macierz B powstata z macierzy A przez dodanie do jednej kolumny innej
pomnozonej przez element ciata K, to det B = det A.

@ Jesli macierz B powstata z macierzy A przez zamiane miejscami dwéch kolumn, to
det B = —det A.

Powyzsze wtasnosci sa prawdziwe réwniez dla wierszy.
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Twierdzenie Laplace’a (P. S. Laplace (1749-1827))

Jesli A jest macierza stopnia n > 1, to dla dowolnego j
det A = (—1)"7ayjdet Ay + (—=1)*7ay det Ayj + ... + (—1)"Pa,j det A
oraz

det A= (—1Yajdet Ajs + (=1 Pajpdet Aj + ... + (—1) " "aj, det Aj,.
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Twierdzenie Laplace’a (P. S. Laplace (1749-1827))

Jesli A jest macierza stopnia n > 1, to dla dowolnego j

det A = (—1)"¥ayjdet Ayj + (—1)*Pazj det Ayj + ... + (—1)" a,; det A,

oraz

det A= (—1Yajdet Ajs + (=1 Pajpdet Aj + ... + (—1) " "aj, det Aj,.

Poréwnaj to z definicja wyznacznika:

Definicja

Wyznacznikiem macierzy A = [a;] € K] nazywamy element det A € K okreslony
nastepujaco:

1. det A = a11, gdy n =1, tzn. A = [a11],

2. det A = (—1)"""a1,det A1, + (—1)*T"az, det Az + ... 4 (—1)""a,, det Ann,

gdzie Aj, dla n>1oraz i =1,...,n, jest macierza powstata przez
skreslenie w macierzy A i—tego wiersza i n—tej kolumny.
v
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Whiosek

(]
(—1)1+j31k det A1j+(—1)2+jazk det A2j+..4+(—1)"+jank det A,,J' =

B det(A), gdyj=k
0, gdy j # k

det A= (—1) " ay; det Aji+(—1) 2 ago det Ajp+...4+(—1) " ay, det Aj, =

det(A), gdyj=k
0, gdy j # k
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Teraz juz

mozemy stosunkowo tatwo

obliczaé¢ wyznaczniki duzych macierzy!!!
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Zadanie

Pokaz, ze
di1  d12
0 ax
u, := det .
0 0

din

azn
= a11d22...dnn
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Zadanie

Pokaz, ze
di1 412 ... din
0 ax .. axn
up = det . . . = 311322...ann
0 0 ann
V.

Wsk. "Rozwijajac" wyznacznik wzgledem ostatniego wiersza pokaz, ze u, = up—1ann
wykorzystujac wzor z tw. Laplace’a

det A= (—1Yaj1 det Ajy + (1) ajpdet Ajp + ... + (—1) " aj, det Aj.

dlaj=n.
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Zadanie

Pokaz, ze
ail a1z
0 ax
u, := det .
0 0

ain

azn
= a11d22...dnn

dnn

Wsk. "Rozwijajac" wyznacznik wzgledem ostatniego wiersza pokaz, ze u, = up—1ann

wykorzystujac wzor z tw. Laplace’a

det A = (71)1"131_1 det Aj1 + (71)j+2aj2 det Ajz + ...+ (fl)H"aj,, det Ajn.

dlaj=n.

Podobnie, jesli macierz zawiera zera nad przekatna, to wyznacznik tej macierzy jest

iloczynem elementéw na przekatnej.
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Zadanie

[ an ain | O 0
an1 dnn 0 0
det =
C11 cin | b bim
L Cim Cmn bml bmm i
ail ain
= det

an1 ... dnn

det

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki
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Zadanie

B C11 Cin b11 blm 7
det Cim Cmn bm1 bmm _
a1 ... ain 0 0
L a1 ... ann 0o .. 0 |
B aiil din b11 blm
(=1)™" det : : det
L an1 ann bm1 bmm
v

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, U Wyktad 7 Macierze i wyznaczr



Zadanie

B C11 Cin b11 blm 7
det Cim Cmn bm1 bmm _
a1 ... ain 0 0
L a1 ... ann 0o .. 0 |
B aiil din b11 blm
(=1)™" det : : det
L an1 ann bm1 bmm
v

Zajrzyj do A. Biatynicki-Birula, Algebra liniowa z geometria, Przyktad 6.7, str.158
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Zadanie

1 2 -1 1

. . . 2 3 1 -2
Oblicz wyznacznik macierzy A = 1 4 5 3
3 2 1 -1

Rozw. Wykonujemy operacje elementarne na liniach macierzy:
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‘ planowana operacja

1 2 -1 1

2 3 1 -2 . .
det A = det 1 a4 2 3 | wiersz-(—2)+ Il wiersz

3 2 1 -1
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‘ planowana operacja

1 2 -1 1

2 3 1 -2 . .
det A = det 1 4 92 3 | wiersz-(—2)+ Il wiersz

3 2 1 -1

wyznacznik po planowanej operacji

det A = det
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wyznacznik po poprzedniej operacji ‘ planowana operacja

det A = det | wiersz+ Il wiersz
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wyznacznik po poprzedniej operacji ‘ planowana operacja

1 2 -1 1
-1 3 —4 . .
det A = det 1 4 5 3 | wiersz+ Il wiersz
3 2 1 -1

wyznacznik po planowanej operacji

1 2 -1 1
0 -1 3 —4
det A = det 0 6 1 4
3 2 1 -1
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wyznacznik po poprzedniej operacji ‘ planowana operacja

1 2 -1 1

0 -1 3 —4 . .
det A = det 0 6 1 4 | wiersz-(—3)+ IV wiersz

3 2 1 -1
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wyznacznik po poprzedniej operacji ‘ planowana operacja

1 2 -1 1

0 -1 3 —4 . .
det A = det 0 6 1 4 | wiersz-(—3)+ IV wiersz

3 2 1 -1

1 2 -1 1
0 -1 3 —4
det A = det 0 6 1 4
0 -4 4 -4
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wyznacznik po poprzedniej operacji ‘ planowana operacja

1 2 -1 1

0 -1 3 —4 . .
det A = det 0 6 1 4 Il wiersz-6+ Ill wiersz

0 -4 4 -4
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wyznacznik po poprzedniej operacji ‘ planowana operacja

1 2 -1 1
0 -1 3 —4
0 6 1 4
0 —4 4 —4

det A = det Il wiersz-6+ Il wiersz

wyznacznik po planowanej operacji

1 2 -1 1
0 -1 3 —4
0 0 19 -20
0 -4 4 —4

det A = det
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wyznacznik po poprzedniej operacji ‘ planowana operacja

1 2 -1 1

0 -1 3 -4 . .
det A = det 0 0 19 -20 Il wiersz-(—4)+ 1V wiersz

0 -4 4 —4

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 7 Macierze i wyznaczniki



wyznacznik po poprzedniej operacji ‘ planowana operacja

1 2 -1 1
0 -1 3 -4
0 0 19 -20
0 —4 4 —4

det A = det Il wiersz-(—4)+ 1V wiersz

wyznacznik po planowanej operacji

1 2 -1 1
0 -1 3 -4
det A = det 0 0 19 —20
0 0 -8 12
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wyznacznik po poprzedniej operacji ‘ planowana operacja

1 2 -1 1
- 0 -1 3 -4 . s .
det A = det 0 0 19 —20 I wiersz- 55+ IV wiersz
0 0 -8 12
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wyznacznik po poprzedniej operacji ‘ planowana operacja

1 2 -1 1
- 0 -1 3 -4 . s .
det A = det 0 0 19 —20 I wiersz- 55+ IV wiersz
0 0 -8 12

wyznacznik po planowanej operacji

1 2 -1 1
0 -1 3 -4
det A = det 0 0 19 —20
o o o %
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wyznacznik po poprzedniej operacji ‘ planowana operacja

1 2 -1 1
- 0 -1 3 -4 . s .
det A = det 0 0 19 —20 I wiersz- 55+ IV wiersz
0 0 -8 12

wyznacznik po planowanej operacji

1 2 -1 1
0 -1 3 -4
det A = det 0 0 19 —20
o o o %
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wyznacznik po poprzedniej operacji ‘ planowana operacja

1 2 -1 1
- 0 -1 3 -4 . s .
det A = det 0 0 19 —20 I wiersz- 55+ IV wiersz
0 0 -8 12

wyznacznik po planowanej operacji

1 2 -1 1
0 -1 3 -4

det A = det 0 0 19 —20 = —68
o o o %
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Twierdzenie Cauchy'ego (A. Cauchy(1789-1857))

Jezeli A,B € K7, to
det(AB) = det(A) det(B).
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Twierdzenie Cauchy'ego (A. Cauchy(1789-1857))

Jezeli A,B € K7, to
det(AB) = det(A) det(B).

Ao
- |4+

za pomoca operacji elementarnych mozna sprowadzi¢ do postaci

C,{A AB}

Dowéd. Pokazemy, ze macierz

—I,| 0
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Twierdzenie Cauchy'ego (A. Cauchy(1789-1857))

Jezeli A,B € K7, to
det(AB) = det(A) det(B).

Ao
- |4+

za pomoca operacji elementarnych mozna sprowadzi¢ do postaci

, [ A |AB
=

Dowéd. Pokazemy, ze macierz

Wtedy na podstawie poprzednich zadan i wtasnosci wyznacznika
det(A) det(B) = det(C) = det(C’) = (71)"2(71)'1 det(AB) =

= (—1)""") det(AB) = det(AB).

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 7 Macierze i wyznaczniki



_211 ai2 din 0 0 0 T
aoi an2 azn 0 0 0
c_ AJlO | | am a2 ... am| 0 ... 0 ... O
| -h|B| | -1 0 ... 0 [bu ... by ... b
0 -1 0 | b1 ba; ban

L 0 0 _1 bnl bnl bnn i
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_911 ai2 din 0 0 0 T
aoi ao2 azn 0 0 0
c_ AJlO | | am a2 ... am| 0 ... 0 ... O
| -h|B| | -1 0 ... 0 [bu ... by ... b
0 -1 0 b21 bz,‘ bzn
0 0 ... —1|bm ... bu ... bu |

Dla i € {1, ..., n} wykonujemy na powyzszej macierzy nastepujace operacje elementarne:

@ 1-sza kolumna-by; + (n+ i)-ta kolumna
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_911 ai2 din 0 0 0 T
aoi an2 azn 0 0 0
c_ AJlO | | am a2 ... am| 0 ... 0 ... O
| -h|B| | -1 0 ... 0 [bu ... by ... b
0 -1 0 b21 bz,‘ bzn
0 0 ... —1|bm ... bu ... bu |

Dla i € {1, ..., n} wykonujemy na powyzszej macierzy nastepujace operacje elementarne:
@ 1-sza kolumna-by; + (n+ i)-ta kolumna

® 2-ga kolumna-by; + (n+ i)-ta kolumna
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_311 ai2 din 0 0 0 T
aoi an2 azn 0 0 0
c_ AJlO | | am a2 ... am| 0 ... 0 ... O
| -h|B| | -1 0 ... 0 [bu ... by ... b
0 -1 0 b21 bz,‘ bzn
0 0 ... —1|bm ... bu ... bu |

Dla i € {1, ..., n} wykonujemy na powyzszej macierzy nastepujace operacje elementarne:
@ 1-sza kolumna-by; + (n+ i)-ta kolumna

® 2-ga kolumna-by; + (n+ i)-ta kolumna

@ n-ta kolumna-b,; + (n+ i)-ta kolumna.
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_911 ai2 din 0 0 0 T
aoi an2 azn 0 0 0
c_ AJlO | | am a2 ... am| 0 ... 0 ... O
| -h|B| | -1 0 ... 0 [bu ... by ... b
0 -1 0 b21 bz,‘ bzn
0 0 ... —1|bm ... bu ... bu |

Dla i € {1, ..., n} wykonujemy na powyzszej macierzy nastepujace operacje elementarne:
@ 1-sza kolumna-by; + (n+ i)-ta kolumna

® 2-ga kolumna-by; + (n+ i)-ta kolumna

@ n-ta kolumna-b,; + (n+ i)-ta kolumna.

Jak sie zmieni (n + i)-ta kolumna macierzy C?
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Otrzymujemy nastepujaca macierz:

ail  an ain | O > avkbui 0
k=1

azx  ax an | O > ackbui 0
k=1

dnl an2 dnn 0 Z ankbki 0
k=1

-1 0 0 b11 0 bln

0 -1 0 | ba1 0 ban

I 0 0 —1 | bm 0 bnn
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Otrzymujemy nastepujaca macierz:

all a12 . din 0 e Z aik bk,' - 0
kil

ao1 ao2 e azn 0 e Z azk bk,' - 0
k=1

a1 a2 ... am | 0 ... > ambg ... O
k=1

-1 0 ... 0 |bu ... 0 .o. bin

o -1 ... 0 |ba ... 0 ... bon

L 0 0 ... —1|bm ... 0 .. b |

Zwréémy uwage, ze w gérnej czesci (n + i)-tej kolumny stoi i-ta kolumna macierzy AB.
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Otrzymujemy nastepujaca macierz:

all a12 . din 0 e Z aik bk,' - 0
kil

ao1 ao2 e azn 0 e Z azk bk,' - 0
k=1

a1 a2 ... am | 0 ... > ambg ... O
k=1

-1 0 ... 0 |bu ... 0 .o. bin

o -1 ... 0 |ba ... 0 ... bon

L 0 0 ... —1|bm ... 0 .. b |

Zwréémy uwage, ze w gérnej czesci (n + i)-tej kolumny stoi i-ta kolumna macierzy AB.

Wykonajmy teraz powyzsze operacje dla kazdego i =1, ..., n. Co otrzymamy?
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Wynikiem wszystkich tych operacji jest oczywiscie macierz

, [ A |AB
C_—’F -9

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, U Wyktad 7 Macierze i wyznaczr



Definicja
Macierz A € K] nazywamy odwracalna, jesli istnieje macierz B € K| taka, ze

AB = BA = I,.
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Definicja
Macierz A € K] nazywamy odwracalna, jesli istnieje macierz B € K| taka, ze

AB = BA = I,.

Uwaga
Jesli macierz A jest odwracalna, to macierz B w powyzszej definicji jest jednoznacznie
wyznaczona. Nazywamy ja macierza odwrotna do A i oznaczamy A~ ',
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Definicja
Macierz A € K] nazywamy odwracalna, jesli istnieje macierz B € K| taka, ze

AB = BA = I,.

Uwaga

Jesli macierz A jest odwracalna, to macierz B w powyzszej definicji jest jednoznacznie
wyznaczona. Nazywamy ja macierza odwrotna do A i oznaczamy A~ ',

Pytanie

Jakie macierze s3 odwracalne i jak znalez¢é macierz odwrotng do macierzy odwracalnej?
v
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Definicja
Macierz A € K] nazywamy odwracalna, jesli istnieje macierz B € K| taka, ze

AB = BA = I,.

Uwaga

Jesli macierz A jest odwracalna, to macierz B w powyzszej definicji jest jednoznacznie
wyznaczona. Nazywamy ja macierza odwrotna do A i oznaczamy A~ ',

Pytanie

Jakie macierze s3 odwracalne i jak znalez¢é macierz odwrotng do macierzy odwracalnej?

v

Zauwazmy, ze jesli AB = I,, to z twierdzenia Cauchy'ego mamy
1 = det(AB) = det(A) det(B),

a wiec

det(A) # 0.
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Twierdzenie
© Macierz A = [a;5] € K]] jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) # 0.
O Jesli A jest odwracalna, to A~ ' = [b], gdzie
i jdet(Aji)
bi' — (-1 ISt J!
y ( ) det(A) ’
a macierz Aj; powstaje z macierzy A przez skreslenie j-tego wiersza oraz i-tej
kolumny.
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Twierdzenie
© Macierz A = [a;5] € K]] jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) # 0.
O Jesli A jest odwracalna, to A~ ' = [b], gdzie
i jdet(Aji)
bi' — (-1 ISt J!
y ( ) det(A) ’
a macierz Aj; powstaje z macierzy A przez skreslenie j-tego wiersza oraz i-tej
kolumny.

Wtasnosci macierzy odwrotne;j
o (AB) 1 =B"1A"!
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Twierdzenie
© Macierz A = [a;5] € K]] jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) # 0.
O Jesli A jest odwracalna, to A~ ' = [b], gdzie
i jdet(Aji)
bi' — (-1 ISt J!
y ( ) det(A) ’
a macierz Aj; powstaje z macierzy A przez skreslenie j-tego wiersza oraz i-tej
kolumny.

Wtasnosci macierzy odwrotne;j
o (AB) 1 =B"1A"!
° (AT)—l — (A—l)T
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Twierdzenie
© Macierz A = [a;5] € K]] jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) # 0.
O Jesli A jest odwracalna, to A~ ' = [b], gdzie
i jdet(Aji)
bi' — (-1 ISt J!
y ( ) det(A) ’
a macierz Aj; powstaje z macierzy A przez skreslenie j-tego wiersza oraz i-tej
kolumny.

Wtasnosci macierzy odwrotne;j
o (AB) 1 =B"1A"!
° (AT)—l — (A—l)T

Macierz A = [a;5] € K]} taka, ze det(A) # 0 nazywamy macierza nieosobliwa.
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Twierdzenie
© Macierz A = [a;5] € K]] jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) # 0.
O Jesli A jest odwracalna, to A~ ' = [b], gdzie

i+ det(Aji)

by = (-1) det(A)

a macierz Aj; powstaje z macierzy A przez skreslenie j-tego wiersza oraz i-tej
kolumny.

Wtasnosci macierzy odwrotne;j
o (AB) 1 =B"1A"!
° (AT)—l — (A—l)T

Macierz A = [a;5] € K]} taka, ze det(A) # 0 nazywamy macierza nieosobliwa.

Zbiér GL(n, K) = {A € K], det(A) # 0} z dziataniem mnozenia macierzy tworzy grupe.
Nazywamy ja ogdlna grupa liniowa stopnia n nad ciatem K.
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Wyznacznik ma duze zastosowania w geometrii. Oto kilka przykfadéw:
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@ Pole réwnolegtoboku
Jesli 4 =a,b], V=]c,d], to pole D réwnolegtoboku "opartego" na tych

wektorach (patrz rysunek) jest réwne D = |det { i 2 }

——
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@ Objetos¢ réwnolegtoscianu

Jesli G=1a,b,c], V=[d,e, f], w=[g,h,i], to objetos¢ V réwnolegloscianu

a b ¢
"opartego" na tych wektorach (patrz rysunek) jest réwna V = |det | d e f
g h i

sz

Ale o tym wiecej dowiecie sie w nastepnym semestrze na przedmiocie geometria.
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Zadania

b

o Znajdz A~ dla A= d

, jesli ad — bc # 0.
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Zadania

b

o Mz —1 o a
@ Znajdz A" dla A= [ c d

1 1 0
@ Znajdz | 2 -1 1

1 2 -1

} , jesli ad — bc # 0.
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Zadania

o Znajdz A! dla A= [ i Z } , jesli ad — bc # 0.
1 1 o7t

@ Znajdz | 2 -1 1
1 2 -1

Chyba sie zgodzimy, ze w tym drugim przypadku trzeba si¢ troche narachowa¢, aby
zastosowaé wzér z poprzedniego twierdzenia.

Widaé, ze im wyzszy stopief macierzy tym gorzej!

Czy istnieje inny sposéb obliczania macierzy odwrotnej?
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Bezwyznacznikowy algorytm "odwracania" macierzy

[Alln]

operacje elementarne _
S A

Kolejne kroki:
@ Z prawej strony macierzy A dopisujemy macierz jednostkows.

@ Na wierszach otrzymanej w ten sposéb macierzy wykonujemy operacje elementarne
(zamiana wierszy miejscami, mnozenie wierszy przez liczbe r6zng od zera, dodawanie
do elementéw jednego wiersza elementéw innego wiersza pomnozonego przez
liczbe), aby macierz [A|l,] doprowadzi¢ do postaci [I|B].

o Otrzymana macierz B jest macierza odwrotna do A, tzn. B = A%
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Przykfad

; 71 (1) é (1) 8 | wiersz -(—2)+ Il wiersz
. > 1le o s | wiersz -(—1)+ Il wiersz
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Przykfad

:
|

I wiersz -(—2)+ Il wiersz
| wiersz -(—1)+ Il wiersz
0
0
1

OO = =
|
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Przykfad

:
|

oo+~ =

(1) é (1) 8 I wiersz -(—2)+ Il wiersz
110 o0 1 | wiersz -(—1)+ Il wiersz

0 1 0 0

1/-2 1 0 Il wiersz + |l wiersz
-1]-1 0 1
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Przykfad

1 1 0|1 00
2 -1 1|0 1 0
L1 2 —-1]/0 0 1
Tt 1 0] 100
0 -3 1|-2 10
L0 1 —-1|-1 0 1
Tt 1 0] 100
0 2 0|-3 1 1
L0 1 —-1|-1 0 1
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|
|

I wiersz -(—2)+ Il wiersz
| wiersz -(—1)+ Il wiersz

Il wiersz + |l wiersz
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Przykfad

1 1 0|1 00
2 -1 1|0 1 0
L1 2 —-1]/0 0 1
Tt 1 0] 100
0 -3 1|-2 10
L0 1 —-1|-1 0 1
Tt 1 0] 100
0 2 0|-3 1 1
L0 1 —-1|-1 0 1
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|
|

I wiersz -(—2)+ Il wiersz
| wiersz -(—1)+ Il wiersz

Il wiersz + |l wiersz

Il wiersz -(—3)
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Przykfad
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1 1 0|1 00
-1 1]/0 1 0
1 2 -1|/0 0 1
rt 1 o] 100
0 -3 1|-2 10
L0 1 -1]|-1 0 1
rt 1 0] 1 00
0 -2 0|-3 11
L0 1 —-1|-1 0 1
rt 1 o] 1 o0
o1 o 2 -1 -
L0 1 -1]|-1 0

[ N o o Y A [ F— |

I wiersz -(—2)+ Il wiersz
| wiersz -(—1)+ Il wiersz

Il wiersz + |l wiersz

Il wiersz -(—3)
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Przykfad

1 1 0|1 00
-1 1]/0 1 0
1 2 —1|0 0 1
r1T 1 0] 1 0 0
0 -3 1|-2 10
Lo 1 —-1|-1 0 1
r1T 1 0] 1.0 0
0 2 0|-3 1 1
Lo 1 —-1|-1 0 1
r1 1 o] 1 0 0
01 0| § -3 -3
Lo 1 —-1]|-1 0 1
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I wiersz -(—2)+ Il wiersz
| wiersz -(—1)+ Il wiersz

Il wiersz + |l wiersz

Il wiersz -(—3)

Il wiersz -(—1)+ | wiersz
Il wiersz -(—1)+ Il wiersz
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Przykfad

; 1 (1) (1) (1) 8 I wiersz -(—2)+ Il wiersz
1 2 —1]0 0 1 | wiersz -(—1)+ Il wiersz
M1 1 0 1 0 0

0 -3 1/-2 1 0 Il wiersz + |l wiersz
o0 1 -1|-1 0 1
M1 1 0 1 0 O

0 -2 0|-3 1 1 Il wiersz -(—3)

o0 1 -1|-1 0 1
é i 8 ; 78 78 Il wiersz -(—1)+ | wiersz
2 2 2 i (= i
o 1 —1|-1 3 ] Il wiersz -(—1)+ Il wiersz
1o o3 13

01 o 3 1

oo 1|3 1 3
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Przykfad

1 1 o0]1 00

2 -1 1]/0 1 0

L1 2 —-1/0 0 1

rt+ 1 0] 1 0 0
0 -3 1|-2 10
L0 1 —-1|-1 0 1
rt{+ 1 0] 1 0 0
0 -2 0|-3 11
L0 1 —-1|-1 0 1
rt+ 1 ol 1 0 0
01 0 3 -3 -}
L0 1 —-1]|-1 0 1
rT 0 o0f-3 1 1
01 0 : -1 -4
L0 0 —1]-3 i 3
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I wiersz -(—2)+ Il wiersz
| wiersz -(—1)+ Il wiersz

Il wiersz + |l wiersz

Il wiersz -(—3)

Il wiersz -(—1)+ | wiersz
Il wiersz -(—1)+ Il wiersz

] Il wiersz -(—1)
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Przykfad

; 71 (1) (1) (1) 8 | wiersz -(—2)+ Il wiersz
1 2 —1]0 0 1 | wiersz -(—1)+ Il wiersz
1 1 0 1 0 O

0 -3 1]-2 1 0 Il wiersz + 11 wiersz
L O 1 -1|-1 0 1
M1 1 0 1 0 0

0 -2 0]-3 1 1 Il wiersz (f%)

L O 1 -1|-1 0 1
(:; i 8 ; ,S ,8 Il wiersz -(—1)+ | wiersz
2 2 2 : T .
Lo 1 —1|-1 0 1 Il wiersz -(—1)+ Il wiersz
10 o} 3o
01 o0 : -1 -4 Il wiersz -(—1)
oo af-f 1 ]
1ot 1o
0 1 0 % —% _%
00 1| & 1
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Przykfad

; 71 (1) (1) (1) 8 | wiersz -(—2)+ Il wiersz
|1 > ~1]l0 0 1 | wiersz -(—1)+ Il wiersz
1 1 0 1 0 O
0 -3 1/-2 1 0 Il wiersz + Il wiersz
L O 1 -1|-1 0 1
M1 1 0 1 0 0
0 -2 0|-3 1 1 Il wiersz -(—3)
L O 1 -1|-1 0 1
(:; i 8 ; ,S ,8 Il wiersz -(—1)+ | wiersz
2 2 2 . e .
L0 1 —1]-1 o ] Il wiersz -(—1)+ III wiersz
10 o} 3o
0 1 0 : -1 -4 Il wiersz -(—1)
oo af-f 1 ]
1 00|-% % 1 1 1 07" -1 11
01 0| 3 -1 -1 Zatem | 2 —1 1 = s 1
0 0 1 > -1 -3 1 2 -1 > -2 -3
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To juz koniec wyktadu 7!
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To juz koniec wyktadu 7!

VAV

Dziekuje za uwage
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