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@ Konstrukcja pierscienia wielomianéw

© Wtasnosci stopnia wielomianu

e Uproszczony zapis wielomianéw

@ Dzielenie wielomianéw z reszta

© Interpolacja wielomianowa

© Rozktady wielomianéw na czynniki nierozktadalne nad C oraz R

@ Ciato funkgji wymiernych
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Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne
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Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne

Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:
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Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne
Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:
o A. Biatynicki-Birula, Algebra, Bibl. Mat. 40, PWN 2009, [rozdz. VI]

@ A.l. Kostrykin, Wstep do algebry, t. I, PWN 2004, [rozdz. V, §2]
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Definicje
Wielomianem (jednej zmiennej) o wspétczynnikach z pierscienia P nazywamy kazdy

nieskofczony ciag
f=(fh,fi,f,..)

elementéw pierscienia P taki, ze od pewnego wskaznika n € N U {0} wyrazy f., tego
ciagu sa réwne 0, tzn. £, =0dla m > n.
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Definicje
Wielomianem (jednej zmiennej) o wspétczynnikach z pierscienia P nazywamy kazdy
nieskofczony ciag

f - (fb, f;l-a f27 )
elementéw pierscienia P taki, ze od pewnego wskaznika n € N U {0} wyrazy f., tego
ciagu sa réwne 0, tzn. £, =0dla m > n.
Wyrazy fo, fi, f2, ... tego ciagu nazywamy wspétczynnikami wielomianu f.
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Definicje
Wielomianem (jednej zmiennej) o wspétczynnikach z pierscienia P nazywamy kazdy

nieskofczony ciag
f - (fb, f;l-a fz? )

elementéw pierscienia P taki, ze od pewnego wskaznika n € N U {0} wyrazy f., tego
ciagu sa réwne 0, tzn. f, =0dla m > n.

Wyrazy fo, fi, f2, ... tego ciagu nazywamy wspétczynnikami wielomianu f.

Wielomian 0 = (0,0, 0, ...) nazywamy zerowym, a wielomian 1 = (1,0, 0, ...) jedynkowym.
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Definicje
Wielomianem (jednej zmiennej) o wspétczynnikach z pierscienia P nazywamy kazdy

nieskofczony ciag
f - (fO, f;l-,* f27 )

elementéw pierscienia P taki, ze od pewnego wskaznika n € N U {0} wyrazy f., tego
ciagu sa réwne 0, tzn. f, =0dla m > n.

Wyrazy fo, fi, f2, ... tego ciagu nazywamy wspétczynnikami wielomianu f.

Wielomian 0 = (0,0, 0, ...) nazywamy zerowym, a wielomian 1 = (1,0, 0, ...) jedynkowym.
Jesli f nie jest wielomianem zerowym i f, # 0, lecz f,, = 0 dla m > n, to n nazywamy
stopniem wielomianu f i oznaczamy st(f).
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Definicje
Wielomianem (jednej zmiennej) o wspétczynnikach z pierscienia P nazywamy kazdy

nieskofczony ciag
f - (fo fl,* f27 )

elementéw pierscienia P taki, ze od pewnego wskaznika n € N U {0} wyrazy f., tego
ciagu sa réwne 0, tzn. f, =0dla m > n.

Wyrazy fo, fi, f2, ... tego ciagu nazywamy wspétczynnikami wielomianu f.

Wielomian 0 = (0,0, 0, ...) nazywamy zerowym, a wielomian 1 = (1,0, 0, ...) jedynkowym.
Jesli f nie jest wielomianem zerowym i f, # 0, lecz f,, = 0 dla m > n, to n nazywamy
stopniem wielomianu f i oznaczamy st(f). Wtedy tez wspétczynnik f, nazywamy
najwyzszym wspoétczynnikiem wielomianu f.
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Definicje
Wielomianem (jednej zmiennej) o wspétczynnikach z pierscienia P nazywamy kazdy

nieskofczony ciag
f - (fg fl,* f27 )

elementéw pierscienia P taki, ze od pewnego wskaznika n € N U {0} wyrazy f., tego
ciagu sa réwne 0, tzn. f, =0dla m > n.

Wyrazy fo, fi, f2, ... tego ciagu nazywamy wspétczynnikami wielomianu f.

Wielomian 0 = (0,0, 0, ...) nazywamy zerowym, a wielomian 1 = (1,0, 0, ...) jedynkowym.
Jesli f nie jest wielomianem zerowym i f, # 0, lecz f,, = 0 dla m > n, to n nazywamy
stopniem wielomianu f i oznaczamy st(f). Wtedy tez wspétczynnik f, nazywamy
najwyzszym wspétczynnikiem wielomianu f. Dodatkowo przyjmujemy st(0) = —oo.
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Definicje
Wielomianem (jednej zmiennej) o wspétczynnikach z pierscienia P nazywamy kazdy

nieskofczony ciag
f=(f,h,fz,..)

elementéw pierscienia P taki, ze od pewnego wskaznika n € N U {0} wyrazy f., tego
ciagu sa réwne 0, tzn. f, =0dla m > n.

Wyrazy fo, fi, f2, ... tego ciagu nazywamy wspétczynnikami wielomianu f.

Wielomian 0 = (0,0, 0, ...) nazywamy zerowym, a wielomian 1 = (1,0, 0, ...) jedynkowym.
Jesli f nie jest wielomianem zerowym i f, # 0, lecz f,, = 0 dla m > n, to n nazywamy
stopniem wielomianu f i oznaczamy st(f). Wtedy tez wspétczynnik f, nazywamy
najwyzszym wspétczynnikiem wielomianu f. Dodatkowo przyjmujemy st(0) = —oo.

W zbiorze P[X] wszystkich wielomianéw o wspétczynnikach z pierscienia P okreslamy
dziatania dodawania i mnozenia.
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Definicje
Wielomianem (jednej zmiennej) o wspétczynnikach z pierscienia P nazywamy kazdy

nieskofczony ciag
f=(fofi,fo,.)

elementéw pierscienia P taki, ze od pewnego wskaznika n € N U {0} wyrazy f., tego
ciagu sa réwne 0, tzn. f, =0dla m > n.

Wyrazy fo, f1, f2, ... tego ciagu nazywamy wspoétczynnikami wielomianu f.

Wielomian 0 = (0,0, 0, ...) nazywamy zerowym, a wielomian 1 = (1, 0,0, ...) jedynkowym.
Jesli f nie jest wielomianem zerowym i f, # 0, lecz fm, = 0 dla m > n, to n nazywamy
stopniem wielomianu f i oznaczamy st(f). Wtedy tez wspétczynnik f, nazywamy
najwyzszym wspétczynnikiem wielomianu f. Dodatkowo przyjmujemy st(0) = —oo.

W zbiorze P[X] wszystkich wielomianéw o wspétczynnikach z pierscienia P okreslamy
dziatania dodawania i mnozenia. Jesli f = (fo, 1, f2,...), & = (go, &1, &2, --.), to

f+g=(fo+gh+gbftg,..),
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Definicje
Wielomianem (jednej zmiennej) o wspétczynnikach z pierscienia P nazywamy kazdy

nieskofczony ciag
f - (fo fl,* f27 )

elementéw pierscienia P taki, ze od pewnego wskaznika n € N U {0} wyrazy f., tego
ciagu sa réwne 0, tzn. f, =0dla m > n.

Wyrazy fo, fi, f2, ... tego ciagu nazywamy wspétczynnikami wielomianu f.

Wielomian 0 = (0,0, 0, ...) nazywamy zerowym, a wielomian 1 = (1,0, 0, ...) jedynkowym.
Jesli f nie jest wielomianem zerowym i f, # 0, lecz f,, = 0 dla m > n, to n nazywamy
stopniem wielomianu f i oznaczamy st(f). Wtedy tez wspétczynnik f, nazywamy
najwyzszym wspétczynnikiem wielomianu f. Dodatkowo przyjmujemy st(0) = —oo.

W zbiorze P[X] wszystkich wielomianéw o wspétczynnikach z pierscienia P okreslamy
dziatania dodawania i mnozenia. Jesli f = (fo, f1, 2, ...), & = (g0, &1, 82, -..), to

f+g=(fotg hi+g,fatg. ),

f-g=1(q,0q1,q2,...), gdzie g, = Z fo_jgj dlan>0.
j=0
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Definicje
Wielomianem (jednej zmiennej) o wspétczynnikach z pierscienia P nazywamy kazdy

nieskofczony ciag
f - (fo fl,* f27 )

elementéw pierscienia P taki, ze od pewnego wskaznika n € N U {0} wyrazy f., tego
ciagu sa réwne 0, tzn. f, =0dla m > n.

Wyrazy fo, fi, f2, ... tego ciagu nazywamy wspétczynnikami wielomianu f.

Wielomian 0 = (0,0, 0, ...) nazywamy zerowym, a wielomian 1 = (1,0, 0, ...) jedynkowym.
Jesli f nie jest wielomianem zerowym i f, # 0, lecz f,, = 0 dla m > n, to n nazywamy
stopniem wielomianu f i oznaczamy st(f). Wtedy tez wspétczynnik f, nazywamy
najwyzszym wspétczynnikiem wielomianu f. Dodatkowo przyjmujemy st(0) = —oo.

W zbiorze P[X] wszystkich wielomianéw o wspétczynnikach z pierscienia P okreslamy
dziatania dodawania i mnozenia. Jesli f = (fo, f1, 2, ...), & = (g0, &1, 82, -..), to

f+g=(fotg hi+g,fatg. ),

f-g=1(q,0q1,q2,...), gdzie g, = Z fo_jgj dlan>0.
j=0
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Definicje
Wielomianem (jednej zmiennej) o wspétczynnikach z pierscienia P nazywamy kazdy

nieskofczony ciag
f - (fo fl,* f27 )

elementéw pierscienia P taki, ze od pewnego wskaznika n € N U {0} wyrazy f., tego
ciagu sa réwne 0, tzn. f, =0dla m > n.

Wyrazy fo, fi, f2, ... tego ciagu nazywamy wspétczynnikami wielomianu f.

Wielomian 0 = (0,0, 0, ...) nazywamy zerowym, a wielomian 1 = (1,0, 0, ...) jedynkowym.
Jesli f nie jest wielomianem zerowym i f, # 0, lecz f,, = 0 dla m > n, to n nazywamy
stopniem wielomianu f i oznaczamy st(f). Wtedy tez wspétczynnik f, nazywamy
najwyzszym wspétczynnikiem wielomianu f. Dodatkowo przyjmujemy st(0) = —oo.

W zbiorze P[X] wszystkich wielomianéw o wspétczynnikach z pierscienia P okreslamy
dziatania dodawania i mnozenia. Jesli f = (fo, f1, 2, ...), & = (g0, &1, 82, -..), to

f+g=(fotg hi+g,fatg. ),

f-g=1(q,0q1,q2,...), gdzie g, = Z fo_jgj dlan>0.
j=0

Dziatania sa poprawnie okreslone (wyjasnienie na tablicy).
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Twierdzenie

Zbiér P[X] z wyr6znionymi wielomianami 0 i 1 oraz dziataniami dodawania i mnozenia
wielomiandéw jest pierscieniem.

Dowéd. Niech f = (fo, f1, f2,...), & = (go, &1, 82, --.), h = (ho, h1, h2,...).
Dziatanie dodawania jest faczne, bo

(F+g)+h=

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, UniwersytWyktad 6 PierScien wielomianéw jednej zmienne]



Twierdzenie

Zbiér P[X] z wyr6znionymi wielomianami 0 i 1 oraz dziataniami dodawania i mnozenia
wielomiandéw jest pierscieniem.

Dowéd. Niech f = (fo, f1, f2,...), & = (go, &1, 82, --.), h = (ho, h1, h2,...).
Dziatanie dodawania jest faczne, bo

(F+g)+h=(fo+go, L+ g1, +g2,...) + (ho, h1, h2,...) =
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Twierdzenie

Zbiér P[X] z wyr6znionymi wielomianami 0 i 1 oraz dziataniami dodawania i mnozenia
wielomiandéw jest pierscieniem.

Dowéd. Niech f = (fo, f1, f2,...), & = (go, &1, 82, --.), h = (ho, h1, h2,...).
Dziatanie dodawania jest faczne, bo

(F+g)+h=(fo+go, L+ g1, +g2,...) + (ho, h1, h2,...) =

=((fo+ago)+ ho,(Ah+g1)+h,(+g)+h,..)=
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Twierdzenie

Zbiér P[X] z wyr6znionymi wielomianami 0 i 1 oraz dziataniami dodawania i mnozenia
wielomiandéw jest pierscieniem.

Dowéd. Niech f = (fo, f1, f2,...), & = (go, &1, 82, --.), h = (ho, h1, h2,...).
Dziatanie dodawania jest faczne, bo

(F+g)+h=(fo+go, L+ g1, +g2,...) + (ho, h1, h2,...) =

=((fo+ago)+ ho,(Ah+g1)+h,(+g)+h,..)=
=(fo+ (go+ ho), i+ (g1 + M), 2+ (g2 + h2),...) =
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Twierdzenie

Zbiér P[X] z wyr6znionymi wielomianami 0 i 1 oraz dziataniami dodawania i mnozenia
wielomiandéw jest pierscieniem.

Dowéd. Niech f = (fo, f1, f2,...), & = (go, &1, 82, --.), h = (ho, h1, h2,...).
Dziatanie dodawania jest faczne, bo

(f+g)+h=(fo+g.,ho+g, f+g,..)+ (h,hih,..)=
=((fo+go) + ho,(h+g1)+ h, (24 &)+ h,...) =
=(fo+(go+ ho), i+ (gr+ M), o+ (g+h),..)=

= (fo,f,f,...) + (g0 + ho, g1 + h1, 8 + h2,...) =
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Twierdzenie

Zbiér P[X] z wyr6znionymi wielomianami 0 i 1 oraz dziataniami dodawania i mnozenia
wielomiandéw jest pierscieniem.

Dowéd. Niech f = (fo, f1, f2,...), & = (go, &1, 82, --.), h = (ho, h1, h2,...).
Dziatanie dodawania jest faczne, bo

(f+g)+h=(fo+g.,ho+g, f+g,..)+ (h,hih,..)=
= ((fo + &) + ho, (f + g1) + h1, (o + &) + b2, ...) =
=(fo+(go+ ho), i+ (gr+ M), o+ (g+h),..)=

= (fo,f1,f2,...) + (g0 + ho, g1+ h1,g2 + h2,...) = + (g + h).
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Twierdzenie

Zbiér P[X] z wyr6znionymi wielomianami 0 i 1 oraz dziataniami dodawania i mnozenia
wielomiandéw jest pierscieniem.

Dowéd. Niech f = (fo, f1, f2,...), & = (go, &1, 82, --.), h = (ho, h1, h2,...).
Dziatanie dodawania jest faczne, bo

(f+g)+h=(fh+g fh+g,f+teg,..)+ (h, hih,..) =

=((fo+ago)+ ho,(Ah+g1)+h,(+g)+h,..)=
=(fo+ (go+ ho), i+ (g1 + M), 2+ (g2 + h2),...) =

= (ﬁh fla f27 ) + (gO + h07g1 + h17g2 + h27 ) =f+ (g + h)

Wielomian 0 = (0, 0,0, ...) jest elementem neutralnym dodawania.
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Twierdzenie

Zbiér P[X] z wyr6znionymi wielomianami 0 i 1 oraz dziataniami dodawania i mnozenia
wielomiandéw jest pierscieniem.

Dowéd. Niech f = (fo, f1, f2,...), & = (go, &1, 82, --.), h = (ho, h1, h2,...).
Dziatanie dodawania jest faczne, bo

(f+g)+h=(fh+g fh+g,f+teg,..)+ (h, hih,..) =

= ((fo+ go) + ho, (A + g1) + h1, (2 + &) + h2,...) =
=(fo+ (go+ ho), i+ (g1 + M), 2+ (g2 + h2),...) =

= (ﬁh fla f27 ) + (gO + h07g1 + h17g2 + h27 ) =f+ (g + h)

Wielomian 0 = (0, 0,0, ...) jest elementem neutralnym dodawania.

Wielomian —f = (—fo, —f, —f,...) jest elementem przeciwnym do f = (fo, f1, f2, ...).
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Twierdzenie

Zbiér P[X] z wyr6znionymi wielomianami 0 i 1 oraz dziataniami dodawania i mnozenia
wielomiandéw jest pierscieniem.

Dowéd. Niech f = (fo, f1, f2,...), & = (go, &1, 82, --.), h = (ho, h1, h2,...).
Dziatanie dodawania jest faczne, bo

(f+g)+h=(fh+g fh+g,f+teg,..)+ (h, hih,..) =

= ((fo+ go) + ho, (A + g1) + h1, (2 + &) + h2,...) =
=(fo+ (go+ ho), i+ (g1 + M), 2+ (g2 + h2),...) =

= (ﬁh fla f27 ) + (gO + h07g1 + h17g2 + h27 ) =f+ (g + h)

Wielomian 0 = (0, 0,0, ...) jest elementem neutralnym dodawania.
Wielomian —f = (—fo, —f, —f,...) jest elementem przeciwnym do f = (fo, f1, f2, ...).

Woprost z definicji widaé, ze dodawanie jest przemienne.
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Teraz zajmijmy sie wtasnosciami mnozenia. Zauwazmy, ze jesli
f= (fo, ﬁ-: f27"')7 8= (g07g17g27-~-)7 i

fg=1(q0, 0,0 ) 0G0 = fjg= Y fig dan>0.
j=0

i+j=n

Stad od razu wida¢, ze mnozenie jest przemienne.
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Teraz zajmijmy sie wtasnosciami mnozenia. Zauwazmy, ze jesli
f= (fo, ﬁ-: f27"')7 8= (g07g17g27-~-)7 i

f-g=1(q0,q1,q2,...), to gn = Z foj g = Z figi dlan>0.
Jj=0

i+j=n

Stad od razu wida¢, ze mnozenie jest przemienne.

Niech f= (fo7 fl, f27...)7 g = (go7g17g27...)7 h= (ho,hl7 h27...).
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Teraz zajmijmy sie wtasnosciami mnozenia. Zauwazmy, ze jesli
f= (fo, ﬁ-: f27"')7 8= (g07g17g27-~-)7 i

fg=1(q0, 0,0 ) 0G0 = fjg= Y fig dan>0.
j=0

i+j=n

Stad od razu wida¢, ze mnozenie jest przemienne.

Niech f = (fo, fi, f2,...), & = (go, &1, &2, -.-), h = (ho, h1, ha2,...). Wtedy
(fg)h - (q0?q1~ qz, ) ~h= (r(), r,rz, )7
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Teraz zajmijmy sie wtasnosciami mnozenia. Zauwazmy, ze jesli
f= (fo, ﬁ-: f27"')7 8= (g07g17g27-~-)7 i

f ‘8 = (q07q17q27"')7 to an = Z f"*jgj - Z f’gj dla n 2 0
j=0 i+j=n
Stad od razu wida¢, ze mnozenie jest przemienne.
Niech f = (fo, fi, f2,...), & = (go, &1, &2, -.-), h = (ho, h1, ha2,...). Wtedy

(fg)h - (qO,‘ql’ qz, ) ~h= (rO, rn,rz, )7
gdzie

rn = Z qih; = Z Z fug | hj = Z (fx&i)h;-

i+j=n i+j=n \k+I=i k+I+j=n
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Teraz zajmijmy sie wtasnosciami mnozenia. Zauwazmy, ze jesli
f= (fo, ﬁ-: f27"')7 8= (g07g17g27-~-)7 i

n
fg - (q07q17q27"')7 to Adn = Z f"*jgj - Z f’gj dla n 2 0
Jj=0

i+j=n
Stad od razu wida¢, ze mnozenie jest przemienne.
Niech f = (fo, fi, f2,...), & = (go, &1, &2, -.-), h = (ho, h1, ha2,...). Wtedy
(fg)h - (qO,‘ a1, qz, ) ~h= (rO, r, r2, )7

gdzie

rn = Z qih; = Z (Z fkg/> hj = Z (fxg1)h;.

i+j=n i+j=n \k+I=i k+I+j=n

Postepujac podobnie przekonujemy sieg, ze

f(gh) = (so, 51, 52, ...), gdzie s, = Z fx(gihj).

k+1+j=n
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Teraz zajmijmy sie wtasnosciami mnozenia. Zauwazmy, ze jesli
f= (fo, ﬁ-: f27"')7 8= (g07g17g27-~-)7 i

n
fg - (q07q17q27"')7 to Adn = Z f"*jgj - Z f’gj dla n 2 0
Jj=0

i+j=n
Stad od razu wida¢, ze mnozenie jest przemienne.
Niech f = (fo, fi, f2,...), & = (go, &1, &2, -.-), h = (ho, h1, ha2,...). Wtedy
(fg)h - (qO,‘ a1, qz, ) ~h= (rO, r, r2, )7

gdzie

rn = Z qih; = Z (Z fkg/> hj = Z (fxg1)h;.

i+j=n i+j=n \k+I=i k+I+j=n

Postepujac podobnie przekonujemy sieg, ze
f(gh) = (so, 51, 52, ...), gdzie s, = Z fx(gihj).
k+1+j=n

Poniewaz mnozenie w P jest faczne, wiec

(fg)h = f(gh).
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Teraz zajmijmy sie wtasnosciami mnozenia. Zauwazmy, ze jesli
f= (fo, ﬁ-: f27"')7 8= (g07g17g27-~-)7 i

n
fg=1(q0, 0,0 ) 0G0 = fjg= Y fig dan>0.
j=0

i+j=n
Stad od razu wida¢, ze mnozenie jest przemienne.
Niech f = (fo, fi, f2,...), & = (go, &1, &2, -.-), h = (ho, h1, ha2,...). Wtedy
(fg)h - (qO,‘ a1, qz, ) ~h= (r(), r, r2, )7

gdzie

rn = Z qih; = Z <Z fkg/> hj = Z (fxg1)h;.

i+j=n i+j=n \k+I=i k+I1+j=n
Postepujac podobnie przekonujemy sieg, ze

f(gh) = (so, 51, 52, ...), gdzie s, = Z fx(gihj).
k+1+j=n
Poniewaz mnozenie w P jest faczne, wiec
(g)h = f(gh).

Sprawdzilismy tacznos¢ mnozenia w P[X].
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Teraz zajmijmy sie wtasnosciami mnozenia. Zauwazmy, ze jesli
f= (fo, ﬁ-: f27"')7 8= (g07g17g27-~-)7 i

fg=1(q0, 0,0 ) 0G0 = fjg= Y fig dan>0.
j=0

i+j=n

Stad od razu wida¢, ze mnozenie jest przemienne.

Niech f = (fo, fi, f2,...), & = (go, &1, &2, -.-), h = (ho, h1, ha2,...). Wtedy
(fg)h - (qO,‘qL qz, ) ~h= (r(), rn,rz, )7

gdzie

rn = Z qih; = Z <Z fkg/> hj = Z (fxg1)h;.

i+j=n i+j=n \k+I=i k+1+j=n
Postepujac podobnie przekonujemy sieg, ze
f(gh) = (so, 51, 52, ...), gdzie s, = Z fx(gihj).
k+1+j=n

Poniewaz mnozenie w P jest faczne, wiec

(fg)h = f(gh).

Sprawdzilismy tacznos¢ mnozenia w P[X]. Pozostate dwa aksjomaty sprawdzimy na
tablicy.
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WHtasnosci stopnia wielomianu

st(f + g) < max(st(f),st(g)), st(fg) < st(f) + st(g).
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WHtasnosci stopnia wielomianu

st(f + g) < max(st(f),st(g)), st(fg) < st(f) +st(g).
Na tablicy przyktady pokazujace, ze powyzej réwnosci nie musza zachodzié.
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WHtasnosci stopnia wielomianu

st(f + g) < max(st(f),st(g)), st(fg) < st(f) + st(g).

Stwierdzenie

Jezeli wielomiany f, g € P[X] s3 niezerowe oraz najwyzszy wspétczynnik wielomianu f
lub wielomianu g jest elementem regularnym pierscienia P, to

st(fg) = st(f) + st(g).
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WHtasnosci stopnia wielomianu

st(f + g) < max(st(f),st(g)), st(fg) < st(f) + st(g).

Stwierdzenie

Jezeli wielomiany f, g € P[X] s3 niezerowe oraz najwyzszy wspétczynnik wielomianu f
lub wielomianu g jest elementem regularnym pierscienia P, to

st(fg) = st(f) + st(g).

Dowdd. Niech st(f) = m, st(g) = n oraz niech
f = (f67 ﬁ-a f‘27 bS] fma 07 )7 8= (g07g17g27 "'7gf7707 )
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WHtasnosci stopnia wielomianu

st(f + g) < max(st(f),st(g)), st(fg) < st(f) + st(g).

Stwierdzenie

Jezeli wielomiany f, g € P[X] s3 niezerowe oraz najwyzszy wspétczynnik wielomianu f
lub wielomianu g jest elementem regularnym pierscienia P, to

st(fg) = st(f) + st(g).

Dowdd. Niech st(f) = m, st(g) = n oraz niech
f=(f,f,f,....fm0,..), g = (go, 81,82, -, &n0,...). Wtedy fn # 0 oraz g, # 0 oraz

fg = (fogo, fog1 + f180, 280 + fig1 + fogo, ..., fmgn, 0,0, ...).
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WHtasnosci stopnia wielomianu

st(f + g) < max(st(f),st(g)), st(fg) < st(f) + st(g).

Stwierdzenie

Jezeli wielomiany f, g € P[X] s3 niezerowe oraz najwyzszy wspétczynnik wielomianu f
lub wielomianu g jest elementem regularnym pierscienia P, to

st(fg) = st(f) + st(g).

Dowdd. Niech st(f) = m, st(g) = n oraz niech
f=(f,f,f,....fm0,..), g = (go, 81,82, -, &n0,...). Wtedy fn # 0 oraz g, # 0 oraz

fg = (fogo, fog1 + f180, 280 + fig1 + fogo, ..., fmgn, 0,0, ...).
Poniewaz f,, lub g, jest elementem regularnym, wiec fmgn # 0, co oznacza, ze

st(fg) = m+n=st(f) +st(g). g
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WHtasnosci stopnia wielomianu

st(f + g) < max(st(f),st(g)), st(fg) < st(f) + st(g).

Stwierdzenie

Jezeli wielomiany f, g € P[X] s3 niezerowe oraz najwyzszy wspétczynnik wielomianu f
lub wielomianu g jest elementem regularnym pierscienia P, to

st(fg) = st(f) + st(g).

Dowdd. Niech st(f) = m, st(g) = n oraz niech
f=(f,f,f,....fm0,..), g = (go, 81,82, -, &n0,...). Wtedy fn # 0 oraz g, # 0 oraz

fg = (fogo, fog1 + f180, 280 + f181 + fog2; ..., fmgn, 0,0, ...).
Poniewaz f,, lub g, jest elementem regularnym, wiec fmgn # 0, co oznacza, ze

st(fg) = m+n=st(f) +st(g). g

Whiosek

Jezeli P jest pierscieniem catkowitym, to dla dowolnych niezerowych wielomianéw
f,g € P[X] mamy
st(fg) = st(f) + st(g).
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Stwierdzenie

Jezeli najwyzszy wspétezynnik wielomianu f € P[X] jest regularnym elementem
pierscienia P, to f jest regularnym elementem pierscienia P[X].
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Stwierdzenie

Jezeli najwyzszy wspétezynnik wielomianu f € P[X] jest regularnym elementem
pierscienia P, to f jest regularnym elementem pierscienia P[X].
Jesli P jest pierscieniem catkowitym, to P[X] tez jest pierscieniem catkowitym.
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Stwierdzenie

Jezeli najwyzszy wspétezynnik wielomianu f € P[X] jest regularnym elementem
pierscienia P, to f jest regularnym elementem pierscienia P[X].
Jesli P jest pierscieniem catkowitym, to P[X] tez jest pierscieniem catkowitym.

Dowéd. Niech st(f) = n > 0 oraz niech f, bedzie elementem regularnym pierscienia P.
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Stwierdzenie

Jezeli najwyzszy wspétezynnik wielomianu f € P[X] jest regularnym elementem
pierscienia P, to f jest regularnym elementem pierscienia P[X].
Jesli P jest pierscieniem catkowitym, to P[X] tez jest pierscieniem catkowitym.

Dowéd. Niech st(f) = n > 0 oraz niech f, bedzie elementem regularnym pierscienia P.
Przypusémy, ze fg = 0 dla pewnego 0 # g € P[X].
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Stwierdzenie

Jezeli najwyzszy wspétezynnik wielomianu f € P[X] jest regularnym elementem
pierscienia P, to f jest regularnym elementem pierscienia P[X].
Jesli P jest pierscieniem catkowitym, to P[X] tez jest pierscieniem catkowitym.

Dowéd. Niech st(f) = n > 0 oraz niech f, bedzie elementem regularnym pierscienia P.
Przypusémy, ze fg = 0 dla pewnego 0 # g € P[X]. Wtedy st(fg) = st(f) + st(g) > 0.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, UniwersytWyktad 6 PierScien wielomianéw jednej zmienne]



Stwierdzenie

Jezeli najwyzszy wspétezynnik wielomianu f € P[X] jest regularnym elementem
pierscienia P, to f jest regularnym elementem pierscienia P[X].
Jesli P jest pierscieniem catkowitym, to P[X] tez jest pierscieniem catkowitym.

Dowéd. Niech st(f) = n > 0 oraz niech f, bedzie elementem regularnym pierscienia P.
Przypusémy, ze fg = 0 dla pewnego 0 # g € P[X]. Wtedy st(fg) = st(f) + st(g) > 0.
Otrzymali$my sprzecznos¢, bo st(0) = —oo.
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Stwierdzenie

Jezeli najwyzszy wspétezynnik wielomianu f € P[X] jest regularnym elementem
pierscienia P, to f jest regularnym elementem pierscienia P[X].
Jesli P jest pierscieniem catkowitym, to P[X] tez jest pierscieniem catkowitym.

Dowéd. Niech st(f) = n > 0 oraz niech f, bedzie elementem regularnym pierscienia P.
Przypusémy, ze fg = 0 dla pewnego 0 # g € P[X]. Wtedy st(fg) = st(f) + st(g) > 0.
Otrzymali$my sprzecznos¢, bo st(0) = —oo.

Druga czes¢ tezy wynika z pierwszej czesci. 9

Whiosek

Jesli dla wielomianéw f, g, h € P[X] prawdziwa jest réwnos¢ fg = fh oraz najwyzszy
wspétczynnik wielomianu f jest regularny, to g = h.
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Wielomiany stopnia 0 oraz wielomian zerowy nazywamy wielomianami statymi.
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Wielomiany stopnia 0 oraz wielomian zerowy nazywamy wielomianami statymi.
Dziatania dodawania, odejmowania i mnozenia na zbiorze wielomianéw statych przyjmuja

nastepujaca postac:
(f6,0,0,...) £ (£0,0,0,...) = (fo + £0,0,0,...),

(fo,0,0, ) . (go,0,0, ) = (fogo,0,0, )

Wielomian 1 = (1,0,0,...) jest réwniez wielomianem statym.
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Wielomiany stopnia 0 oraz wielomian zerowy nazywamy wielomianami statymi.
Dziatania dodawania, odejmowania i mnozenia na zbiorze wielomianéw statych przyjmuja
nastepujaca postac:

(f,0,0,...) £ (g0,0,0,...) = (fo £ £0,0,0,...),

(fo, O7 0, ) : (go, O, 0, ) - (fogo, O7 0, )
Wielomian 1 = (1,0,0,...) jest réwniez wielomianem statym.
Stad nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie

Podzbiér P’ pierécienia P[X] ztozony z wielomianéw statych jest podpierscieniem
pierscienia P[X]. Odwzorowanie ¢ : P — P’ v(a) = (a,0,0,...), jest izomorfizmem
pierécieni.
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Wielomiany stopnia 0 oraz wielomian zerowy nazywamy wielomianami statymi.
Dziatania dodawania, odejmowania i mnozenia na zbiorze wielomianéw statych przyjmuja
nastepujaca postac:

(f,0,0,...) £ (g0,0,0,...) = (fo £ £0,0,0,...),

(fo, O7 0, ) : (go, O, 0, ) - (fogo, O7 0, )
Wielomian 1 = (1,0,0,...) jest réwniez wielomianem statym.
Stad nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie

Podzbiér P’ pierécienia P[X] ztozony z wielomianéw statych jest podpierscieniem
pierscienia P[X]. Odwzorowanie ¢ : P — P’ v(a) = (a,0,0,...), jest izomorfizmem
pierécieni.
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Ostatnie twierdzenie pozwala zamiast wielomianu statego (a, 0,0, ...) pisa¢ po prostu a.
Wtedy
af = a(fo, i, f,...) = (a,0,0,..)(fo, 1, 2, ...) = (afo, af, afz, ...).
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Ostatnie twierdzenie pozwala zamiast wielomianu statego (a, 0,0, ...) pisa¢ po prostu a.
Wtedy
af = a(fo, i, f,...) = (a,0,0,..)(fo, 1, 2, ...) = (afo, af, afz, ...).

Przyjmijmy oznaczenie: X = (0,1,0,...) i zauwazmy, ze

X?=(0,0,1,0,...), X>=(0,0,0,1,0,...), ...
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Ostatnie twierdzenie pozwala zamiast wielomianu statego (a, 0,0, ...) pisa¢ po prostu a.
Wtedy

af = a(fo, i, fs,...) = (2,0,0,..)(fo, fo, Bo,...) = (afo, afs, afa, ...).

Przyjmijmy oznaczenie: X = (0,1,0,...) i zauwazmy, ze
X*=(0,0,1,0,...), X*>=(0,0,0,1,0,...), ...
Przy tak przyjetych umowach mamy
(fo, A, ..., 1n,0,...) = (6,0,0,...) + (0, f,0,...) + ... + (0,0,0, ..., 5,0, ...) =
=f5-(1,0,0,..) + A(0,1,0,...) + ... + £2(0,0,0,...,1,0,...) = fo + X + ... + £, X".
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Ostatnie twierdzenie pozwala zamiast wielomianu statego (a, 0,0, ...) pisa¢ po prostu a.
Wtedy

af = a(fo, i, fs,...) = (2,0,0,..)(fo, fo, Bo,...) = (afo, afs, afa, ...).

Przyjmijmy oznaczenie: X = (0,1,0,...) i zauwazmy, ze
X*=(0,0,1,0,...), X*>=(0,0,0,1,0,...), ...
Przy tak przyjetych umowach mamy
(fo, A, ..., 1n,0,...) = (6,0,0,...) + (0, f,0,...) + ... + (0,0,0, ..., 5,0, ...) =
=f5-(1,0,0,..) + A(0,1,0,...) + ... + £2(0,0,0,...,1,0,...) = fo + X + ... + £, X".

Od tego momentu wielomianem bedziemy nazywa¢ wyrazenie postaci

f=fh+aX+.. +,X".
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Ostatnie twierdzenie pozwala zamiast wielomianu statego (a, 0,0, ...) pisa¢ po prostu a.
Wtedy
af = a(fo, i, f,...) = (a,0,0,..)(fo, 1, 2, ...) = (afo, af, afz, ...).

Przyjmijmy oznaczenie: X = (0,1,0,...) i zauwazmy, ze
X?=(0,0,1,0,...), X*=(0,0,0,1,0,...), ...
Przy tak przyjetych umowach mamy
(fo, f1, ..., fa,0,...) = (%,0,0,...) + (0, 1,0, ...) + ... + (0,0,0, ..., 75,0, ...) =
=f-(1,0,0,..) + f(0,1,0,...) + ... + £,(0,0,0,...,1,0,...) = fo + AX + ... + F, X".
Od tego momentu wielomianem bedziemy nazywa¢ wyrazenie postaci
f=fh+haX+..+6X".

Takie przedstawienie wielomianu nie jest catkowicie jednoznaczne, gdyz dwa
przedstawienia tego samego wielomianu moga sie rézni¢ o skfadniki postaci 0 - X'.
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Przy tak przyjetej umowie dotyczacej zapisu wielomianu dziatania dodawania,
odejmowania oraz mnozenie wielomianéw przyjmuja nastepujaca postac.
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Przy tak przyjetej umowie dotyczacej zapisu wielomianu dziatania dodawania,
odejmowania oraz mnozenie wielomianéw przyjmuja nastepujaca postac.

Niech f = o+ AX + ...+ L6 X", g=go+ @ X + ... + gnX™, n = m.
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Przy tak przyjetej umowie dotyczacej zapisu wielomianu dziatania dodawania,
odejmowania oraz mnozenie wielomianéw przyjmuja nastepujaca postac.

Niech f = o+ AX + ...+ L6 X", g=go+ @ X + ... + gnX™, n = m.

Wtedy
ftg=(tg)+(Atg)X+ ..+ (fmtgm)X" +. ..+ HX",

fg = fogo + (fog1 + f180) X + (fogz + fig1 + fzgo)X2 + oot g X"

Zatem dziatania te przyjmuja "szkolna" postac:
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Przy tak przyjetej umowie dotyczacej zapisu wielomianu dziatania dodawania,
odejmowania oraz mnozenie wielomianéw przyjmuja nastepujaca postac.

Niech f = o+ AX + ...+ L6 X", g=go+ @ X + ... + gnX™, n = m.

Wtedy
ftg=(tg)+(Atg)X+ ..+ (fmtgm)X" +. ..+ HX",

fg = fogo + (fog1 + f180) X + (fogz + fig1 + fzgo)X2 + oot g X"

Zatem dziatania te przyjmuja "szkolna" postac:

* dodajemy (odejmujemy) wielomiany dodajac (odejmujac) w obu wielomianach
wspotczynniki przy tych samych potegach elementu X.
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Przy tak przyjetej umowie dotyczacej zapisu wielomianu dziatania dodawania,
odejmowania oraz mnozenie wielomianéw przyjmuja nastepujaca postac.

Niech f = o+ AX + ...+ L6 X", g=go+ @ X + ... + gnX™, n = m.

Wtedy
ftg=(tg)+(Atg)X+ ..+ (fmtgm)X" +. ..+ HX",

fg = fogo + (fog1 + f180) X + (fogz + fig1 + fzgo)Xz + oot g X"

Zatem dziatania te przyjmuja "szkolna" postac:

* dodajemy (odejmujemy) wielomiany dodajac (odejmujac) w obu wielomianach
wspotczynniki przy tych samych potegach elementu X.

* mnozymy wielomiany mnozac kazdy sktadnik pierwszego wielomianu przez kazdy
sktadnik drugiego i porzadkujemy wzgledem poteg elementu X.
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Przy tak przyjetej umowie dotyczacej zapisu wielomianu dziatania dodawania,
odejmowania oraz mnozenie wielomianéw przyjmuja nastepujaca postac.

Niech f = o+ AX + ...+ L6 X", g=go+ @ X + ... + gnX™, n = m.

Wtedy
ftg=(tg)+(Atg)X+ ..+ (fmtgm)X" +. ..+ HX",

fg = fogo + (fog1 + f180) X + (fogz + fig1 + fzgo)Xz + oot g X"

Zatem dziatania te przyjmuja "szkolna" postac:

* dodajemy (odejmujemy) wielomiany dodajac (odejmujac) w obu wielomianach
wspotczynniki przy tych samych potegach elementu X.

* mnozymy wielomiany mnozac kazdy sktadnik pierwszego wielomianu przez kazdy
sktadnik drugiego i porzadkujemy wzgledem poteg elementu X.

Przyktady na tablicy.
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Definicja
Niech f, g € P[X]. Méwimy,ze w pierscieniu P[X] wykonalne jest dzielenie z reszta
wielomianu g przez wielomian f, gdy istnieja g, r € P[X], takie ze

g=qf +r, st(r) <st(f).
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Definicja
Niech f, g € P[X]. Méwimy,ze w pierscieniu P[X] wykonalne jest dzielenie z reszta
wielomianu g przez wielomian f, gdy istnieja g, r € P[X], takie ze

g =qf +r, st(r) <st(f).

Wielomian g nazywamy ilorazem, a wielomian r resztg. Jezeli reszta z dzielenia g przez f

jest réwna zero, to méwimy, ze f dzieli g.
v
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Definicja
Niech f, g € P[X]. Méwimy,ze w pierscieniu P[X] wykonalne jest dzielenie z reszta
wielomianu g przez wielomian f, gdy istnieja g, r € P[X], takie ze

g=qf +r, st(r) <st(f).

Wielomian g nazywamy ilorazem, a wielomian r resztg. Jezeli reszta z dzielenia g przez f
jest réwna zero, to méwimy, ze f dzieli g.

Twierdzenie

Jezeli f, g € P[X] i najwyzszy wspétczynnik wielomianu f jest elementem odwracalnym
w pierscieniu P, to w pierscieniu P[X] wykonalne jest dzielenie z reszta wielomianu g
przez wielomian f. Ponadto iloraz oraz reszta s3 wyznaczone jednoznacznie.

Dowdéd. Najpierw wykonalnos¢ dzielenia.
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Definicja
Niech f, g € P[X]. Méwimy,ze w pierscieniu P[X] wykonalne jest dzielenie z reszta
wielomianu g przez wielomian f, gdy istnieja g, r € P[X], takie ze

g=qf +r, st(r) <st(f).

Wielomian g nazywamy ilorazem, a wielomian r resztg. Jezeli reszta z dzielenia g przez f
jest réwna zero, to méwimy, ze f dzieli g.

v

Twierdzenie

Jezeli f, g € P[X] i najwyzszy wspétczynnik wielomianu f jest elementem odwracalnym
w pierscieniu P, to w pierscieniu P[X] wykonalne jest dzielenie z reszta wielomianu g
przez wielomian f. Ponadto iloraz oraz reszta s3 wyznaczone jednoznacznie.

Dowdéd. Najpierw wykonalnos¢ dzielenia.
Przypadek I. st(f) = 0.

st(f)=0 = f e UP) = g=(gf ")f +0.
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Definicja
Niech f, g € P[X]. Méwimy,ze w pierscieniu P[X] wykonalne jest dzielenie z reszta
wielomianu g przez wielomian f, gdy istnieja g, r € P[X], takie ze

g=qf +r, st(r) <st(f).

Wielomian g nazywamy ilorazem, a wielomian r resztg. Jezeli reszta z dzielenia g przez f
jest réwna zero, to méwimy, ze f dzieli g.

v

Twierdzenie

Jezeli f, g € P[X] i najwyzszy wspétczynnik wielomianu f jest elementem odwracalnym
w pierscieniu P, to w pierscieniu P[X] wykonalne jest dzielenie z reszta wielomianu g
przez wielomian f. Ponadto iloraz oraz reszta s3 wyznaczone jednoznacznie.

Dowdéd. Najpierw wykonalnos¢ dzielenia.
Przypadek I. st(f) = 0.

st(f)=0 = f e U(P) = g=(gf )f +0.
Przypadek Il. n = st(f) > 0.
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Definicja
Niech f, g € P[X]. Méwimy,ze w pierscieniu P[X] wykonalne jest dzielenie z reszta
wielomianu g przez wielomian f, gdy istnieja g, r € P[X], takie ze

g=qf +r, st(r) <st(f).

Wielomian g nazywamy ilorazem, a wielomian r resztg. Jezeli reszta z dzielenia g przez f
jest réwna zero, to méwimy, ze f dzieli g.

v

Twierdzenie

Jezeli f, g € P[X] i najwyzszy wspétczynnik wielomianu f jest elementem odwracalnym
w pierscieniu P, to w pierscieniu P[X] wykonalne jest dzielenie z reszta wielomianu g
przez wielomian f. Ponadto iloraz oraz reszta s3 wyznaczone jednoznacznie.

Dowdéd. Najpierw wykonalnos¢ dzielenia.
Przypadek I. st(f) = 0.

st(f)=0 = f e UP) = g=(gf ")f +0.

Przypadek Il. n = st(f) > 0.
Indukcja wzgledem m = st(g).
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Definicja
Niech f, g € P[X]. Méwimy,ze w pierscieniu P[X] wykonalne jest dzielenie z reszta
wielomianu g przez wielomian f, gdy istnieja g, r € P[X], takie ze

g=qf +r, st(r) <st(f).

Wielomian g nazywamy ilorazem, a wielomian r resztg. Jezeli reszta z dzielenia g przez f
jest réwna zero, to méwimy, ze f dzieli g.

v

Twierdzenie

Jezeli f, g € P[X] i najwyzszy wspétczynnik wielomianu f jest elementem odwracalnym
w pierscieniu P, to w pierscieniu P[X] wykonalne jest dzielenie z reszta wielomianu g
przez wielomian f. Ponadto iloraz oraz reszta s3 wyznaczone jednoznacznie.

Dowdéd. Najpierw wykonalnos¢ dzielenia.
Przypadek I. st(f) = 0.

st(f)=0 = f e UP) = g=(gf ")f +0.

Przypadek Il. n = st(f) > 0.
Indukcja wzgledem m = st(g).

m<n=— g=0-f+g.
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Zatozenie indukcyjne:
m > n i dzielenie przez f jest wykonalne dla wielomianéw stopnia < m.
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Zatozenie indukcyjne:
m > n i dzielenie przez f jest wykonalne dla wielomianéw stopnia < m.

Niech gm bedzie najwyzszym wspétczynnikiem wielomianu g, a f, najwyzszym
wspétczynnikiem wielomianu f.
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Zatozenie indukcyjne:
m > n i dzielenie przez f jest wykonalne dla wielomianéw stopnia < m.

Niech gm bedzie najwyzszym wspétczynnikiem wielomianu g, a f, najwyzszym
wspétczynnikiem wielomianu f.
Wtedy wielomian

g =g—gmfy X"f

jest wielomianem stopnia < m.
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Zatozenie indukcyjne:
m > n i dzielenie przez f jest wykonalne dla wielomianéw stopnia < m.

Niech gm bedzie najwyzszym wspétczynnikiem wielomianu g, a f, najwyzszym
wspétczynnikiem wielomianu f.
Wtedy wielomian
g =g—gmfy X"f
jest wielomianem stopnia < m.
Z zatozenia indukcyjnego istnieja ¢', r’ € P[X] takie, ze

g =qf+r, st(r) <st(f).
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Zatozenie indukcyjne:
m > n i dzielenie przez f jest wykonalne dla wielomianéw stopnia < m.

Niech gm bedzie najwyzszym wspétczynnikiem wielomianu g, a f, najwyzszym
wspétczynnikiem wielomianu f.
Wtedy wielomian
g =g—gmfy X"f
jest wielomianem stopnia < m.
Z zatozenia indukcyjnego istnieja ¢', r’ € P[X] takie, ze

g =qf+r, st(r) <st(f).

Zatem
g = (q/ + gmf-nflxmfn)f- + r/.
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Zatozenie indukcyjne:
m > n i dzielenie przez f jest wykonalne dla wielomianéw stopnia < m.

Niech gm bedzie najwyzszym wspétczynnikiem wielomianu g, a f, najwyzszym
wspétczynnikiem wielomianu f.

Wtedy wielomian
g =g —gnfy X""f

jest wielomianem stopnia < m.
Z zatozenia indukcyjnego istnieja ¢', r’ € P[X] takie, ze

g =qf+r, st(r) <st(f).

Zatem
g = (q/ + gmf-nflxmfn)f- + r/.
f

Wystarczy wzia¢ g = g’ + gmfy, *X™ " oraz r = r’.
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Zatozenie indukcyjne:
m > n i dzielenie przez f jest wykonalne dla wielomianéw stopnia < m.

Niech gm bedzie najwyzszym wspétczynnikiem wielomianu g, a f, najwyzszym
wspétczynnikiem wielomianu f.
Wtedy wielomian
g =g—gmfy X"f
jest wielomianem stopnia < m.
Z zatozenia indukcyjnego istnieja ¢', r’ € P[X] takie, ze

g =qf+r, st(r) <st(f).

Zatem
g = (q/ + gmfnflxmfn)f- + r/.

Wystarczy wzia¢ g = g’ + gmf, *X™ "oraz r = r'.
Zasada indukcji matematycznej gwarantuje, ze dzielenie z reszta przez f jest wykonalne
dla dowolnego wielomianu g.
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Jednoznacznoéé dzielenia.
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Jednoznacznos¢ dzielenia.
Przypus¢my, ze

g=qf +r=q'f+r', st(r) <st(f), st(r') < st(f).
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Jednoznacznos¢ dzielenia.
Przypus¢my, ze

g=qf +r=q'f+r', st(r) <st(f), st(r') < st(f).
Wtedy
(a—d)f =r' —r.

Jesli g — g’ # 0, to po lewej stronie mamy wielomian stopnia réwnego
st(q — q') +st(f) > st(f), a po prawej wielomian stopnia mniejszego od st(f).
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Jednoznacznos¢ dzielenia.
Przypus¢my, ze

g=qf +r=q'f+r', st(r) <st(f), st(r') < st(f).
Wtedy
(G-q)f =r —r.
Jesli g — g’ # 0, to po lewej stronie mamy wielomian stopnia réwnego

st(q — q') +st(f) > st(f), a po prawej wielomian stopnia mniejszego od st(f).
Jest to niemozliwe, wiec g — ¢’ = 0.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, UniwersytWyktad 6 PierScien wielomianéw jednej zmienne]



Jednoznacznos¢ dzielenia.
Przypus¢my, ze

g=qf +r=q'f+r', st(r) <st(f), st(r') < st(f).

Wtedy
(G—q)f =+ —r.
Jesli g — g’ # 0, to po lewej stronie mamy wielomian stopnia réwnego
st(q — q') +st(f) > st(f), a po prawej wielomian stopnia mniejszego od st(f).
Jest to niemozliwe, wiec g — ¢’ = 0.
Stad
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Jednoznacznos¢ dzielenia.
Przypus¢my, ze

g=qf +r=q'f+r', st(r) <st(f), st(r') < st(f).
Wtedy
(q—d)f=r—r.
Jesli g — g’ # 0, to po lewej stronie mamy wielomian stopnia réwnego
st(q — q') +st(f) > st(f), a po prawej wielomian stopnia mniejszego od st(f).

Jest to niemozliwe, wiec g — ¢’ = 0.
Stad

Whiosek

Jesli P jest ciatem oraz 0 # f € P[x], to dla dowolnego g € P[X] istnieje doktadnie jedna
para wielomianéw g, r € P[X] taka, ze

g=qf +r, st(r) <st(f).

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, UniwersytWyktad 6 PierScien wielomianéw jednej zmienne]



Przyktady

o W pierscieniu Z[X] nie jest wykonalne dzielenie z resztg wielomianu X przez
wielomian 2X.
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Przyktady

o W pierscieniu Z[X] nie jest wykonalne dzielenie z resztg wielomianu X przez
wielomian 2X.
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Przyktady

o W pierscieniu Z[X] nie jest wykonalne dzielenie z resztg wielomianu X przez
wielomian 2X. Wiesz dlaczego?
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Przyktady

o W pierscieniu Z[X] nie jest wykonalne dzielenie z resztg wielomianu X przez
wielomian 2X. Wiesz dlaczego?

o W pierscieniu Z4[X] mamy

0=0(2X +1) +0=2(2X + 1) +2.
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Przyktady

o W pierscieniu Z[X] nie jest wykonalne dzielenie z resztg wielomianu X przez
wielomian 2X. Wiesz dlaczego?

o W pierscieniu Z4[X] mamy

0=0(2X +1) +0=2(2X + 1) +2.
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Przyktady

o W pierscieniu Z[X] nie jest wykonalne dzielenie z resztg wielomianu X przez
wielomian 2X. Wiesz dlaczego?

o W pierscieniu Z4[X] mamy
0=0(2X +1)+0=2(2X +1) +2.

Zatem dzielenie wielomianu zerowego przez wielomian 2X + 1 jest wykonalne, ale
nie jest jednoznaczne.
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Przyktady

o W pierscieniu Z[X] nie jest wykonalne dzielenie z resztg wielomianu X przez
wielomian 2X. Wiesz dlaczego?

o W pierscieniu Z4[X] mamy
0=0(2X +1)+0=2(2X +1) +2.

Zatem dzielenie wielomianu zerowego przez wielomian 2X + 1 jest wykonalne, ale
nie jest jednoznaczne. Wiesz dlaczego?
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Przyktady

o W pierscieniu Z[X] nie jest wykonalne dzielenie z resztg wielomianu X przez
wielomian 2X. Wiesz dlaczego?

o W pierscieniu Z4[X] mamy
0=0(2X +1)+0=2(2X +1) +2.

Zatem dzielenie wielomianu zerowego przez wielomian 2X + 1 jest wykonalne, ale
nie jest jednoznaczne. Wiesz dlaczego?

o Podzielmy z reszta (na tablicy) wielomian 2X3 + X2 4+ 3X — 1 przez wielomian
X2+ 1 w pierécieniu Z[X].
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Definicja
Wartoscig wielomianu f = fo + AX + ... + £, X" € P[X] w punkcie a € P nazywamy

f(a)=fo+ fha+ ...+ fa" € P.
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Definicja

Wartoscig wielomianu f = fo + AX + ... + £, X" € P[X] w punkcie a € P nazywamy
f(a)=fo+ fha+ ...+ fa" € P.

Funkcja wielomianowa wielomianu f nazywamy funkcje

br: P — P, ®¢(a) = f(a), dlaac P.
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Definicja

Wartoscig wielomianu f = fo + AX + ... + £, X" € P[X] w punkcie a € P nazywamy
f(a)=fo+ fha+ ...+ fa" € P.

Funkcja wielomianowa wielomianu f nazywamy funkcje

Of: P — P, ®r(a) = f(a), dlaac P.

Element a € P nazywamy pierwiastkiem wielomianu f € P[X], jesli f(a) = 0.
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Definicja
Wartoscig wielomianu f = fo + AX + ... + £, X" € P[X] w punkcie a € P nazywamy
f(a)=fo+ fha+ ...+ fa" € P.
Funkcja wielomianowa wielomianu f nazywamy funkcje
br: P — P, &¢(a) =f(a), dlaac P.

Element a € P nazywamy pierwiastkiem wielomianu f € P[X], jesli f(a) = 0.

Uwaga (f +g)(a) = f(a) + g(a), (fg)(a) =f(a)g(a).
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Definicja

Wartoscig wielomianu f = fo + AX + ... + £, X" € P[X] w punkcie a € P nazywamy
f(a)=fo+ fha+ ...+ fa" € P.

Funkcja wielomianowa wielomianu f nazywamy funkcje

br: P — P, ®¢(a) = f(a), dlaac P.

Element a € P nazywamy pierwiastkiem wielomianu f € P[X], jesli f(a) = 0.

Uwaga (f +g)(a) = f(a) + g(a), (fg)(a) =f(a)g(a).

Twierdzenie (E.Bezout (1730-1783)
Niech f € P[X], a€ P. Wtedy f(a)=0 <— 3 f=(X—-a)g.

geP[X]
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Definicja

Wartoscig wielomianu f = fo + AX + ... + £, X" € P[X] w punkcie a € P nazywamy
f(a)=fo+ fha+ ...+ fa" € P.

Funkcja wielomianowa wielomianu f nazywamy funkcje

br: P — P, ®¢(a) = f(a), dlaac P.

Element a € P nazywamy pierwiastkiem wielomianu f € P[X], jesli f(a) = 0.

Uwaga (f +g)(a) = f(a) + g(a), (fg)(a) =f(a)g(a).

Twierdzenie (E.Bezout (1730-1783)
Niech f € P[X], a€ P. Wtedy f(a)=0 <— 3 f=(X—-a)g.

geP[X]

Dowdd. Z twierdzenia o dzieleniu z reszta3 mamy

f=g(X—a)+r, st(r)<st(X—a)=1
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Definicja

Wartoscig wielomianu f = fo + AX + ... + £, X" € P[X] w punkcie a € P nazywamy
f(a)=fo+ fha+ ...+ fa" € P.

Funkcja wielomianowa wielomianu f nazywamy funkcje

Of: P — P, ®r(a) = f(a), dlaac P.

Element a € P nazywamy pierwiastkiem wielomianu f € P[X], jesli f(a) = 0.

Uwaga (f +g)(a) = f(a) + g(a), (fg)(a) =f(a)g(a).

Twierdzenie (E.Bezout (1730-1783)
Niech f € P[X], a€ P. Wtedy f(a)=0 <— 3 f=(X—-a)g.

geP[X]

Dowdd. Z twierdzenia o dzieleniu z resztg mamy
f=g(X—a)+r, st(r)<st(X—a)=1

Zatem r jest wielomianem statym i f(a) = r.
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Definicja

Wartoscig wielomianu f = fo + AX + ... + £, X" € P[X] w punkcie a € P nazywamy
f(a)=fo+ fha+ ...+ fa" € P.

Funkcja wielomianowa wielomianu f nazywamy funkcje

Of: P — P, ®r(a) = f(a), dlaac P.

Element a € P nazywamy pierwiastkiem wielomianu f € P[X], jesli f(a) = 0.

Uwaga (f +g)(a) = f(a) + g(a), (fg)(a) =f(a)g(a).

Twierdzenie (E.Bezout (1730-1783)
Niech f € P[X], a€ P. Wtedy f(a)=0 <— 3 f=(X—-a)g.

geP[X]

Dowdd. Z twierdzenia o dzieleniu z resztg mamy
f=g(X—a)+r, st(r)<st(X—a)=1
Zatem r jest wielomianem statym i f(a) = r. Stad
f(a)=0 <= r=0 <<= f=g(X—-2a).
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Definicja
Element a € P nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu € P[X], jesli wielomian
(X — a)* dzieli wielomian f, a wielomian (X — a)*** nie dzieli f.
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Definicja
Element a € P nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu € P[X], jesli wielomian
(X — a)* dzieli wielomian f, a wielomian (X — a)*** nie dzieli f.

Uwaga
Element a € P jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy

f=(X—a)g, g(a)#0.
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Definicja
Element a € P nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu € P[X], jesli wielomian
(X — a)* dzieli wielomian f, a wielomian (X — a)*** nie dzieli f.

Uwaga
Element a € P jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy

f=(X—a)g, g(a)#0.

Twierdzenie

Niech P bedzie pierscieniem catkowitym oraz niech 0 # f € P[X]. Niech ay, ..., am beda
parami réznymi pierwiastkami wielomianu f o krotnosciach odpowiednio ki, ..., km.
Wtedy wielomian f jest podzielny przez wielomian (X — a1)*...(X — am) ™.
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Definicja
Element a € P nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu € P[X], jesli wielomian
(X — a)* dzieli wielomian f, a wielomian (X — a)*** nie dzieli f.

Uwaga
Element a € P jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy

f=(X—a)g, g(a)#0.

Twierdzenie

Niech P bedzie pierscieniem catkowitym oraz niech 0 # f € P[X]. Niech ay, ..., am beda
parami réznymi pierwiastkami wielomianu f o krotnosciach odpowiednio ki, ..., km.
Wtedy wielomian f jest podzielny przez wielomian (X — a1)*...(X — am) ™.

Dowdéd (pominiemy) jest indukcyjny ze wzgledu na m.
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Whioski

Niech P bedzie pierscieniem catkowitym.
Q Jesli 0 # f € P[X], st(f) = m, to f ma co najwyzej m pierwiastkéw (liczac wraz z
krotnosciami).
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Whioski

Niech P bedzie pierscieniem catkowitym.
Q Jesli 0 # f € P[X], st(f) = m, to f ma co najwyzej m pierwiastkéw (liczac wraz z
krotnosciami).

@ Jesli w dodatku P zawiera nieskonczenie wiele elementéw, to dla dowolnego
0 # f € P[X] istnieje element b € P, ze f(b) # 0.
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Whioski
Niech P bedzie pierscieniem catkowitym.
Q Jesli 0 # f € P[X], st(f) = m, to f ma co najwyzej m pierwiastkéw (liczac wraz z
krotnosciami).
@ Jesli w dodatku P zawiera nieskonczenie wiele elementéw, to dla dowolnego
0 # f € P[X] istnieje element b € P, ze f(b) # 0.
© Jesli f,g € P[X] izbiér {a € P: f(a) = g(a)} ma wiecej elementéw niz
max(st(f),st(g)), to f = g.
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Whioski
Niech P bedzie pierscieniem catkowitym.
Q Jesli 0 # f € P[X], st(f) = m, to f ma co najwyzej m pierwiastkéw (liczac wraz z
krotnosciami).
@ Jesli w dodatku P zawiera nieskonczenie wiele elementéw, to dla dowolnego
0 # f € P[X] istnieje element b € P, ze f(b) # 0.
© Jesli f,g € P[X] izbiér {a € P: f(a) = g(a)} ma wiecej elementéw niz
max(st(f),st(g)), to f = g.
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Whioski
Niech P bedzie pierscieniem catkowitym.
Q Jesli 0 # f € P[X], st(f) = m, to f ma co najwyzej m pierwiastkéw (liczac wraz z
krotnosciami).
@ Jesli w dodatku P zawiera nieskonczenie wiele elementéw, to dla dowolnego
0 # f € P[X] istnieje element b € P, ze f(b) # 0.
© Jesli f,g € P[X] izbiér {a € P: f(a) = g(a)} ma wiecej elementéw niz
max(st(f),st(g)), to f = g.

Dowody na tablicy.
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Whioski

Niech P bedzie pierscieniem catkowitym.
Q Jesli 0 # f € P[X], st(f) = m, to f ma co najwyzej m pierwiastkéw (liczac wraz z
krotnosciami).

@ Jesli w dodatku P zawiera nieskonczenie wiele elementéw, to dla dowolnego
0 # f € P[X] istnieje element b € P, ze f(b) # 0.

© Jesli f,g € P[X] izbiér {a € P: f(a) = g(a)} ma wiecej elementéw niz
max(st(f),st(g)), to f = g.

Dowody na tablicy.

Przyktad
Niech f = X® — X € Zs[X]. Wtedy f(0) =
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Whioski

Niech P bedzie pierscieniem catkowitym.
Q Jesli 0 # f € P[X], st(f) = m, to f ma co najwyzej m pierwiastkéw (liczac wraz z
krotnosciami).

@ Jesli w dodatku P zawiera nieskonczenie wiele elementéw, to dla dowolnego
0 # f € P[X] istnieje element b € P, ze f(b) # 0.

© Jesli f,g € P[X] izbiér {a € P: f(a) = g(a)} ma wiecej elementéw niz
max(st(f),st(g)), to f = g.

Dowody na tablicy.

Przyktad
Niech f = X® — X € Zs[X]. Wtedy f(0) =0, (1) =
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Whioski

Niech P bedzie pierscieniem catkowitym.
Q Jesli 0 # f € P[X], st(f) = m, to f ma co najwyzej m pierwiastkéw (liczac wraz z
krotnosciami).

@ Jesli w dodatku P zawiera nieskonczenie wiele elementéw, to dla dowolnego
0 # f € P[X] istnieje element b € P, ze f(b) # 0.

© Jesli f,g € P[X] izbiér {a € P: f(a) = g(a)} ma wiecej elementéw niz
max(st(f),st(g)), to f = g.

Dowody na tablicy.

Przyktad
Niech f = X® — X € Zs[X]. Wtedy f(0) =0, f(1) =0, f(2) =
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Whioski

Niech P bedzie pierscieniem catkowitym.
Q Jesli 0 # f € P[X], st(f) = m, to f ma co najwyzej m pierwiastkéw (liczac wraz z
krotnosciami).

@ Jesli w dodatku P zawiera nieskonczenie wiele elementéw, to dla dowolnego
0 # f € P[X] istnieje element b € P, ze f(b) # 0.

© Jesli f,g € P[X] izbiér {a € P: f(a) = g(a)} ma wiecej elementéw niz
max(st(f),st(g)), to f = g.

Dowody na tablicy.

Przyktad
Niech f = X® — X € Z3[X]. Wtedy f(0) =0, (1) =0, f(2) =0.
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Whioski

Niech P bedzie pierscieniem catkowitym.
Q Jesli 0 # f € P[X], st(f) = m, to f ma co najwyzej m pierwiastkéw (liczac wraz z
krotnosciami).

@ Jesli w dodatku P zawiera nieskonczenie wiele elementéw, to dla dowolnego
0 # f € P[X] istnieje element b € P, ze f(b) # 0.

© Jesli f,g € P[X] izbiér {a € P: f(a) = g(a)} ma wiecej elementéw niz
max(st(f),st(g)), to f = g.

Dowody na tablicy.

Przyktad
Niech f = X® — X € Z3[X]. Wtedy f(0) =0, (1) =0, f(2) =0.

Wida¢ jak wazne jest w powyzszym wniosku 2 zafozenie, ze pierScien zawiera
nieskonczenie wiele elementéw.
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Problem interpolacyjny
Niech ao, ..., a, beda parami réznymi elementami ciata K oraz niech by, ..., b, € K.
Czy istnieje wielomian f € K[X] taki, ze

f(ao) = bg, f(a]_) = b1, f(a,,) = bn7
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Problem interpolacyjny
Niech ao, ..., a, beda parami réznymi elementami ciata K oraz niech by, ..., b, € K.
Czy istnieje wielomian f € K[X] taki, ze

f(ao) = bg, f(a]_) = b1, f(a,,) = bn7
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Problem interpolacyjny
Niech ao, ..., a, beda parami réznymi elementami ciata K oraz niech by, ..., b, € K.
Czy istnieje wielomian f € K[X] taki, ze

f(ao) = bg, f(a]_) = b1, f(a,,) = bn7

Twierdzenie

Jesli ap, a1, ..., an sa parami réznymi elementami ciata K oraz b, b, ..., by € K, to
istnieje dokfadnie jeden wielomian f € K[X] stopnia < n taki, ze

f(ao) = bo, f(al) = bl, f(a,,) = bn.
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Dowéd. Niech

- (X — ao)(X — a,-,l)(X — a,-+1)...(X — an) ’: n
fl a (a,- — ao)...(a,- — a,-,l)(a,- — a,-+1)...(a,- — a,,)’ 07 17 B
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Dowéd. Niech

- (X — ao)(X — a,-,l)(X — a,-+1)...(X — an) ’: n
fl a (a,- — ao)...(a,- — a,-,l)(a,- — a,-+1)...(a,- — a,,)’ 07 17 B

Zauwazmy, ze

oy _ )0, gdyi#j
f'(a’)_{ 1, gdyi=j "’
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Dowéd. Niech

- (X — ao)(X — a,-,l)(X — a,-+1)...(X — an) ’: n
fl a (a,- — ao)...(a,- — a,-,l)(a,- — a,-+1)...(a,- — a,,)’ 07 17 B

Zauwazmy, ze

oy _ )0, gdyi#j
f'(a’)_{ 1, gdyi=j "’

Szukanym wielomianem jest

f = bOfO + blﬂ + ...+ bnfm
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Dowéd. Niech

- (X — ao)(X — a,-,l)(X — a,-+1)...(X — an) ’: n
fl a (a,- — ao)...(a,- — a,-,l)(a,- — a,-+1)...(a,- — a,,)’ 07 17 B

Zauwazmy, ze

oy _ )0, gdyi#j
filaj) = { 1, gdyi=j "’
Szukanym wielomianem jest

f= bOfO + blfl + ...+ bnfm

bo
f(ai) = bofo(ai) + bifi(ai) + ... + bifi(a;) + ... + bafa(ai) =
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Dowéd. Niech

- (X — ao)(X — a,-,l)(X — a,-+1)...(X — an) ’: n
fl a (a,- — ao)...(a,- — a,-,l)(a,- — a,-+1)...(a,- — a,,)’ 07 17 B

Zauwazmy, ze

oy _ )0, gdyi#j
f'(a’)_{ 1, gdyi=j "’

Szukanym wielomianem jest
f = bOfO + blfl + ...+ bnfm
bo
f(ai) = bofo(ai) + bifi(ai) + ... + bifi(a;) + ... + bafa(ai) =

=by-04+by-04+...4+bj-1+...4+b,-0=bh;.
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Dowéd. Niech

- (X — ao)(X — a,-,l)(X — a,'+1)...(X — a,,) P — n
fi = (ai — ao0)-.-(ai — ai—1)(ai — ait1)...(ai — an)’ 0.1,....n.

Zauwazmy, ze

w-{5 WL
Szukanym wielomianem jest
f = bofo+ bify + ... + bafn,
bo
f(ai) = bofo(ai) + bafi(ai) + ... + bifi(a;) + ... + bafa(ai) =

=bo-0+b1-0+...+bj-14+...4+b,-0=b;.

Zauwaz, ze skonstruowany wielomian (nazywamy go wielomianem interpolacyjnym) ma
stopien < n.
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Dowéd. Niech

- (X — ao)(X — a,-,l)(X — a,'+1)...(X — a,,) P — n
fi = (ai — ao0)-.-(ai — ai—1)(ai — ait1)...(ai — an)’ 0.1,....n.

Zauwazmy, ze

o) 0, gdyi#]
f'(af)‘{ 1, gdyi=j

Szukanym wielomianem jest
f = bOﬁ) + blfl + ...+ bnfn7

bo
f(ai) = bofo(ai) + bafi(ai) + ... + bifi(a;) + ... + bafa(ai) =

=bo-0+b1-0+...+bj-14+...4+b,-0=b;.

Zauwaz, ze skonstruowany wielomian (nazywamy go wielomianem interpolacyjnym) ma
stopien < n.

Jednoznacznos¢ wielomianu f wynika z jednego z weczesniejszych wnioskéw.
Wiesz z ktérego?
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Dowéd. Niech

- (X — ao)(X — a,-,l)(X — a,'+1)...(X — a,,) P — n
fi = (ai — ao0)-.-(ai — ai—1)(ai — ait1)...(ai — an)’ 0.1,....n.

Zauwazmy, ze

o) 0, gdyi#]
f'(af)‘{ 1, gdyi=j

Szukanym wielomianem jest
f = bOﬁ) + blfl + ...+ bnfn7

bo
f(ai) = bofo(ai) + bafi(ai) + ... + bifi(a;) + ... + bafa(ai) =

=bo-0+b1-0+...+bj-14+...4+b,-0=b;.

Zauwaz, ze skonstruowany wielomian (nazywamy go wielomianem interpolacyjnym) ma
stopien < n.

Jednoznacznos¢ wielomianu f wynika z jednego z weczesniejszych wnioskéw.
Wiesz z ktérego? 9
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W ramach wyktadu 5 zostaliscie poinformowani o zasadniczym twierdzeniu algebry.
Przypomnijmy go.
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W ramach wyktadu 5 zostaliscie poinformowani o zasadniczym twierdzeniu algebry.
Przypomnijmy go.

Zasadnicze Twierdzenie Algebry

Dowolne réwnanie postaci
anX"+ ... +aX+a =0, an,...,a0 € C

ma rozwigzanie w liczbach zespolonych.
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W ramach wyktadu 5 zostaliscie poinformowani o zasadniczym twierdzeniu algebry.
Przypomnijmy go.

Zasadnicze Twierdzenie Algebry

Dowolne réwnanie postaci
anX"+ ... +aX+a =0, an,...,a0 € C

ma rozwigzanie w liczbach zespolonych.

Zauwazmy, z tego twierdzenia oraz twierdzenia Bezout wynika nastepujacy fakt.

Twierdzenie

Jesli £ € C[X], st(f) > 1, to f jest iloczynem wielomianéw stopnia 1, tzn.

f=a(X—a1) .. (X —ap)dla pewnych a, a4, ..., a, € C.
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W ramach wyktadu 5 zostaliscie poinformowani o zasadniczym twierdzeniu algebry.
Przypomnijmy go.

Zasadnicze Twierdzenie Algebry

Dowolne réwnanie postaci
anX"+ ... +aX+a =0, an,...,a0 € C

ma rozwigzanie w liczbach zespolonych.

Zauwazmy, z tego twierdzenia oraz twierdzenia Bezout wynika nastepujacy fakt.

Twierdzenie

Jesli £ € C[X], st(f) > 1, to f jest iloczynem wielomianéw stopnia 1, tzn.

f=a(X—a1) .. (X —ap)dla pewnych a, a4, ..., a, € C.

A jak to jest w przypadku wielomianéw o wspétczynnikach rzeczywistych?
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Zadanie

Jezeli z € C jest pierwiastkiem wielomianu f € R[X], to Z jest réwniez pierwiastkiem
wielomianu f.
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Zadanie
Jezeli z € C jest pierwiastkiem wielomianu f € R[X], to Z jest réwniez pierwiastkiem
wielomianu f.

Rachunki na tablicy.
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Zadanie

Jezeli z € C jest pierwiastkiem wielomianu f € R[X], to Z jest réwniez pierwiastkiem
wielomianu f.

Rachunki na tablicy.

Niech z1,Z1, ..., zx, 2k € C\ R oraz ay, ..., a; € R beda wszystkimi pierwiastkami
wielomianu f € R[X].
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Zadanie

Jezeli z € C jest pierwiastkiem wielomianu f € R[X], to Z jest réwniez pierwiastkiem
wielomianu f.

Rachunki na tablicy.

Niech z1,Z1, ..., zx, 2k € C\ R oraz ay, ..., a; € R beda wszystkimi pierwiastkami
wielomianu f € R[X]. Wtedy

f=a(X—2)(X —Z) o (X —2)X —Z&)(X — a1) - oo - (X — )
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Zadanie

Jezeli z € C jest pierwiastkiem wielomianu f € R[X], to Z jest réwniez pierwiastkiem
wielomianu f.

Rachunki na tablicy.

Niech z1,Z1, ..., zx, 2k € C\ R oraz ay, ..., a; € R beda wszystkimi pierwiastkami
wielomianu f € R[X]. Wtedy

f=a(X—2)(X —Z) o (X —2)X —Z&)(X — a1) - oo - (X — )

Zauwazmy, ze
(X —z) (X —7) =X*>— (2 +7)X + zi7i € R[X]

jest wielomianem nierozkladalnym nad R, bo
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Zadanie

Jezeli z € C jest pierwiastkiem wielomianu f € R[X], to Z jest réwniez pierwiastkiem
wielomianu f.

Rachunki na tablicy.

Niech z1,Z1, ..., zx, 2k € C\ R oraz ay, ..., a; € R beda wszystkimi pierwiastkami
wielomianu f € R[X]. Wtedy

f=a(X—2)(X —Z) o (X —2)X —Z&)(X — a1) - oo - (X — )

Zauwazmy, ze
(X —z) (X —7) =X*>— (2 +7)X + zi7i € R[X]

jest wielomianem nierozkladalnym nad R, bo nie posiada pierwiastkéw w R.
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Zadanie

Jezeli z € C jest pierwiastkiem wielomianu f € R[X], to Z jest réwniez pierwiastkiem
wielomianu f.

Rachunki na tablicy.

Niech z1,Z1, ..., zx, 2k € C\ R oraz ay, ..., a; € R beda wszystkimi pierwiastkami
wielomianu f € R[X]. Wtedy

f=aX—z)(X—=Z1) . . (X —=2x)(X—=ZK)(X —a1) ... - (X —ak)
Zauwazmy, ze
(X —z) (X —7) =X*>— (2 +7)X + zi7i € R[X]
jest wielomianem nierozkladalnym nad R, bo nie posiada pierwiastkéw w R.

Zatem

Twierdzenie
Jesli £ € R[X], st(f) > 1, to
= h1.‘.hkg1.4.g[,

gdzie hy, ..., he € R[X] sa wielomianami nierozkladalnymi stopnia 2, a g1, ..., g € R[X] s3
wielomianami stopnia 1.
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Jezeli P = K[X], gdzie K jest ciatem, to P jest pierscieniem catkowitym (ale nie ciatem).
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Jego elementami sa funkcje wymierne, ktére maja postac
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Jezeli P = K[X], gdzie K jest ciatem, to P jest pierscieniem catkowitym (ale nie ciatem).

Zatem mozemy utworzy¢ ciato utamkéw pierscienia P, ktére oznaczamy K(X).
Jego elementami sa funkcje wymierne, ktére maja postac
f an X"+ ...+ a1 X+ ao

= , 0, an,...,a0, bm,...,bo € K.
g meererleero,g;é ’ O
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Jezeli P = K[X], gdzie K jest ciatem, to P jest pierscieniem catkowitym (ale nie ciatem).

Zatem mozemy utworzy¢ ciato utamkéw pierscienia P, ktére oznaczamy K(X).
Jego elementami sa funkcje wymierne, ktére maja postac
f an X"+ ...+ a1 X+ ao

e g 40, an . 30, by ooy bo € K.
£ bnX" i ot X by’ 87 0 30, bmybo €

Ciato K(X) nazywamy ciatem funkcji wymiernych o wspétczynnikach z ciata K.
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Jezeli P = K[X], gdzie K jest ciatem, to P jest pierscieniem catkowitym (ale nie ciatem).

Zatem mozemy utworzy¢ ciato utamkéw pierscienia P, ktére oznaczamy K(X).
Jego elementami sa funkcje wymierne, ktére maja postac
f an X"+ ...+ a1 X+ ao

e g 40, an . 30, by ooy bo € K.
£ bnX" i ot X by’ 87 0 30, bmybo €

Ciato K(X) nazywamy ciatem funkcji wymiernych o wspétczynnikach z ciata K.

Przypomnijmy, ze w tym ciele mamy

i f
71:72 = f1g2:f2g1’
81 82
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Jezeli P = K[X], gdzie K jest ciatem, to P jest pierscieniem catkowitym (ale nie ciatem).

Zatem mozemy utworzy¢ ciato utamkéw pierscienia P, ktére oznaczamy K(X).
Jego elementami sa funkcje wymierne, ktére maja postac
f an X"+ ...+ a1 X+ ao

= , 0, an,...,a0, bm,...,bo € K.
g meererleero,g;é ’ O

Ciato K(X) nazywamy ciatem funkcji wymiernych o wspétczynnikach z ciata K.

Przypomnijmy, ze w tym ciele mamy

i f
71:72 = f1g2:f2g1’
81 82

a dziatania maja posta¢

fl+éif1g2+fzg1 h £ hf
81 82 8182 Y-SR g18
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To juz koniec wyktadu 6!
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To juz koniec wyktadu 6!

VAV

Dziekuje za uwage
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