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Wyktad jest przewidziany na 2-3 godziny lekcyjne
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Wyktad jest przewidziany na 2-3 godziny lekcyjne

Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:
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Wyktad jest przewidziany na 2-3 godziny lekcyjne

Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:

o A. Biatynicki-Birula, Algebra, Bibl. Mat. 40, PWN 2009, [rozdz. IlI]

@ A.l. Kostrykin, Wstep do algebry, t. I, PWN 2004, [rozdz. V, §1]
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Niech
C=RxR={(a,b):abecR}

Elementy zbioru C nazywamy liczbami zespolonymi.
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Niech
C=RxR={(a,b):abecR}

Elementy zbioru C nazywamy liczbami zespolonymi.

Liczby zespolone mozemy interpretowac¢ jako punkty na ptaszczyznie lub wektory
zaczepione w poczatku uktadu wspétrzednych.

z={a,b)

-1

-3
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W zbiorze C wprowadzamy dziatanie dodawania:

(a,b) + (c,d) =(a+c,b+d)
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W zbiorze C wprowadzamy dziatanie dodawania:
(a,b) 4+ (c,d)=(a+c,b+d)

Na rysunku wyglada to nastepujaco:

21422
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(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d)
tatwo zauwazyé¢, ze:

@ dodawanie jest faczne,
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(a,b) + (c,d)=(a+c,b+d)
tatwo zauwazyé¢, ze:
@ dodawanie jest faczne,

@ dodawanie jest przemienne,
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(a,b) + (¢c,d)=(a+c,b+d)
tatwo zauwazyé¢, ze:
o dodawanie jest faczne,
@ dodawanie jest przemienne,

@ (0,0) jest elementem neutralnym dodawania,
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(a,b) + (¢c,d)=(a+c,b+d)
tatwo zauwazyé¢, ze:
o dodawanie jest faczne,
@ dodawanie jest przemienne,
@ (0,0) jest elementem neutralnym dodawania,

o (—a, —b) jest elementem przeciwnym do (a, b).
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(a,b) + (¢c,d)=(a+c,b+d)
tatwo zauwazyé¢, ze:
o dodawanie jest faczne,
@ dodawanie jest przemienne,
@ (0,0) jest elementem neutralnym dodawania,

o (—a, —b) jest elementem przeciwnym do (a, b).
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(a,b) + (¢c,d)=(a+c,b+d)
tatwo zauwazyé¢, ze:
@ dodawanie jest faczne,
@ dodawanie jest przemienne,
@ (0,0) jest elementem neutralnym dodawania,
o (—a, —b) jest elementem przeciwnym do (a, b).

Zatem C z dziataniem dodawania jest grupa.
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(a,b) + (¢c,d)=(a+c,b+d)

tatwo zauwazyé¢, ze:
@ dodawanie jest faczne,

@ dodawanie jest przemienne,

@ (0,0) jest elementem neutralnym dodawania,

o (—a, —b) jest elementem przeciwnym do (a, b).

Zatem C z dziataniem dodawania jest grupa. Odejmowanie w tej grupie mozemy

zinterpretowa¢ na rysunku nastepujaco:
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Liczby zespolone mnozymy zgodnie z reguta:
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Interpretacja geometryczna tego dziatania jest trudniejsza - bedzie péznie;j.
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Liczby zespolone mnozymy zgodnie z reguta:
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
Interpretacja geometryczna tego dziatania jest trudniejsza - bedzie péznie;j.

Mnozenie jest:

@ dziatanie mnozenia jest faczne,
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Liczby zespolone mnozymy zgodnie z reguta:
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
Interpretacja geometryczna tego dziatania jest trudniejsza - bedzie péznie;j.

Mnozenie jest:
@ dziatanie mnozenia jest faczne,

@ dziatanie mnozenia jest przemienne,
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Liczby zespolone mnozymy zgodnie z reguta:
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
Interpretacja geometryczna tego dziatania jest trudniejsza - bedzie péznie;j.

Mnozenie jest:
@ dziatanie mnozenia jest faczne,
@ dziatanie mnozenia jest przemienne,

@ (1,0) jest elementem neutralnym mnozenia,
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Liczby zespolone mnozymy zgodnie z reguta:
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
Interpretacja geometryczna tego dziatania jest trudniejsza - bedzie péznie;j.
Mnozenie jest:
@ dziatanie mnozenia jest faczne,
@ dziatanie mnozenia jest przemienne,

@ (1,0) jest elementem neutralnym mnozenia,

o kazdy element (a, b) # (0,0) ma element odwrotny,
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Liczby zespolone mnozymy zgodnie z reguta:
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
Interpretacja geometryczna tego dziatania jest trudniejsza - bedzie péznie;j.

Mnozenie jest:
@ dziatanie mnozenia jest faczne,
dziatanie mnozenia jest przemienne,
(1,0) jest elementem neutralnym mnozenia,

kazdy element (a, b) # (0,0) ma element odwrotny,

dziatanie mnozenia jest rozdzielne wzgledem dodawania.
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Liczby zespolone mnozymy zgodnie z reguta:
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
Interpretacja geometryczna tego dziatania jest trudniejsza - bedzie péznie;j.

Mnozenie jest:
@ dziatanie mnozenia jest faczne,
dziatanie mnozenia jest przemienne,
(1,0) jest elementem neutralnym mnozenia,

kazdy element (a, b) # (0,0) ma element odwrotny,

dziatanie mnozenia jest rozdzielne wzgledem dodawania.
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Liczby zespolone mnozymy zgodnie z reguta:
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
Interpretacja geometryczna tego dziatania jest trudniejsza - bedzie péznie;j.

Mnozenie jest:
@ dziatanie mnozenia jest faczne,
dziatanie mnozenia jest przemienne,
(1,0) jest elementem neutralnym mnozenia,

kazdy element (a, b) # (0,0) ma element odwrotny,

dziatanie mnozenia jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Nietrudno zauwazy¢ przemiennosc.
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Liczby zespolone mnozymy zgodnie z reguta:
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
Interpretacja geometryczna tego dziatania jest trudniejsza - bedzie pézniej.

Mnozenie jest:
@ dziatanie mnozenia jest faczne,
dziatanie mnozenia jest przemienne,
(1,0) jest elementem neutralnym mnozenia,

kazdy element (a, b) # (0,0) ma element odwrotny,

dziatanie mnozenia jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Nietrudno zauwazy¢ przemiennosc.
Neutralnos¢ (1, 0):

(a,b)-(1,0)=(a-1—b-0,a-0+b-1) = (a,b).
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(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

taczno$¢ mnozenia:

((a,b)- (¢, d)) - (e, f) =
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(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
taczno$¢ mnozenia:

((a,b) - (c,d)) - (e,f) =(ac — bd,ad + bc) - (e, f) =
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(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
taczno$¢ mnozenia:

((a,b) - (c,d)) - (e,f) =(ac — bd,ad + bc) - (e, f) =

= ((ac — bd)e — (ad + bc)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e) =
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(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
taczno$¢ mnozenia:

((a,b) - (c,d)) - (e,f) =(ac — bd,ad + bc) - (e, f) =

= ((ac — bd)e — (ad + bc)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e) =

= (ace — bde — adf — bcf, acf — bdf + ade + bce) =
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(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
taczno$¢ mnozenia:

((a,b) - (c,d)) - (e,f) =(ac — bd,ad + bc) - (e, f) =
= ((ac — bd)e — (ad + bc)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e) =
= (ace — bde — adf — bcf, acf — bdf + ade + bce) =

= (a(ce — df) — b(cf + de), a(cf + de) + b(ce — df)) =
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(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
taczno$¢ mnozenia:

((2.b) - (c.d)) - (e. f) =(ac — bd, ad + bc) - (e, f) =
= ((ac — bd)e — (ad + be)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e) =
= (ace — bde — adf — bcf, acf — bdf + ade + bce) =
= (a(ce — df) — b(cf + de), a(cf + de) + b(ce — df)) =

= (a,b) - (ce — df ,cf + de) =
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(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
taczno$¢ mnozenia:

((2.b) - (c.d)) - (e. f) =(ac — bd, ad + bc) - (e, f) =
= ((ac — bd)e — (ad + be)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e) =
= (ace — bde — adf — bcf, acf — bdf + ade + bce) =
= (a(ce — df) — b(cf + de), a(cf + de) + b(ce — df)) =

= (a,b) - (ce — df ,cf +de) = (a,b) - ((c,d) - (e, f))
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(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
taczno$¢ mnozenia:

((2.b) - (c.d)) - (e. f) =(ac — bd, ad + bc) - (e, f) =
= ((ac — bd)e — (ad + be)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e) =
= (ace — bde — adf — bcf, acf — bdf + ade + bce) =
= (a(ce — df) — b(cf + de), a(cf + de) + b(ce — df)) =

= (a,b) - (ce — df ,cf +de) = (a,b) - ((c,d) - (e, f))

Element odwrotny (czyli dzielenie przez element # (0,0)):

a —b
(a,)- (+b+b> =
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(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
taczno$¢ mnozenia:

((2.b) - (c.d)) - (e. f) =(ac — bd, ad + bc) - (e, f) =
= ((ac — bd)e — (ad + be)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e) =
= (ace — bde — adf — bcf, acf — bdf + ade + bce) =
= (a(ce — df) — b(cf + de), a(cf + de) + b(ce — df)) =

= (a,b) - (ce — df ,cf +de) = (a,b) - ((c,d) - (e, f))

Element odwrotny (czyli dzielenie przez element # (0,0)):

(a,b) - a —b B a° _ —b? —ab + ba
) 32+b2782+b2 o 32+b2 82+b2’32+b2 82+b2
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(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
taczno$¢ mnozenia:

((2.b) - (c.d)) - (e. f) =(ac — bd, ad + bc) - (e, f) =
= ((ac — bd)e — (ad + be)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e) =
= (ace — bde — adf — bcf, acf — bdf + ade + bce) =
= (a(ce — df) — b(cf + de), a(cf + de) + b(ce — df)) =

= (a,b) - (ce — df ,cf +de) = (a,b) - ((c,d) - (e, f))

Element odwrotny (czyli dzielenie przez element # (0,0)):

a —b a? —b? —ab ba
b= 7 ) = - = (1,
(a, b) (a2+b2’32+b2> <32—|—b2 az—|—b2’a2—|—b2+a2—|—b2> (1,0
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(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)
taczno$¢ mnozenia:

((2.b) - (c.d)) - (e. f) =(ac — bd, ad + bc) - (e, f) =
= ((ac — bd)e — (ad + be)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e) =
= (ace — bde — adf — bcf, acf — bdf + ade + bce) =
= (a(ce — df) — b(cf + de), a(cf + de) + b(ce — df)) =

= (a,b) - (ce — df ,cf +de) = (a,b) - ((c,d) - (e, f))

Element odwrotny (czyli dzielenie przez element # (0,0)):

a —b a? —b? —ab ba
b= 7 ) = - = (1,
(a, b) (a2+b2’32+b2> <32—|—b2 az—|—b2’a2—|—b2+a2—|—b2> (1,0

Zatem jesli (a, b) # (0,0), to

-1 a —b
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Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania prosze sprawdzi¢ we wtasnym zakresie.
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Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania prosze sprawdzi¢ we wtasnym zakresie.

Twierdzenie
Zbiér C z dziataniami dodawania i mnozenia oraz wyréznionymi elementami (0,0) i (1,0)
jest ciatem.
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Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania prosze sprawdzi¢ we wtasnym zakresie.

Twierdzenie
Zbiér C z dziataniami dodawania i mnozenia oraz wyréznionymi elementami (0,0) i (1,0)

jest ciatem.

Podzbiér
R = {(a,0): a € R}

jest podciatem ciata C izomorficznym z ciatem liczb rzeczywistych R.
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Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania prosze sprawdzi¢ we wtasnym zakresie.

Twierdzenie
Zbiér C z dziataniami dodawania i mnozenia oraz wyréznionymi elementami (0,0) i (1,0)

jest ciatem.

Podzbiér
R = {(a,0): a € R}

jest podciatem ciata C izomorficznym z ciatem liczb rzeczywistych R.

Dowdd. Pierwszg czes¢ sprawdziliSmy wczesniej.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 5 Ciato liczb zespolonych



Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania prosze sprawdzi¢ we wtasnym zakresie.

Twierdzenie

Zbiér C z dziataniami dodawania i mnozenia oraz wyréznionymi elementami (0,0) i (1,0)
jest ciatem.
Podzbiér

R = {(a,0): a € R}

jest podciatem ciata C izomorficznym z ciatem liczb rzeczywistych R.

Dowdd. Pierwszg czes¢ sprawdziliSmy wczesniej.

Druga czes¢ sprawdzimy na tablicy. §
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Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania prosze sprawdzi¢ we wtasnym zakresie.

Twierdzenie

Zbiér C z dziataniami dodawania i mnozenia oraz wyréznionymi elementami (0,0) i (1,0)
jest ciatem.
Podzbiér

R = {(a,0): a € R}

jest podciatem ciata C izomorficznym z ciatem liczb rzeczywistych R.

Dowéd. Pierwsza czes¢ sprawdziliSmy wczesnie;j.
Druga czes¢ sprawdzimy na tablicy. §

Ze wzgledu na drugg cze$¢ tezy powyzszego twierdzenia mozemy zamiast pary (a, 0)
pisa po prostu a.
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Przyjmijmy oznaczenie
i=(0,1).

Zauwazmy, ze

> =(0,1>=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-141-0) = (—1,0) = —1,
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Przyjmijmy oznaczenie
i=(0,1).

Zauwazmy, ze
> =(0,1>=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-141-0) = (—1,0) = —1,

tzn.

i=+v-1
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Przyjmijmy oznaczenie
i=(0,1).

Zauwazmy, ze

> =(0,1>=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-141-0) = (—1,0) = —1,

tzn.

i=+v-1

Liczbe zespolona i/ = (0,1) nazywamy jednostka urojona.
Przy tak przyjetych umowach mamy

(a, b) :(37 0) + (07 b) = (37 0) + (b7 O) : (07 1) =a+bi.
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Od tego momentu liczbe zespolona bedziemy pisali w postaci a + bi, gdzie a, b € R,
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Od tego momentu liczbe zespolona bedziemy pisali w postaci a + bi, gdzie a, b € R,
pamietajac jednak, ze
at+bi=c+di < a=c, b=d.
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Od tego momentu liczbe zespolona bedziemy pisali w postaci a + bi, gdzie a, b € R,
pamietajac jednak, ze
a+bi=c+d < a=c, b=d.

Przy tak przyjetej umowie dziatania w C przyjmuja postac:

(a+bi)+(c+d) = (a+c)+(b+d)i,
(a+ bi)-(c+di) = (ac— bd)+ (ad + bc)i,
i? = -L
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Od tego momentu liczbe zespolona bedziemy pisali w postaci a + bi, gdzie a, b € R,
pamietajac jednak, ze
a+bi=c+d < a=c, b=d.

Przy tak przyjetej umowie dziatania w C przyjmuja postac:

(a+bi)+(c+d) = (a+c)+(b+d)i,
(a+ bi)-(c+di) = (ac— bd)+ (ad + bc)i,
i? = -L

Wtedy tez
at+bieR < b=0
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Od tego momentu liczbe zespolona bedziemy pisali w postaci a + bi, gdzie a, b € R,
pamietajac jednak, ze
a+bi=c+d < a=c, b=d.

Przy tak przyjetej umowie dziatania w C przyjmuja postac:

(a+bi)+(c+d) = (a+c)+(b+d)i,
(a+ bi)-(c+di) = (ac— bd)+ (ad + bc)i,
i? = -L

Wtedy tez
at+bieR < b=0

i ciato liczb rzeczywistych R mozna uwaza¢ jako podciato ciata liczb zespolonych C.
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Definicja
Jesli z=a+ bi, to
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Definicja
Jesli z=a+ bi, to

re(z) := a nazywamy czescig rzeczywista liczby z,
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Definicja
Jesli z=a+ bi, to
re(z) := a nazywamy czescig rzeczywista liczby z,

im(z) := b nazywamy czescia urojong liczby z.
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Definicja
Jesli z=a+ bi, to
re(z) := a nazywamy czescig rzeczywista liczby z,

im(z) := b nazywamy czescia urojong liczby z.
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Definicja
Jesli z=a+ bi, to
re(z) := a nazywamy czescig rzeczywista liczby z,

im(z) := b nazywamy czescia urojong liczby z.

0§ urojona
beim(z) . z=a+bi

=
|
|
|
i |
|
0% rzeczywista i

-4 -2 2 T 4

-1
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Definicja
Niech z = a+ bi.
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Definicja
Niech z = a+ bi.

Liczba sprzezong z liczbg z nazywamy liczbe z := a — bi.
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Definicja
Niech z = a+ bi.
Liczba sprzezong z liczbg z nazywamy liczbe z := a — bi.

Modutem liczby z nazywamy |z| := /2 + b2.
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Definicja
Niech z = a+ bi.
Liczba sprzezong z liczbg z nazywamy liczbe z := a — bi.

Modutem liczby z nazywamy |z| := /2 + b2.

Argumentem liczby z nazywamy kat arg(z) := ¢.

”
2i
z=(a,b)=a+bi
i lz| |
|
I
¢ I
-1 1 i 2
|
|
= |
1
i
z=(a,-b)=a-bi
=2
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Maja miejsce nastepujace wihasnosci (czes¢ z nich sprawdzimy na tablicy):
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Maja miejsce nastepujace wihasnosci (czes¢ z nich sprawdzimy na tablicy):

Z1+22 = Z1+22
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Maja miejsce nastepujace wihasnosci (czes¢ z nich sprawdzimy na tablicy):

Z1+22 = Z1+22
Z1 — 22 = 271*5

Wyktad 5 Ciato liczb zespolonych
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Maja miejsce nastepujace wihasnosci (czes¢ z nich sprawdzimy na tablicy):

Z1+22 = Z1+22
Z1 — 22 = 271*5
Z1 - 22 = 7172
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Maja miejsce nastepujace wihasnosci (czes¢ z nich sprawdzimy na tablicy):

Z1+22 = Z1+22
Z1 — 22 = 271*5
Z1 - 22 = 71 72
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Maja miejsce nastepujace wihasnosci (czes¢ z nich sprawdzimy na tablicy):

- o B )
n+tzn = A+ z-Z = |z
Z1 — 22 = 271*5
Z1 - 22 = 71 72
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Maja miejsce nastepujace wihasnosci (czes¢ z nich sprawdzimy na tablicy):
21tz = Zitz z-Z = |z

nn—2 = Z1—2 |z1 - 22| = |z |z]
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Maja miejsce nastepujace wihasnosci (czes¢ z nich sprawdzimy na tablicy):

I o o _ >
n+tzn = A+ z-Z = |z
n-2 = A-% 21 22| = ]|z
Zy 2 = Z1-Z» |il — =l
z2 |z2]
() = =
z2 Y
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Maja miejsce nastepujace wihasnosci (czes¢ z nich sprawdzimy na tablicy):

ntz = z@+z z-z = |z
nn—n = n—2 |z1- 2] = |z -|z|
nEm o= nn 2| = =l
() = 2 |z + 2] < |a| + |z
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Jesli liczba zespolona z jest r6zna od zera, to mozna j3 zapisa¢ w tzw. postaci
trygonometrycznej:

) b . .
z=a+ bi = |z| ‘—aljtﬂ/ = |z| (cos ¢ + isin ¢)
z z

Wyktad 5 Ciato liczb zespolonych
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Twierdzenie

Jesli

to

z1 = |z1] (cos g1 + ising1), z2 = |z2| (cos @2 + isin ¢2),

2123 = |z1]| 22| (cos(p1 + ¢2) + isin(o1 + ¢2))

a_ | (cos(¢1 — ¢2) + isin(¢1 — 42)).

Z2 |22|
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Twierdzenie

Jesli

1 =

to

|z1| (cos 1 + isin 1), z2 = |z2|(cos 2 + isin ¢2),

2123 = |z1]| 22| (cos(p1 + ¢2) + isin(o1 + ¢2))

. % (cos(dr — ¢2) + i sin(¢r — ¢2)).

Dowéd na tablicy.
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Twierdzenie

Jesli

1 =

to

|z1| (cos 1 + isin 1), z2 = |z2|(cos 2 + isin ¢2),

2123 = |z1]| 22| (cos(p1 + ¢2) + isin(o1 + ¢2))

2 _ 1210 (cos(n — g2) + sin(61 — 62)).

Z2 |22|

Dowéd na tablicy.

Whiosek

arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z)

arg (;—:) = arg(z1) — arg(z)
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Twierdzenie
Jesli
z1 = |z1] (cos g1 + ising1), z2 = |z2| (cos @2 + isin ¢2),

to
2123 = |z1]| 22| (cos(p1 + ¢2) + isin(o1 + ¢2))

7z |z

% |z (cos(p1 — ¢2) + isin(p1 — ¢2)).
Dowéd na tablicy.
Whiosek
arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2)
arg (2) = arg(z1) - arg(z2)
Whiosek (wzér Moivre'a)
(|z] (cos @ + isin®))" = |z|" (cos ng + i sin n¢) )
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Zadanie
Oblicz (1 + i)***2.
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Zadanie
Oblicz (1 + i)***2.

Korzystajac z postaci trygonometrycznej liczby 1+ 7 oraz wzoru Moivre'a mamy

)1443

(147
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Zadanie
Oblicz (1 + i)***2.

Korzystajac z postaci trygonometrycznej liczby 1+ 7 oraz wzoru Moivre'a mamy

1443
(140 = (\[2 (COSZ + sin Z))

4
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Zadanie
Oblicz (1 + i)***2. J

Korzystajac z postaci trygonometrycznej liczby 1+ 7 oraz wzoru Moivre'a mamy

1443 144 144
1+ i)1443 = (\/i (cos% + sin Z)) = 2% <cos 437‘— + isin 437r> =

4
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Zadanie
Oblicz (1 + i)***2.

Korzystajac z postaci trygonometrycznej liczby 1+ 7 oraz wzoru Moivre'a mamy

1443 144 144
1+ /')1443 = (\/i (cos% + sin Z)) = 2% <cos 437T + isin 437r> =

4

— 2" (cos <3607r + 3%) + isin <36O7r+ %ﬂ))
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Zadanie
Oblicz (1 + i)***2.

Korzystajac z postaci trygonometrycznej liczby 1+ 7 oraz wzoru Moivre'a mamy

1443 144 144
1+ /')1443 = (\/i (cos% + sin %)) = 2% <cos 437T + isin 437r> =

— e (cos <3607r n 3%) +isin <36O7r+ %ﬂ)) _ MR <cos 3% +isin 37”) -
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Zadanie
Oblicz (1 + i)***2. J

Korzystajac z postaci trygonometrycznej liczby 1+ 7 oraz wzoru Moivre'a mamy

1443 144 144
1+ /')1443 = (\/5 (cos% + sin %)) = 2¥ <cos 437T + isin 437r> =

— e (cos <3607r n 3%) +isin <3607r+ %”)) _ MR <cos 3% +isin 37”) -

=27 (14 1).
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Zauwaz, ze
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Zauwaz, ze

1 v3\°® 1 V3N
4+ =) = --=i] =1"=1
2 2 2 2
Zatem liczby 1, —% + éi, -1 éi s3 rozwiazaniami réwnania X° = 1, tzn. sa
pierwiastkami trzeciego stopnia z 1.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, U
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Zauwaz, ze

Z_aten.1 Iiczbyll, f_% + éi, _f% - éi s3 rozwiazaniami réwnania X° = 1, tzn. sa
pierwiastkami trzeciego stopnia z 1.

Twierdzenie

Dla dowolnej liczby zespolonej z # 0 istnieje n réznych n—tego stopnia pierwiastkéw z z.J
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Zauwaz, ze

Z_aten.1 Iiczbyll, f_% + éi, _f% éi s3 rozwiazaniami réwnania X° = 1, tzn. sa
pierwiastkami trzeciego stopnia z 1.

Twierdzenie

Dla dowolnej liczby zespolonej z # 0 istnieje n réznych n—tego stopnia pierwiastkéw z z.J

Dowéd. Jesli |z| (cos ¢ + isin ¢), to

we = /2] (Cos ®+n2k7r + isin ¢+n2k7r> ,i=0,1,....,n—1,

sg wszystkimi pierwiastkami n—tego stopnia z liczby z.
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Zauwaz, ze

N| =

(— —&—\égi) _<—1—\/§i> =13=1

Zatem liczby 1, —% + éi, -1- éi s3 rozwiazaniami réwnania X° = 1, tzn. sa

pierwiastkami trzeciego stopnia z 1.

Dla dowolnej liczby zespolonej z # 0 istnieje n réznych n—tego stopnia pierwiastkéw z z.

Twierdzenie J

Dowéd. Jesli |z| (cos ¢ + isin ¢), to

wi = {/|2| (coso+2k7r +isin¢+2k7r>7 i=0,1,..,n—1,
n n

sg wszystkimi pierwiastkami n—tego stopnia z liczby z.
Wystarczy sprawdzi¢ (zrébmy to na tablicy), ze
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Przed chwilg przekonalismy sie, ze dla dowolnej liczby zespolonej z oraz dowolnej liczby
naturalnej n réwnanie
X"—z=0

ma rozwigzanie w liczbach zespolonych.
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Przed chwilg przekonalismy sie, ze dla dowolnej liczby zespolonej z oraz dowolnej liczby
naturalnej n réwnanie
X"—z=0

ma rozwigzanie w liczbach zespolonych.

Prawdziwe jest duzo gtebsze twierdzenie

Zasadnicze Twierdzenie Algebry

Dowolne réwnanie postaci
anX"+ ... +a1X+a =0, an,...,a0 € C

ma rozwigzanie w liczbach zespolonych.
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A teraz zadanie o charakterze geometrycznym.
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A teraz zadanie o charakterze geometrycznym.

Zadanie

Wykaza¢ réwnosé¢
|21 + z2|° + |21 — 22 = 2|z1)* + 2|z

i podaé¢ jej interpretacje geometryczng.
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A teraz zadanie o charakterze geometrycznym.

Zadanie

Wykaza¢ réwnosé¢
|21 + z2|° + |21 — 22 = 2|z1)* + 2|z

i podaé¢ jej interpretacje geometryczng.

Réwnos¢ sprawdzimy na éwiczeniach,
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A teraz zadanie o charakterze geometrycznym.

Zadanie

Wykaza¢ réwnosé¢
|z1 + 22\2 + \21 = Z2|2 =§) |Z1\2 +2 |Z2|2

i podaé¢ jej interpretacje geometryczng.

Réwnos¢ sprawdzimy na ¢wiczeniach, a interpretacje geometryczna sprébujmy odczytac z
rysunku:
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=7

lzi] //
22

-
i
-
LT |z1+z2|/ b

|z1 +22\2 + \21 — Z2|2 =2 |Z1\2 +2 |22|2
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zlt22

=7

1711 ,/7/
22

- B
i
—_ F
Sty |z1+z2|/ 7

|z1 +22\2 + |z — 22|2 =2 |Z1\2 +2 |Z2|2

Twierdzenie

Suma kwadratéw dtugosci przekatnych w réwnolegtoboku jest réwna sumie kwadratéw
dtugosci bokéw tego réwnolegtoboku.
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Zadanie

Rozwigzmy za pomoca liczb zespolonych jeszcze jedno zadanie o charakterze
geometrycznym. Dane s3 trzy przystajace kwadraty.

Pokaz, ze a+ 3+~ = 3.
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Zadanie

Rozwigzmy za pomoca liczb zespolonych jeszcze jedno zadanie o charakterze
geometrycznym. Dane s3 trzy przystajace kwadraty.

Pokaz, ze a+ 3+~ = 3.

Jak to zrobi¢ najprosciej?
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Umiesémy kwadraty na ptaszczyznie zespolonej.

1+i 2+1 3+
i
T
B T
1 2 3
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Umiesémy kwadraty na ptaszczyznie zespolonej.

1+ 2+1 I+
i
T
B T
1 2 3

Sprawdz, ze (1 +/)(2+ )(3+ i) = 10i.
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Umiesémy kwadraty na ptaszczyznie zespolonej.

1+ 2+1 I+
i
T
B T
1 2 3

Sprawdz, ze (1 +/)(2+ )(3+ i) = 10i.

Zatem
a+ B+
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Umiesémy kwadraty na ptaszczyznie zespolonej.

1+ 2+1 I+
i
<
B \ i
1 2 3

Sprawdz, ze (1 +/)(2+ )(3+ i) = 10i.
Zatem
a+f+y=arg(l+i)+arg(2+i)+arg(3+i) =
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Umiesémy kwadraty na ptaszczyznie zespolonej.

1+ 2+1 I+
i
<
B \ i
1 2 3

Sprawdz, ze (1 +/)(2+ )(3+ i) = 10i.
Zatem
a+f+y=arg(l+i)+arg(2+i)+arg(3+i) =

=arg((L+ )2+ )3+ 1))
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Umiesémy kwadraty na ptaszczyznie zespolonej.

1+ 2+1 I+
i
<
B \ i
1 2 3

Sprawdz, ze (1 +/)(2+ )(3+ i) = 10i.
Zatem
a+f+y=arg(l+i)+arg(2+i)+arg(3+i) =

=arg((L+1)(2+1)(3+ 1)) = arg(10/)
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Umiesémy kwadraty na ptaszczyznie zespolonej.

1+ 2+i F+i
1
<
B \ i/
1 2 3

Sprawdz, ze (1 +/)(2+ )(3+ i) = 10i.
Zatem
a+f+y=arg(l+i)+arg(2+i)+arg(3+i) =

=arg((L+7)(2+7)(3+ 1)) = arg(10/) = g
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To juz koniec wyktadu 5!
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To juz koniec wyktadu 5!

VAV

Dziekuje za uwage
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