Wyktad 4
Ciato utamkow pierscienia catkowitego

Andrzej Stadek
sladek@ux2.math.us.edu.pl

Instytut Matematyki, Uniwersytet Slaski w Katowicach

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, UniwersytWyktad 4 Ciato utamkéw pierscienia catkowitegc



Whyktad jest przewidziany na (co najwyzej) 2 godziny lekcyjne
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Whyktad jest przewidziany na (co najwyzej) 2 godziny lekcyjne
Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:
o A. Biatynicki-Birula, Algebra, Bibl. Mat. 40, PWN 2009, [rozdz. VIII, §4]

@ A.l. Kostrykin, Wstep do algebry, t. I, PWN 2004, [rozdz. V, §4]
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Definicja - przypomnienie
Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym (lub dziedzing catkowitosci), jezeli

jedynym dzielnikiem zera w P jest zero, tzn. spetniony jest warunek:

VY (a-b=0 = a=01Iubb=0).
a,beP
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Definicja - przypomnienie
Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym (lub dziedzing catkowitosci), jezeli

jedynym dzielnikiem zera w P jest zero, tzn. spetniony jest warunek:

VY (a-b=0 = a=01Iubb=0).
a,beP

W trakcie catego wyktadu wszystkie pierscienie beda pierscieniami catkowitymi!
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Definicja - przypomnienie
Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym (lub dziedzing catkowitosci), jezeli

jedynym dzielnikiem zera w P jest zero, tzn. spetniony jest warunek:

VY (a-b=0 = a=01Iubb=0).
a,beP

W trakcie catego wyktadu wszystkie pierscienie beda pierscieniami catkowitymi!
Definicja

Podzbiér S pierscienia P nazywamy podzbiorem multiplikatywnym, jesli:
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Definicja - przypomnienie
Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym (lub dziedzing catkowitosci), jezeli

jedynym dzielnikiem zera w P jest zero, tzn. spetniony jest warunek:

VY (a-b=0 = a=01Iubb=0).
a,beP
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Podzbiér S pierscienia P nazywamy podzbiorem multiplikatywnym, jesli:

e 0¢5S,
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Definicja - przypomnienie
Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym (lub dziedzing catkowitosci), jezeli

jedynym dzielnikiem zera w P jest zero, tzn. spetniony jest warunek:

VY (a-b=0 = a=01Iubb=0).
a,beP

W trakcie catego wyktadu wszystkie pierscienie beda pierscieniami catkowitymi!
Definicja
Podzbiér S pierscienia P nazywamy podzbiorem multiplikatywnym, jesli:

e 0¢5S,

eles,
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Definicja - przypomnienie
Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym (lub dziedzing catkowitosci), jezeli

jedynym dzielnikiem zera w P jest zero, tzn. spetniony jest warunek:

VY (a-b=0 = a=01Iubb=0).
a,beP

W trakcie catego wyktadu wszystkie pierscienie beda pierscieniami catkowitymi!

Definicja

Podzbiér S pierscienia P nazywamy podzbiorem multiplikatywnym, jesli:
e 0¢5S,
eles,
@ zbidr S jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie, tzn. V¥ s-t € S.

s,teS
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Definicja - przypomnienie
Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym (lub dziedzing catkowitosci), jezeli

jedynym dzielnikiem zera w P jest zero, tzn. spetniony jest warunek:

VY (a-b=0 = a=01Iubb=0).
a,beP

W trakcie catego wyktadu wszystkie pierscienie beda pierscieniami catkowitymi!

Definicja

Podzbiér S pierscienia P nazywamy podzbiorem multiplikatywnym, jesli:
e 0¢5S,
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Przyktady podzbioréw multiplikatywnych

o P\ {0},
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Definicja - przypomnienie
Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym (lub dziedzing catkowitosci), jezeli

jedynym dzielnikiem zera w P jest zero, tzn. spetniony jest warunek:

VY (a-b=0 = a=01Iubb=0).
a,beP
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Definicja - przypomnienie
Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym (lub dziedzing catkowitosci), jezeli

jedynym dzielnikiem zera w P jest zero, tzn. spetniony jest warunek:

VY (a-b=0 = a=01Iubb=0).
a,beP

W trakcie catego wyktadu wszystkie pierscienie beda pierscieniami catkowitymi!

Definicja

Podzbiér S pierscienia P nazywamy podzbiorem multiplikatywnym, jesli:
e 0¢5S,
eles,
@ zbidr S jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie, tzn. V¥ s-t € S.

s,teS

Przyktady podzbioréw multiplikatywnych
o P\ {0},
@ Z\pZ={a€Z:p fa}, peP,
o S={a": ke NU{0}}, gdzieac P,a#0.
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Niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym pierscienia P. W zbiorze P x S okreslamy
relacje ~ nastepujaco:
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Niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym pierscienia P. W zbiorze P x S okreslamy
relacje ~ nastepujaco:
(a,s) ~ (b,t) < a-t=b"s.
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Niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym pierscienia P. W zbiorze P x S okreslamy

relacje ~ nastepujaco:
(a,s) ~ (b,t) < a-t=b"s.

Stwierdzenie J

Relacja ~ jest relacja réwnowaznosciowa.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, UniwersytWyktad 4 Ciato utamkéw pierscienia catkowitegc



Niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym pierscienia P. W zbiorze P x S okreslamy
relacje ~ nastepujaco:
(a,s) ~ (b,t) < a-t=b"s.

Relacja ~ jest relacja réwnowaznosciowa.

Stwierdzenie J

Dowéd na tablicy.
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Niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym pierscienia P. W zbiorze P x S okreslamy
relacje ~ nastepujaco:
(a,s) ~ (b,t) < a-t=b"s.

Relacja ~ jest relacja réwnowaznosciowa.

Stwierdzenie J

Dowéd na tablicy.

a

Klase abstrakcji [(a,s)]~ nazywamy ufamkiem i oznaczamy 2.
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Niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym pierscienia P. W zbiorze P x S okreslamy
relacje ~ nastepujaco:
(a,s) ~ (b,t) < a-t=b"s.

Relacja ~ jest relacja réwnowaznosciowa.

Stwierdzenie J

Dowéd na tablicy.

a

Klase abstrakcji [(a,s)]~ nazywamy ufamkiem i oznaczamy 2.

Lemat
Jesli (31,51) ~ (32, 52), (bl7 tl) ~ (bz, tz), to
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Niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym pierscienia P. W zbiorze P x S okreslamy
relacje ~ nastepujaco:
(a,s) ~ (b,t) < a-t=b"s.

Relacja ~ jest relacja réwnowaznosciowa.

Stwierdzenie J

Dowéd na tablicy.

a

Klase abstrakcji [(a,s)]~ nazywamy ufamkiem i oznaczamy 2.

Lemat

Jesli (31,51) ~ (32, 52), (bl7 tl) ~ (b2 tz), to
(a1 t1+ by -s1,51-t1) ~ (a2 - ta+ ba - 52,5 - ),

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, UniwersytWyktad 4 Ciato utamkéw pierscienia catkowitegc



Niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym pierscienia P. W zbiorze P x S okreslamy
relacje ~ nastepujaco:
(a,s) ~ (b,t) < a-t=b"s.

Relacja ~ jest relacja réwnowaznosciowa.

Stwierdzenie J

Dowéd na tablicy.

Klase abstrakcji [(a,s)]~ nazywamy ufamkiem i oznaczamy 2.

Lemat

Jesli (31,51) ~ (32, 52), (bl7 tl) ~ (b2 tz), to
(a1 t1+ b1 51,51 t1) ~ (a2 -to+ ba-s2,5 - 1), (a1 b1,s1-t1) ~ (a2 - b2, 52 - t2).
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Niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym pierscienia P. W zbiorze P x S okreslamy
relacje ~ nastepujaco:
(a,s) ~ (b,t) < a-t=b"s.

Relacja ~ jest relacja réwnowaznosciowa.

Stwierdzenie J

Dowéd na tablicy.

Klase abstrakcji [(a,s)]~ nazywamy ufamkiem i oznaczamy 2.

Lemat

Jesli (31751) ~ (az., 52), (bl7 tl) ~ (b2 tz), to
(a1 t1+ b1 51,51 t1) ~ (a2 -to+ ba-s2,5 - 1), (a1 b1,s1-t1) ~ (a2 - b2, 52 - t2).

Inne sformufowanie:

a _ a2 Eié . ai-ti+bi-si  a-tb+b-ss ai-b ax-bo

S1 S ’ t1 to s1- bt S> - ’ s1- bt S - bo
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Niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym pierscienia P. W zbiorze P x S okreslamy
relacje ~ nastepujaco:
(a,s) ~ (b,t) < a-t=b"s.

Relacja ~ jest relacja réwnowaznosciowa.

Stwierdzenie J

Dowéd na tablicy.

Klase abstrakcji [(a,s)]~ nazywamy ufamkiem i oznaczamy 2.

Lemat

Jesli (31,51) ~ (32, 52), (bl7 tl) ~ (b2 tz), to
(a1 t1+ b1 51,51 t1) ~ (a2 -to+ ba-s2,5 - 1), (a1 b1,s1-t1) ~ (a2 - b2, 52 - t2).

Inne sformufowanie:

a _ a2 Eié . ai-ti+bi-si  a-tb+b-ss ai-b ax-bo

S1 S ’ t1 to s1- bt S> - ’ s1- bt S - bo

Dowéd znowu na tablicy.
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Niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym pierscienia P. W zbiorze P x S okreslamy
relacje ~ nastepujaco:
(a,s) ~ (b,t) < a-t=b"s.

Relacja ~ jest relacja réwnowaznosciowa.

Stwierdzenie J

Dowéd na tablicy.
Klase abstrakcji [(a,s)]~ nazywamy ufamkiem i oznaczamy 2.

Lemat

Jesli (31,51) ~ (32, 52), (bl7 tl) ~ (bz, tz), to
(a1 t1+ b1 51,51 t1) ~ (a2 -to+ ba-s2,5 - 1), (a1 b1,s1-t1) ~ (a2 - b2, 52 - t2).

Inne sformufowanie:

a _ a2 Eié . ai-ti+bi-si  a-tb+b-ss ai-b ax-bo

S1 S ’ t1 to s1- bt S> - ’ s1- bt S - bo

Dowéd znowu na tablicy.
W dalszej czesci bedziemy pomija¢ znak mnozenie, czyli zamiast a - b bedziemy pisa¢ ab.
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Twierdzenie
Q Zbiér ST'P ={2:a¢c P,sc S} z dziataniami:

b at+ bs a b ab

+

t st ' s t st

0o

jest pierscieniem. Nazywamy go pierécieniem utamkéw pierscienia P wzgledem
zbioru multiplikatywnego S.
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Twierdzenie
Q Zbiér ST'P ={2:a¢c P,sc S} z dziataniami:

b at+bs a b _ab

t st ' s t st

jest pierscieniem. Nazywamy go pierécieniem utamkéw pierscienia P wzgledem
zbioru multiplikatywnego S.

@ Podzbiér P’ = {2 : a € P} jest podpierécieniem pierscienia S~ P.
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Twierdzenie
Q Zbiér ST'P ={2:a¢c P,sc S} z dziataniami:

b at+ bs a b ab

+

t st ' s t st

0o

jest pierscieniem. Nazywamy go pierécieniem utamkéw pierscienia P wzgledem
zbioru multiplikatywnego S.
@ Podzbiér P’ = {2 : a € P} jest podpierécieniem pierscienia S~ P.

© Odwzorowanie ¢ : P — P’, @(a) = 2 dla a € P, jest izomorfizmem pierscieni.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, UniwersytWyktad 4 Ciato utamkéw pierscienia catkowitegc



Twierdzenie
© Zbiér ST'P ={2:a€ P,s € S} z dziataniami:

b at+bs a b _ab

+

t st ' s t st

0o

jest pierscieniem. Nazywamy go pierécieniem utamkéw pierscienia P wzgledem
zbioru multiplikatywnego S.
@ Podzbiér P’ = {2 : a € P} jest podpierécieniem pierscienia S~ P.

© Odwzorowanie ¢ : P — P’, @(a) = 2 dla a € P, jest izomorfizmem pierscieni.

@ Jesli ponadto S = P\ {0}, to S™1P jest ciatem. Nazywamy go ciatem utamkéw
pierscienia catkowitego P.
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Twierdzenie
© Zbiér ST'P ={2:a€ P,s € S} z dziataniami:

b at+bs a b _ab

+

t st ' s t st

0o

jest pierscieniem. Nazywamy go pierécieniem utamkéw pierscienia P wzgledem
zbioru multiplikatywnego S.
@ Podzbiér P’ = {2 : a € P} jest podpierécieniem pierscienia S~ P.

© Odwzorowanie ¢ : P — P’, @(a) = 2 dla a € P, jest izomorfizmem pierscieni.

@ Jesli ponadto S = P\ {0}, to S™1P jest ciatem. Nazywamy go ciatem utamkéw
pierscienia catkowitego P.
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Twierdzenie
Q Zbiér S'P ={2:a€ P,s e S} z dziataniami:

b at+bs a b _ab

+

t st ' s t st

nlo

jest pierscieniem. Nazywamy go pierScieniem utamkéw pierscienia P wzgledem
zbioru multiplikatywnego S.
@ Podzbiér P’ = {2 : a € P} jest podpierscieniem pierscienia s7ip.

© Odwzorowanie ¢ : P — P, ¢(a) = 2 dla a € P, jest izomorfizmem pierscieni.

@ Jesli ponadto S = P\ {0}, to S™!P jest ciatem. Nazywamy go ciatem utamkéw
pierscienia catkowitego P.

Zwréémy uwage, ze dziatania sa poprawnie okreslone. Gwarantuje to poprzedni lemat.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, UniwersytWyktad 4 Ciato utamkéw pierscienia catkowitegc



Twierdzenie
Q Zbiér ST'P ={2:a¢c P,sc S} z dziataniami:

b at+bs a b _ab

+

t st ' s t st

0o

jest pierscieniem. Nazywamy go pierécieniem utamkéw pierscienia P wzgledem
zbioru multiplikatywnego S.
@ Podzbiér P’ = {2 : a € P} jest podpierécieniem pierscienia S~ P.

© Odwzorowanie ¢ : P — P’, @(a) = 2 dla a € P, jest izomorfizmem pierscieni.

@ Jesli ponadto S = P\ {0}, to S™1P jest ciatem. Nazywamy go ciatem utamkéw
pierscienia catkowitego P.

Dowdd. ad 1. Sprawdzamy taczno$é dodawania. Mamy

§+ <b+c> _ a+bu+ct: atu + sbu + sct
s tu stu
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Twierdzenie
Q Zbiér ST'P ={2:a¢c P,sc S} z dziataniami:

b at+bs a b _ab

0o

+

t st s t st
jest pierscieniem. Nazywamy go pierécieniem utamkéw pierscienia P wzgledem
zbioru multiplikatywnego S.

@ Podzbiér P’ = {2 : a € P} jest podpierécieniem pierscienia S~ P.

© Odwzorowanie ¢ : P — P’, @(a) = 2 dla a € P, jest izomorfizmem pierscieni.
@ Jesli ponadto S = P\ {0}, to S™1P jest ciatem. Nazywamy go ciatem utamkéw

pierscienia catkowitego P.

Dowdd. ad 1. Sprawdzamy taczno$é dodawania. Mamy

a+<b c>_a+bu+ct_atu+sbu+sct
s tu stu

<_j b>+cat+bs+catu+bsu+sct.

u st u stu
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Twierdzenie
Q Zbiér ST'P ={2:a¢c P,sc S} z dziataniami:

b at+bs a b _ab

0o

+

t st s t st
jest pierscieniem. Nazywamy go pierécieniem utamkéw pierscienia P wzgledem
zbioru multiplikatywnego S.

@ Podzbiér P’ = {2 : a € P} jest podpierécieniem pierscienia S~ P.

© Odwzorowanie ¢ : P — P’, @(a) = 2 dla a € P, jest izomorfizmem pierscieni.
@ Jesli ponadto S = P\ {0}, to S™1P jest ciatem. Nazywamy go ciatem utamkéw

pierscienia catkowitego P.

Dowdd. ad 1. Sprawdzamy taczno$é dodawania. Mamy

a+<b c>_a+bu+ct_atu+sbu+sct
s tu stu

a b t+ b t b t
< >+c a+s+ciau+ su+sc.
st u stu

Zatem dodawanie jest taczne.
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Twierdzenie
Q Zbiér ST'P ={2:a¢c P,sc S} z dziataniami:

b at+bs a b _ab

0o

+

t st s t st
jest pierscieniem. Nazywamy go pierécieniem utamkéw pierscienia P wzgledem
zbioru multiplikatywnego S.

@ Podzbiér P’ = {2 : a € P} jest podpierécieniem pierscienia S~ P.

© Odwzorowanie ¢ : P — P’, @(a) = 2 dla a € P, jest izomorfizmem pierscieni.
@ Jesli ponadto S = P\ {0}, to S™1P jest ciatem. Nazywamy go ciatem utamkéw

pierscienia catkowitego P.

Dowdd. ad 1. Sprawdzamy taczno$é dodawania. Mamy

a+<b c>_a+bu+ct_atu+sbu+sct
s tu stu

a b t+ b t b t
< >+c a+s+ciau+ su+sc.
st u stu
Zatem dodawanie jest taczne.

Widaé¢, ze element % jest elementem neutralnym dodawania,
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Twierdzenie
Q Zbiér ST'P ={2:a¢c P,sc S} z dziataniami:

b at+bs a b _ab

0o

+

t st s t st
jest pierscieniem. Nazywamy go pierécieniem utamkéw pierscienia P wzgledem
zbioru multiplikatywnego S.

@ Podzbiér P’ = {2 : a € P} jest podpierécieniem pierscienia S~ P.

© Odwzorowanie ¢ : P — P’, @(a) = 2 dla a € P, jest izomorfizmem pierscieni.
@ Jesli ponadto S = P\ {0}, to S™1P jest ciatem. Nazywamy go ciatem utamkéw

pierscienia catkowitego P.

Dowdd. ad 1. Sprawdzamy taczno$é dodawania. Mamy

a+<b c>_a+bu+ct_atu+sbu+sct
s tu stu

a b t+ b t b t
< >+c a+s+ciau+ su+sc.
st u stu

Zatem dodawanie jest taczne.
Wida¢, ze element % jest elementem neutralnym dodawania, dziatanie dodawania jest

przemienne
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jest pierscieniem. Nazywamy go pierécieniem utamkéw pierscienia P wzgledem
zbioru multiplikatywnego S.

@ Podzbiér P’ = {2 : a € P} jest podpierécieniem pierscienia S~ P.

© Odwzorowanie ¢ : P — P’, @(a) = 2 dla a € P, jest izomorfizmem pierscieni.

@ Jesli ponadto S = P\ {0}, to S™1P jest ciatem. Nazywamy go ciatem utamkéw
pierscienia catkowitego P.

Dowéd. ad 1. Sprawdzamy facznos¢ dodawania. Mamy
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— Jr —
5 st u stu

a b c at+bs ¢  atu+ bsu+ sct

(2+2)+ € o kbt sct

t

Zatem dodawanie jest taczne.

Wida¢, ze element % jest elementem neutralnym dodawania, dziatanie dodawania jest

przemienne oraz —2 jest elementem przeciwnym do 2.
s s
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@ Jesli ponadto S = P\ {0}, to S™1P jest ciatem. Nazywamy go ciatem utamkéw
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— Jr —
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a b c at+bs ¢  atu+ bsu+ sct
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Zatem dodawanie jest taczne.

Wida¢, ze element % jest elementem neutralnym dodawania, dziatanie dodawania jest

przemienne oraz =2 jest elementem przeciwnym do 2.
s s
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. . —1 L . a
Mnozenie w S~ P okreSlone jest wzorem: —.— = —
s

Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia.
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Mnozenie w S~ P okreSlone jest wzorem: —.— = —
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Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy
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s
Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy
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t u) s tu
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Mnozenie w S~ P okreSlone jest wzorem: —.— = —
s
Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy

a b ¢ a.bc_abc_

t u) s tu

stu
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Mnozenie w S~ P okreSlone jest wzorem: —.— = —
s
Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy

a 13'5 E.bc_abc_ab.c
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Mnozenie w S™'P okreslone jest wzorem : = . — = =
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Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy
a b ¢\ a bc abc ab c a b c
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Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy
a b ¢\ a bc abc ab c a b c
S t u) s tu stu st u \s t

Zatem mnozenie jest taczne.
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Mnozenie w S~ P okreslone jest wzorem: —.— =

Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy

a b ¢\ a bc abc ab ¢ a b
s t u) s tu stu -

[~ e}

Eu s.t

Zatem mnozenie jest taczne.
Wida¢, ze element % jest elementem neutralnym mnozenia,
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s t st
Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy
a b ¢\ a bc abc ab c a b c
t u) s tu stu st u \s t u’

Zatem mnozenie jest taczne.
Wida¢, ze element % jest elementem neutralnym mnozenia, dziatanie mnozenia jest
przemienne.
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Mnozenie w S™'P okreslone jest wzorem : = . — = =
s t st
Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy
a b ¢\ a bc abc ab c a b c
s t u) s tu stu st u \s t u’

Zatem mnozenie jest taczne.

Wida¢, ze element % jest elementem neutralnym mnozenia, dziatanie mnozenia jest
przemienne.

Rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania kazdy sobie sprawdzi we wtasnym zakresie.
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Mnozenie w S™'P okreslone jest wzorem : = . — =
s t st
Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy
a b ¢\ a bc abc ab c a b c
t u) s tu stu st u \s t u’

Zatem mnozenie jest taczne.

Wida¢, ze element % jest elementem neutralnym mnozenia, dziatanie mnozenia jest
przemienne.

Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania kazdy sobie sprawdzi we wtasnym zakresie.

ad 2. Podzbiér P" = {2 : a € P} jest podpierscieniem pierscienia P, gdyz
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Mnozenie w S™'P okreslone jest wzorem : = . — =
s t st
Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy
a b ¢\ a bc abc ab c a b c
t u) s tu stu st u \s t u’

Zatem mnozenie jest taczne.

Wida¢, ze element % jest elementem neutralnym mnozenia, dziatanie mnozenia jest
przemienne.

Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania kazdy sobie sprawdzi we wtasnym zakresie.

ad 2. Podzbiér P" = {2 : a € P} jest podpierscieniem pierscienia P, gdyz

1 /
e P,
1
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. . —1 L . a
Mnozenie w S~ P okresSlone jest wzorem : — - ;
s s

~ | o

Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy

a (b.c)y_a be_abc_ab c_[a b) c
s t u) s tu stu st u \s ¢t u’

Zatem mnozenie jest taczne.

Wida¢, ze element % jest elementem neutralnym mnozenia, dziatanie mnozenia jest
przemienne.

Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania kazdy sobie sprawdzi we wtasnym zakresie.
ad 2. Podzbiér P" = {2 : a € P} jest podpierscieniem pierscienia P, gdyz

b a—-b»b ,
_ Y P
1 1 <

1 /
SeP,
1

[l Y}
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. - 3 . a b ab
Mnozenie w S™'P okreslone jest wzorem : = - p
s

st
Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy

a (b.c)y_a be_abc_ab c_[a b) c
s t u) s tu stu st u \s ¢t u’

Zatem mnozenie jest taczne.

Wida¢, ze element % jest elementem neutralnym mnozenia, dziatanie mnozenia jest
przemienne.

Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania kazdy sobie sprawdzi we wtasnym zakresie.
ad 2. Podzbiér P" = {2 : a € P} jest podpierscieniem pierscienia P, gdyz

b a—-b»b , a
2 p. 2.
1 1 < 1

b ab ,
2=2cp.
1 16
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. - . a b ab
Mnozenie w S™'P okreslone jest wzorem : = . —

s t st
Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy

a (b.c)y_a be_abc_ab c_[a b) c
s t u) s tu stu st u \s ¢t u’

Zatem mnozenie jest taczne.

Wida¢, ze element % jest elementem neutralnym mnozenia, dziatanie mnozenia jest
przemienne.

Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania kazdy sobie sprawdzi we wtasnym zakresie.
ad 2. Podzbiér P" = {2 : a € P} jest podpierscieniem pierscienia P, gdyz

b a—-b»b , a /
B p, 2.2=2¢p
1 1 < 1 16

é ab
1

ad 3. Odwzorowanie ¢ : P — P', o(a) = 2 dla a € P, jest izomorfizmem pierscieni,

gdyz jest wzajemnie jednoznaczne (na tablicy)
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. . —1 L . a
Mnozenie w S~ P okresSlone jest wzorem : — - ;
s s

Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy

a (b cy_a bc_abc_ab c_ (a b),
s t u) s tu stu st u \s ¢t u

(s}
(Ks}

Zatem mnozenie jest taczne.
Wida¢, ze element % jest elementem neutralnym mnozenia, dziatanie mnozenia jest
przemienne.

Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania kazdy sobie sprawdzi we wtasnym zakresie.
ad 2. Podzbiér P" = {2 : a € P} jest podpierscieniem pierscienia P, gdyz

a b a—-b»b , a b ab ,
2.2 p, 2.2=2¢p
1 1 1 < 1 1 16

1 /
SeP,
1

ad 3. Odwzorowanie ¢ : P — P', o(a) = 2 dla a € P, jest izomorfizmem pierscieni,
gdyz jest wzajemnie jednoznaczne (na tablicy) oraz
a+b a b

1 1

p(a+b) =
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. - . a b ab
Mnozenie w S™'P okreslone jest wzorem : = . —

s t st
Sprawdzamy faczno$¢ mnozenia. Mamy

a (b cy_a bc_abc_ab c_ (a b),
s t u) s tu stu st u \s ¢t

Zatem mnozenie jest taczne.

Wida¢, ze element % jest elementem neutralnym mnozenia, dziatanie mnozenia jest
przemienne.

Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania kazdy sobie sprawdzi we wtasnym zakresie.

[ o
IS

ad 2. Podzbiér P" = {2 : a € P} jest podpierscieniem pierscienia P, gdyz

b_azb p

2 a b_ab_p
1 1 1 111

1 /
- eP,
1
ad 3. Odwzorowanie ¢ : P — P', o(a) = 2 dla a € P, jest izomorfizmem pierscieni,
gdyz jest wzajemnie jednoznaczne (na tablicy) oraz

+b b b
pla+b) =272 =242 = o(a) + (b), plab) =T =
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ad 4. Jesli S = P\ {0} oraz 2 # 2, to mozemy rozwazy¢ utamek =
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ad 4. Jesli S = P\ {0} oraz 2

24 %, to mozemy rozwazy¢ utamek £ i wtedy mamy
a s a 1

s a sa 1’
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ad 4. Jesli S = P\ {0} oraz £ # %, to mozemy rozwazy¢ utamek £ i wtedy mamy

a s a 1

s a sa 1’

co oznacza, ze ; jest elementem odwrotnym do 2
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ad 4. Jesli S = P\ {0} oraz £ # %, to mozemy rozwazy¢ utamek £ i wtedy mamy

a s a 1

s a sa 1’

co oznacza, ze ; jest elementem odwrotnym do 2

Zatem S”1P jest ciatem. ¢
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ad 4. Jesli S = P\ {0} oraz £ # %, to mozemy rozwazy¢ utamek £ i wtedy mamy
a s _as _ 1

s a sa 1’

co oznacza, ze 7 jest elementem odwrotnym do 2

Zatem S”1P jest ciatem. ¢

Przyktady

o Ciato liczb wymiernych Q jest ciatem utamkéw pierscienia liczb catkowitych Z.
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ad 4. Jesli S = P\ {0} oraz £ # %, to mozemy rozwazy¢ utamek £ i wtedy mamy
a s _as _ 1

s a sa 1’

co oznacza, ze ; jest elementem odwrotnym do 2

Zatem S”1P jest ciatem. ¢

Przyktady

o Ciato liczb wymiernych Q jest ciatem utamkéw pierscienia liczb catkowitych Z.

o Niech peP. Wtedy S =Z\ pZ ={s € Z: p Js} jest zbiorem multiplikatywnym
oraz

SflP:{geQ:a,SEZ, p)(s}.
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ad 4. Jesli S = P\ {0} oraz £ # %, to mozemy rozwazy¢ utamek £ i wtedy mamy

s as 1

s a sa 1’

co oznacza, ze 7 jest elementem odwrotnym do 2.

Zatem S”1P jest ciatem. ¢
Przyktady

o Ciato liczb wymiernych Q jest ciatem utamkéw pierscienia liczb catkowitych Z.

o Niech peP. Wtedy S =Z\ pZ ={s € Z: p Js} jest zbiorem multiplikatywnym
oraz

SflP:{geQ:a,SEZ, p)(s}.

o Za kilka wyktadéw poznamy jeszcze jeden wazny przyktad ciata utamkéw, tzw. ciato
funkcji wymiernych. Prosze uzbroi¢ sie w cierpliwos¢.
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Zatem to koniec wyktadu 4!

VAV

Dziekuje za uwage
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