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Wyktad jest przewidziany na 2 godziny lekcyjne
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Wyktad jest przewidziany na 2 godziny lekcyjne

Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:
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Wyktad jest przewidziany na 2 godziny lekcyjne

Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:

e W. Marzantowicz, P. Zarzycki, Elementarna teoria liczb, PWN 2006
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Zacznijmy od prostego zadania.
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Zacznijmy od prostego zadania.

Zadanie

Liczba kostek w bardzo duzej czekoladzie réwna jest x. Jesli podzieli¢ czekolade na 3
czesci, to zostanie 1 kostka. Przy podziale na 5 czesci zostana 3 kostki, a w przypadku
podziatu na 7 czesci zostang 2 kostki. lle kostek ma czekolada, jesli wiadomo, ze liczba
kostek jest mniejsza od 1007
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Zacznijmy od prostego zadania.

Zadanie

Liczba kostek w bardzo duzej czekoladzie réwna jest x. Jesli podzieli¢ czekolade na 3
czesci, to zostanie 1 kostka. Przy podziale na 5 czesci zostana 3 kostki, a w przypadku
podziatu na 7 czesci zostang 2 kostki. lle kostek ma czekolada, jesli wiadomo, ze liczba
kostek jest mniejsza od 1007

Czy wiesz jak rozwigza¢ powyzsze zadanie ?
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Zacznijmy od prostego zadania.

Zadanie

Liczba kostek w bardzo duzej czekoladzie réwna jest x. Jesli podzieli¢ czekolade na 3
czesci, to zostanie 1 kostka. Przy podziale na 5 czesci zostana 3 kostki, a w przypadku
podziatu na 7 czesci zostang 2 kostki. lle kostek ma czekolada, jesli wiadomo, ze liczba
kostek jest mniejsza od 1007

Czy wiesz jak rozwigza¢ powyzsze zadanie ?

Nalezy rozwigza¢ uktad kongruencji

x= 1 (mod 3)
x = 3 (mod 5)
x= 2 (mod 7)
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Zacznijmy od prostego zadania.

Zadanie

Liczba kostek w bardzo duzej czekoladzie réwna jest x. Jesli podzieli¢ czekolade na 3
czesci, to zostanie 1 kostka. Przy podziale na 5 czesci zostana 3 kostki, a w przypadku
podziatu na 7 czesci zostang 2 kostki. lle kostek ma czekolada, jesli wiadomo, ze liczba
kostek jest mniejsza od 1007

Czy wiesz jak rozwigza¢ powyzsze zadanie ?

Nalezy rozwigza¢ uktad kongruencji

x= 1 (mod 3)
x = 3 (mod 5)
x= 2 (mod 7)

Kiedy ten i podobne uktady kongruencji maja rozwigzanie?
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Twierdzenie (chinskie o resztach)

Jesli nq,...,ng sa parami wzglednie pierwsze oraz ri, ..., rc sa liczbami catkowitymi, to
istnieje liczba catkowita x taka, ze

x= r (mod n1)
x = rg (mod ng)
Liczba x jest wyznaczona jednoznacznie modulo  ny - ... ng.
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Twierdzenie (chinskie o resztach)

Jesli nq,...,ng sa parami wzglednie pierwsze oraz ri, ..., rc sa liczbami catkowitymi, to
istnieje liczba catkowita x taka, ze

x= n (mod np)

x= r (modny)
Liczba x jest wyznaczona jednoznacznie modulo  nq - ... ng. )
Dowéd. Niech n = ny - ... ng. Rozwazmy odwzorowanie

@ Lpn = Lny X ... X Ly, ©(x) = ((X)ng,---5(X)n,) dlax € Zp.
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Twierdzenie (chinskie o resztach)

Jesli nq,...,ng sa parami wzglednie pierwsze oraz ri, ..., rc sa liczbami catkowitymi, to
istnieje liczba catkowita x taka, ze

x= n (mod np)

x= r (modny)
Liczba x jest wyznaczona jednoznacznie modulo  nq - ... ng. )
Dowéd. Niech n = ny - ... ng. Rozwazmy odwzorowanie

@ Lpn = Lny X ... X Ly, ©(x) = ((X)ng,---5(X)n,) dlax € Zp.

Odwzorowanie ¢ jest wzajemnie jednoznaczne (dowdd na tablicy).

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 3 Kongruencje, cz. 2



Twierdzenie (chinskie o resztach)

Jesli nq,...,ng sa parami wzglednie pierwsze oraz ri, ..., rc sa liczbami catkowitymi, to
istnieje liczba catkowita x taka, ze

x= n (mod np)

x= r (modny)
Liczba x jest wyznaczona jednoznacznie modulo  nq - ... ng.
Dowéd. Niech n = ny - ... ng. Rozwazmy odwzorowanie

@ Lpn = Lny X ... X Ly, ©(x) = ((X)ng,---5(X)n,) dlax € Zp.

Odwzorowanie ¢ jest wzajemnie jednoznaczne (dowdd na tablicy).
Zatem
o(x) = ((r1)ng,-- -, (rk)n,) dla pewnego x € Zy,

co oznacza, ze x jest rozwigzaniem danego uktadu kongruencji.
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Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze nasz uktad

x= 1 (mod 3)
x = 3 (mod 5)
x= 2(mod7)

ma rozwiazanie, wiec sprobujmy go rozwigzaé¢. Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1
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Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze nasz uktad

x= 1 (mod 3)
x = 3 (mod 5)
x= 2(mod7)

ma rozwiazanie, wiec sprobujmy go rozwigzaé¢. Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1

Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy t¢.
3t + 1 =3 (mod 5)
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Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze nasz uktad

x= 1 (mod 3)
x = 3 (mod 5)
x= 2(mod7)

ma rozwiazanie, wiec sprobujmy go rozwigzaé¢. Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1

Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy t¢.
3t+1=3(mod5) = 3t =2 (mod5)
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Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze nasz uktad

1 (mod 3)
3 (mod 5)
2 (mod 7)

xX X X
i

ma rozwiazanie, wiec sprobujmy go rozwigzaé¢. Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1

Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy t¢.
3t+1=3(mod5) = 3t=2(mod5) = t =4 (mod5)
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Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze nasz uktad

1 (mod 3)
3 (mod 5)
2 (mod 7)

xX X X
i

ma rozwiazanie, wiec sprobujmy go rozwigzaé¢. Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1

Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy t¢.
3t+1=3(mod5) = 3t=2(mod5) = t=4(mod5) = t=>5u+4
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Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze nasz uktad

{

ma rozwiazanie, wiec sprobujmy go rozwigzaé¢. Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1

1 (mod 3)
3 (mod 5)
2 (mod 7)

xX X X
i

Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy t¢.
3t+1=3(mod5) = 3t=2(mod5) = t=4(mod5) = t=>5u+4
Zatem x =3(5u+4)+1=15u+13.
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Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze nasz uktad

{

ma rozwiazanie, wiec sprobujmy go rozwigzaé¢. Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1

1 (mod 3)
3 (mod 5)
2 (mod 7)

xX X X
i

Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy t¢.
3t+1=3(mod5) = 3t=2(mod5) = t=4(mod5) = t=>5u+4
Zatem x =3(5u+4)+1=15u+13.

Wstawiamy to do trzeciej kongruencji i wyliczamy u.
15u + 13 = 2 (mod 7)
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Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze nasz uktad

{

ma rozwiazanie, wiec sprobujmy go rozwigzaé¢. Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1

1 (mod 3)
3 (mod 5)
2 (mod 7)

xX X X
i

Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy t¢.
3t+1=3(mod5) = 3t=2(mod5) = t=4(mod5) = t=>5u+4
Zatem x =3(5u+4)+1=15u+13.

Wstawiamy to do trzeciej kongruencji i wyliczamy u.
15u4+13=2(mod7) = u—1=2(mod7)
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Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze nasz uktad

{

ma rozwiazanie, wiec sprobujmy go rozwigzaé¢. Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1

1 (mod 3)
3 (mod 5)
2 (mod 7)

xX X X
i

Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy t¢.
3t+1=3(mod5) = 3t=2(mod5) = t=4(mod5) = t=>5u+4
Zatem x =3(5u+4)+1=15u+13.

Wstawiamy to do trzeciej kongruencji i wyliczamy u.
1B5u+13=2(mod7) = v—1=2(mod7) = u=3(mod7)
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Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze nasz uktad

{

ma rozwiazanie, wiec sprobujmy go rozwigzaé¢. Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1

1 (mod 3)
3 (mod 5)
2 (mod 7)

xX X X
i

Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy t¢.
3t+1=3(mod5) = 3t=2(mod5) = t=4(mod5) = t=>5u+4
Zatem x =3(5u+4)+1=15u+13.

Wstawiamy to do trzeciej kongruencji i wyliczamy u.
15u4+13=2(mod7) = u—1=2(mod7) = u=3(mod7) = u=7s+3
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Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze nasz uktad

{

ma rozwiazanie, wiec sprobujmy go rozwigzaé¢. Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1

1 (mod 3)
3 (mod 5)
2 (mod 7)

xX X X
i

Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy t¢.
3t+1=3(mod5) = 3t=2(mod5) = t=4(mod5) = t=>5u+4
Zatem x =3(5u+4)+1=15u+13.

Wstawiamy to do trzeciej kongruencji i wyliczamy u.
15u4+13=2(mod7) = u—1=2(mod7) = u=3(mod7) = u=7s+3
Ostatecznie x = 15(7s + 3) + 13 = 105s + 58.
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Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze nasz uktad

{

ma rozwiazanie, wiec sprobujmy go rozwigzaé¢. Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1

1 (mod 3)
3 (mod 5)
2 (mod 7)

xX X X
i

Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy t¢.
3t+1=3(mod5) = 3t=2(mod5) = t=4(mod5) = t=>5u+4
Zatem x =3(5u+4)+1=15u+13.

Wstawiamy to do trzeciej kongruencji i wyliczamy u.
15u4+13=2(mod7) = u—1=2(mod7) = u=3(mod7) = u=7s+3
Ostatecznie x = 15(7s + 3) + 13 = 105s + 58.

Odp. Liczba kostek czekolady réwna jest 58.
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Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze nasz uktad

{

ma rozwiazanie, wiec sprobujmy go rozwigzaé¢. Analizujemy pierwsza kongruencje.
x=1(mod3) = x=3t+1

1 (mod 3)
3 (mod 5)
2 (mod 7)

xX X X
i

Wstawiamy tak obliczone x do drugiej kongruencji i wyliczamy t¢.
3t+1=3(mod5) = 3t=2(mod5) = t=4(mod5) = t=>5u+4
Zatem x =3(5u+4)+1=15u+13.

Wstawiamy to do trzeciej kongruencji i wyliczamy u.
15u4+13=2(mod7) = u—1=2(mod7) = u=3(mod7) = u=7s+3
Ostatecznie x = 15(7s + 3) + 13 = 105s + 58.

Odp. Liczba kostek czekolady réwna jest 58.

Inny sposéb rozwigzywania podobnych uktadéw znajdziesz w zad. 16, zestaw 3.
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| znowu proste zadanie.
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| znowu proste zadanie.

Zadanie

Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 344%4.
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| znowu proste zadanie.

Zadanie

Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 344%4.

Do rozwiazania potrzebowaé bedziemy tzw. funkcji Eulera.

Nazwa tej funkcji pochodzi od nazwiska szwajcarskiego matematyka L.Eulera, ktéry zyt w
latach 1707-1783.
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Definicja
Funkcja Eulera nazywamy funkcje

©:N— N, ¢(n) =|U(Zn)| = |{k € Zn : NWD(k, n) = 1}|.
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Definicja
Funkcja Eulera nazywamy funkcje

©:N— N, ¢(n) =|U(Zn)| = |{k € Zn : NWD(k, n) = 1}|.

Whasnosci

(1) Jesli NWD(n,m) =1, to ¢(nm) = ¢(n)p(m).
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Definicja
Funkcja Eulera nazywamy funkcje

©:N— N, ¢(n) =|U(Zn)| = |{k € Zn : NWD(k, n) = 1}|.

Whasnosci

(1) Jesli NWD(n,m) =1, to ¢(nm) = ¢(n)p(m).
(2) Jesli p jest liczba pierwsza, to ¢(p*) = p* 1 (p —1).

W szczegélnosci ¢(p) = p — 1.
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Definicja
Funkcja Eulera nazywamy funkcje

©:N— N, ¢(n) =|U(Zn)| = |{k € Zn : NWD(k, n) = 1}|.

Whasnosci

(1) Jesli NWD(n,m) =1, to ¢(nm) = ¢(n)p(m).
(2) Jesli p jest liczba pierwsza, to ¢(p*) = p* 1 (p —1).
W szczegélnosci ¢(p) = p — 1.

(3) 22 w(d) =n.

d|n
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Definicja
Funkcja Eulera nazywamy funkcje

©:N— N, ¢(n) =|U(Zn)| = |{k € Zn : NWD(k, n) = 1}|.

Whasnosci

(1) Jesli NWD(n,m) =1, to ¢(nm) = ¢(n)p(m).
(2) Jesli p jest liczba pierwsza, to ¢(p*) = p* 1 (p —1).
W szczegélnosci ¢(p) = p — 1.

(3) 22 w(d) =n.

d|n

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 3 Kongruencje, cz. 2 8/ 15



Definicja

Funkcja Eulera nazywamy funkcje

©:N— N, ¢(n) =|U(Zn)| = |{k € Zn : NWD(k, n) = 1}|.

v
Wtasnosci
(1) Jesli NWD(n,m) =1, to ¢(nm) = ¢(n)p(m).
(2) Jesli p jest liczba pierwsza, to ¢(p*) = p* 1 (p —1).
W szczegélnosci p(p) = p — 1.
(3) ¥ w(d) = n.
d|n
v
Whasnosé pierwsza méwi, ze funkcja Eulera jest funkcja multiplikatywna.
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Dowéd wtasnosci 1: Jesli NWD(n, m) =1, to p(nm) = p(n)e(m).

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 3 Kongruencje, cz. 2



Dowéd wtasnosci 1: Jesli NWD(n, m) =1, to p(nm) = p(n)e(m).
Rozwazmy funkcje

b Lonn — Lo X Loy (k) = ((K)my (K) ).
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Dowéd wtasnosci 1: Jesli NWD(n, m) =1, to p(nm) = p(n)e(m).
Rozwazmy funkcje
b Tonn — T % Ty (k) = ((K)ems (K)o,

Podobnie jak w dowodzie twierdzeni chinskiego o resztach pokazuje sie, ze ta funkcja jest
wzjemnie jednoznaczna.
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Dowéd wtasnosci 1: Jesli NWD(n, m) =1, to p(nm) = p(n)e(m).
Rozwazmy funkcje
U Limn — Zm X Zn, U(k) = ((K)m, (k)n)-

Podobnie jak w dowodzie twierdzeni chinskiego o resztach pokazuje sie, ze ta funkcja jest
wzjemnie jednoznaczna.

W dodatku jest to izomorfizm pierscieni, ktéry zbiér elementéw odwracalnych U(Zmn)
pierscienia Zmn przeprowadza na zbiér elementéw odwracalnych

U(Zm X Zn) = U(Zm) x U(Zn) pierscienia Zm X Zn (szczegdty na tablicy).
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Dowéd wtasnosci 1: Jesli NWD(n, m) =1, to p(nm) = p(n)e(m).
Rozwazmy funkcje
U Limn — Zm X Zn, U(k) = ((K)m, (k)n)-

Podobnie jak w dowodzie twierdzeni chinskiego o resztach pokazuje sie, ze ta funkcja jest
wzjemnie jednoznaczna.
W dodatku jest to izomorfizm pierscieni, ktéry zbiér elementéw odwracalnych U(Zmn)
pierscienia Zmn przeprowadza na zbiér elementéw odwracalnych
U(Zm x Zn) = U(Zm) x U(Zn) pierscienia Zm X Zn (szczegéty na tablicy).
Zatem

(mn) = |U(Zm % Zo)| = |U(Zm) x U(Za)| = o(m)p(n).
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Dowéd whasnosci 2: Jesli p jest liczba pierwsza, to (p*) = p**(p — 1).
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Dowéd whasnosci 2: Jesli p jest liczba pierwsza, to (p*) = p**(p — 1).

Zy=10,1,2 ., 1:p, p+1, .., 2:p, 2p+1, .., (P =1)-p, .., p" —1}.

Czerwonym kolorem zaznaczono elementy Lk ktére nie s3 wzglednie pierwsze p.

Jak wida¢ jest ich
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Dowéd whasnosci 2: Jesli p jest liczba pierwsza, to (p*) = p**(p — 1).

Zy=10,1,2 ., 1:p, p+1, .., 2:p, 2p+1, .., (P =1)-p, .., p" —1}.
Czerwonym kolorem zaznaczono elementy Lk ktére nie s3 wzglednie pierwsze p.

Jak wida¢ jest ich p*~1.
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Dowéd whasnosci 2: Jesli p jest liczba pierwsza, to (p*) = p**(p — 1).

Zy=10,1,2 ., 1:p, p+1, .., 2:p, 2p+1, .., (P =1)-p, .., p" —1}.
Czerwonym kolorem zaznaczono elementy Lk ktére nie s3 wzglednie pierwsze p.

Jak wida¢ jest ich p*~1.

Zatem
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Dowod wiasnosci 3: > ¢(d) = n.
din

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt

11/ 15



Dowod wiasnosci 3: > ¢(d) = n.

()
din

Dla d|n niech

Xg ={k € Zn : NWD(k, n) = d}.
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Dowod wiasnosci 3: > ¢(d) = n.
din

Dla d|n niech
Xg ={k € Zn : NWD(k, n) = d}.

Poniewaz

NWD(k,n) = d < NWD(5, =) =1,

Q| x
Qls

wigc  [Xa| = p(5)-
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Dowdd wihasnosci 3:

Dla d|n niech

Poniewaz

wigc  [Xa| = p(5)-

Jezeli 1=d1 < ... <

> w(d) =n.

din
Xg ={k € Zn : NWD(k, n) = d}.

NWD(k,n) = d < NWD(

Qls

Q| x

ds = n sa wszystkimi dzielnikami liczby n, to i = F, i=1

sg réwniez wszystkimi dzielnikami liczby n.
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Dowod wiasnosci 3: > ¢(d) = n.
din

Dla d|n niech
Xg ={k € Zn : NWD(k, n) = d}.

Poniewaz
NWD(k,n) = d <= NWD(

Qls

Q| x

wigc  [Xa| = p(5)-

Jezeli 1 =di < ... < ds =n sa wszystkimi dzielnikami liczby n, to e = F, i=1,...,s,

sg réwniez wszystkimi dzielnikami liczby n.

Zauwazmy, ze
{1,...,n} = Xe; U ... U Xq,.
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Dowod wiasnosci 3: > ¢(d) = n.
din

Dla d|n niech
Xg ={k € Zn : NWD(k, n) = d}.

Poniewaz

NWD(k,n) = d < NWD(5, =) =1,

Q| x
Qls

wigc  [Xa| = p(5)-

Jezeli 1 =di < ... < ds =n sa wszystkimi dzielnikami liczby n, to e = F, i=1,...,s,
sg réwniez wszystkimi dzielnikami liczby n.

Zauwazmy, ze
{1,...,n} = Xe; U ... U Xq,.

Zatem
n=Xel+ ot Xe = pler) + o+ o(es) =D p(d). 1
d|n
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Twierdzenie Eulera

Jeslia€ Z, n€ Noraz NWD(a,n) =1, to  a*" =1 (mod n).
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Twierdzenie Eulera
Jeslia€ Z, n € NorazNWD(a,n) =1,to  a*"” =1 (mod n). J

Dowéd. Jezeli x € U(Zn), to (a- x)n € U(Zn).
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Twierdzenie Eulera
Jeslia€ Z, n € NorazNWD(a,n) =1,to  a*"” =1 (mod n). J

Dowéd. Jezeli x € U(Zn), to (a- x)n € U(Zn).
Zatem funkcja
Y U(Zpn) — U(Zn), ¥(x) =(a- x)n

jest poprawnie okreslona.
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Twierdzenie Eulera
Jeslia€ Z, n € NorazNWD(a,n) =1,to  a*"” =1 (mod n). J

Dowéd. Jezeli x € U(Zn), to (a- x)n € U(Zn).
Zatem funkcja
Y U(Zn) — U(Zn), ¥(x) =(a-x)n
jest poprawnie okreslona.
Pokazemy (na tablicy), ze jest ona wzajemnie jednoznaczna.
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Twierdzenie Eulera
Jeslia€ Z, n € NorazNWD(a,n) =1,to  a*"” =1 (mod n). J

Dowéd. Jezeli x € U(Zn), to (a- x)n € U(Zn).
Zatem funkcja
Y U(Zn) — U(Zn), ¥(x) =(a-x)n

jest poprawnie okreslona.
Pokazemy (na tablicy), ze jest ona wzajemnie jednoznaczna.
Zatem jezeli U(Zn) = {x1, ..., Xo(n) }, to réwniez U(Zn) = {(a- x1)n, .-, (3 Xp(n))n}-
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Twierdzenie Eulera
Jeslia€ Z, n € NorazNWD(a,n) =1,to  a*"” =1 (mod n). J

Dowéd. Jezeli x € U(Zn), to (a- x)n € U(Zn).
Zatem funkcja
Y U(Zn) — U(Zn), ¥(x) =(a-x)n
jest poprawnie okreslona.
Pokazemy (na tablicy), ze jest ona wzajemnie jednoznaczna.
Zatem jezeli U(Zn) = {x1, ..., Xo(n) }, to réwniez U(Zn) = {(a- x1)n, .-, (3 Xp(n))n}-
Stad

X1 Xon) = (3 Xa)n e (3 Xp(m))n
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Twierdzenie Eulera
Jeslia€ Z, n € NorazNWD(a,n) =1,to  a*"” =1 (mod n). J

Dowéd. Jezeli x € U(Zn), to (a- x)n € U(Zn).
Zatem funkcja
Y U(Zn) — U(Zn), ¥(x) =(a-x)n

jest poprawnie okreslona.

Pokazemy (na tablicy), ze jest ona wzajemnie jednoznaczna.
Zatem jezeli U(Zn) = {x1, ..., Xo(n) }, to réwniez U(Zn) = {(a- x1)n, .-, (3 Xp(n))n}-
Stad

g (n))

X Xo(n) = (@ x)n - o (3 Xp(m))n = (377 ) X1 Xe(n)s

(mnozenie w U(Zy)).
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Twierdzenie Eulera
Jeslia€ Z, n € NorazNWD(a,n) =1,to  a*"” =1 (mod n). J

Dowéd. Jezeli x € U(Zn), to (a- x)n € U(Zn).
Zatem funkcja
Y U(Zn) — U(Zn), ¥(x) =(a-x)n
jest poprawnie okreslona.
Pokazemy (na tablicy), ze jest ona wzajemnie jednoznaczna.
Zatem jezeli U(Zn) = {x1, ..., Xo(n) }, to réwniez U(Zn) = {(a- x1)n, .-, (3 Xp(n))n}-
Stad

Xt X = (@) e (3 X)) = (37)n 31 X,

(mnozenie w U(Zy)).

Skracajac lewa i prawa strone powyzszej réwnosci (w grupie U(Zn)) przez xi - ... - Xy(n)
mamy
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Twierdzenie Eulera
Jeslia€ Z, n € NorazNWD(a,n) =1,to  a*"” =1 (mod n). J

Dowéd. Jezeli x € U(Zn), to (a- x)n € U(Zn).
Zatem funkcja
Y U(Zn) — U(Zn), ¥(x) =(a-x)n

jest poprawnie okreslona.

Pokazemy (na tablicy), ze jest ona wzajemnie jednoznaczna.

Zatem jezeli U(Zn) = {x1, ..., Xo(n) }, to réwniez U(Zn) = {(a- x1)n, .-, (3 Xp(n))n}-
Stad

Xt X = (@) e (3 X)) = (37)n 31 X,
(mnozenie w U(Zy)).
Skracajac lewa i prawa strone powyzszej réwnosci (w grupie U(Zn)) przez xi - ... - Xy(n)

mamy
(a“’("))n =1 (oczywiscie w Zj),
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Twierdzenie Eulera
Jeslia€ Z, n € NorazNWD(a,n) =1,to  a*"” =1 (mod n). J

Dowéd. Jezeli x € U(Zn), to (a- x)n € U(Zn).
Zatem funkcja
Y U(Zn) — U(Zn), ¥(x) =(a-x)n

jest poprawnie okreslona.

Pokazemy (na tablicy), ze jest ona wzajemnie jednoznaczna.
Zatem jezeli U(Zn) = {x1, ..., Xo(n) }, to réwniez U(Zn) = {(a- x1)n, .-, (3 Xp(n))n}-
Stad

g (n))

X Xo(n) = (@ x)n - o (3 Xp(m))n = (377 ) X1 Xe(n)s
(mnozenie w U(Zy)).
Skracajac lewa i prawa strone powyzszej réwnosci (w grupie U(Zn)) przez xi - ... - Xy(n)
mamy
(a7, = 1 (oczywiscie w Zy),
co oznacza

#(M =1 (mod n) q
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Spéjrzmy jeszcze raz na twierdzenie Eulera.

Twierdzenie Eulera
Jesliac€ Z, ne Noraz NWD(a,n) =1, to a*" =1 (mod n).
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Spéjrzmy jeszcze raz na twierdzenie Eulera.

Twierdzenie Eulera
Jesliac€ Z, ne Noraz NWD(a,n) =1, to a*" =1 (mod n).

Twierdzenie to przyjmuje szczegélng posta¢, gdy n=p € P.
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Spéjrzmy jeszcze raz na twierdzenie Eulera.

Twierdzenie Eulera
Jesliac€ Z, ne Noraz NWD(a,n) =1, to a*" =1 (mod n).

Twierdzenie to przyjmuje szczegélng posta¢, gdy n=p € P.

Whiosek - Mate Twierdzenie Fermata

JesliacZ peP, p fa,to a° ' =1 (mod p).
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Spéjrzmy jeszcze raz na twierdzenie Eulera.

Twierdzenie Eulera
Jesliac€ Z, ne Noraz NWD(a,n) =1, to a*" =1 (mod n).

Twierdzenie to przyjmuje szczegélng posta¢, gdy n=p € P.

Whiosek - Mate Twierdzenie Fermata

JesliacZ peP, p fa,to a° ' =1 (mod p).

Przyktad
©(200) =
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Spéjrzmy jeszcze raz na twierdzenie Eulera.

Twierdzenie Eulera
Jesliac€ Z, ne Noraz NWD(a,n) =1, to a*" =1 (mod n).

Twierdzenie to przyjmuje szczegélng posta¢, gdy n=p € P.

Whiosek - Mate Twierdzenie Fermata

JesliacZ peP, p fa,to a° ' =1 (mod p).

Przyktad
(200) = (2%5?) =
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Spéjrzmy jeszcze raz na twierdzenie Eulera.

Twierdzenie Eulera
Jesliac€ Z, ne Noraz NWD(a,n) =1, to a*" =1 (mod n).

Twierdzenie to przyjmuje szczegélng posta¢, gdy n=p € P.

Whiosek - Mate Twierdzenie Fermata

JesliacZ peP, p fa,to a° ' =1 (mod p).

Przyktad
¢(200) = p(2°5%) = p(2%)p(5%) =
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Spéjrzmy jeszcze raz na twierdzenie Eulera.

Twierdzenie Eulera
Jesliac€ Z, ne Noraz NWD(a,n) =1, to a*" =1 (mod n).

Twierdzenie to przyjmuje szczegélng posta¢, gdy n=p € P.

Whiosek - Mate Twierdzenie Fermata

JesliacZ peP, p fa,to a° ' =1 (mod p).

Przyktad
£(200) = ¢(2%5%) = (2°)p(5%) = 22— )5} (5— 1) =
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Spéjrzmy jeszcze raz na twierdzenie Eulera.

Twierdzenie Eulera
Jesliac€ Z, ne Noraz NWD(a,n) =1, to a*" =1 (mod n).

Twierdzenie to przyjmuje szczegélng posta¢, gdy n=p € P.

Whiosek - Mate Twierdzenie Fermata

JesliacZ peP, p fa,to a° ' =1 (mod p).

Przyktad
(200) = ¢(2%5%) = (2%)p(5%) = 2(2 — 1)5*(5 — 1) = 80
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Spéjrzmy jeszcze raz na twierdzenie Eulera.

Twierdzenie Eulera
Jesliac€ Z, ne Noraz NWD(a,n) =1, to a*" =1 (mod n).

Twierdzenie to przyjmuje szczegélng posta¢, gdy n=p € P.

Whiosek - Mate Twierdzenie Fermata

JesliacZ peP, p fa,to a° ' =1 (mod p).

Przyktad
(200) = ¢(2%5%) = (2%)p(5%) = 2(2 — 1)5*(5 — 1) = 80

Zatem 3% =1 (mod 200).
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Wré¢my do naszego zadania.
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Wré¢my do naszego zadania.

Zadanie
Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 34494,
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Wré¢my do naszego zadania.

Zadanie

Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 34494,

Rozwiazanie.
Nalezy znalez¢ reszte z dzielenia liczby 3'*4%* przez 1000.
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Wré¢my do naszego zadania.

Zadanie
Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 34494, }
Rozwiazanie.
Nalezy znalez¢ reszte z dzielenia liczby 3'*4%* przez 1000.
Obliczmy

$(1000) = (2°5°) = p(2*)ip(5%) = 400.
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Wré¢my do naszego zadania.

Zadanie
Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 34494, J
Rozwiazanie.
Nalezy znalez¢ reszte z dzielenia liczby 3'*4%* przez 1000.
Obliczmy
(1000) = (2°5°) = (2°)p(5%) = 400.
Zatem

314404 _ 3400-36+4 _ (3400)3634 = 34 (HlOd 1000),

bo 3°° = 1 (mod 1000) na podstawie twierdzenia Eulera.
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Wré¢my do naszego zadania.

Zadanie
Znajdz trzy ostatnie cyfry liczby 34494, J
Rozwiazanie.
Nalezy znalez¢ reszte z dzielenia liczby 3'#4%* przez 1000.
Obliczmy
¢(1000) = (2°5%) = p(2°)p(5°) = 400.
Zatem

314404 _ 340036+4 _ (300003634 — 34 (11,4 1000)
bo 3°° = 1 (mod 1000) na podstawie twierdzenia Eulera.

Poniewaz 3* = 81, wiec
ostatnie trzy cyfry liczby 3'%%°* to 081.
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| to juz koniec wykfadu 3!

VAV

Dziekuje za uwage
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