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©Q Wstep

© Dziatanie i jego wtasnosci

© Grupy

@ Ciata i pierscienie

© Izomorfizmy struktur algebraicznych
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Wyktad jest przewidziany na 4-6 godzin lekcyjnych
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Wyktad jest przewidziany na 4-6 godzin lekcyjnych

Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:
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Wyktad jest przewidziany na 4-6 godzin lekcyjnych

Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:

o A. Biatynicki-Birula, Algebra, Bibl. Mat. 40, PWN 2009, [rozdz. I, II, V, XI]

@ A.l. Kostrykin, Wstep do algebry, t. I, PWN 2004, [rozdz. IV]
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Spéjrzmy na wtasnosci dziatania dodawania w zbiorze liczb wymiernych Q
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Spéjrzmy na wtasnosci dziatania dodawania w zbiorze liczb wymiernych Q

at+b=b+a
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Spéjrzmy na wtasnosci dziatania dodawania w zbiorze liczb wymiernych Q
at+b=b+a
at+(b+c)=(a+b)+c
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Spéjrzmy na wtasnosci dziatania dodawania w zbiorze liczb wymiernych Q
at+b=b+a
at+(b+c)=(a+b)+c
a+0=0+4+a=a
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Spéjrzmy na wtasnosci dziatania dodawania w zbiorze liczb wymiernych Q
at+b=b+a
at+(b+c)=(a+b)+c
a+0=0+4+a=a
dla kazdego a € Q istnieje b€ Q takie, ze a+b=b+a=0
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Powyzsze prawa to
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Powyzsze prawa to

prawo przemiennosci,
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Spéjrzmy na wtasnosci dziatania dodawania w zbiorze liczb wymiernych Q
at+b=b+a
at+(b+c)=(a+b)+c
a+0=0+4+a=a
dla kazdego a € Q istnieje b€ Q takie, ze a+b=b+a=0

Powyzsze prawa to
prawo przemiennosci,

prawo t3cznosci,
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Spéjrzmy na wtasnosci dziatania dodawania w zbiorze liczb wymiernych Q
at+b=b+a
at+(b+c)=(a+b)+c
a+0=0+4+a=a
dla kazdego a € Q istnieje b€ Q takie, ze a+b=b+a=0

Powyzsze prawa to
prawo przemiennosci,
prawo t3cznosci,

0 jest elementem neutralnym,
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Spéjrzmy na witasnosci dziatania dodawania w zbiorze liczb wymiernych Q
at+b=b+a
at+(b+c)=(a+b)+c
a+0=0+a=a
dla kazdego a € Q istnieje b€ Q takie, ze a+b=b+a=0

Powyzsze prawa to
prawo przemiennosci,
prawo t3cznosci,
0 jest elementem neutralnym,

prawo istnienia elementu przeciwnego.
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A teraz popatrzmy na wtasnosci dziatania mnozenia w zbiorze Q \ {0} liczb wymiernych
réznych od zera.
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A teraz popatrzmy na wtasnosci dziatania mnozenia w zbiorze Q \ {0} liczb wymiernych
réznych od zera.

a-b=5b-a
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A teraz popatrzmy na wtasnosci dziatania mnozenia w zbiorze Q \ {0} liczb wymiernych
réznych od zera.

a-b=b-a
a-(b-c)=(a-b)-c
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A teraz popatrzmy na wtasnosci dziatania mnozenia w zbiorze Q \ {0} liczb wymiernych
réznych od zera.

a-b=b-a
a-(b-c)=(a-b)-c

a-l=1-a=a
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A teraz popatrzmy na wtasnosci dziatania mnozenia w zbiorze Q \ {0} liczb wymiernych
réznych od zera.

a-b=b-a

a-(b-c)=(a-b)-c

a-l=1-a=a

dla kazdego a € Q \ {0} istnieje b € Q\ {0} takie, ze a-b=b-a=1
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A teraz popatrzmy na wtasnosci dziatania mnozenia w zbiorze Q \ {0} liczb wymiernych
réznych od zera.

a-b=b-a

a-(b-c)=(a-b)-c

a-l=1-a=a

dla kazdego a € Q \ {0} istnieje b € Q\ {0} takie, ze a-b=b-a=1

Czy widzisz podobiefstwo?
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Poréwnajmy te wtasnosci
at+b=b+a
at+(b+c)=(a+b)+c
a+0=0+a=a
dla kazdego a € Q istnieje b€ Q takie, ze a+b=b+a=0
a-b=b-a
a-(b-c)=(a-b)-c
a-l1=1-a=a
dla kazdego a € Q \ {0} istnieje b € Q\ {0} takie, ze a-b=b-a=1
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Poréwnajmy te wtasnosci
at+b=b+a
at+(b+c)=(a+b)+c
a+0=0+a=a
dla kazdego a € Q istnieje b€ Q takie, ze a+b=b+a=0
a-b=b-a
a-(b-c)=(a-b)-c
a-l=1-a=a
dla kazdego a € Q \ {0} istnieje b € Q\ {0} takie, ze a-b=b-a=1

A jesli zbior liczb wymiernych lub wymiernych bez zera zastapimy zbiorem liczb
catkowitych Z?
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Poréwnajmy te wtasnosci
at+b=b+a
at+(b+c)=(a+b)+c
a+0=0+a=a
dla kazdego a € Q istnieje b€ Q takie, ze a+b=b+a=0

a-b=b-a

a-(b-c)=(a-b)-c

a-l=1-a=a

dla kazdego a € Q \ {0} istnieje b € Q\ {0} takie, ze a-b=b-a=1

A jesli zbior liczb wymiernych lub wymiernych bez zera zastapimy zbiorem liczb
catkowitych Z?

Ktére z praw nie zachodzi?
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Struktura algebraiczna
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Struktura algebraiczna
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Struktura algebraiczna

zbior
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Struktura algebraiczna

zbior 4 dziatanie (dziatania)
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Struktura algebraiczna

zbior 4+ dziatanie (dziatania) 4+ prawa
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Struktura algebraiczna

zbiér + dziatanie (dziatania) + prawa

Co to jest dziatanie?
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Definicja
Dziataniem w zbiorze A nazywamy przyporzadkowanie, ktére kazdej parze elementéw a, b
zbioru A przyporzadkowuje element ¢ nalezacy do zbioru A nazywany wynikiem.
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Definicja
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zbioru A przyporzadkowuje element ¢ nalezacy do zbioru A nazywany wynikiem.

Na oznaczenie dziatania stosujemy rézne znaki: +, -, x, ®, O, ...
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Definicja
Dziataniem w zbiorze A nazywamy przyporzadkowanie, ktére kazdej parze elementéw a, b
zbioru A przyporzadkowuje element ¢ nalezacy do zbioru A nazywany wynikiem.

Na oznaczenie dziatania stosujemy rézne znaki: +, -, *, &, ©, ...

Zatem dziatanie jest funkcja
x: AXA— A, (a,b) — c=axbecA

Element a * b nazywamy wynikiem dziatania * na elementach ai b

Widzisz, ze dodawanie i mnozenie w zbiorze liczb wymiernych oraz w zbiorze liczb
catkowitych s3 dziataniami.
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Definicja
Dziataniem w zbiorze A nazywamy przyporzadkowanie, ktére kazdej parze elementéw a, b
zbioru A przyporzadkowuje element ¢ nalezacy do zbioru A nazywany wynikiem.

Na oznaczenie dziatania stosujemy rézne znaki: +, -, x, ®, O, ...

Zatem dziatanie jest funkcja
x: AXA— A, (a,b) — c=axbecA

Element a * b nazywamy wynikiem dziatania * na elementach ai b

Widzisz, ze dodawanie i mnozenie w zbiorze liczb wymiernych oraz w zbiorze liczb
catkowitych s3 dziataniami.

A inne przykfady?
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Ktére z ponizszych s3 dziataniami? Znasz odpowiedz?

A = Q - zbidr liczb wymiernych, a@&b:=a+b+1
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Ktére z ponizszych s3 dziataniami? Znasz odpowiedz?

A = Q - zbidr liczb wymiernych, a@ b:=a+b+1 TAK
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Ktére z ponizszych s3 dziataniami? Znasz odpowiedz?
A = Q - zbidr liczb wymiernych, a® b:=a+ b+ 1

A = Q - zbiér liczb wymiernych, a© b:=a-b+a+b
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Ktére z ponizszych s3 dziataniami? Znasz odpowiedz?
A = Q - zbidr liczb wymiernych, a® b:=a+ b+ 1

A = Q - zbiér liczb wymiernych, a© b:=a-b+a+b

A = Q - zbidr liczb wymiernych, a = b:

T
I
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Ktére z ponizszych s3 dziataniami? Znasz odpowiedz?
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A = Q - zbidr liczb wymiernych, a-+b:= 2= NIE
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Ktére z ponizszych s3 dziataniami? Znasz odpowiedz?
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A =N - zbiér liczb naturalnych, axb:=a
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b—1
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Ktére z ponizszych s3 dziataniami? Znasz odpowiedz?
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A = Q - zbiér liczb wymiernych, a -+ b:= ;75

A =N - zbiér liczb naturalnych, ax b := a®

A = Q - zbiér liczb wymiernych, axb:=+/a®>+ b> NIE
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Dziatanie * w zbiorze A nazywamy
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Dziatanie * w zbiorze A nazywamy

przemiennym, jesli
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Dziatanie * w zbiorze A nazywamy

przemiennym, jesli ax b= bx*a dla kazdych a,be A
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tacznym, jesli ax (bxc) = (axb)*c dla kazdych a,b,c e A
posiadajagcym element neutralny e, jesli
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Moéwimy réwniez, ze
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Sprawdzmy jakie wtasnosci posiada dziatanie w Q okreslone nastepujaco:
ad®b:=a+b+ 1.
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Niestety nie wszystkie dziatania maja "porzadne" wtasnosci, np. dziatanie axb:=a
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y y! q Q

w zbiorze liczb naturalnych

nie jest przemienne, bo
241=2"=2 podczas, gdy 1+x2=1>=1

nie jest taczne, bo
2% (1%2)=2 podczas, gdy (2x1)x2=4

nie posiada elementu neutralnego, bo nie istnieje e € N taki, ze axe=exa=a
dla kazdego a € N; gdyby istniat, to dla a =2 mielibysmy

2xe=2°=2 ex2=¢€>=2

co nie jest mozliwe.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebraiczne 12 / 34



Definicja

Zbiér G z dziataniem x oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebraiczne 13 / 34



Definicja
Zbiér G z dziataniem x oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli

dziatanie jest taczne

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, U

ersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebi 13 / 34



Definicja
Zbiér G z dziataniem x oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne

e jest elementem neutralnym

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebi 13 / 34




Definicja

Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne
e jest elementem neutralnym

kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny).

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebi 13 / 34




Definicja

Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne
e jest elementem neutralnym

kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny).

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebi 13 / 34




Definicja

Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne
e jest elementem neutralnym
kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny).

Ponadto, jesli

dziatanie x jest przemienne,

to grupe G nazywamy przemienng lub abelowa.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebi 13 / 34




Definicja

Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne
e jest elementem neutralnym
kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny).

Ponadto, jesli

dziatanie x jest przemienne,

to grupe G nazywamy przemienng lub abelowa.

WHtasnosci dziatania w grupie

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebi 13 / 34




Definicja

Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne
e jest elementem neutralnym
kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny).

Ponadto, jesli

dziatanie x jest przemienne,

to grupe G nazywamy przemienng lub abelowa.

WHtasnosci dziatania w grupie

@ Element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebi 13 / 34




Definicja

Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne
e jest elementem neutralnym
kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny).

Ponadto, jesli

dziatanie x jest przemienne,

to grupe G nazywamy przemienng lub abelowa.

WHtasnosci dziatania w grupie
@ Element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie.

o Dla kazdego elementu a element b taki, ze a* b = b * a = e jest wyznaczony
jednoznacznie (nazywamy go elementem przeciwnym (ozn. —a) lub odwrotnym do a
-1
(ozn. a™%)).

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebraiczne 13 / 34



Definicja

Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne
e jest elementem neutralnym
kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny).

Ponadto, jesli

dziatanie x jest przemienne,

to grupe G nazywamy przemienng lub abelowa.

WHtasnosci dziatania w grupie
@ Element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie.

o Dla kazdego elementu a element b taki, ze a* b = b * a = e jest wyznaczony
jednoznacznie (nazywamy go elementem przeciwnym (ozn. —a) lub odwrotnym do a
-1
(ozn. a™%)).

@ Jesliaxb=axclub bxa=cxa, tob=c (prawo skracania).

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebraiczne 13 / 34



Definicja

Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne
e jest elementem neutralnym
kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny).

Ponadto, jesli

dziatanie x jest przemienne,

to grupe G nazywamy przemienng lub abelowa.

WHtasnosci dziatania w grupie
@ Element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie.

o Dla kazdego elementu a element b taki, ze a* b = b * a = e jest wyznaczony
jednoznacznie (nazywamy go elementem przeciwnym (ozn. —a) lub odwrotnym do a
-1
(ozn. a™%)).
@ Jesliaxb=axclub bxa=cxa, tob=c (prawo skracania).

o (a)t=a

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebraiczne 13 / 34



Definicja

Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne
e jest elementem neutralnym
kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny).

Ponadto, jesli

dziatanie x jest przemienne,

to grupe G nazywamy przemienng lub abelowa.

WHtasnosci dziatania w grupie
@ Element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie.
o Dla kazdego elementu a element b taki, ze a* b = b * a = e jest wyznaczony
jednoznacznie (nazywamy go elementem przeciwnym (ozn. —a) lub odwrotnym do a
-1
(ozn. a™%)).
@ Jesliaxb=axclub bxa=cxa, tob=c (prawo skracania).
o (a)t=a
—1

o (ar*..%an) P =a, k.. xa;

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebraiczne 13 / 34



Definicja

Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne
e jest elementem neutralnym
kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny).

Ponadto, jesli

dziatanie x jest przemienne,

to grupe G nazywamy przemienng lub abelowa.

WHtasnosci dziatania w grupie
@ Element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie.
o Dla kazdego elementu a element b taki, ze a* b = b * a = e jest wyznaczony
jednoznacznie (nazywamy go elementem przeciwnym (ozn. —a) lub odwrotnym do a
-1
(ozn. a™%)).
@ Jesliaxb=axclub bxa=cxa, tob=c (prawo skracania).
o (a)t=a
—1

o (ar*..%an) P =a, k.. xa;

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebraiczne 13 / 34



Definicja

Zbiér G z dziataniem * oraz wyréznionym elementem e nazywamy grupa, jesli
dziatanie jest taczne
e jest elementem neutralnym
kazdy element a € G posiada element odwrotny (przeciwny).

Ponadto, jesli

dziatanie x jest przemienne,
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@ Element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie.

o Dla kazdego elementu a element b taki, ze a* b = b * a = e jest wyznaczony
jednoznacznie (nazywamy go elementem przeciwnym (ozn. —a) lub odwrotnym do a

-1

(ozn. a™%)).

@ Jesliaxb=axclub bxa=cxa, tob=c (prawo skracania).

o (a)t=a

o (ar*...kan) t=a, k... xarl.

Dowody na tablicy.
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Przyktady

© Zbidr liczb wymiernych (catkowitych, rzeczywistych) z dziataniem + jest grupa
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przeksztatcer zbioru X na siebie (tzn. permutacji zbioru X) z dziataniem skfadania
przeksztatcen jest grupa (nieprzemienna, jesli X zawiera co najmniej 3 elementy).

O Niech Gy, ..., G, beda grupami z dziataniami odpowiednio 1, ..., *,. Wtedy zbiér
Gi X ... X G, z dziataniem (a1, ..., an) * (b1, ..., bn) = (a1 *1 b1, ..., an *n by) jest
grupa. Nazywamy ja iloczynem kartezjanskim grup Gi, ..., G,.
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| jeszcze jeden przykfad
Przedstawmy teraz grupe, ktéra nie jest przemienna. Niech G bedzie grupa tzw. izometrii

tréjkata réwnobocznego, tzn. izometrii ptaszczyzny, ktére przeprowadzaja ten tréjkat na
siebie. Takich izometrii mamy
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tréjkata réwnobocznego, tzn. izometrii ptaszczyzny, ktére przeprowadzaja ten tréjkat na
siebie. Takich izometrii mamy szes¢:
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| jeszcze jeden przykfad

Przedstawmy teraz grupe, ktéra nie jest przemienna. Niech G bedzie grupa tzw. izometrii
tréjkata réwnobocznego, tzn. izometrii ptaszczyzny, ktére przeprowadzaja ten tréjkat na
siebie. Takich izometrii mamy szes¢: obroty Op, Oi120, O240 0 katy odpowiednio

0°, 120°,240° (przeciwnie do wskazéwek zegara) oraz odbicia sa, sg, sc wzgledem

odpowiednich wysokosci.
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| jeszcze jeden przykfad

Przedstawmy teraz grupe, ktéra nie jest przemienna. Niech G bedzie grupa tzw. izometrii
tréjkata réwnobocznego, tzn. izometrii ptaszczyzny, ktére przeprowadzaja ten tréjkat na
siebie. Takich izometrii mamy szes¢: obroty Op, Oi120, O240 0 katy odpowiednio

0°, 120°,240° (przeciwnie do wskazéwek zegara) oraz odbicia sa, sg, sc wzgledem
odpowiednich wysokosci.

: |A[B|C]
%
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S
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w| Q| Q|
v ol Q| Qf
| b b
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Dziataniem w tej grupie jest tzw. sktadanie przeksztatcen, czyli wykonywanie ich "jeden
po drugim" przy czym w zapisie pierwsze przeksztatcenie piszemy z prawej strony a
drugie z lewej. Zobaczmy jak oblicza sie sa 0 O120 oraz O120 084

I

O > W IO O

Oo
O120
O240
SA

SB
Sc

OO T D> >
> WO > O ||
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Dziataniem w tej grupie jest tzw. sktadanie przeksztatcen, czyli wykonywanie ich "jeden
po drugim" przy czym w zapisie pierwsze przeksztatcenie piszemy z prawej strony a
drugie z lewej. Zobaczmy jak oblicza sie sa 0 O120 oraz O120 084

|A[B]|C]

O120 SA Oo Al B ¢

A — B — C O ||B|C|A
B 22 ¢ A B Oxo || C| A|B
C O120 A A, A SA Al C | B
SB C B A

Sc B|A|C

Zatem sp 0 O120 = sB
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Dziataniem w tej grupie jest tzw. sktadanie przeksztatcen, czyli wykonywanie ich "jeden
po drugim" przy czym w zapisie pierwsze przeksztatcenie piszemy z prawej strony a
drugie z lewej. Zobaczmy jak oblicza sie sa 0 O120 oraz O120 084

|AlB]C]

@) s s (@] OO A B C

A 22 B A C A A A 22 B O || B|C|A
B 2120 C +A, B & B A P12 A Oxo || C|A|B
C O120 A A A c “A B P12 C SA A|C|B
SB C B A

Sc B|A|C

Zatem s, 00120 =sg oraz 120084 = sc.
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Dziataniem w tej grupie jest tzw. sktadanie przeksztatcen, czyli wykonywanie ich "jeden
po drugim" przy czym w zapisie pierwsze przeksztatcenie piszemy z prawej strony a
drugie z lewej. Zobaczmy jak oblicza sie sa 0 O120 oraz O120 084

|AlB]C]

@) s s (@] OO A B C

A 22 B A C A A A 22 B O || B|C|A
B 2120 C +A, B & B A P12 A Oxo || C|A|B
C O120 A A A c “A B P12 C SA A|C|B
SB C B A

Sc B|A|C

Zatem s, 00120 =sg oraz 120084 = sc.

Wida¢, ze dziatanie nie jest przemienne.
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W podobny sposéb obliczamy pozostate wyniki tego dziatania.

1/2 H Oo ‘ O120 ‘ O240 ‘ SA ‘ SB Sc ‘
Oo Oo | O120 | O240 | sa SB Sc
O120 || O120 | O240 | Oo Sc SA SB
O240 O240 Oo O120 SB Sc SA
SA SaA SB sc Oo | O120 | O240
sB sB sc sa | O2a0 | Oo | O120
sc sc SA sg | O120 | O240 | Oo
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W podobny sposéb obliczamy pozostate wyniki tego dziatania.

1/2 H Oo ‘ O120 ‘ O240 ‘ SA ‘ SB Sc ‘
Oo Oo | O120 | O240 | sa SB Sc
O120 || O120 | O240 | Oo Sc SA SB
O240 O240 Oo O120 SB Sc SA
SA SaA SB sc Oo | O120 | O240
sB sB sc sa | O2a0 | Oo | O120
sc sc SA sg | O120 | O240 | Oo

Ktéry element jest elementem neutralnym?
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W podobny sposéb obliczamy pozostate wyniki tego dziatania.

1/2 H Oo ‘ O120 ‘ O240 ‘ SA ‘ SB Sc ‘
Oo Oo | O120 | O240 | sa SB Sc
O120 || O120 | O240 | Oo Sc SA SB
O240 O240 Oo O120 SB Sc SA
SA SaA SB sc Oo | O120 | O240
sB sB sc sa | O2a0 | Oo | O120
sc sc SA sg | O120 | O240 | Oo

Ktory element jest elementem neutralnym?

Dla kazdej izometrii wskaz element odwrotny.
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W podobny sposéb obliczamy pozostate wyniki tego dziatania.

1/2 H Oo ‘ O120 ‘ O240 ‘ SA ‘ SB Sc ‘
Oo Oo | O120 | O240 | sa SB Sc
O120 || O120 | O240 | Oo Sc SA SB
O240 O240 Oo O120 SB Sc SA
SA SaA SB sc Oo | O120 | O240
sB sB sc sa | O2a0 | Oo | O120
sc sc SA sg | O120 | O240 | Oo

Ktory element jest elementem neutralnym?
Dla kazdej izometrii wskaz element odwrotny.

Skonstruowana tak grupe nazywamy grupa izometrii tréjkata foremnego.
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W podobny sposéb skontruowaé mozna grupe izometrii dowolnej figury na ptaszczyznie
lub dowolnej bryty w przestrzeni.
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W podobny sposéb skontruowaé mozna grupe izometrii dowolnej figury na ptaszczyznie
lub dowolnej bryty w przestrzeni.

Czy wiesz ile elementéw beda zawieraé grupy izometrii nastepujacych figur:

o kwadratu,
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W podobny sposéb skontruowaé mozna grupe izometrii dowolnej figury na ptaszczyznie
lub dowolnej bryty w przestrzeni.
Czy wiesz ile elementéw beda zawieraé grupy izometrii nastepujacych figur:

o kwadratu,

@ pieciokata foremnego lub ogélniej n-kata foremnego,
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W podobny sposéb skontruowaé mozna grupe izometrii dowolnej figury na ptaszczyznie
lub dowolnej bryty w przestrzeni.

Czy wiesz ile elementéw beda zawiera¢ grupy izometrii nastepujacych figur:

kwadratu,

pieciokata foremnego lub ogélniej n-kata foremnego,
prostokata, ktéry nie jest kwadratem,
trojkata réwnoramiennego, ktéry nie jest réwnoboczny,

rombu, ktéry nie jest kwadratem,
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W podobny sposéb skontruowaé mozna grupe izometrii dowolnej figury na ptaszczyznie
lub dowolnej bryty w przestrzeni.

Czy wiesz ile elementéw beda zawiera¢ grupy izometrii nastepujacych figur:

o kwadratu,

@ pieciokata foremnego lub ogélniej n-kata foremnego,

@ prostokata, ktéry nie jest kwadratem,

o trojkata réwnoramiennego, ktéry nie jest réwnoboczny,
@ rombu, ktéry nie jest kwadratem,

@ okregu?
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Definicja
Niepusty H podzbior grupy G (z dziataniem %) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

abec H = axbh ' cH.
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Definicja
Niepusty H podzbior grupy G (z dziataniem %) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

abec H = axbh ' cH.

Uwaga
Niech H < G.

o Dziatanie * zacie$nione do podzbioru H jest dziataniem w zbiorze H,
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Definicja
Niepusty H podzbior grupy G (z dziataniem %) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

abec H = axbh ' cH.

Uwaga
Niech H < G.

o Dziatanie * zacie$nione do podzbioru H jest dziataniem w zbiorze H,

@ Zbiér H z tym zacieSnionym dziataniem jest grupa.

Przyktady
e {e} < G (podgrupa trywialna)
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@ Zbiér H z tym zacieSnionym dziataniem jest grupa.
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Uwaga
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@ Zbiér H z tym zacieSnionym dziataniem jest grupa.
Przyktady
e {e} < G (podgrupa trywialna)
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e 7Z < Q < R (z dziataniem +)
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e {e} < G (podgrupa trywialna)
e G < G (podgrupa niewtasciwa)
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Definicja
Niepusty H podzbior grupy G (z dziataniem %) nazywamy podgrupa grupy G
(i ozn. H < G), jesli spetniony jest warunek

abec H = axbh ' cH.

Uwaga
Niech H < G.

o Dziatanie * zacie$nione do podzbioru H jest dziataniem w zbiorze H,
@ Zbiér H z tym zacieSnionym dziataniem jest grupa.
Przyktady
e {e} < G (podgrupa trywialna)
e G < G (podgrupa niewtasciwa)
e 7Z < Q < R (z dziataniem +)
e Q\ {0} <R\ {0} (z dziataniem -)
@ {Oo, O120, O240} jest podgrupa grupy izometrii tréjkata réwnobocznego

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebraiczne 19 / 34



W grupie mozna zdefiniowa¢ dziatanie potegowania (o wyktadnikach catkowitych) w
nastepujacy sposoéb:

as*..*a, nrazy, gdy n >0
a = e, gdy n=20
alx..xa ', |n|razy,gdy n<0
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W grupie mozna zdefiniowa¢ dziatanie potegowania (o wyktadnikach catkowitych) w
nastepujacy sposoéb:

as*..*a, nrazy, gdy n >0
a = e, gdy n=20
alx..xa ', |n|razy,gdy n<0
W przypadku, gdy w grupie mamy do czynienia z zapisem addytywnym (dziatanie +,
element neutralny 0), méwimy nie o potegach, ale o wielokrotnosciach catkowitych.
Wtedy definicja przyjmuje nastepujaca postaé:

a+..+a, nrazy, gdy n >0
na = 0, gdy n=0
(—a)+..+(—a), |n|lrazy,gdy n<O
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W grupie mozna zdefiniowa¢ dziatanie potegowania (o wyktadnikach catkowitych) w
nastepujacy sposoéb:

as*..*a, nrazy, gdy n >0
a = e, gdy n=20
alx..xa ', |n|razy,gdy n<0
W przypadku, gdy w grupie mamy do czynienia z zapisem addytywnym (dziatanie +,
element neutralny 0), méwimy nie o potegach, ale o wielokrotnosciach catkowitych.
Wtedy definicja przyjmuje nastepujaca postaé:

a+..+a, nrazy, gdy n >0
na = 0, gdy n=0
(—a)+..+(—a), |n|lrazy,gdy n<O

Maja miejsce nastepujace réwnosci:

am % an — am}ni (am)n _ amn7
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W grupie mozna zdefiniowa¢ dziatanie potegowania (o wyktadnikach catkowitych) w
nastepujacy sposoéb:

as*..*a, nrazy, gdy n >0
a = e, gdy n=20

alx..xa ', |n|razy,gdy n<0

W przypadku, gdy w grupie mamy do czynienia z zapisem addytywnym (dziatanie +,
element neutralny 0), méwimy nie o potegach, ale o wielokrotnosciach catkowitych.
Wtedy definicja przyjmuje nastepujaca postaé:

a+..+a, nrazy, gdy n >0
na = 0, gdy n=0
(—a)+..+(—a), |n|lrazy,gdy n<O

Maja miejsce nastepujace réwnosci:
am*an — am}ni (am)n _ amn7
ktére w zapisie addytywnym przyjmuja postaé:

(ma) + (na) = (m+n)a, n(m-a)=(mn)a.
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W grupie mozna zdefiniowa¢ dziatanie potegowania (o wyktadnikach catkowitych) w
nastepujacy sposoéb:

as*..*a, nrazy, gdy n >0
a = e, gdy n=20

alx..xa ', |n|razy,gdy n<0

W przypadku, gdy w grupie mamy do czynienia z zapisem addytywnym (dziatanie +,
element neutralny 0), méwimy nie o potegach, ale o wielokrotnosciach catkowitych.
Wtedy definicja przyjmuje nastepujaca postaé:

a+..+a, nrazy, gdy n >0
na = 0, gdy n=0
(—a)+..+(—a), |n|lrazy,gdy n<O

Maja miejsce nastepujace réwnosci:
a"xa”=a"", (@™ =a"",
ktére w zapisie addytywnym przyjmuja postaé:
(ma) + (na) = (m+n)a, n(m-a)=(mn)a.

Jezeli grupa jest abelowa, to mamy réwniez (a* b)™ = a™ % b".
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W zbiorze liczb wymiernych Q mamy dwa dziatania: + oraz -. Popatrzmy na ich
wiasnosci.
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Q wraz z 0 oraz dziataniem + jest grupa przemienna
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W zbiorze liczb wymiernych Q mamy dwa dziatania: + oraz -. Popatrzmy na ich
wiasnosci.
Q wraz z 0 oraz dziataniem + jest grupa przemienna

Q\ {0} wraz z 1 oraz dziataniem - jest grupa przemienna

a-(b+c)=a-b+a-c dlakazdych a,b,c € Q
( - jest rozdzielne wzgledem +)
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W zbiorze liczb wymiernych Q mamy dwa dziatania: + oraz -. Popatrzmy na ich
wiasnosci.

Q wraz z 0 oraz dziataniem + jest grupa przemienna
Q\ {0} wraz z 1 oraz dziataniem - jest grupa przemienna

a-(b+c)=a-b+a-c dlakazdych a,b,c € Q
( - jest rozdzielne wzgledem +)

Definicja
Zbiér K, zawierajacy co najmniej dwa elementy, z wyréznionymi elementami 0, 1 oraz
dziataniami +, - nazywamy ciafem, jesli

v
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a-(b+c)=a-b+a-c dlakazdych a,b,c € Q
( - jest rozdzielne wzgledem +)

Definicja
Zbiér K, zawierajacy co najmniej dwa elementy, z wyréznionymi elementami 0, 1 oraz
dziataniami +, - nazywamy ciafem, jesli

K wraz z 0 oraz dziataniem + jest grupa przemienng,

v
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Zatem komplet aksjomatéw w definicji ciata wyglada nastepujaco:
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Zatem komplet aksjomatéw w definicji ciata wyglada nastepujaco:
Q@ VvV atb=b+a

a,beK
@ VvV at(b+c)=(a+b)+c
a,b,ceK
Q@ V a+0=0+a=a
acK
Q@ vV 3 a+b=b+a=0
acK beK
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Zatem komplet aksjomatéw w definicji ciata wyglada nastepujaco:

@ Vv a-b=b-a
a,beK

Q@ Vv a-(b-c)=(a-b)-c
a,b,ceK

@ Vv a-1l=1-a=a
acK

Q a-b=b-a=1

v E
acK\{0} beK
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Zatem komplet aksjomatéw w definicji ciata wyglada nastepujaco:

VY a-(b+c)=a-b+a-c

a,b,ceK

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, U

ersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebi 22 /34



Zatem komplet aksjomatéw w definicji ciata wyglada nastepujaco:

Q@ VvV atb=b+a
a,beK

v a+(bt+c)=(a+b)+c

a,b,ceK

VYV a+0=0+a=a

ackK

vV 3 a+b=b+a=0

(2]
(3]
Qo
acK beK
@ Vv a-b=b-a
a,beK
Q@ Vv a-(b-c)=(a-b)-c
a,b,ceK
Q@ VvV a-1=1-a=a
acK
Q \ 3 a-b=b-a=1
acK\{0} beK
o

VY a-(b+c)=a-b+a-c

a,b,ceK
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Zatem komplet aksjomatéw w definicji ciata wyglada nastepujaco:
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acK beK

@ Vv a-b=b-a
a,beK

Q@ Vv a-(b-c)=(a-b)-c
a,b,ceK

@ Vv a-1l=1-a=a
acK

Q a-b=b-a=1

v 3
ack\{0} beK
VY a-(b+c)=a-b+a-c

a,b,ceK

Zbiér liczb wymiernych Q oraz zbiér liczb rzeczywistych R wraz z naturalnymi
dziataniami dodawania i mnozenia s3 ciatami.
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Czy zbidr liczb catkowitych Z jest ciatem?
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Zatem komplet aksjomatéw w definicji ciata wyglada nastepujaco:
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Definicja
Zbiér P z wyréznionymi elementami 0, 1 oraz dziataniami +, - nazywamy pier§cieniem,
jesli
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Definicja

Zbiér P z wyréznionymi elementami 0, 1 oraz dziataniami +, - nazywamy pier§cieniem,
jesli
®© VvV at+b=b+a
a,beP
@ Vv a+(bt+c)=(a+b)+c
a,b,ceP
© V a+0=0+a=a
acP
Q V 3 a+b=b+a=0
aeP beP
©@ Vv a-b=b-a
a,beP
QO Vv a-(b-c)=(a-b)-c
a,b,ceP
Q@ VvV a-l=1.-a=a
aeP
@ Vv a(bt+c)=a-b+a-c
a,b,ceP
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Definicja

Zbiér P z wyréznionymi elementami 0, 1 oraz dziataniami +, - nazywamy pier§cieniem,
jesli
®© VvV at+b=b+a
a,beP
@ Vv a+(bt+c)=(a+b)+c
a,b,ceP
© V a+0=0+a=a
acP
Q V 3 a+b=b+a=0
aeP beP
©@ Vv ab=b-a
a,beP
QO Vv a-(b-c)=(a-b)-c
a,b,ceP
Q@ VvV a-l=1.-a=a
aeP
@ Vv a(bt+c)=a-b+a-c
a,b,ceP

Zatem zbidr liczb catkowitych Z jest pierscieniem.
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Przykfady (sprawdzenie na ¢wiczeniach - zestaw 2)

o Kazde ciafo jest pierscieniem.
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Przykfady (sprawdzenie na ¢wiczeniach - zestaw 2)
o Kazde ciafo jest pierscieniem.

@ Zbiér P = {0}, z oczywistymi dziataniami, jest pierscieniem. Tutaj musi by¢ 0 = 1.
Pierscien ten nazywamy pierécieniem zerowym.
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Przykfady (sprawdzenie na ¢wiczeniach - zestaw 2)
o Kazde ciafo jest pierscieniem.
@ Zbiér P = {0}, z oczywistymi dziataniami, jest pierscieniem. Tutaj musi by¢ 0 = 1.
Pierscien ten nazywamy pierécieniem zerowym.
o Zbiér Q, z dziataniami a® b:=a+b+1 a® b:=a-b+ a+ b, jest ciatem.
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Przykfady (sprawdzenie na ¢wiczeniach - zestaw 2)

o Kazde ciafo jest pierscieniem.

@ Zbiér P = {0}, z oczywistymi dziataniami, jest pierscieniem. Tutaj musi by¢ 0 = 1.
Pierscien ten nazywamy pierécieniem zerowym.

o Zbiér Q, z dziataniami a® b:=a+b+1 a® b:=a-b+ a+ b, jest ciatem.

o Niech n bedzie liczba pierwsza. Zbiér Z,, z dziataniami
a®b=(a+b)n, a® b= (a-b)n, jest pierscieniem i jest ciatem, gdy n jest liczba
pierwsza.

Przyktadowo dla n = 5 tabelki dziatah maja posta¢
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Przykfady (sprawdzenie na ¢wiczeniach - zestaw 2)

o Kazde ciafo jest pierscieniem.

@ Zbiér P = {0}, z oczywistymi dziataniami, jest pierscieniem. Tutaj musi by¢ 0 = 1.
Pierscien ten nazywamy pierécieniem zerowym.

o Zbiér Q, z dziataniami a® b:=a+b+1 a® b:=a-b+ a+ b, jest ciatem.

o Niech n bedzie liczba pierwsza. Zbiér Z,, z dziataniami
a®b=(a+b)n, a® b= (a-b)n, jest pierscieniem i jest ciatem, gdy n jest liczba
pierwsza.
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Przykfady (sprawdzenie na ¢wiczeniach - zestaw 2)

o Kazde ciafo jest pierscieniem.

@ Zbiér P = {0}, z oczywistymi dziataniami, jest pierscieniem. Tutaj musi by¢ 0 = 1.
Pierscien ten nazywamy pierécieniem zerowym.

o Zbiér Q, z dziataniami a® b:=a+b+1 a® b:=a-b+ a+ b, jest ciatem.

o Niech n bedzie liczba pierwsza. Zbiér Z,, z dziataniami
a®b=(a+b)n, a® b= (a-b)n, jest pierscieniem i jest ciatem, gdy n jest liczba
pierwsza.

Przyktadowo dla n = 5 tabelki dziatah maja posta¢
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Przykfady (sprawdzenie na ¢wiczeniach - zestaw 2)

o Kazde ciafo jest pierscieniem.

@ Zbiér P = {0}, z oczywistymi dziataniami, jest pierscieniem. Tutaj musi by¢ 0 = 1.
Pierscien ten nazywamy pierécieniem zerowym.

o Zbiér Q, z dziataniami a® b:=a+b+1 a® b:=a-b+ a+ b, jest ciatem.

o Niech n bedzie liczba pierwsza. Zbiér Z,, z dziataniami
a®b=(a+b)n, a® b= (a-b)n, jest pierscieniem i jest ciatem, gdy n jest liczba
pierwsza.
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Przykfady (sprawdzenie na ¢wiczeniach - zestaw 2)

o Kazde ciafo jest pierscieniem.

@ Zbiér P = {0}, z oczywistymi dziataniami, jest pierscieniem. Tutaj musi by¢ 0 = 1.
Pierscien ten nazywamy pierécieniem zerowym.

o Zbiér Q, z dziataniami a® b:=a+b+1 a® b:=a-b+ a+ b, jest ciatem.

o Niech n bedzie liczba pierwsza. Zbiér Z,, z dziataniami
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Przykfady (sprawdzenie na ¢wiczeniach - zestaw 2)

o Kazde ciafo jest pierscieniem.

@ Zbiér P = {0}, z oczywistymi dziataniami, jest pierscieniem. Tutaj musi by¢ 0 = 1.
Pierscien ten nazywamy pierécieniem zerowym.

o Zbiér Q, z dziataniami a® b:=a+b+1 a® b:=a-b+ a+ b, jest ciatem.
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Przykfady (sprawdzenie na ¢wiczeniach - zestaw 2)

o Kazde ciafo jest pierscieniem.

@ Zbiér P = {0}, z oczywistymi dziataniami, jest pierscieniem. Tutaj musi by¢ 0 = 1.
Pierscien ten nazywamy pierécieniem zerowym.

o Zbiér Q, z dziataniami a® b:=a+b+1 a® b:=a-b+ a+ b, jest ciatem.

o Niech n bedzie liczba pierwsza. Zbiér Z,, z dziataniami
a®b=(a+b)n, a® b= (a-b)n, jest pierscieniem i jest ciatem, gdy n jest liczba
pierwsza.
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o Z[V2] = {a+ bV/2; a,b € Z}, ze zwyktymi dziataniami dodawania i mnozenia jest
pierscieniem.
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o Z[V2] = {a+ bV/2; a,b € Z}, ze zwyktymi dziataniami dodawania i mnozenia jest

pierscieniem.
e Q(v2) = {a+ bV?2; a,bc Q}, ze zwyktymi dziataniami dodawania i mnozenia jest
ciatem.
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o Z[V2] = {a+ bV/2; a,b € Z}, ze zwyktymi dziataniami dodawania i mnozenia jest
pierscieniem.

e Q(v2) = {a+ bV?2; a,bc Q}, ze zwyktymi dziataniami dodawania i mnozenia jest
ciatem.

o Fy ={0,1, a, b} z dziataniami

+]o|1]a]b] Jloj1]a]b]
Ojlo|1]a|b 0Ofjf[0[0|0]|0O
1 1/0|b|a 101 |a|b
allalb|0]|1 all0O|lal|b|1l
bllblall]|O0 b|lO0O|b|1]|a
jest ciatem.
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o Z[V2] = {a+ bV/2; a,b € Z}, ze zwyktymi dziataniami dodawania i mnozenia jest

pierscieniem.
e Q(v2) = {a+ bV?2; a,bc Q}, ze zwyktymi dziataniami dodawania i mnozenia jest
ciatem.

o Fy ={0,1, a, b} z dziataniami

+]|0f[1]a]|b] JJof1][a]b]
Ojlo|1]a|b 0Ofjf[0[0|0]|0O
1 1/0|b|a 101 |a|b
allalb|0]|1 all0Ola|b|1
bllblall]|O0 b||0O|b|1]|a
jest ciatem.

o Jesli Py, ..., P, sa pierscieniami, to zbiér Py x ... x P, z dziataniami
(al, vy an) + (bl« bn) — (al +1 bl«, ..eya@n tn bn)
(al-, an) : (bl,« ceey bn) — (31 ‘1 bl-, «eesdn ‘n bn)

jest pierscieniem. Nazywamy go iloczynem kartezjanskim pierécieni P4, ..., P,.
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W pierscieniu P mozna dodatkowo okresli¢

@ odejmowanie: 2 — b = a + (—b),
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W pierscieniu P mozna dodatkowo okresli¢
o odejmowanie: a — b = a+ (—b),

o wielokrotnos¢ catkowity (w grupie addytywnej tego pierscienia),
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o potege o wykfadniku n > 0,
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W pierscieniu P mozna dodatkowo okresli¢
o odejmowanie: a — b = a + (—b),
o wielokrotnos¢ catkowity (w grupie addytywnej tego pierscienia),
o potege o wyktadniku n > 0,

Wtedy dla a, b,c € P oraz n,m € N mamy:
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W pierscieniu P mozna dodatkowo okresli¢
o odejmowanie: a — b = a + (—b),
o wielokrotnos¢ catkowity (w grupie addytywnej tego pierscienia),
o potege o wyktadniku n > 0,
Wtedy dla a, b,c € P oraz n,m € N mamy:
ea-0=0
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W pierscieniu P mozna dodatkowo okresli¢
o odejmowanie: a — b = a + (—b),
o wielokrotnos¢ catkowity (w grupie addytywnej tego pierscienia),
o potege o wyktadniku n > 0,
Wtedy dla a, b,c € P oraz n,m € N mamy:
ea-0=0

o Jezeli pierscien P jest niezerowy, to 0 # 1
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W pierscieniu P mozna dodatkowo okresli¢
o odejmowanie: a — b = a + (—b),
o wielokrotnos¢ catkowity (w grupie addytywnej tego pierscienia),
o potege o wyktadniku n > 0,
Wtedy dla a, b,c € P oraz n,m € N mamy:
ea-0=0
o Jezeli pierscien P jest niezerowy, to 0 # 1
@ a-(—b)=-ab
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W pierscieniu P mozna dodatkowo okresli¢
o odejmowanie: a — b = a+ (—b),
o wielokrotnos¢ catkowity (w grupie addytywnej tego pierscienia),
o potege o wyktadniku n > 0,
Wtedy dla a, b,c € P oraz n,m € N mamy:
ea-0=0
o Jezeli pierscien P jest niezerowy, to 0 # 1
@ a-(—b)=-ab
o (—a)-(—b)=ab
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W pierscieniu P mozna dodatkowo okresli¢
o odejmowanie: a — b = a+ (—b),
o wielokrotnos¢ catkowity (w grupie addytywnej tego pierscienia),
o potege o wyktadniku n > 0,
Wtedy dla a, b,c € P oraz n,m € N mamy:
ea-0=0
o Jezeli pierscien P jest niezerowy, to 0 # 1
@ a-(—b)=-ab
o (—a)-(—b)=ab
a-(b—c)=ab—ac
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W pierscieniu P mozna dodatkowo okresli¢
o odejmowanie: a — b = a+ (—b),
o wielokrotnos¢ catkowity (w grupie addytywnej tego pierscienia),
o potege o wyktadniku n >0

Wtedy dla a, b,c € P oraz n,m € N mamy:
ea-0=0
o Jezeli pierscien P jest niezerowy, to 0 # 1
@ a-(—b)=-ab
o (—a)-(—b)=ab
a-(b—c)=ab—ac

o(a+b) (a— )—asz2
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W pierscieniu P mozna dodatkowo okresli¢
o odejmowanie: a — b = a+ (—b),
o wielokrotnos¢ catkowity (w grupie addytywnej tego pierscienia),
o potege o wyktadniku n >0

Wtedy dla a, b,c € P oraz n,m € N mamy:
ea-0=0
o Jezeli pierscien P jest niezerowy, to 0 # 1
@ a-(—b)=-ab
o (—a)-(—b)=ab
@a-(b—c)=ab—ac
o(a+b) (a— )—asz2

n

e (a+b)" = Z (n) a - b"" (wzér Newtona)

I
i=0
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W pierscieniu P mozna dodatkowo okresli¢
o odejmowanie: a — b = a+ (—b),
o wielokrotnos¢ catkowity (w grupie addytywnej tego pierscienia),
o potege o wyktadniku n >0

Wtedy dla a, b,c € P oraz n,m € N mamy:
ea-0=0
o Jezeli pierscien P jest niezerowy, to 0 # 1
@ a-(—b)=-ab
o (—a)-(—b)=ab
@a-(b—c)=ab—ac
o(a+b) (a— )—asz2

n

n\ .
n — U . n—i z N
e (a+b) .50 (I,)a b""" (wzér Newtona)
@ natma=(n+tma
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W pierscieniu P mozna dodatkowo okresli¢
o odejmowanie: a — b = a+ (—b),
o wielokrotnos¢ catkowity (w grupie addytywnej tego pierscienia),
o potege o wyktadniku n > 0,

Wtedy dla a, b,c € P oraz n,m € N mamy:
ea-0=0

Jezeli pierscien P jest niezerowy, to 0 # 1

a-(—b)=-ab

(—a)-(—=b)=ab

a-(b—c)=ab—ac

o (a+b) - (a—b)=2a"—b

e (a+b)" = Z (n) a - b"" (wzér Newtona)

I
i=0

@ natma=(n+tma

e (na) - (mb) = (nm)(a- b)
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W ciele K dodatkowo mozna okresli¢

o dzielenie przez element rézny od zera: 7 = ab™?,
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W ciele K dodatkowo mozna okresli¢
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o potege o wyktadniku catkowitym (w grupie multiplikatywnej tego ciata).
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o dzielenie przez element rézny od zera: 7 = ab™?,
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i wtedy dla a, b,c € K mamy jeszcze:
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W ciele K dodatkowo mozna okresli¢

o dzielenie przez element rézny od zera: 7 = ab™?,
o potege o wyktadniku catkowitym (w grupie multiplikatywnej tego ciata).
i wtedy dla a, b,c € K mamy jeszcze:

° <1>71:a, oilea#0

a

Po dowody wszystkich wtasnosci zajrzyj do [Biatynicki-Birula, Algebra, rozdz. 1.4]
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o potege o wyktadniku catkowitym (w grupie multiplikatywnej tego ciata).
i wtedy dla a, b,c € K mamy jeszcze:
° (%)71 =23, oilea#0

@eab=0 <<= a=0 lub b=0
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o potege o wyktadniku catkowitym (w grupie multiplikatywnej tego ciata).
i wtedy dla a, b,c € K mamy jeszcze:

° (1>71:a, oilea#0

a

@ab=0 <= a=0 lub b=0
@ac=bc i ¢c#0 = a=b

Po dowody wszystkich wtasnosci zajrzyj do [Biatynicki-Birula, Algebra, rozdz. 1.4]
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W ciele K dodatkowo mozna okresli¢

o dzielenie przez element rézny od zera: 7 = ab™?,

o potege o wyktadniku catkowitym (w grupie multiplikatywnej tego ciata).

i wtedy dla a, b,c € K mamy jeszcze:

o(%)ilza,oilea#o

@ab=0 <= a=0 lub b=0
@ac=bc i ¢c#0 = a=b
a ¢ ac .
og-gfm,oﬂebd;éo

Po dowody wszystkich wtasnosci zajrzyj do [Biatynicki-Birula, Algebra, rozdz. 1.4]
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W ciele K dodatkowo mozna okresli¢

o dzielenie przez element rézny od zera: 7 = ab™?,

o potege o wyktadniku catkowitym (w grupie multiplikatywnej tego ciata).
i wtedy dla a, b,c € K mamy jeszcze:

1>71:a, oilea#0

(]
—~
wl

@ab=0 <= a=0 lub b=0
@ac=bc i ¢c#0 = a=b
a ¢ ac .
°B'37bd’°'lebd#0

a ¢ ad+bc .
OE+377,0|Iebd7§0

Po dowody wszystkich wtasnosci zajrzyj do [Biatynicki-Birula, Algebra, rozdz. 1.4]
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Definicje

Element a pierscienia P nazywamy:
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Definicje
Element a pierscienia P nazywamy:

o dzielnikiem zera, jesli istnieje element b € P, b # 0, taki, ze a- b= 0,
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Definicje
Element a pierscienia P nazywamy:
o dzielnikiem zera, jesli istnieje element b € P, b # 0, taki, ze a- b= 0,

o elementem regularnym, jesli a nie jest dzielnikiem zera,
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Definicje

Element a pierscienia P nazywamy:
o dzielnikiem zera, jesli istnieje element b € P, b # 0, taki, ze a- b= 0,
o elementem regularnym, jesli a nie jest dzielnikiem zera,

o elementem odwracalnym, jesli istnieje element b € P taki, ze a- b= 1.
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Definicje

Element a pierscienia P nazywamy:
o dzielnikiem zera, jesli istnieje element b € P, b # 0, taki, ze a- b= 0,
o elementem regularnym, jesli a nie jest dzielnikiem zera,
o elementem odwracalnym, jesli istnieje element b € P taki, ze a- b= 1.

Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym, jesli P nie posiada niezerowych
dzielnikéw zera.
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Definicje

Element a pierscienia P nazywamy:
o dzielnikiem zera, jesli istnieje element b € P, b # 0, taki, ze a- b= 0,
o elementem regularnym, jesli a nie jest dzielnikiem zera,
o elementem odwracalnym, jesli istnieje element b € P taki, ze a- b= 1.

Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym, jesli P nie posiada niezerowych
dzielnikéw zera.

Przyktady
o 0 jest dzielnikiem zera w pierscieniu P wtedy i tylko wtedy, gdy P # {0}.
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Definicje

Element a pierscienia P nazywamy:
o dzielnikiem zera, jesli istnieje element b € P, b # 0, taki, ze a- b= 0,
o elementem regularnym, jesli a nie jest dzielnikiem zera,
o elementem odwracalnym, jesli istnieje element b € P taki, ze a- b= 1.

Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym, jesli P nie posiada niezerowych
dzielnikéw zera.

Przyktady
o 0 jest dzielnikiem zera w pierscieniu P wtedy i tylko wtedy, gdy P # {0}.
@ Element (1,0) jest dzielnikiem zera w pierscieniu Z x Z, gdyz (1,0) - (0,1) = (0, 0).
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Definicje

Element a pierscienia P nazywamy:
o dzielnikiem zera, jesli istnieje element b € P, b # 0, taki, ze a- b= 0,
o elementem regularnym, jesli a nie jest dzielnikiem zera,
o elementem odwracalnym, jesli istnieje element b € P taki, ze a- b= 1.

Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym, jesli P nie posiada niezerowych
dzielnikéw zera.

Przyktady
o 0 jest dzielnikiem zera w pierscieniu P wtedy i tylko wtedy, gdy P # {0}.
@ Element (1,0) jest dzielnikiem zera w pierscieniu Z x Z, gdyz (1,0) - (0,1) = (0, 0).

o Kazde ciato oraz pierscien Z s3 pierscieniami catkowitymi.
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Definicje

Element a pierscienia P nazywamy:
o dzielnikiem zera, jesli istnieje element b € P, b # 0, taki, ze a- b= 0,
o elementem regularnym, jesli a nie jest dzielnikiem zera,
o elementem odwracalnym, jesli istnieje element b € P taki, ze a- b= 1.

Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym, jesli P nie posiada niezerowych
dzielnikéw zera.

Przyktady

o 0 jest dzielnikiem zera w pierscieniu P wtedy i tylko wtedy, gdy P # {0}.
@ Element (1,0) jest dzielnikiem zera w pierscieniu Z x Z, gdyz (1,0) - (0,1) = (0, 0).
o Kazde ciato oraz pierscien Z s3 pierscieniami catkowitymi.

o Elementami odwracalnymi w pierscieniu Z s3 jedynie —1, 1.
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Element a pierscienia P nazywamy:
o dzielnikiem zera, jesli istnieje element b € P, b # 0, taki, ze a- b= 0,
o elementem regularnym, jesli a nie jest dzielnikiem zera,
o elementem odwracalnym, jesli istnieje element b € P taki, ze a- b= 1.

Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym, jesli P nie posiada niezerowych
dzielnikéw zera.

Przyktady
o 0 jest dzielnikiem zera w pierscieniu P wtedy i tylko wtedy, gdy P # {0}.
@ Element (1,0) jest dzielnikiem zera w pierscieniu Z x Z, gdyz (1,0) - (0,1) = (0, 0).
o Kazde ciato oraz pierscien Z s3 pierscieniami catkowitymi.
o Elementami odwracalnymi w pierscieniu Z s3 jedynie —1, 1.
o W pierscieniu Ze element 2 jest dzielnikiem zera, bo 2-3 =0, a 5 jest elementem
odwracalnym, bo 5-5 = 1.
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dzielnikéw zera.
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Definicje

Element a pierécienia P nazywamy:
o dzielnikiem zera, jesli istnieje element b € P, b # 0, taki, ze a- b= 0,
o elementem regularnym, jesli a nie jest dzielnikiem zera,
o elementem odwracalnym, jesli istnieje element b € P taki, ze a- b= 1.

Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym, jesli P nie posiada niezerowych
dzielnikéw zera. )

Stwierdzenie

o Jesli a- b= a- c oraz a jest elementem regularnym, to b = c.
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dzielnikéw zera.

Stwierdzenie
o Jesli a- b= a- c oraz a jest elementem regularnym, to b = c.
@ lloczyn elementéw regularnych jest elementem regularnym.
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Stwierdzenie

o Jesli a- b= a- c oraz a jest elementem regularnym, to b = c.

@ lloczyn elementéw regularnych jest elementem regularnym.

o Element odwracalny jest elementem regularnym.

@ Zbiér elementéw odwracalnych pierscienia P wraz z dziataniem mnozenie tworzy

grupe (ozn. U(P) lub P*).
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Definicje

Element a pierécienia P nazywamy:
o dzielnikiem zera, jesli istnieje element b € P, b # 0, taki, ze a- b= 0,
o elementem regularnym, jesli a nie jest dzielnikiem zera,
o elementem odwracalnym, jesli istnieje element b € P taki, ze a- b= 1.

Pierscien P nazywamy pierscieniem catkowitym, jesli P nie posiada niezerowych
dzielnikéw zera.

Stwierdzenie
o Jesli a- b= a- c oraz a jest elementem regularnym, to b = c.
@ lloczyn elementéw regularnych jest elementem regularnym.
o Element odwracalny jest elementem regularnym.

@ Zbiér elementéw odwracalnych pierscienia P wraz z dziataniem mnozenie tworzy
grupe (ozn. U(P) lub P*).

Dowdd na tablicy.
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Definicja
Podzbiér Py pierscienia P nazywamy podpierscieniem pierscienia P (ozn. Py < P), jesli

leProraz V a—beP1, a-be Py
a,beP;
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Definicja
Podzbiér Py pierscienia P nazywamy podpierscieniem pierscienia P (ozn. Py < P), jesli

leProraz V a—beP1, a-be Py
a,beP;

Uwaga
Niech P, < P.

@ Dziatania + oraz - zacie$nione do podzbioru P; s3 dziataniami w zbiorze Py,
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Podzbiér Py pierscienia P nazywamy podpierscieniem pierscienia P (ozn. Py < P), jesli

1€ P; oraz YV a—-beP, a-be P
a,beP;

Uwaga
Niech P, < P.

@ Dziatania + oraz - zacie$nione do podzbioru P; s3 dziataniami w zbiorze Py,

@ P; zawiera oba elementy neutralne,
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1€ P; oraz YV a—-beP, a-be P
a,beP;

Uwaga
Niech P, < P.

@ Dziatania + oraz - zacie$nione do podzbioru P; s3 dziataniami w zbiorze Py,
@ P; zawiera oba elementy neutralne,

@ Zbiér Py z tym zacie$nionymi dziataniami jest znowu pierscieniem.
Przykfady podpierscieni

P<P,
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Definicja
Podzbiér Py pierscienia P nazywamy podpierscieniem pierscienia P (ozn. Py < P), jesli

leProraz V a—beP1, a-be Py
a,beP;

Uwaga
Niech P, < P.

@ Dziatania + oraz - zacie$nione do podzbioru P; s3 dziataniami w zbiorze Py,
@ P; zawiera oba elementy neutralne,

@ Zbiér Py z tym zacie$nionymi dziataniami jest znowu pierscieniem.
Przykfady podpierscieni
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Definicja
Podzbiér Py pierscienia P nazywamy podpierscieniem pierscienia P (ozn. Py < P), jesli

leProraz V a—beP1, a-be Py
a,beP;

Uwaga
Niech P, < P.

@ Dziatania + oraz - zacie$nione do podzbioru P; s3 dziataniami w zbiorze Py,
@ P; zawiera oba elementy neutralne,

@ Zbiér Py z tym zacie$nionymi dziataniami jest znowu pierscieniem.
Przykfady podpierscieni

P<P, Z<Q<R, Z(p):{%e(@:p)(n}<(@, (p€P),
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Definicja
Podzbiér Py pierscienia P nazywamy podpierscieniem pierscienia P (ozn. Py < P), jesli

leProraz V a—beP1, a-be Py
a,beP;

Uwaga
Niech P, < P.

@ Dziatania + oraz - zacie$nione do podzbioru P; s3 dziataniami w zbiorze Py,
@ P; zawiera oba elementy neutralne,

@ Zbiér Py z tym zacie$nionymi dziataniami jest znowu pierscieniem.
Przykfady podpierscieni

P<P, Z<Q<R, Z(p):{%e(@:p)(n}<@, (peP), Z[V2] <R,
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Definicja
Niepusty podzbiér K ciata L nazywamy podciatem ciata L (ozn. K < L), jesli

v a—beK, a-btek.
a,beK b0
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Niepusty podzbiér K ciata L nazywamy podciatem ciata L (ozn. K < L), jesli

v a—beK, a-btek.
a,beK b0

Uwaga
Niech K < L.

o Dziatania + oraz - zacie$nione do podzbioru K s3 dziataniami w zbiorze K,
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Uwaga
Niech K < L.

o Dziatania + oraz - zacie$nione do podzbioru K s3 dziataniami w zbiorze K,
@ K zawiera oba elementy neutralne,

o Zbiér K z tym zacieSnionymi dziataniami jest znowu ciatem.
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Definicja
Niepusty podzbiér K ciata L nazywamy podciatem ciata L (ozn. K < L), jesli

a—beK, a-btek.
a,bEK b0

Uwaga
Niech K < L.

o Dziatania + oraz - zacie$nione do podzbioru K s3 dziataniami w zbiorze K,
@ K zawiera oba elementy neutralne,

o Zbiér K z tym zacieSnionymi dziataniami jest znowu ciatem.

Przykfady podciat
L<Ll, Q<QH2)<R.
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Definicja
Niech (G, *) oraz (Gi,*1) beda grupami. Odwzorowanie f : G — Gi nazywamy
izomorfizmem grup, jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,
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Definicja
Niech (G, *) oraz (Gi,*1) beda grupami. Odwzorowanie f : G — Gi nazywamy
izomorfizmem grup, jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

o f(axb)=f(a)x1 f(b) dla kazdych a,b € G.
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Definicja
Niech (G, *) oraz (Gi,*1) beda grupami. Odwzorowanie f : G — Gi nazywamy
izomorfizmem grup, jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

o f(axb)=f(a)x1 f(b) dla kazdych a,b € G.
Grupy (G, *) oraz (G, *1) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje izomorfizm pomiedzy
tymi grupami.

v
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Definicja
Niech (G, *) oraz (Gi,*1) beda grupami. Odwzorowanie f : G — Gi nazywamy
izomorfizmem grup, jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

o f(axb)=f(a)x1 f(b) dla kazdych a,b € G.
Grupy (G, *) oraz (G, *1) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje izomorfizm pomiedzy
tymi grupami.

Przyktad
Zbidr liczb rzeczywistych R z dziataniem: ao b = a+ b+ 1, jest grupa (zad. 3, zestaw 2).
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Definicja
Niech (G, *) oraz (Gi,*1) beda grupami. Odwzorowanie f : G — Gi nazywamy
izomorfizmem grup, jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

o f(axb)=f(a)x1 f(b) dla kazdych a,b € G.
Grupy (G, *) oraz (G, *1) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje izomorfizm pomiedzy
tymi grupami.

Przyktad
Zbidr liczb rzeczywistych R z dziataniem: ao b = a+ b+ 1, jest grupa (zad. 3, zestaw 2).
Pokazemy, ze ta grupa jest izomorficzna z grupa (R, +).
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Definicja
Niech (G, *) oraz (Gi,*1) beda grupami. Odwzorowanie f : G — Gi nazywamy
izomorfizmem grup, jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

o f(axb)=f(a)x1 f(b) dla kazdych a,b € G.
Grupy (G, *) oraz (G, *1) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje izomorfizm pomiedzy
tymi grupami.

Przyktad

Zbidr liczb rzeczywistych R z dziataniem: ao b = a+ b+ 1, jest grupa (zad. 3, zestaw 2).
Pokazemy, ze ta grupa jest izomorficzna z grupa (R, +).

Okreslmy odwzorowanie f : R — R, f(a) = a+ 1.
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Definicja
Niech (G, *) oraz (Gi,*1) beda grupami. Odwzorowanie f : G — Gi nazywamy
izomorfizmem grup, jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

o f(axb)=f(a)x1 f(b) dla kazdych a,b € G.
Grupy (G, *) oraz (G, *1) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje izomorfizm pomiedzy
tymi grupami.

Przyktad

Zbidr liczb rzeczywistych R z dziataniem: ao b = a+ b+ 1, jest grupa (zad. 3, zestaw 2).
Pokazemy, ze ta grupa jest izomorficzna z grupa (R, +).

Okreslmy odwzorowanie f : R — R, f(a) = a+ 1.

Odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne (tzn. réznowartosciowe oraz "na" cate R).
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Definicja
Niech (G, *) oraz (Gi,*1) beda grupami. Odwzorowanie f : G — Gi nazywamy
izomorfizmem grup, jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

o f(axb)=f(a)x1 f(b) dla kazdych a,b € G.
Grupy (G, *) oraz (G, *1) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje izomorfizm pomiedzy
tymi grupami.

Przyktad

Zbidr liczb rzeczywistych R z dziataniem: ao b = a+ b+ 1, jest grupa (zad. 3, zestaw 2).
Pokazemy, ze ta grupa jest izomorficzna z grupa (R, +).

Okreslmy odwzorowanie f : R — R, f(a) = a+ 1.

Odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne (tzn. réznowartosciowe oraz "na" cate R).
Niech a, b € R. Zachodza réwnosci

f(aob) =
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Definicja
Niech (G, *) oraz (Gi,*1) beda grupami. Odwzorowanie f : G — Gi nazywamy
izomorfizmem grup, jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

o f(axb)=f(a)x1 f(b) dla kazdych a,b € G.
Grupy (G, *) oraz (G, *1) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje izomorfizm pomiedzy
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Przyktad

Zbidr liczb rzeczywistych R z dziataniem: ao b = a+ b+ 1, jest grupa (zad. 3, zestaw 2).
Pokazemy, ze ta grupa jest izomorficzna z grupa (R, +).

Okreslmy odwzorowanie f : R — R, f(a) = a+ 1.

Odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne (tzn. réznowartosciowe oraz "na" cate R).
Niech a, b € R. Zachodza réwnosci

flaob) =f(a+ b+1) =
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Definicja
Niech (G, *) oraz (Gi,*1) beda grupami. Odwzorowanie f : G — Gi nazywamy
izomorfizmem grup, jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

o f(axb)=f(a)x1 f(b) dla kazdych a,b € G.
Grupy (G, *) oraz (G, *1) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje izomorfizm pomiedzy
tymi grupami.

Przyktad

Zbidr liczb rzeczywistych R z dziataniem: ao b = a+ b+ 1, jest grupa (zad. 3, zestaw 2).
Pokazemy, ze ta grupa jest izomorficzna z grupa (R, +).

Okreslmy odwzorowanie f : R — R, f(a) = a+ 1.

Odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne (tzn. réznowartosciowe oraz "na" cate R).
Niech a, b € R. Zachodza réwnosci

flaob)=f(a+b+1)=(a+b+1)+1=
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o f(axb)=f(a)x1 f(b) dla kazdych a,b € G.
Grupy (G, *) oraz (G, *1) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje izomorfizm pomiedzy
tymi grupami.

Przyktad
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Pokazemy, ze ta grupa jest izomorficzna z grupa (R, +).

Okreslmy odwzorowanie f : R — R, f(a) = a+ 1.

Odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne (tzn. réznowartosciowe oraz "na" cate R).
Niech a, b € R. Zachodza réwnosci
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Definicja
Niech (G, *) oraz (Gi,*1) beda grupami. Odwzorowanie f : G — Gi nazywamy
izomorfizmem grup, jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

o f(axb)=f(a)x1 f(b) dla kazdych a,b € G.
Grupy (G, *) oraz (G, *1) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje izomorfizm pomiedzy
tymi grupami.

Przyktad

Zbidr liczb rzeczywistych R z dziataniem: ao b = a+ b+ 1, jest grupa (zad. 3, zestaw 2).
Pokazemy, ze ta grupa jest izomorficzna z grupa (R, +).

Okreslmy odwzorowanie f : R — R, f(a) = a+ 1.

Odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne (tzn. réznowartosciowe oraz "na" cate R).
Niech a, b € R. Zachodza réwnosci

f(aob)=f(a+b+1)=(a+b+1)+1=(a+1)+(b+1)="1(a)+ (b),

wiec spetniony jest drugi warunek z definicji izomorfizmu.
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Definicja
Niech (P, +,+) oraz (P1,®,®) beda pierscieniami (ciatami). Odwzorowanie f : P — Py
nazywamy izomorfizmem pierscieni (ciat), jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,
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Definicja
Niech (P, +,+) oraz (P1,®,®) beda pierscieniami (ciatami). Odwzorowanie f : P — Py
nazywamy izomorfizmem pierscieni (ciat), jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

o f(a+ b)="f(a)®f(b) dla kazdych a,b € P,

e f(a-b)=f(a)® f(b) dla kazdych a, b € P.
Pierscienie (ciata) (P, +,-) oraz (P1,®, ®) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje
izomorfizm pomiedzy tymi pierscieniami (ciatami).

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Wyktad 2 Podstawowe struktury algebraiczne 33 /34



Definicja
Niech (P, +,+) oraz (P1,®,®) beda pierscieniami (ciatami). Odwzorowanie f : P — Py
nazywamy izomorfizmem pierscieni (ciat), jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

o f(a+ b)=f(a) @ f(b) dla kazdych a, b € P,

e f(a-b)=f(a)® f(b) dla kazdych a, b € P.
Pierscienie (ciata) (P, +,-) oraz (P1,®, ®) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje
izomorfizm pomiedzy tymi pierscieniami (ciatami).

Przyktad Zbiér Q? = Q x Q, z dziataniami
(a,b) ® (c,d)=(a+c,b+d), (a,b) ®(c,d) = (ac+ 2bd, ad + bc),

jest ciatem (zad. 24, zestaw 2).
Pokazemy, ze f : Q(v/2) — Q?, f(a+ bv/2) = (a, b), jest izomorfizmem ciat.
Odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne. Zachodza réwnosci
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Definicja
Niech (P, +,-) oraz (P1,®, ®) beda pierscieniami (ciatami). Odwzorowanie f : P — Py
nazywamy izomorfizmem pierscieni (ciat), jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

e f(a+ b)="f(a) @ f(b) dla kazdych a, b € P,

e f(a-b)=f(a)® f(b) dla kazdych a,b € P.
Pierscienie (ciata) (P, +,-) oraz (P1,®,®) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje
izomorfizm pomiedzy tymi pierscieniami (ciatami).

Przyktad Zbiér Q? = Q x Q, z dziataniami
(a,b)® (c,d)=(a+c,b+d), (a,b)®(c,d)=(ac+ 2bd,ad + bc),

jest ciatem (zad. 24, zestaw 2).
Pokazemy, ze f : Q(v/2) — Q?, f(a+ bv/2) = (a, b), jest izomorfizmem ciat.
Odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne. Zachodza réwnosci

f((a+ bV2) + (c + dV2)) =
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Definicja
Niech (P, +,-) oraz (P1,®, ®) beda pierscieniami (ciatami). Odwzorowanie f : P — Py
nazywamy izomorfizmem pierscieni (ciat), jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

e f(a+ b)="f(a) @ f(b) dla kazdych a, b € P,

e f(a-b)=f(a)® f(b) dla kazdych a,b € P.
Pierscienie (ciata) (P, +,-) oraz (P1,®,®) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje
izomorfizm pomiedzy tymi pierscieniami (ciatami).

Przyktad Zbiér Q? = Q x Q, z dziataniami
(a,b)® (c,d)=(a+c,b+d), (a,b)®(c,d)=(ac+ 2bd,ad + bc),

jest ciatem (zad. 24, zestaw 2).
Pokazemy, ze f : Q(v/2) — Q?, f(a+ bv/2) = (a, b), jest izomorfizmem ciat.
Odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne. Zachodza réwnosci

f((a+ bV2)+ (c+dV2) = f((a+c) + (b+ d)V2) =
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Definicja
Niech (P, +,-) oraz (P1,®, ®) beda pierscieniami (ciatami). Odwzorowanie f : P — Py
nazywamy izomorfizmem pierscieni (ciat), jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

e f(a+ b)="f(a) @ f(b) dla kazdych a, b € P,

e f(a-b)=f(a)® f(b) dla kazdych a,b € P.
Pierscienie (ciata) (P, +,-) oraz (P1,®,®) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje
izomorfizm pomiedzy tymi pierscieniami (ciatami).

Przyktad Zbiér Q? = Q x Q, z dziataniami
(a,b)® (c,d)=(a+c,b+d), (a,b)®(c,d)=(ac+ 2bd,ad + bc),

jest ciatem (zad. 24, zestaw 2).
Pokazemy, ze f : Q(v/2) — Q?, f(a+ bv/2) = (a, b), jest izomorfizmem ciat.
Odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne. Zachodza réwnosci

f((a+bV2)+ (c+dV2))=Ff((a+c)+ (b+d)V2)=(a+c,b+d)=
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Definicja
Niech (P, +,-) oraz (P1,®, ®) beda pierscieniami (ciatami). Odwzorowanie f : P — Py
nazywamy izomorfizmem pierscieni (ciat), jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

e f(a+ b)="f(a) @ f(b) dla kazdych a, b € P,

e f(a-b)=f(a)® f(b) dla kazdych a,b € P.
Pierscienie (ciata) (P, +,-) oraz (P1,®,®) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje
izomorfizm pomiedzy tymi pierscieniami (ciatami).

Przyktad Zbiér Q? = Q x Q, z dziataniami
(a,b)® (c,d)=(a+c,b+d), (a,b)®(c,d)=(ac+ 2bd,ad + bc),
jest ciatem (zad. 24, zestaw 2).

Pokazemy, ze f : Q(v/2) — Q?, f(a+ bv/2) = (a, b), jest izomorfizmem ciat.
Odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne. Zachodza réwnosci

f((a+bV2)+ (c+dV2))=Ff((a+c)+ (b+d)V2)=(a+c,b+d)=

=(a,b) ® (c,d) =
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Definicja
Niech (P, +,-) oraz (P1,®, ®) beda pierscieniami (ciatami). Odwzorowanie f : P — Py
nazywamy izomorfizmem pierscieni (ciat), jesli

o f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

e f(a+ b)="f(a) @ f(b) dla kazdych a, b € P,

e f(a-b)=f(a)® f(b) dla kazdych a,b € P.
Pierscienie (ciata) (P, +,-) oraz (P1,®,®) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje
izomorfizm pomiedzy tymi pierscieniami (ciatami).

Przyktad Zbiér Q? = Q x Q, z dziataniami
(a,b)® (c,d)=(a+c,b+d), (a,b)®(c,d)=(ac+ 2bd,ad + bc),
jest ciatem (zad. 24, zestaw 2).

Pokazemy, ze f : Q(v/2) — Q?, f(a+ bv/2) = (a, b), jest izomorfizmem ciat.
Odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne. Zachodza réwnosci

f((a+bV2)+ (c+dV2))=Ff((a+c)+ (b+d)V2)=(a+c,b+d)=

= (a,b) ® (c,d) = f(a+ bV2) ® f(c + dV2),
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Definicja
Niech (P, +,-) oraz (P1,®, ®) beda pierscieniami (ciatami). Odwzorowanie f : P — Py
nazywamy izomorfizmem pierscieni (ciat), jesli

@ f jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym,

o f(a+ b)="f(a) @ f(b) dla kazdych a,b € P,

e f(a-b)=f(a)® f(b) dla kazdych a, b € P.
Pierscienie (ciata) (P, +,-) oraz (P1,®,®) nazywamy izomorficznymi, jesli istnieje
izomorfizm pomiedzy tymi pierscieniami (ciatami).

Przyktad Zbiér Q? = Q x Q, z dziataniami
(a,b) ® (c,d)=(a+c,b+d), (a,b) ®(c,d) = (ac+ 2bd, ad + bc),

jest ciatem (zad. 24, zestaw 2).
Pokazemy, ze f : Q(v/2) — Q?, f(a+ bv/2) = (a, b), jest izomorfizmem ciat.
Odwzorowanie f jest wzajemnie jednoznaczne. Zachodza réwnosci

f((a+ bvV2)-(c+dV2)) = f((a:c+2b-d)+(a-d+b-c)V2) = (a-c+2b-d,a-d+b-c) =

= (a,b) ® (c,d) = f(a+ bV2)® f(c+ dV2).
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| to juz koniec wykfadu 2!

VAV

Dziekuje za uwage
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