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©Q Wstep

© Dzielenie z reszta, NWD oraz NWW

© Liczby pierwsze, rozktad kanoniczny

@ Roéwnania diofantyczne liniowe

© Kongruencje, cechy podzielnosci
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Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne
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Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne

Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:
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Wyktad jest przewidziany na 4 godziny lekcyjne
Tematy poruszane na wyktadzie mozna znalez¢ w:
o A.l. Kostrykin, Wstep do algebry, t. I, PWN 2004, [rozdz. |, §7, §9]

e W. Marzantowicz, P. Zarzycki, Elementarna teoria liczb, PWN 2006, [wyktady 1,2,7]
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Oznaczenia zbioréw liczbowych

N - zbiér liczb naturalnych
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Oznaczenia zbioréw liczbowych

N - zbiér liczb naturalnych

7, - zbiér liczb catkowitych
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Oznaczenia zbioréw liczbowych

N - zbiér liczb naturalnych
7, - zbiér liczb catkowitych

Q - zbidr liczb wymiernych

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, U i zbiorze liczb cat



Oznaczenia zbioréw liczbowych

N - zbiér liczb naturalnych
7, - zbiér liczb catkowitych
Q - zbidr liczb wymiernych

R - zbiér liczb rzeczywistych
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Zasada indukcji matematycznej
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Zasada indukcji matematycznej

Niech T(n) bedzie zdaniem zaleznym od liczby n € N.
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Zasada indukcji matematycznej
Niech T(n) bedzie zdaniem zaleznym od liczby n € N. Jesli

@ T(1) jest zdaniem prawdziwym,
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Zasada indukcji matematycznej
Niech T(n) bedzie zdaniem zaleznym od liczby n € N. Jesli
@ T(1) jest zdaniem prawdziwym,

o dla kazdego n € N z tego, ze T(n) jest zdaniem prawdziwym wynika, ze T(n+ 1)
jest zdaniem prawdziwym,
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Zasada indukcji matematycznej
Niech T(n) bedzie zdaniem zaleznym od liczby n € N. Jesli
@ T(1) jest zdaniem prawdziwym,

o dla kazdego n € N z tego, ze T(n) jest zdaniem prawdziwym wynika, ze T(n+ 1)
jest zdaniem prawdziwym,
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Zasada indukcji matematycznej
Niech T(n) bedzie zdaniem zaleznym od liczby n € N. Jesli
@ T(1) jest zdaniem prawdziwym,

o dla kazdego n € N z tego, ze T(n) jest zdaniem prawdziwym wynika, ze T(n+ 1)
jest zdaniem prawdziwym,

to T(n) jest zdaniem prawdziwym dla kazdego n € N.
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Zasada indukcji matematycznej
Niech T(n) bedzie zdaniem zaleznym od liczby n € N. Jesli
@ T(1) jest zdaniem prawdziwym,

o dla kazdego n € N z tego, ze T(n) jest zdaniem prawdziwym wynika, ze T(n+ 1)
jest zdaniem prawdziwym,

to T(n) jest zdaniem prawdziwym dla kazdego n € N.

Zasada minimum

Dowolny niepusty podzbiér zbioru liczb naturalnych posiada element najmniejszy.
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Zasada indukcji matematycznej
Niech T(n) bedzie zdaniem zaleznym od liczby n € N. Jesli
@ T(1) jest zdaniem prawdziwym,

o dla kazdego n € N z tego, ze T(n) jest zdaniem prawdziwym wynika, ze T(n+ 1)
jest zdaniem prawdziwym,

to T(n) jest zdaniem prawdziwym dla kazdego n € N.

Zasada minimum

Dowolny niepusty podzbiér zbioru liczb naturalnych posiada element najmniejszy.

Zasada maksimum

Dowolny niepusty oraz ograniczony podzbiér zbioru liczb naturalnych posiada element
najwiekszy.
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Twierdzenie o dzieleniu z reszta

Dla dowolnych liczb a, b € Z, b # 0, istnieja jednoznacznie wyznaczone takie liczby
geZire{0,1,..,|bl—1} 2ze a=bg+r.
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Twierdzenie o dzieleniu z reszta

Dla dowolnych liczb a, b € Z, b # 0, istnieja jednoznacznie wyznaczone takie liczby
geZire{0,1,..,|bl—1} 2ze a=bg+r.

Dowdd. Zbiér
A={qeZ:|blg<a}

jest ograniczony z gory.
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Twierdzenie o dzieleniu z reszta

Dla dowolnych liczb a, b € Z, b # 0, istnieja jednoznacznie wyznaczone takie liczby
geZire{0,1,..,|bl—1} 2ze a=bg+r.

Dowdd. Zbiér
A={qeZ:|blg<a}

jest ograniczony z géry. Niech g = max(A).
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Twierdzenie o dzieleniu z reszta

Dla dowolnych liczb a, b € Z, b # 0, istnieja jednoznacznie wyznaczone takie liczby
geZire{0,1,..,|bl—1} 2ze a=bg+r.

Dowdd. Zbiér
A={qeZ:|blg<a}

jest ograniczony z géry. Niech g = max(A). Zatem

Iblg < a < [bl(q +1).
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Twierdzenie o dzieleniu z reszta

Dla dowolnych liczb a, b € Z, b # 0, istnieja jednoznacznie wyznaczone takie liczby
geZire{0,1,..,|bl—1} 2ze a=bg+r.

Dowdd. Zbiér
A={qeZ:|blg<a}

jest ograniczony z géry. Niech g = max(A). Zatem
Iblg < a < |bl(q+1).

Witedy dla r = a — |b|g mamy

0<r<|b—1
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Twierdzenie o dzieleniu z reszta

Dla dowolnych liczb a, b € Z, b # 0, istnieja jednoznacznie wyznaczone takie liczby
geZire{0,1,..,|bl—1} 2ze a=bg+r.

Dowéd. Zbior
A={qeZ:|blg<a}

jest ograniczony z géry. Niech g = max(A). Zatem
1blg < a < [bl(q +1).
Witedy dla r = a — |b|g mamy
0<r<|b—1

Pozostaje udowodni¢ jednoznacznos$¢ pary q, r (dowdd na tablicy). 9
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Twierdzenie o dzieleniu z reszta

Dla dowolnych liczb a, b € Z, b # 0, istnieja jednoznacznie wyznaczone takie liczby
geZire{0,1,..,|bl—1} 2ze a=bg+r.

Dowéd. Zbior
A={qeZ:|blg<a}

jest ograniczony z géry. Niech g = max(A). Zatem
1blg < a < [bl(q +1).
Witedy dla r = a — |b|g mamy
0<r<|b—1

Pozostaje udowodni¢ jednoznacznos$¢ pary q, r (dowdd na tablicy). 9

Liczbe r z poprzedniego twierdzenia nazywamy reszta, i oznaczamy ja (a)p, natomiast
liczbe g nazywamy ilorazem z dzielenia liczby a przez b.
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Whiosek

Jezeli X jest niepustym podzbiorem zbioru Z zamknietym ze wzgledu na odejmowanie,
tzn.
x,yeX = x—yeX,

to istnieje liczba naturalna d taka, ze X = {xd : x € Z}.
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Whiosek

Jezeli X jest niepustym podzbiorem zbioru Z zamknietym ze wzgledu na odejmowanie,
tzn.
x,yeX = x—yeX,

to istnieje liczba naturalna d taka, ze X = {xd : x € Z}.

Dowéd na tablicy.
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Definicja
Moéwimy, ze liczba catkowita b dzieli liczbe catkowita a (ozn. b| a), jesli istnieje liczba
catkowita ¢, ze a= b - c.
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Definicja
Moéwimy, ze liczba catkowita b dzieli liczbe catkowita a (ozn. b| a), jesli istnieje liczba
catkowita ¢, ze a= b - c.

W przypadku b # 0 mamy
bla <= (a)p=0
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Definicja
Moéwimy, ze liczba catkowita b dzieli liczbe catkowita a (ozn. b| a), jesli istnieje liczba
catkowita ¢, ze a= b - c.

W przypadku b # 0 mamy
bla <= (a)p=0

WHtasnosci relacji podzielnosci:
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Definicja
Moéwimy, ze liczba catkowita b dzieli liczbe catkowita a (ozn. b| a), jesli istnieje liczba
catkowita ¢, ze a= b - c.

W przypadku b # 0 mamy
bla <= (a)p=0

WHtasnosci relacji podzielnosci:

e a0

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, UniwersytWyktad 1 Teoria podzielnosci w zbiorze liczb cat



Definicja
Moéwimy, ze liczba catkowita b dzieli liczbe catkowita a (ozn. b| a), jesli istnieje liczba
catkowita ¢, ze a= b - c.

W przypadku b # 0 mamy
bla < (a)p =0
WHtasnosci relacji podzielnosci:
e a0

0 0la <= a=0
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Definicja
Moéwimy, ze liczba catkowita b dzieli liczbe catkowita a (ozn. b| a), jesli istnieje liczba
catkowita ¢, ze a= b - c.

W przypadku b # 0 mamy
bla <= (a)p=0
WHtasnosci relacji podzielnosci:
e a0
0 0la <= a=0

o ala
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Definicja
Moéwimy, ze liczba catkowita b dzieli liczbe catkowita a (ozn. b| a), jesli istnieje liczba
catkowita ¢, ze a= b - c.

W przypadku b # 0 mamy
bla <= (a)p=0

WHtasnosci relacji podzielnosci:

e a0

0 0la <= a=0

o ala

@ alb, bla = a==b
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Definicja
Moéwimy, ze liczba catkowita b dzieli liczbe catkowita a (ozn. b| a), jesli istnieje liczba
catkowita ¢, ze a= b - c.

W przypadku b # 0 mamy
bla <= (a)p=0

WHtasnosci relacji podzielnosci:

e a0

0 0la <= a=0

o ala

@ alb, bla = a==b

alb, blc = a|c; wszczegélnoéci a|b = a|kb
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Definicja
Moéwimy, ze liczba catkowita b dzieli liczbe catkowita a (ozn. b| a), jesli istnieje liczba
catkowita ¢, ze a= b - c.

W przypadku b # 0 mamy
bla <= (a)p=0

WHtasnosci relacji podzielnosci:

e a0

0 0la <= a=0

o ala

@ alb, bla = a==b

alb, blc = a|c; wszczegélnoéci a|b = a|kb

alb, c|d = ac|bd; w szczegélnosci a|b = ac|bc
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Definicja
Moéwimy, ze liczba catkowita b dzieli liczbe catkowita a (ozn. b| a), jesli istnieje liczba
catkowita ¢, ze a= b - c.

W przypadku b # 0 mamy
bla <= (a)p=0

WHtasnosci relacji podzielnosci:

e a0

0 0la <= a=0

o ala

@ alb, bla = a==b

@ a|lb, blc = a|c; w szczegélnosci a|b — a| kb

@ a|b, c|d = ac|bd; w szczegélnosci a|b = ac|bc
e dla,d|b = d|xa+yb.
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Definicja
Liczbe catkowita d nazywamy najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb catkowitych
ai, ..., an, jesli
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Definicja
Liczbe catkowita d nazywamy najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb catkowitych
ai, ..., an, jesli

e d|ai,...,d]an,
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Definicja
Liczbe catkowita d nazywamy najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb catkowitych
ai, ..., an, jesli

e d|ai,...,d]an,

@ clay,....clan, = c]|d.
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Definicja
Liczbe catkowita d nazywamy najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb catkowitych
ai, ..., an, jesli

e d|ai,...,d]an,

@ clay,....clan, = c]|d.
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Definicja
Liczbe catkowita d nazywamy najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb catkowitych
ai, ..., an, jesli

e d|ai,...,d]an,

@ clay,....clan, = c]|d.

bla
dzielnik liczby a 7 ™ wielokrotnos¢ liczby b
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Definicja
Liczbe catkowita d nazywamy najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb catkowitych
ai, ..., an, jesli

e d|ai,...,d]an,

@ clay,....clan, = c]|d.

b|a
dzielnik liczby a 7 ™ wielokrotnos¢ liczby b

Definicja
Liczbe catkowita e nazywamy najmniejsza wspélna wielokrotnoscia liczb catkowitych
ai, ..., an, jesli
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Definicja
Liczbe catkowita d nazywamy najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb catkowitych
ai, ..., an, jesli

e d|ai,...,d]an,

@ clay,....clan, = c]|d.

b|a
dzielnik liczby a 7 ™ wielokrotnos¢ liczby b

Definicja
Liczbe catkowita e nazywamy najmniejsza wspélna wielokrotnoscia liczb catkowitych
ai, ..., an, jesli

@ aile,...,anle,
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Definicja
Liczbe catkowita d nazywamy najwiekszym wspdlnym dzielnikiem liczb catkowitych
ai, ..., an, jesli

e d|ai,...,d]an,

@ clay,....clan, = c]|d.

b|a
dzielnik liczby a 7 ™ wielokrotnos¢ liczby b

Definicja
Liczbe catkowita e nazywamy najmniejsza wspélna wielokrotnoscia liczb catkowitych
ai, ..., an, jesli

@ aile,...,anle,

@ aic,..,an|c = e]c.
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Uwaga

Jesli nie wszystkie ai, ..., a, s3 réwne zero, to
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Uwaga
Jesli nie wszystkie ai, ..., a, s3 réwne zero, to

o Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb ai, ..., an istnieje i jest wyznaczony jednoznacznie z
doktadnoscia do znaku.
Ozn. NWD(ay, ..., an).
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Uwaga
Jesli nie wszystkie ai, ..., a, s3 réwne zero, to
o Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb ai, ..., an istnieje i jest wyznaczony jednoznacznie z

doktadnoscia do znaku.
Ozn. NWD(ay, ..., an).
o Najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢ liczb ay, ..., an istnieje i jest wyznaczona
jednoznacznie z doktadnoscia do znaku.
Ozn. NWW(ay, ..., an).
v

zbiorze liczb cat
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Uwaga
Jesli nie wszystkie ai, ..., a, s3 réwne zero, to
o Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb ai, ..., an istnieje i jest wyznaczony jednoznacznie z

doktadnoscia do znaku.
Ozn. NWD(ay, ..., an).
o Najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢ liczb ay, ..., an istnieje i jest wyznaczona
jednoznacznie z doktadnoscia do znaku.
Ozn. NWW(ay, ..., an).
v

zbiorze liczb cat
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Uwaga
Jesli nie wszystkie ai, ..., a, s3 réwne zero, to
o Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb ai, ..., an istnieje i jest wyznaczony jednoznacznie z
doktadnoscia do znaku.
Ozn. NWD(ay, ..., an).
o Najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢ liczb ay, ..., an istnieje i jest wyznaczona

jednoznacznie z doktadnoscia do znaku.
Ozn. NWW(ay, ..., an).

Wyjasnienie na tablicy.
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Uwaga
Jesli nie wszystkie ai, ..., a, s3 réwne zero, to
o Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb ai, ..., an istnieje i jest wyznaczony jednoznacznie z
doktadnoscia do znaku.
Ozn. NWD(ay, ..., an).
o Najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢ liczb ay, ..., an istnieje i jest wyznaczona

jednoznacznie z doktadnoscia do znaku.
Ozn. NWW(ay, ..., an).

Wyjasnienie na tablicy.

Liczby a1, ..., an nazywamy wzglednie pierwszymi, jesli NWD(a1, ..., a,) = 1.

Definicja J
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Wtasnosci NWD
o Istniejg x1, ..., xn € Z takie, ze NWD(a1,...,an) = x1a1 + ... + Xnan
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Wtasnosci NWD
o Istniejg x1, ..., xn € Z takie, ze NWD(a1,...,an) = x1a1 + ... + Xnan

o NWD(ay, ..., an) = NWD(NWD(ay, ..., an—1), an)
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Wtasnosci NWD
o Istniejg x1, ..., xn € Z takie, ze NWD(a1,...,an) = x1a1 + ... + Xnan

o NWD(ay, ..., an) = NWD(NWD(ay, ..., an—1), an)

e NWD(a,0) = a
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Wtasnosci NWD
o Istniejg x1, ..., xn € Z takie, ze NWD(a1,...,an) = x1a1 + ... + Xnan

o NWD(ay, ..., an) = NWD(NWD(ay, ..., an—1), an)
e NWD(a,0) = a

o NWD(a, b) = NWD(a — kb, b) dla dowolnego k € Z;
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Wtasnosci NWD
o Istniejg x1, ..., xn € Z takie, ze NWD(a1,...,an) = x1a1 + ... + Xnan

o NWD(ay, ..., an) = NWD(NWD(ay, ..., an—1), an)
e NWD(a,0) = a

o NWD(a, b) = NWD(a — kb, b) dla dowolnego k € Z;
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Wtasnosci NWD
o Istniejg x1, ..., xn € Z takie, ze NWD(a1,...,an) = x1a1 + ... + Xnan

o NWD(ay, ..., an) = NWD(NWD(ay, ..., an—1), an)
e NWD(a,0) = a

o NWD(a, b) = NWD(a — kb, b) dla dowolnego k € Z;

w szczegélnosci NWD(a, b) = NWD(b, (a),) o ile b# 0
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Wtasnosci NWD
o Istniejg x1, ..., xn € Z takie, ze NWD(a1,...,an) = x1a1 + ... + Xnan

o NWD(ay, ..., a,) = NWD(NWD(ay, ..., an_1), an)
@ NWD(a,0) = a
o NWD(a, b) = NWD(a — kb, b) dla dowolnego k € Z;
w szczegélnosci NWD(a, b) = NWD(b, (a)p) o ile b# 0

o NWD(ac, bc) = ¢ NWD(a, b)
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Wtasnosci NWD
o Istniejg x1, ..., xn € Z takie, ze NWD(a1,...,an) = x1a1 + ... + Xnan

o NWD(ay, ..., an) = NWD(NWD(ay, ..., an—1), an)
e NWD(a,0) = a

o NWD(a, b) = NWD(a — kb, b) dla dowolnego k € Z;

w szczegélnosci NWD(a, b) = NWD(b, (a),) o ile b# 0
o NWD(ac, bc) = ¢ NWD(a, b)

o d =NWD(a,b) = NWD(Z,5)=1
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Wtasnosci NWD
o Istniejg x1, ..., xn € Z takie, ze NWD(a1,...,an) = x1a1 + ... + Xnan

o NWD(ay, ..., an) = NWD(NWD(ay, ..., an—1), an)
e NWD(a,0) = a

o NWD(a, b) = NWD(a — kb, b) dla dowolnego k € Z;

w szczegélnosci NWD(a, b) = NWD(b, (a),) o ile b# 0
o NWD(ac, bc) = ¢ NWD(a, b)

o d =NWD(a,b) = NWD(Z,5)=1

c|ab, NWD(c,a) =1 = c|b
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Wtasnosci NWD
o Istniejg x1, ..., xn € Z takie, ze NWD(a1,...,an) = x1a1 + ... + Xnan

o NWD(ay, ..., a,) = NWD(NWD(ay, ..., an_1), an)
@ NWD(a,0) = a
o NWD(a, b) = NWD(a — kb, b) dla dowolnego k € Z;
w szczegélnosci NWD(a, b) = NWD(b, (a),) o ile b# 0
o NWD(ac, bc) = ¢ NWD(a, b)

o d =NWD(a,b) = NWD(Z,5)=1

c|ab, NWD(c,a) =1 = c|b

alc, blc, NWD(a,b) =1 = ab|c
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Wtasnosci NWD
o Istniejg x1, ..., xn € Z takie, ze NWD(a1,...,an) = x1a1 + ... + Xnan

o NWD(ay, ..., a,) = NWD(NWD(ay, ..., an_1), an)
@ NWD(a,0) = a
o NWD(a, b) = NWD(a — kb, b) dla dowolnego k € Z;
w szczegélnosci NWD(a, b) = NWD(b, (a),) o ile b# 0
o NWD(ac, bc) = ¢ NWD(a, b)

o d =NWD(a,b) = NWD(Z,5)=1

c|ab, NWD(c,a) =1 = c|b

alc, blc, NWD(a,b) =1 = ab|c
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Wtasnosci NWD
o Istniejg x1, ..., xn € Z takie, ze NWD(a1,...,an) = x1a1 + ... + Xnan

o NWD(ay, ..., an) = NWD(NWD(ay, ..., an—1), an)
e NWD(a,0) = a

o NWD(a, b) = NWD(a — kb, b) dla dowolnego k € Z;

w szczegélnosci NWD(a, b) = NWD(b, (a),) o ile b# 0
o NWD(ac, bc) = ¢ NWD(a, b)

o d =NWD(a,b) = NWD(Z,5)=1

c|ab, NWD(c,a) =1 = c|b

@ alc, blc, NWD(a,b) =1 = ab|c

Dowdd pierwszej wtasnosci na tablicy, a pozostatych na éwiczeniach (zestaw 1, zad.6)
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.

309 = 1-186+4 123
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.

309 = 1-186+4 123
186 = 1-123+63
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.

309 = 1-186+4 123
186 = 1-123+63
123 = 1-63460
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.

309 1-186+ 123

186 = 1-123+63

123 = 1.63+60
63 = 1-60+3
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.

309 1-186+ 123
186 = 1-123+63
123 = 1.63+60
63 = 1-60+3
60 = 20-3+0
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.

309 1-186+ 123
186 = 1-123+63
123 = 1.63+60
63 = 1-60+3
60 = 20-3+0

Wtedy mamy NWD(309,186) = 3
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.

309 1-186+ 123
186 = 1-123+63
123 = 1.63+60
63 = 1-60+3
60 = 20-3+0

Wtedy mamy NWD(309,186) = 3

Zobaczmy teraz jak znalez¢ takie x,y € Z, ze 3 = 309x + 186y.
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.

309 1-186+ 123
186 = 1-123+63
123 = 1.63+60
63 = 1-60+3
60 = 20-3+0

Wtedy mamy NWD(309,186) = 3
Zobaczmy teraz jak znalez¢ takie x,y € Z, ze 3 = 309x + 186y.

3 =63—-1-60=
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.

309 1-186+ 123
186 = 1-123+63
123 = 1.63+60
63 = 1-60+3
60 = 20-3+0

Wtedy mamy NWD(309,186) = 3
Zobaczmy teraz jak znalez¢ takie x,y € Z, ze 3 = 309x + 186y.

3 =63—-1-60=
=63—-1-(123-1:63)=2-63—-1-123 =
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.

309 1-186+ 123
186 = 1-123+63
123 = 1.63+60
63 = 1-60+3
60 = 20-3+0

Wtedy mamy NWD(309,186) = 3
Zobaczmy teraz jak znalez¢ takie x,y € Z, ze 3 = 309x + 186y.

3 =63—-1-60=
=63—-1-(123-1:63)=2-63—-1-123 =
=2-(186—-1-123)—1-123=2-186—3-123 =
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.

309 1-186+ 123
186 = 1-123+63
123 = 1.63+60
63 = 1-60+3
60 = 20-3+0

Wtedy mamy NWD(309,186) = 3
Zobaczmy teraz jak znalez¢ takie x,y € Z, ze 3 = 309x + 186y.

3 =63—-1-60=
=63—-1-(123-1:63)=2-63—-1-123 =

=2-(186—-1-123)—1-123=2-186—3-123 =
=2-186—3-(309—1-186) =
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.

309 1-186+ 123
186 = 1-123+63
123 = 1.63+60
63 = 1-60+3
60 = 20-3+0

Wtedy mamy NWD(309,186) = 3
Zobaczmy teraz jak znalez¢ takie x,y € Z, ze 3 = 309x + 186y.

3 =63—-1-60=
=63—1-(123-1-63)=2-63—1-123 =
=2.(186—1-123)—1-123=12.186 — 3123 =
=2.186—3- (300 — 1-186) =
= —3-300 +5- 186
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Do obliczenia NWD(a, b) mozna zastosowac¢ tzw. algorytm Euklidesa. Pokazemy to na
przyktadzie liczb a = 309 oraz b = 186.

309 1-186+ 123
186 = 1-123+63
123 = 1.63+60
63 = 1-60+3
60 = 20-3+0

Wtedy mamy NWD(309,186) = 3
Zobaczmy teraz jak znalez¢ takie x,y € Z, ze 3 = 309x + 186y.

3 =63—-1-60=
=63—1-(123-1-63)=2-63—1-123 =
=2.(186—1-123)—1-123=12.186 — 3123 =
=2.186—3- (300 — 1-186) =
= —3-300 +5- 186

Zatem 3 =309 (—3) + 186 -5, wiec x = —3, y = 5.
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Definicja
Liczbe naturalna p nazywamy liczba pierwsza, jesli posiada doktadnie dwa rézne dzielniki
naturalne.
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Definicja
Liczbe naturalna p nazywamy liczba pierwsza, jesli posiada doktadnie dwa rézne dzielniki
naturalne. Zbiér liczb pierwszych oznacza¢ bedziemy literg PP.
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Definicja
Liczbe naturalna p nazywamy liczba pierwsza, jesli posiada doktadnie dwa rézne dzielniki
naturalne. Zbiér liczb pierwszych oznacza¢ bedziemy literg PP.

Twierdzenie

Niech p bedzie liczba naturalna r6zna od 1. Wtedy p € PP wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdych a, b € N spetniony jest warunek

plab = plalub p|b.
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Definicja
Liczbe naturalna p nazywamy liczba pierwsza, jesli posiada doktadnie dwa rézne dzielniki
naturalne. Zbiér liczb pierwszych oznacza¢ bedziemy literg PP.

Twierdzenie

Niech p bedzie liczba naturalna r6zna od 1. Wtedy p € PP wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdych a, b € N spetniony jest warunek

plab = plalubp]|b.

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki

Dowolna liczba naturalna n > 1 ma jednoznacze przedstawienie w postaci

n=pf*. .. . pk gdzie pi,..., ps € P sa parami rézne, s, ki, ..., ks € N.
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Definicja
Liczbe naturalna p nazywamy liczba pierwsza, jesli posiada doktadnie dwa rézne dzielniki
naturalne. Zbiér liczb pierwszych oznacza¢ bedziemy literg PP.

Twierdzenie

Niech p bedzie liczba naturalna r6zna od 1. Wtedy p € PP wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdych a, b € N spetniony jest warunek

plab = plalubp]|b.

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki

Dowolna liczba naturalna n > 1 ma jednoznacze przedstawienie w postaci

n=pf*. .. . pk gdzie pi,..., ps € P sa parami rézne, s, ki, ..., ks € N.

Przedstawienie liczby n w tym twierdzeniu nazywamy rozkfadem kanonicznym.
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Definicja
Liczbe naturalna p nazywamy liczba pierwsza, jesli posiada doktadnie dwa rézne dzielniki
naturalne. Zbiér liczb pierwszych oznacza¢ bedziemy literg PP.

Twierdzenie

Niech p bedzie liczba naturalna r6zna od 1. Wtedy p € PP wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdych a, b € N spetniony jest warunek

plab = plalubp]|b.

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki

Dowolna liczba naturalna n > 1 ma jednoznacze przedstawienie w postaci

n=pf*. .. . pk gdzie pi,..., ps € P sa parami rézne, s, ki, ..., ks € N.

Przedstawienie liczby n w tym twierdzeniu nazywamy rozkfadem kanonicznym.
Przy jego pomocy mozna wyznacza¢ NWD oraz NWW uktadu liczb, np.
11781 =32.7-11-17, 325703 =72 -17%-23
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Definicja
Liczbe naturalna p nazywamy liczba pierwsza, jesli posiada doktadnie dwa rézne dzielniki
naturalne. Zbiér liczb pierwszych oznacza¢ bedziemy literg PP.

Twierdzenie

Niech p bedzie liczba naturalna r6zna od 1. Wtedy p € PP wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdych a, b € N spetniony jest warunek

plab = plalubp]|b.

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki

Dowolna liczba naturalna n > 1 ma jednoznacze przedstawienie w postaci

n=pf*. .. . pk gdzie pi,..., ps € P sa parami rézne, s, ki, ..., ks € N.

Przedstawienie liczby n w tym twierdzeniu nazywamy rozkfadem kanonicznym.
Przy jego pomocy mozna wyznacza¢ NWD oraz NWW uktadu liczb, np.
11781 =32.7-11-17, 325703 = 72 -17% - 23 i wtedy

NWD(11781,325703) = 7 - 17 = 119,
NWW/(11781,325703) = 3°- 7% - 11 - 17° - 23 = 32244507.
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Réwnaniem diofantycznym nazywamy réwnanie, na ogét o kilku niewiadomych, ktérego
rozwigzan szukamy w liczbach catkowitych. Nazwa pochodzi od nazwiska Diofantosa.
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Réwnaniem diofantycznym nazywamy réwnanie, na ogét o kilku niewiadomych, ktérego
rozwigzan szukamy w liczbach catkowitych. Nazwa pochodzi od nazwiska Diofantosa.
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Definicja
Réwnanie diofantyczne aixi + ... + anx, = ¢ nazywamy liniowym réwnaniem
diofantycznym.
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Definicja
Réwnanie diofantyczne aixi + ... + anx, = ¢ nazywamy liniowym réwnaniem
diofantycznym.

Twierdzenie

@ Réwnanie diofantyczne ax + by = ¢ posiada rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
NWD(a, b) dzieli c.
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Definicja
Réwnanie diofantyczne aixi + ... + anx, = ¢ nazywamy liniowym réwnaniem
diofantycznym.

Twierdzenie
@ Réwnanie diofantyczne ax + by = ¢ posiada rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
NWD(a, b) dzieli c.
@ Jesli para liczb catkowitych xo, yo jest rozwiazaniem réwnania ax + by = ¢, to
wszystkie rozwigzania dane s3 wzorami:
X=X+ __b Yo ——— .t
T T NWD(a,b) Y T T NWD(a, b)

gdzie t jest dowolnga liczba catkowita.
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Definicja
Réwnanie diofantyczne aixi + ... + anx, = ¢ nazywamy liniowym réwnaniem
diofantycznym.

Twierdzenie
@ Réwnanie diofantyczne ax + by = ¢ posiada rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
NWD(a, b) dzieli c.
@ Jesli para liczb catkowitych xo, yo jest rozwiazaniem réwnania ax + by = ¢, to
wszystkie rozwigzania dane s3 wzorami:
X=X+ __b Yo ——— .t
T T NWD(a,b) Y T T NWD(a, b)

gdzie t jest dowolnga liczba catkowita.
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Definicja
Réwnanie diofantyczne aixi + ... + anx, = ¢ nazywamy liniowym réwnaniem
diofantycznym.

Twierdzenie
@ Réwnanie diofantyczne ax + by = ¢ posiada rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy
NWD(a, b) dzieli c.
@ Jesli para liczb catkowitych xo, yo jest rozwiazaniem réwnania ax + by = ¢, to
wszystkie rozwigzania dane s3 wzorami:
X = Xo + L t = S t
T T NWD(a,b) Y T T NWD(a, b)

gdzie t jest dowolnga liczba catkowita.

Szkic dowodu na tablicy.
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49.
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49. J

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49. J

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001 = 28-35+421
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49. J

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001 = 28-35+421
3 = 1-21+4+14
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49. J

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001 = 28-35+421
| 3 = 1-21+4+14
21 = 1-14+47
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49. J

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001 = 28-35+421
3 = 1-21+4+14
l 21 = 1-14+47
14 = 2740
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49. J

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001 = 28-35+421
3 = 1-21+4+14
l 21 = 1-14+47 /
14 = 2740
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49. J

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001 = 28-35+21 =21 1a=
35 = 1.21414

Lo 2 o1iagr 7
14 = 2.740
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49. J

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001 = 28-35+21 ;11211_(315E41f21):
35 = 1.21+14

boor = g7 7
14 = 2740
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Zadanie

Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49.

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001
35
21
14

28-35+21
1-21+14
1-14+7
2-740

7=21-1-14=
21—-1-(35—1-21) =
S 2.21-1-35=
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Zadanie

Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49.

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001
35
21
14

28-35+21
1-21+14
1-14+7
2-740

7=21-1-14=
21-1-(35—1-21) =

S 2.21-1.35=
2.(1001 —28-35) —1-35 =
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Zadanie

Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49.

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001
35
21
14

28-35+21
1-21+14
1-14+7
2-740

7=21-1-14=
21-1-(35—1-21) =

S 2.21-1.35=
2.(1001 —28-35) —1-35 =
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Zadanie

Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49.

Rozwigzanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001
35
21
14

28-35+21
1-21+14
1-14+7
2-740

7=21-1-14=
21-1-(35—1-21) =

S 2.21-1.35=
2.(1001 —28-35) —1-35 =
2.1001 — 57 -35
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Zadanie

Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49.

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001
35
21
14

28-35+21
1-21+14
1-14+7
2-740

Stad 1001-2+ 35 (—57) =7

7=21-1-14=
21-1-(35—1-21) =

S 2.21-1.35=
2.(1001 —28-35) —1-35 =
2.1001 — 57 -35
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49. J

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001 = 28-35+21 r=2lo 1=
21-1-(35—1-21) =
35 = 1.-21+14
Voo = 14y /22201035
u_ 2740 2.(1001 —28-35) —1-35 =

2-1001 —57-35
Stad 1001-2+35-(—57) =7 i mnozac obie strony przez 7 mamy

1001 - 14 + 35 - (—399) = 49
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49. J

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001 = 28-35+21 r=2lo 1=
21-1-(35—1-21) =
35 = 1.-21+14
Voo = 14y /22201035
u_ 2740 2.(1001 —28-35) —1-35 =

2-1001 —57-35
Stad 1001-2+35-(—57) =7 i mnozac obie strony przez 7 mamy
1001 - 14 + 35 - (—399) = 49

Para xo = 14, yo = —399 jest rozwigzaniem.
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 1001x + 35y = 49. J

Rozwiazanie. Obliczmy NWD(1001, 35) stosujac algorytm Euklidesa.

1001 = 28-35+21 r=2lo 1=
21-1-(35—1-21) =
35 = 1.-21+14
Voo = 14y /22201035
u_ 2740 2.(1001 —28-35) —1-35 =

2-1001 —57-35
Stad 1001-2+35-(—57) =7 i mnozac obie strony przez 7 mamy
1001 - 14 + 35 - (—399) = 49

Para xo = 14, yo = —399 jest rozwigzaniem.
Zatem wszystkie rozwigzania naszego réwnania s3 postaci

x=xo+L . t= 14+5-¢t
y:yo—@i: —399 — 143 - t, t— liczba catkowita.
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Twierdzenie

Réwnanie diofantyczne
aixy + ...+ anxn=0>b

posiada rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy

NWD(ay, ..., an)|b.
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Twierdzenie

Réwnanie diofantyczne
aixy + ...+ anxn=0>b

posiada rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy

NWD(ay, ..., an)|b.

Pytanie

Jak rozwigzaé réwnanie aixy + ... + anxn = b, gdy NWD(ax, ..., an) dzieli b?
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Twierdzenie

Réwnanie diofantyczne
aixy + ...+ anxn=0>b

posiada rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy

NWD(as, ..., an)|b.

Pytanie

Jak rozwigzaé réwnanie aixy + ... + anxn = b, gdy NWD(ax, ..., an) dzieli b?

Podamy sposéb na konkretnym przykfadzie.
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 3x + 5y + 2z = 149.
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 3x + 5y + 2z = 149.

Rozwigzanie. Podstawmy 3x + 5y = w.
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 3x + 5y + 2z = 149. J

Rozwigzanie. Podstawmy 3x + 5y = w. Zatem nasze réwnanie mozemy zastapic¢
uktadem réwnan

w + 2z 149

{ 3x+5y = w
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 3x + 5y + 2z = 149. J

Rozwigzanie. Podstawmy 3x + 5y = w. Zatem nasze réwnanie mozemy zastapic¢
uktadem réwnan

3x+by = w
w+2z = 149 °

Najpierw rozwiazujemy drugie réwnanie znanym nam sposobem otrzymujac rozwiazanie

w=—14942 -u, z=149 — u.
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 3x + 5y + 2z = 149. J

Rozwigzanie. Podstawmy 3x + 5y = w. Zatem nasze réwnanie mozemy zastapic¢
uktadem réwnan

{ 3x+5y = w
w+2z = 149 °
Najpierw rozwiazujemy drugie réwnanie znanym nam sposobem otrzymujac rozwiazanie
w=—-149+2 -u, z=149 — u.
Teraz zajmijmy sie pierwszym réwnaniem

3x 45y = w.
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 3x + 5y + 2z = 149. J

Rozwigzanie. Podstawmy 3x + 5y = w. Zatem nasze réwnanie mozemy zastapic¢
uktadem réwnan

w+2z = 149 °
Najpierw rozwiazujemy drugie réwnanie znanym nam sposobem otrzymujac rozwiazanie

w=—14942 -u, z=149 — u.

{ 3x+5y = w

Teraz zajmijmy sie pierwszym réwnaniem
3x 45y = w.

Od razu mozna zauwazy¢, ze 3-(2w) +5-(—w) = w,
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 3x + 5y + 2z = 149. J

Rozwigzanie. Podstawmy 3x + 5y = w. Zatem nasze réwnanie mozemy zastapic¢
uktadem réwnan

w+2z = 149 °
Najpierw rozwiazujemy drugie réwnanie znanym nam sposobem otrzymujac rozwiazanie

w=—14942 -u, z=149 — u.

{ 3x+5y = w

Teraz zajmijmy sie pierwszym réwnaniem

3x 45y = w.

Od razu mozna zauwazy¢, ze 3-(2w) +5 - (—w) = w, a wiec
X = 2w + 5t
y=-w-3t"
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Zadanie
Rozwiaz réwnanie diofantyczne 3x + 5y + 2z = 149. J

Rozwigzanie. Podstawmy 3x + 5y = w. Zatem nasze réwnanie mozemy zastapic¢
uktadem réwnan

w+2z = 149 °
Najpierw rozwiazujemy drugie réwnanie znanym nam sposobem otrzymujac rozwiazanie

w=—14942 -u, z=149 — u.

{ 3x+5y = w

Teraz zajmijmy sie pierwszym réwnaniem

3x 45y = w.

Od razu mozna zauwazy¢, ze 3-(2w) +5 - (—w) = w, a wiec
X = 2w + 5t
y=-w-3t"

Odp. Zatem rozwigzaniem naszego wyjSciowego réwnania jest tréjka

X = 2w + 5t = 2(—149 + 2u) + 5t= —298 4 4u + 5t
y:—W—3t:14972U*3t )
z=149 —u

gdzie t oraz u s3 dowolnymi liczbami catkowitymi.
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Definicja
Niech n bedzie liczba naturalna oraz niech a oraz b beda liczbami catkowitymi.
Méwimy, ze a przystaje do b modulo n, jesli n dzieli a — b.

a=b(mod n) <= a—b=t-n dla pewnej liczby catk. t
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Definicja
Niech n bedzie liczba naturalna oraz niech a oraz b beda liczbami catkowitymi.
Méwimy, ze a przystaje do b modulo n, jesli n dzieli a — b.

a=b(mod n) <= a—b=t-n dla pewnej liczby catk. t

Uwaga
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Definicja
Niech n bedzie liczba naturalna oraz niech a oraz b beda liczbami catkowitymi.
Méwimy, ze a przystaje do b modulo n, jesli n dzieli a — b.

a=b(mod n) <= a—b=t-n dla pewnej liczby catk. t

Uwaga

Ktére z ponizszych kongruencji sa prawdziwe?

10 =1 (mod 9),
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Definicja
Niech n bedzie liczba naturalna oraz niech a oraz b beda liczbami catkowitymi.
Méwimy, ze a przystaje do b modulo n, jesli n dzieli a — b.

a=b(mod n) <= a—b=t-n dla pewnej liczby catk. t

Uwaga

Ktére z ponizszych kongruencji sa prawdziwe?

10 =1 (mod 9), —1=113 (mod 6),
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Definicja
Niech n bedzie liczba naturalna oraz niech a oraz b beda liczbami catkowitymi.
Méwimy, ze a przystaje do b modulo n, jesli n dzieli a — b.

a=b(mod n) <= a—b=t-n dla pewnej liczby catk. t

Uwaga

Ktére z ponizszych kongruencji sa prawdziwe?

10 =1 (mod 9), —1=113 (mod 6), —12=13 (mod 5),
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Definicja
Niech n bedzie liczba naturalna oraz niech a oraz b beda liczbami catkowitymi.
Méwimy, ze a przystaje do b modulo n, jesli n dzieli a — b.

a=b(mod n) <= a—b=t-n dla pewnej liczby catk. t

Uwaga

Ktére z ponizszych kongruencji sa prawdziwe?

10 =1 (mod 9), —1=113 (mod 6), —12=13 (mod 5),

—5=131(mod 7),
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Definicja
Niech n bedzie liczba naturalna oraz niech a oraz b beda liczbami catkowitymi.
Méwimy, ze a przystaje do b modulo n, jesli n dzieli a — b.

a=b(mod n) <= a—b=t-n dla pewnej liczby catk. t

Uwaga

Ktére z ponizszych kongruencji sa prawdziwe?

10 =1 (mod 9), —1=113 (mod 6), —12=13 (mod 5),

—5=31(mod 7), — 26 = 44 (mod 10),

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, UniwersytWyktad 1 Teoria podzielnosci w zbiorze liczb cat



Definicja
Niech n bedzie liczba naturalna oraz niech a oraz b beda liczbami catkowitymi.
Méwimy, ze a przystaje do b modulo n, jesli n dzieli a — b.

a=b(mod n) <= a—b=t-n dla pewnej liczby catk. t

Uwaga

Ktére z ponizszych kongruencji sa prawdziwe?

10 =1 (mod 9), —1=113 (mod 6), —12=13 (mod 5),

—5=31(mod 7), —26 =44 (mod 10), 23=71(mod 11)
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Wiasnosci kongruencji

@ Kongruencja = (mod n) ma podobne wtasnosci jak zwykta réwnos¢ =,
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Wiasnosci kongruencji

@ Kongruencja = (mod n) ma podobne wtasnosci jak zwykta réwnos¢ =, tzn.
e a=a(mod n),

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, UniwersytWyktad 1 Teoria podzielnosci w zbiorze liczb cat



Wiasnosci kongruencji

@ Kongruencja = (mod n) ma podobne wtasnosci jak zwykta réwnos¢ =, tzn.

e a=a(mod n),
e a=b(mod n) = b=a(mod n),
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Wiasnosci kongruencji

@ Kongruencja = (mod n) ma podobne wtasnosci jak zwykta réwnos¢ =, tzn.

e a=a(mod n),
e a=b(mod n) = b=a(mod n),
e a=b(mod n), b=c(mod n) = a=c(mod n).
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Wiasnosci kongruencji

@ Kongruencja = (mod n) ma podobne wtasnosci jak zwykta réwnos¢ =, tzn.
e a=a(mod n),
e a=b(mod n) = b=a(mod n),
e a=b(mod n), b=c(mod n) = a=c(mod n).

@ Kongruencje mozna stronami dodawaé, odejmowa¢ i mnozy¢,
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Wiasnosci kongruencji

@ Kongruencja = (mod n) ma podobne wtasnosci jak zwykta réwnos¢ =, tzn.
e a=a(mod n),

e a=b(mod n) = b=a(mod n),
e a=b(mod n), b=c(mod n) = a=c(mod n).

@ Kongruencje mozna stronami dodawa¢, odejmowaé i mnozy¢,tzn.

a=b(mod n), c=d (mod n)
\

atc=b+d(mod n), a—c=b—d(mod n),

ac = bd (mod n)
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Wiasnosci kongruencji

@ Kongruencja = (mod n) ma podobne wtasnosci jak zwykta réwnos¢ =, tzn.
e a=a(mod n),

e a=b(mod n) = b=a(mod n),
e a=b(mod n), b=c(mod n) = a=c(mod n).

@ Kongruencje mozna stronami dodawaé, odejmowa¢ i mnozy¢,tzn.

a=b(mod n), c=d (mod n)

¢

atc=b+d(mod n), a—c=b—d(mod n),

ac = bd (mod n)

Oznacza to, ze na kongruencjach mozna wykonywaé¢ podobne rachunki jak w przypadku
réwnosci. Zobaczmy to na przyktadach.
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Wiasnosci kongruencji

@ Kongruencja = (mod n) ma podobne wtasnosci jak zwykta réwnos¢ =, tzn.
e a=a(mod n),

e a=b(mod n) = b=a(mod n),
e a=b(mod n), b=c(mod n) = a=c(mod n).

@ Kongruencje mozna stronami dodawaé, odejmowa¢ i mnozy¢,tzn.

a=b(mod n), c=d (mod n)

¢

atc=b+d(mod n), a—c=b—d(mod n),

ac = bd (mod n)

réwnosci. Zobaczmy to na przyktadach
Rozwiaz nastepujace kongruencje:

e 3X+2=5(mod 11),

Oznacza to, ze na kongruencjach mozna wykonywaé¢ podobne rachunki jak w przypadku
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Wiasnosci kongruencji

@ Kongruencja = (mod n) ma podobne wtasnosci jak zwykta réwnos¢ =, tzn.
e a=a(mod n),
e a=b(mod n) = b=a(mod n),
e a=b(mod n), b=c(mod n) = a=c(mod n).

@ Kongruencje mozna stronami dodawaé, odejmowa¢ i mnozy¢,tzn.
a=b(mod n), c=d (mod n)

\
atc=b+d(mod n), a—c=b—d(mod n), ac=bd (mod n)

Oznacza to, ze na kongruencjach mozna wykonywaé¢ podobne rachunki jak w przypadku
réwnosci. Zobaczmy to na przyktadach.
Rozwiaz nastepujace kongruencje:

e 3X+2=5(mod 11),

e 25X =12 (mod 7).
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Zauwazmy, ze jesli a = b (mod n), to dla dowolnych liczb catkowitych ao, ..., am mamy

a = ao (mod n)
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Zauwazmy, ze jesli a = b (mod n), to dla dowolnych liczb catkowitych ao, ..., am mamy

ao ao (mod n)
ata = aib (mod n)
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Zauwazmy, ze jesli a = b (mod n), to dla dowolnych liczb catkowitych ao, ..., am mamy

a = ao (mod n)
ata = aib (mod n)
aa®> = a2b® (mod n)
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Zauwazmy, ze jesli a = b (mod n), to dla dowolnych liczb catkowitych ao, ..., am mamy

a = ao (mod n)

ata = aib (mod n)

aa®> = a2b® (mod n)
ama™ =  amb™ (mod n)
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Zauwazmy, ze jesli a = b (mod n), to dla dowolnych liczb catkowitych ao, ..., am mamy

ao
aia
a 32

ama

ao (mod n)
aib (mod n)
a2b? (mod n)

amb™ (mod n)

ama™ + ...+ a1a+ ao

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, U

amb™ + ...+ a1b + ag (mod n),
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Zauwazmy, ze jesli a = b (mod n), to dla dowolnych liczb catkowitych ao, ..., am mamy

a = ao (mod n)
ata = aib (mod n)
aa®> = a2b® (mod n)
ama™ =  amb™ (mod n)
ama™ +...+aata = amb™+ ..+ a1b+ a0 (mod n),

tzn. f(a) = f(b) (mod n), gdzie f(X)=amX™ +...4+ a1X + ao
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Zauwazmy, ze jesli a = b (mod n), to dla dowolnych liczb catkowitych ao, ..., am mamy

a = ao (mod n)
ata = aib (mod n)
aa®> = a2b® (mod n)
ama™ =  amb™ (mod n)
ama™ +...+aata = amb™+ ..+ a1b+ a0 (mod n),

tzn. f(a) = f(b) (mod n), gdzie f(X)=amX™ +...4+ a1X + ao

Zatem

a=b(mod n) = f(a)=f(b)(mod n)
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Jak skonstruowany jest system dziesietny?
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Jak skonstruowany jest system dziesietny?

4326 =4-1000+3-1004+2-1046-1
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Jak skonstruowany jest system dziesietny?

4326 =4-1000+3-100+2-10+6-1=4-10>+3-10>+2-10* +6 - 10°
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Jak skonstruowany jest system dziesietny?
4326 =4-1000+3-100+2-10+6-1=4-10>+3-10° +2- 10" + 6 - 10°
Ogolniej, liczbe naturalng N w systemie dziesietnym mozna zapisa¢ nastepujaco:

N = (cico...ca)io = a110" 1 4+ 10" 2 + ... + ¢,-110" + ¢, - 10°.
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Jak skonstruowany jest system dziesietny?
4326 =4-1000+3-100+2-10+6-1=4-10>+3-10* +2-10" + 6 - 10°
Ogolniej, liczbe naturalng N w systemie dziesietnym mozna zapisa¢ nastepujaco:
N = (cico...ca)io = a110" 1 4+ 10" 2 + ... + ¢,-110" + ¢, - 10°.

i wtedy
N = £(10), jesli f(X) = aX" ' + X" 2+ .. + o1 X' + cn.
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FX)=aX" ' +aX" 2+ . +aaX o

f(10) = (c1c2..-Cn)10, f(l)=ci+c2+...+cre1+Cn

10 =1 (mod 3)
I

(crco.ccn)10=f(10)=f(1)=c1+ c2+ ... + ca—1 + cn (Mmod 3)
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FX)=aX" ' +aX" 2+ . +aaX o

f(10) = (c1c2..-Cn)10, f(l)=ci+c2+...+cre1+Cn

10 =1 (mod 3)
I

(crco.ccn)10=f(10)=f(1)=c1+ c2+ ... + ca—1 + cn (Mmod 3)

tzn. 3 dzieli (c1¢2...cn)10 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli sume jej cyfr.
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FX)=aX" ' +aX" 2+ . +aaX o

f(10) = (c1c2..-Cn)10, f(l)=ci+c2+...+cre1+Cn

10 =1 (mod 3)
I

(crco.ccn)10=f(10)=f(1)=c1+ c2+ ... + ca—1 + cn (Mmod 3)

tzn. 3 dzieli (c1¢2...cn)10 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli sume jej cyfr.

Czy wiesz jak udowodnié¢ ceche podzielnosci przez 9 oraz przez 117
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fFX)=aX" '+ X2+ .+ X +a

f(lO) = (C1Cz,..Cn)1o7 f(—].) = (—1)"71C1 + (—1)”72C2 + ... — Ch-1+Cn

10 = —1 (mod 11)
I

N=Ff10)=f(-1)=(-1)"ta+(-1)"2c+..—cr1+cy(mod 11)

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, UniwersytWyktad 1 Teoria podzielnosci w zbiorze liczb cat



fFX)=aX" '+ X2+ .+ X +a

f(lO) = (C1Cz,..Cn)1o7 f(—].) = (—1)"7161 + (—1)”7262 + ... — Ch-1+Cn

10 = —1 (mod 11)
I

N=Ff10)=f(-1)=(-1)"ta+(-1)"2c+..—cr1+cy(mod 11)
tzn. 11 dzieli liczbe N = (c1cz...cn)10 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli

naprzemienng sume jej cyfr.
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fFX)=aX" '+ X2+ .+ X +a

f(lO) = (C1Cz,..Cn)1o7 f(—].) = (—1)"7161 + (—1)”72C2 + ... — Ch-1+Cn

10 = —1 (mod 11)
I

N=Ff10)=f(-1)=(-1)"ta+(-1)"2c+..—cr1+cy(mod 11)
tzn. 11 dzieli liczbe N = (c1cz...cn)10 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli

naprzemienng sume jej cyfr.

Przyktad

Aby sprawdzi¢ podzielnos¢ liczby 123456789060704 przez 11 obliczamy sume
naprzemienng cyfr
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fFX)=aX" '+ X2+ .+ X +a

f(lO) = (C1Cz,..Cn)1o7 f(—].) = (—1)"7161 + (—1)”72C2 + ... — Ch-1+Cn

10 = —1 (mod 11)
I

N=Ff10)=f(-1)=(-1)"ta+(-1)"2c+..—cr1+cy(mod 11)
tzn. 11 dzieli liczbe N = (c1cz...cn)10 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli

naprzemienng sume jej cyfr.

Przyktad

Aby sprawdzi¢ podzielnos¢ liczby 123456789060704 przez 11 obliczamy sume
naprzemienng cyfr
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fFX)=aX" '+ X2+ .+ X +a

f(lO) = (C1Cz,..Cn)1o7 f(—].) = (—1)"71C1 + (—1)”72C2 + ... — Ch-1+Cn

10 = —1 (mod 11)
I

N=Ff10)=f(-1)=(-1)"ta+(-1)"2c+..—cr1+cy(mod 11)
tzn. 11 dzieli liczbe N = (c1cz...cn)10 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli

naprzemienng sume jej cyfr.

Przyktad

Aby sprawdzi¢ podzielnos¢ liczby 123456789060704 przez 11 obliczamy sume
naprzemienng cyfr

4-0+7-0+6-04+9-84+7-6+5—-4+3-2+1=22,
ktéra jest podzielna przez 11.
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fFX)=aX" '+ X2+ .+ X +a

f(lO) = (C1Cz,..Cn)1o7 f(—].) = (—1)"71C1 + (—1)“72C2 + ... — Ch-1+Cn

10 = —1 (mod 11)
I

N=Ff10)=f(-1)=(-1)"ta+(-1)"2c+..—cr1+cy(mod 11)
tzn. 11 dzieli liczbe N = (c1cz...cn)10 wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli

naprzemienng sume jej cyfr.

Przyktad

Aby sprawdzi¢ podzielnos¢ liczby 123456789060704 przez 11 obliczamy sume
naprzemienng cyfr

4-0+7-0+6-04+9-84+7-6+5—-4+3-2+1=22,
ktéra jest podzielna przez 11. Zatem 11 dzieli 123456789060704.
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Cechy podzielnosci przez inne liczby s3 bardziej skomplikowane. Przyjrzyjmy sie cesze
podzielnosci przez 7 oraz przez 13.
Liczbe naturalna
N = (C1C2...C,,)1o = c110"_1 =+ cz10"_2 + ...+ c,,,1101 + Cn
mozemy zapisa¢ w postaci

N=..+ 10001(Cn75cn74cn73)10 + (cn—2Cn—1¢n)10-
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Cechy podzielnosci przez inne liczby s3 bardziej skomplikowane. Przyjrzyjmy sie cesze
podzielnosci przez 7 oraz przez 13.
Liczbe naturalna
N = (cicz...cn)i0 = 110" P 4+ 10" + ... + ¢,110" + ¢,

mozemy zapisa¢ w postaci

N=..+ 10001(Cn75cn74cn73)10 + (cn—2Cn—1¢n)10-
Zauwaz, ze jesli

g(X) = ...+ X(cn—5¢n—4€n—3)10 + (Ch—2Cn—1Cn)10,

to
N = g(1000).
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g(X) = ... + X(cn—5Cn—a¢n-3)10 + (Cn—2Cn—1¢n)10,

1000 = —1 (mod 7,13) (bo 1001 =7-11-13)
U

N = g(1000) = g(—1) (mod 7,13)

g(—1) = ...+ (=1)*(ca-5Cn-acn-3)10 + (Ch—2Cn—1Cn)10
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g(X) = ...+ X(cn—scn—acn—3)10 + (ch—2¢n—1¢n)10,

1000 = —1 (mod 7,13) (bo 1001 =7-11-13)
U

N = g(1000) = g(—1) (mod 7,13)
g(—1) = ...+ (1) (cn—5Cn—aCn—3)10 + (Cn—2Cn—1Cn)10
Stad 7 (tak samo 13) dzieli liczbe N wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli

"naprzemienna sume" liczb powstatych z podziatu liczby N na tréjki.
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g(X) = ...+ X(cn—scn—acn—3)10 + (ch—2¢n—1¢n)10,

1000 = —1 (mod 7,13) (bo 1001 =7-11-13)
U

N = g(1000) = g(—1) (mod 7,13)
g(—1) = ...+ (1) (cn—5Cn—aCn—3)10 + (Cn—2Cn—1Cn)10
Stad 7 (tak samo 13) dzieli liczbe N wtedy i tylko wtedy, gdy dzieli

"naprzemienna sume" liczb powstatych z podziatu liczby N na tréjki.

Przyktad
7 dzieli 23697678872, bo 872 — 678+ 697 —23 =868 =7 -124 J
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| to juz koniec!

VAV

Dziekuje za uwage
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