Zadania z Algebry, cz. 3
Studia Doktoranckie Instytutu Matematyki Uniwersytetu Slaskiego

. Niech M bedzie A—modutem. Udowodnié, ze nastepujace warunki sa réwnowazne.

(a) Istnieja podmoduly Mj, ..., M, modulu M takie, ze M = My @ --- @ M,,.

(b) Istnieja endomorfizmy ¢1,. .., ¢, modulu M takie, ze p1+---+ ¢, =1y, @iop; =0 dla i#j
oraz @;op; =; dla i,7=1,...,n.

. Niech A bedzie pierscieniem przemiennym i niech a,b € A. Udowodnié, ze nastepujace warunki sg réw-
nowazne.

(a) A=aA®bA (suma prosta A—moduléw).
(b) ab=0 1iistnieja x,y € A takie, ze ax + by = 1.

(¢) ab=0 oraz a+b jest elementem odwracalnym pierécienia A.

. Niech J = (X,Y) = A- X + A-Y bedzie idealem w pierscieniu A = K[X,Y]| wielomianéw dwdch
zmiennych X,Y nad cialem K. Udowodnié, ze J nie jest wolnym podmodulem A—modulu wolnego A.

. Niech R = M»(R) bedzie pier§cieniem macierzy 2 x 2 nad cialem R liczb rzeczywistych i niech
z 0
I—{[y O]ER.x,yGR}.

(a) I jest ideatem lewostronnym pierscienia R.

Sprawdzié, ze

(b) I jest projektywnym R—modulem.

(¢) I nie jest wolnym R—modutem.

. Niech P bedzie R—modulem projektywnym. Udowodnié¢, ze dla kazdego niezerowego elementu p € P
istnieje funkcjonal liniowy ¢ na P taki, ze ¢(p) # 0.

. Udowodni¢, ze jesli P jest podmodutem R—modulu wolnego, to dla kazdego niezerowego elementu p € P
istnieje funkcjonal liniowy « : P — R taki, ze a(p) # 0.

. Niech A bedzie podpierscieniem ciatla K réznym od K i niech K bedzie cialem utlamkéw pierécienia A.
Traktujac K jako A—modul udowodnié, ze

(a) Homa(K,A) =0 (nie istnieja niezerowe funkcjonaly liniowe na A—module K),

(b) K nie jest projektywnym A—modutem.
. Niech F bedzie grupa abelowa wolna z baza {fi, ..., fn} 1 niech
hi:aiifi+"'+ainfn7 aij€Z7 a’ii>07 l:].,,n

Niech H = (hy,...,hy) bedzie podgrupa grupy F' generowana przez elementy hi, ..., h,. Udowodnié, ze
indeks |F': H| podgrupy H w grupie F' mozna obliczy¢ nastepujaco:

‘F : H’ = a11a922 " Ann.-
. Niech {f1,..., fn} bedzie baza grupy abelowej wolnej F' i niech ay,...,a, beda liczbami naturalnymi.

Udowodnié, ze
F/<a1f17"'aanfn> %Z/alz X X Z/anZ
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Niech G bedzie grupa abelowa generowang przez elementy x,y oraz z spelniajace relacje

152 +3y =0
3x+Ty+42=0.
18x 4+ 14y + 82 =0

Przedstaw grupe G w postaci sumy prostej p-podgrup.
Niech I oraz J beda idealami pierscienia przemiennego A.

(a) Udowodnié, ze jesli A—moduly A/I oraz A/J sa izomorficzne, to I = J.
(b) Wskaza¢ przyklad pierécienia A i idealéw I, J takich, ze pierscienie A/I oraz A/J sa izomorficzne,
ale I # J.

Udowodnié, ze pierécien przemienny A jest pierScieniem catkowitym wtedy i tylko wtedy gdy ma naste-
pujaca wlasnosé:

Dla kazdego A—modutu M i dla kazdego skonczonego uktadu mq, ..., m, € M, jesli mq, ..., m, sa liniowo
niezalezne, to takze amyq,...,am, sa liniowo niezalezne dla kazdego niezerowego a € A.

Udowodnié, ze jesli nad pierécieniem przemiennym A kazdy skonczenie generowany A—modut jest wolny,
to A jest ciatem.

Niech A bedzie pierscieniem noetherowskim i niech ¢ : A — A bedzie homomorfizmem pierscieni. Udo-
wodni¢, ze jesli ¢ jest epimorfizmem, to ¢ jest izomorfizmem.

Wskazowka. ker ¢ C ker p? C ---.

Niech A bedzie pierscieniem noetherowskim. Pokazaé, ze dla kazdego idealu a pierscienia A istnieje liczba

naturalna m taka, ze
(rada)™ C a.

Wywnioskowaé stad dwa nastepujace stwierdzenia:
(a) W pierécieniu noetherowskim A nilradykal jest idealem nilpotentnym, to znaczy, istnieje liczba
naturalna m taka, ze (NilA)™ = (0).
(b) Jesli q jest p—prymarnym idealem w pierscieniu noetherowskim A, to istnieje taka liczba naturalna

m,ze P CqCp.

Niech p bedzie liczba pierwszg i niech f bedzie unormowanym wielomianem nierozktadalnym pierscienia
Z[X] stopnia n > 1. Niech f oznacza wielomian pierscienia Z,[X], ktéry powstaje z f przez zastapienie
kazdego wspdlczynnika jego reszta modulo p.

(a) Sprawdzi¢, ze (p) i (f) sa idealami pierwszymi w Z[X] oraz dla kazdej liczby naturalnej m idealy
(p)™ i (f)™ sa prymarne w Z[X].

(b) Sprawdzié, ze jedli f jest nierozkladalny w Z,[X], to p = (p) + (f) = (p, f) jest idealem maksymal-
nym w Z[X]| i wyznaczy¢ liczbe elementéw ciata Z[X]|/p.

Udowodnié, ze wielomian f = X* + 1 jest nierozkladalny w Q[X] ale f jest rozkladalny w Z,[X] dla
kazdej liczby pierwszej p.

Pokazaé, ze w pierécieniu Z[X] ideal q = (4,X) jest prymarny, ale nie jest potega idealu pierwszego.
Niech A={ap+a1 X+ -+ a, X" €Z[X]:a1 =0 (mod 3)}.

(a) Pokazaé, ze w pierécieniu A ideal p = (3X, X2, X3) jest ideatem pierwszym.

(b) Pokazaé, ze p? nie jest idealem prymarnym.



Wskazéwka. (b) Rozpatrzyé wielomian 9X2.
20. Niech q = (2, X)? = (4,2X, X?) bedzie ideatem w pierscieniu Z[X].

(a) Sprawdzié, ze q jest idealem prymarnym.
(b) Sprawdzi¢, ze q = (4,X) N (2, X?).

Ideal q jest wiec ideatlem prymarnym w pierscieniu noetherowskim, ale nie jest nieprzywiedlny.

21. Niech A bedzie pierScieniem catkowitym i niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym w A. Udowodnié¢
nastepujace stwierdzenia.

(a) Jesli 2 jest idealem pierscienia utamkéw S™1A oraz a = 2AN A, to a jest ideatem w A oraz 2% = S~'a.

(b) Jesli A jest pierécieniem noetherowskim, to S~!A jest takze piericieniem noetherowskim.

22. Niech A bedzie pierScieniem catkowitym i niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym w A. Udowodnié¢
nastepujace stwierdzenia.

(a) Jedli A jest ideatem pierwszym pierscienia S~'A oraz a = AN A, to a jest ideatem pierwszym w A
oraza C A\ S.

(b) Jedli A jest ideatem pierscienia S~!A oraz a = AN A jest ideatem pierwszym w A takim, ze a C A\ S,
to 2 jest idealem pierwszym w S~1A.

(c) Jesli w pierécieniu A kazdy niezerowy ideal pierwszy jest maksymalny, to takze w pierécieniu S~1A
kazdy niezerowy ideat pierwszy jest maksymalny.



