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Zadania z Algebry, cz. 2
Studia Doktoranckie Instytutu Matematyki Uniwersytetu Slaskiego

. Niech f € Q[X]. Udowodnié, ze jesli f(Q) = Q, to f jest wielomianem liniowym: f = aX + b, a,b € Q,

a # 0.
Niech A bedzie pierScieniem przemiennym oraz niech f = ag 4+ a1 X + ... + a, X™ € A[X]. Pokazaé, ze:

(a) feU(A[X]) < ag € U(A), ay,...a, sa nilpotentami w A.
Wsk. Jesli bg + 01X + ... + b X jest elementem odwrotnym do f, to indukcyjnie po r pokazaé, ze
a’*1b,,_, = 0. Wywnioskowaé stad, ze a, jest elementem nilpotentnym.

(b) f jest elementem nilpotentnym w A[X] <= ay, ..., a, sa elementemi nilpotentnymi w A.
(c) jest dzielnikiem zera w A[X] <= istnieje niezerowy element a € A taki, ze af = 0.
Radykalem Jacobsona pierécienia nazywamy cze$¢ wspolna wszystkich ideatéw maksymalnych tego pier-
Scienia. Pokazaé, ze w pierscieniu A[X], A pierécien przemienny, radykal Jacobsona pokrywa sie z nilra-
dykalem.
Niech A bedzie pierscieniem przemiennym oraz niech A[[X]] bedzie pierScieniem szeregdéw formalnych o
o0
wspdlezynnikach z A. Niech f = > a,X"™. Pokazaé, ze:
n=0

(a) feU(A[X]]) < apcU(A).
(b) Jesli f jest elementem nilpotentnym w A[[X]], to a, jest elementem nilpotentnym w A dla kazdego
n > 0. Pokazaé, ze jesli A jest pierécieniem noetherowskim, to implikacja przeciwna jest prawdziwa.

(c) f nalezy do radykalu Jacobsona pierscienia A[[X]] <= ag nalezy do radykalu Jacobsona pierscienia
A.

(d) Zwezenie m¢ idealu maksymalnego m pierscienia A[[X]] jest idealem maksymalnym pierécienia A i
m jest generowany przez m¢ oraz X.

(e) Dowolny ideal pierwszy pierécienia A jest zwezeniem idealu pierwszego pierécienia A[[X]].

. Jezeli dowolny ideal pierscienia przemiennego A, ktory nie zawiera sie w nilradykale zawiera element

idempotentny, to nilradykat tego pierscienia pokrywa si¢ z radykalem Jacobsona.

. Niech ay,...,an, € Z beda parami rézne. Pokazaé, ze wielomiany f = (X — a1)..(X — a,) — 1 oraz

g= (X —a1)%..(X —an)? + 1 sg nierozkladalne nad ciatem Q.
Pokazaé, ze jezeli wielomian X" +aX +p € Z[X], p-liczba pierwsza, jest rozkladalny w Z[X], to 1+|a| > p.

Pokazaé, ze dla dowolnych liczb naturalnych m oraz m, m = n (mod 2), n > m, istnieje wielomian
nierozkladalny f € Q[X] stopnia n, ktéry posiada dokltadnie m pierwiastkéw rzeczywistych.

. Niech 0 # f € Q[X]. Wykaz, ze istnieje g € Q[X] taki, ze fg = aaX? + a3 X3 + a5 X° + ... + a, XP # 0

jest wielomianem, w ktérym zmienna X wystepuje tylko z wyktadnikiem bedacym liczba pierwsza.

Niech a bedzie elementem ciata K oraz niech p bedzie liczbg pierwsza. Pokazaé, ze wielomian X? —a albo
ma pierwiastek w K albo jest nad K nierozktadalny.

Niech f € Z[X]. Skonczony ciag réznych liczb catkowitych xg, z1, . .., xx_1 nazywamy f-cyklem o dlugosci
k,jesli - f(xo) =21, f(x1) =w2, ..., flzp—1) =m0

(a) Wskazaé wielomiany f i g takie, ze f ma cykl dlugosci 1 i g ma cykl dtugosci 2.

(b) Udowodnié, ze wielomian f € Z[X] nie moze mie¢ cyklu o dlugosci > 3.

Niech f,g € Z[X] i niech f bedzie wielomianem unormowanym (najwyzszy wspélczynnik réwny 1).
Udowodnié, ze jesli f(n) dzieli g(n) dla nieskoficzenie wielu liczb naturalnych n, to f dzieli g w Z[X].

Znalez¢ wszystkie idealy maksymalne pierScienia funkcji rzeczywistych ciagltych na odcinku [0, 1].
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Znalez¢ wszystkie idealy maksymalne pierécienia Z[X].
Niech A bedzie pierscieniem przemiennym i niech a, b bedg ideatami w A.

(a) Udowodnié, ze jesli a-b=A, toa="b=A.
(b) Dla A =Z[v—-5]1a= (2,14 +/-5) znalez¢ ideal b w A taki, ze a- b jest idealem gléwnym.

(c) Dla A = Z[fi], gdzie f > 1 jest liczba naturalng oraz i = —1, i dla a = fZ[i], sprawdzi¢, ze a jest

idealem w A i nie istnieje niezerowy ideal b w A taki, ze a - b jest idealem gltéwnym.

Niech K bedzie ciatem i niech A = K[X]/(X"™). Udowodnié, ze A jest pierécieniem lokalnym i jego jedyny
ideal maksymalny jest idealem gléwnym.

Udowodnié, ze pierécien przemienny A jest pierscieniem lokalnym wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnych
a,b € A ztego, ze a+b = 1 wynika, Ze a jest elementem odwracalnym lub b jest elementem odwracalnym.

Pokazaé, ze pierscien przemienny ze skonczong liczba elementéw jest produktem kartezjanskim pierscieni
lokalnych.

Pokazaé, ze liczba elementéw skonczonego pierscienia lokalnego jest potega liczby pierwszej.

Niech A bedzie pierscieniem przemiennym, ktéry ma tylko skonczong liczbe n dzielnikéw zera # 0. Udo-
wodnié, ze A jest pierscieniem skoficzonym i ma co najwyzej (n 4 1)? elementéw.

Wskazéwka. Niech 0 # a € A bedzie dzielnikiem zera i niech J bedzie anihilatorem elementu a. Udowod-

nié, ze |J| <n+1oraz |A/J| < n+ 1.

Niech R bedzie pierscieniem (niekoniecznie przemiennym), w ktérym kazda podgrupa addytywnej grupy
pierscienia jest idealem pierscienia R. Udowodnié, ze pierécien R jest izomorficzny badz z pierscieniem
liczb catkowitych Z badZ z pewnym pierscieniem reszt Z/nZ, gdzie n € N.

Niech S bedzie podzbiorem multiplikatywnym pierécienia przemiennego A.
(a) Udowodnié¢, ze w zbiorze idealéw pierécienia A rozlacznych z S istnieje element maksymalny p.
(b) Udowodnié, ze p jest ideatem pierwszym.

Niech A bedzie pierScieniem przemiennym i niech ¥ bedzie zbiorem wszystkich podzbioréw multiplika-
tywnych S C A.

(a) Zauwazy¢, ze X jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym przez relacje inkluzji. Udowodnié, ze w X
istnieje element maksymalny.

(b) Udowodnié, ze zbiér S € 3 jest elementem maksymalnym w ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy A\S jest
minimalnym idealem pierwszym pierscienia A.



