Zadania z Algebry, cz. 1
Studia Doktoranckie Instytutu Matematyki Uniwersytetu Slaskiego !

1. Dowied¢, ze istnieja tylko dwie nieizomorficzne grupy nieabelowe rzedu 8.

2. Jedli dla kazdych elementéw a, b skonczonej grupy G réznych od elementu neutralnego istnieje automorfizm
o grupy G taki, ze o(a) = b, to grupa G jest abelowa.

3. Niech G bedzie grupa skonczona. Niech X = {(g,h) € G x G; gh = hg}. Pokazaé, ze | X| = ¢|G|, gdzie ¢
jest liczba klas sprzezonosci grupy G.

4. Niech G bedzie grupa skonczong i niech p bedzie najmniejsza liczba pierwszg dzielaca rzad grupy G.
Dowiesé, ze kazda podgrupa H grupy G, ktorej indeks |G : H| jest réowny p, jest podgrupa normalna
grupy G.

5. Udowodni¢ lemat Burnside’a: Jesli grupa G i zbior X sa skonczone i G dziala na X, to liczba orbit
n(G, X) tego dzialania jest réwna Sredniej liczebnosci zbioru elementéw statych
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n(G, X) = @l > lfix(g)]
geG
Wsk. Rozwazy¢ macierz A = [agz], gdzie ag, = 1 <= gz = z i ag, = 0 w przeciwnym wypadku i

obliczy¢ ilos¢ jedynek w tej macierzy na dwa sposoby, raz liczac po wierszach a drugi raz po kolumnach.
6. Dla cial kwadratowych K = Q(v/—2) oraz F' = Q(1/—7) udowodni¢, ze

(a) Addytywne grupy cial K i F' sa izomorficzne.
(b) Multyplikatywne grupy cial K i F sa izomorficzne.

(c) Ciala K i F nie sa izomorficzne.

Wsk (b). Cialo K jest cialem utamkéw pierscienia P = Z[v/—2], a cialo F' jest cialem ulamkéw pierscienia
R = Z[H\Tm] Pierscienie P oraz R sa piericieniami z jednoznacznym rozkladem i maja identyczne grupy
elementéw odwracalnych.

7. Pokazaé, ze grupa QQ/7Z nie posiada wlasciwych podgrup o skonczonym indeksie.

8. Dowies¢, ze kazda skonczona grupa abelowa, ktéra nie jest grupa cykliczna, zawiera podgrupe H, ktéra
jest suma prosta dwbdch grup cyklicznych rzedu p, gdzie p jest pewna liczba pierwsza.

9. Niech G bedzie grupa rzedu 168. Udowodnié, ze grupy G nie mozna zanurzy¢ w grupe symetryczna Sg.
Pokazaé, ze jesli grupa G jest prosta, to ma 8 podgrup rzedu 7 i mozna jg zanurzy¢ w grupe Sg.

10. Pokazaé, ze grupa zawierajaca 45 elementow jest grupa abelowa.

11. Niech a,8 € R beda takie, ze podgrupa addytywnej grupy ciala R generowana przez « oraz [ jest
podzbiorem domknietym R. Wykazaé, ze istniejg z,y € Q, 22 4+ y? > 0, takie, ze za + yf = 0.

12. Niech G < S(n). Pokazaé, ze jezeli dwa elementy grupy G sa sprzezone, to maja tego samego typu
rozklady na cykle roztaczne, tzn. w ich rozktadach jest tyle samo cykli tej samej dlugosci. Uzasadnié, ze
jezeli G = S(n), to ten warunek jest warunkiem WKW.

13. Na szachownicy o n x n polach nalezy umieéci¢ n wiez w taki sposéb, by sie wzajemnie nie szachowatly.
Na ile istotnie réznych sposobéw jest to mozliwe? Przy tym dwa rozmieszenia uwazamy za rowne, jezeli
z jednego mozna otrzymac drugie za pomoca pewnego obrotu szachownicy.

! Czesé zadan pochodzi ze ,,Zbioru zadan z teorii grup” K. Szymiczka, PWN Warszawa, 1989. Niektére zadania zaopatrzone sa
w wskazdéwki i rozwiazania.
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Niech F' bedzie grupa wolna o bazie X oraz niech f : F' — Zg bedzie homomorfizmem takim, ze f(z) = 1
dla kazdego x € X. Pokazaé, ze ker f jest grupa wolna i jedli F' ma range m < oo, to ranga ker f = 2m — 1.

Niech F bedzie podgrupa grupy SL(2,Z) generowana przez macierze

|

gdzie m jest ustalona liczba naturalna > 2. Pokazaé, ze F' jest grupa wolna i {A, B} jest jej baza.
Wsk. Zastosuj the ping-pong lemma.

Pokazaé, ze grupa wolna rangi 2 zawiera podgrupe, ktéra jest grupa wolna dowolnej rangi < No.

Pokazaé, ze z dokladnoécia do izomorfizmu istnieja doktadnie dwie grupy rzedu pgq, gdzie q, p-liczby
pierwsze, ¢ < p oraz p = 1 mod q. Znalez¢ ich kody genetyczne.

Znajdz kod genetyczny grupy S4 oraz grupy Aj.

Pokazaé, ze grupa o kodzie genetycznym gr({z1,xa,...} || 21 = 23,22 = 23, ...) jest izomorficzna z addy-
tywng grupa ciata liczb wymiernych.

Pokaz, ze grupa o kodzie genetycznym gr({z,y} || 2> = y? = 1) jest grupa nieskoniczona.
Pokazaé, ze grupa o kodzie genetycznym gr({z1,...,z,} || 23 = 1 dla kazdego = € F(z1, ..., z,)) jest grupa
skonczona dla kazdego n € N.

Dla elementu a grupy G zbiér Ng(a) = {b € G;ab = ba} nazywamy centralizatorem elementu a.
Pokazaé, ze

(a) Ng(a) <G,
(b) Z(G) = (] Ng(a),
acG
(c) Jesli [a]~ oznacza klase sprzezonosci elementu a, to |[a]~| = [G : Ng(a)] oraz |[a]~| dzieli |G].
Zmajdz wszystkie reprezentacje nieprzywielne grupy kwaternionéw Quat i sporzadz tablice charakteréw
tej grupy.

Znajdz wszystkie reprezentacje nieprzywielne grupy S(4)) i sporzadz tablice charakteréw tej grupy.
Polecenie jak wyzej dla grupy A(4) oraz D(4).

Pokazaé, ze dowolna rzeczywista reprezentacja nieprzywiedlna grupy cyklicznej n-elementowej ma stopien
< 2. Wyznacz wszystkie rzeczywiste nieprzywiedlne reprezentacje tej grupy.

Rozlozy¢ funkcje centralng grupy Quat zdefiniowana nastepujaco

(I,-1,i,—1i,j,—j,k,—k) — (5,-3,0,0,—1, —1, a,a) wzgledem bazy charakteréw nieprzywiedlnych. Dla
jakiego a jest ona charakterem jakiej$ reprezentacji tej grupy?

Pokazaé, ze jesli G jest grupa p* elementowa, p-liczba pierwsza, oraz n jest stopniem reprezentacji nie-
przywiedlnej grupy G, to n? < pF—L.

Niech G bedzie grupg nieabelowa rzedu p?, gdzie p jest liczbg pierwsza. Pokazaé, ze:
(a) Centrum Z(G) grupy G jest rzedu p.
(b) Komutant [G, G| grupy G jest rzedu p.
(c) Grupa G posiada p? reprezentacji stopnia 1 oraz p — 1 nieréwnowaznych nieprzywiedlnych
reprezentacji stopnia p.

Uwaga. W rozwiazaniach ostatnich dwéch zadan trzeba wykorzystaé fakt, ze stopien reprezentacji nie-
przywiedlnej skonczonej grupy dzieli rzad tej grupy.



