Elementy teorii reprezentacji liniowych grup skoriczonych J

Andrzej Stadek
sladek@ux2.math.us.edu.pl

Instytut Matematyki, Uniwersytet Slaski w Katowicach

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Elementy teorii reprezenta wych grup skol



Definicja
Dziataniem grupy G na zbiorze X nazywamy odwzorowanie ¢ : G x X — X, spetniajace
dla kazdych g, h € G oraz x € X, nastgpujace warunki:

o(gh,x) = (g, ¢(h,x)), &(1,x) = x.

Stosuje sie rézne uproszczone zapisy: ¢(g, x) = g(x) = gx = x=.
Odwzorowanie ¢ : G — S(X), ¢ : g —— g jest homomorfizmem grup.

Przyktady

e G, X dowolne, ¢(g, x) := x

@ X dowolny zbiér, ¢ : S(X) x X — X, ¢(o,x) = o(x)

e X = G dowolne, ¢(g, x) := gx - przesuniecie lewostronne.

@ X = G dowolne, ¢(g,x) := xg~* - przesuniecie prawostronne.

@ X = G dowolne, ¢(g,x) := gxg~" - dziatanie za pomoca automorfizméw
wewnetrznych.

0 X =2° ¢(g,A) = A przesumgae lewostronne zbioru A.

e X =2€, ¢(g,A) := Ag™" - przesuniecie prawostronne zbioru A.

0 X =2° ¢(g,A) = - dziatanie za pomoca automorfizméw wewnetrznych.

e X =G(G), ¢(g,H) = gHg_1 - dziatanie za pomoca automorfizméw wewnetrznych.

o G=GL(nK), X=K", ¢(A,v) := Av - dziatanie za pomoca przeksztatcen
liniowych.
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Definicja
Niech grupa G dziata na zbiorze X.
Orbitg elementu x € X nazywamy

ob(x):={yeX: 3 y=gx}={gxeX:ge G}
geG

Stabilizatorem elementu x € X nazywamy
stab(x) = {g € G: gx = x}.

Zbior
fix(g) ={xe X: gx=x}

nazywamy zbiorem elementéw statych elementu g € G.

Spéjrzmy na poprzednie przyktady i dla kilku z nich wyznaczmy powyzsze zbiory.
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Wtasnosci
@ x € orb(x);
@ y € orb(x) <= orb(x) = orb(y);
@ orb(x) Norb(y) # ) = orb(x) = orb(y).

Twierdzenie
Q stab(x) < G,
@ |orb(x)| = |G : stab(x)],
© (G| = [orb(x)|lstab(x)],
Q y = gx = stab(y) = gstab(x)g !,
© y € orb(x) = |stab(y)| = |stab(x)|.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Elementy teorii reprezentaciji liniowych grup skoi



Stwierdzenie

Niech R = {x; : i € I} bedzie zbiorem reprezentantéw orbit. Wtedy

| X =) |orb(x) [= ) |G : stab(x;)|.

iel iel

Dowéd na tablicy.

Whiosek

o Jesli |G| = p", |X| =p™, myn =1 p- liczba pierwsza, to liczba orbit
jednoelementowych jest podzielna przez p.

e Jesli |G| = p",n > 1, to centrum

Z(G)={ge G: Vv gh=hg}
heG

grupy G jest nietrywialne.
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Lemat Burnside'a

Jesli grupa G i zbiér X sa skofczone i G dziata na X, to liczba orbit tego dziatania jest
réwna $redniej licznosci zbioru elementéw statych

|G\ Z fix(g

geG

Dowad.

Niech A = [ag,x], gdzie ag,x =1 <= gx = x i ag,x = 0 w przeciwnym wypadku.
Liczba jedynek w g-tym wierszu = |[{x € X : gx = x}| = [fix(g)|

Liczba jedynek w x-tej kolumnie = |[{g € G : gx = x}| = |stab(x))|

Jesli N - liczba jedynek w catej macierzy, a R - zbidr reprezentantéw orbit, to
IR| = n(G, X).

Wtedy z jednej strony

N =) "lfix(g)l,

geG
a z drugiej
N = |stab(x)| = Y Z [stab(y)| = Y _ lorb(x)[[stab(x)| = |R||G| = n(G, X)|G]-
xeX XER y€Eorb(x xER
Stad teza.
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Na poczatku dwie wazne informacje:

@ Zbiér Aut(V) automorfizméw przestrzeni liniowej V' (nad dowolnym ciatem K) z
dziataniem sktadania odwzorowan jest grupa.

o Jezeli dimk V = n < oo, to grupa Aut(V) jest izomorficzna z ogélna grupa liniowa
GL(n, K).

Przyporzadkowanie automorfizmowi jego macierzy (w dowolnie ustalonej) bazie jest
izomorfizmem pomiedzy tymi grupami.
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Definicja

Reprezentacja liniowg (dowolnej) grupy G w przestrzeni liniowej V nazywamy dowolny
homomorfizm p: G — Aut(V).

Wartos¢ reprezentacji p na elemencie s € G bedziemy zapisywaé w postaci ps.
Stopniem reprezentacji bedziemy nazywa¢ wymiar przestrzeni V.

Reprezentacje p nazywamy wierng, jesli p jest monomorfizmem.

Uwzgledniajac informacje z poprzedniego slajdu w przypadku, gdy dimx V = n < oo,
reprezentacje p : G — Aut(V) mozemy traktowa¢ jako homomorfizm

p: G — GL(n, K).

Uwaga
Jezeli p: G — Aut(V) jest reprezentacja, to

e p1 =idy,
o p.1=p. dlaseG,
@ Pst = Ps O Pt.
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Przyktady:
@ Reprezentacja trywialna, ps = idy dla kazdego s € G.
@ Reprezentacje stopnia 1 sg postaci G — K*. Gdy |G| < oo, to ps € u(K).

o Jezeli G dziata na zbiorze X, to rozwazmy przestrzen liniowa o bazie (ex)xex-
Elementowi s € G przyporzadkujmy automorfizm, ktéry na wybranej bazie dziata
nastepujaco: ps(ex) = esx. Otrzymujemy w ten sposéb reprezentacje nazywana
reprezentacja permutacyjng stowarzyszong z dziataniem grupy G na zbiorze X.
Szczegdlnym przypadkiem jest G = S(n), X = {1,....n}, ok := o(k) dla
o€ S(n), ke{l,.., n}

Innym szczegblnym przypadkiem jest reprezentacja, gdy G = X i sx jest zwyktym
mnozeniem elementéw s oraz x w grupie G. Taka reprezentacja okaze sie bardzo
wazna. Nazywamy j3 reprezentacja regularng grupy G.

o G=GL(n,K), V=M(n,K), pa(X)=AX dla A€ GL(n,K), X € M(n, K).

o G =GL(n K), V=M(n,K), pa(X)=AXA"*dla A€ GL(n,K), X € M(n, K).

o Niech G = (a) bedzie grupa cykliczna rzedu m oraz niech A € GL(n, K) bedzie
macierza taka, ze A™ = I,. Wtedy

X1 X1
G — Aut(K"), /)j,( — A*

Xn Xn

jest reprezentacja.
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Definicja
Reprezentacje p : G — Aut(V) oraz p’ : G — Aut(V’) grupy G nazywamy

réwnowaznymi, jesli istnieje izomorfizm 7 : V — V’ taki, ze

/
V TOops=psOT.
seG

Uwaga
Jesli wartosci reprezentacji traktujemy macierzowo, tzn. ps = As, pi = AL, to warunek
réwnowaznosci tych reprezentacji przyjmuje nastepujaca postac:

3 v CAs = AsC.
CEGL(n,K) s€G
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Definicja
Niech p: G — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy G. Podprzestrzen U przestrzeni V
nazywamy podprzestrzenia G-niezmiennicza, jesli vV ps(U) C U.

seG

Przyktady

o Podprzestrzen zerowa oraz cata przestrzen sa podprzestrzeniami G-niezmienniczymi.

o W reprezentacji regularnej podprzestrzen W = lin (Z eg> jest G-niezmiennicza.
g€eG

o W przykfadzie reprezentacji
G = GL(n, K), V =M(n,K), pa(X) = AX dla A € GL(n, K), X € M(n, K),
zbiér macierzy z zerowa ustalona kolumna jest podprzestrzenia G-niezmiennicza.
o W przyktadzie reprezentacji
G =GL(n,K), V = M(n, K), pa(X) = AXA™* dla A € GL(n, K), X € M(n, K),
zbiér macierzy skalarnych (jak i zbiér macierzy z zerowym $ladem) jest
podprzestrzenia G-niezmiennicza.
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Definicja
Reprezentacje p : G — Aut(V) nazywamy nieprzywiedIng, jesli {©} oraz V s3 jedynymi
podprzestrzeniami G-niezmienniczymi przestrzeni V.

Zauwazmy, ze reprezentacje stopnia 1 s3 zawsze nieprzywiedlne. Inne przyktady poznamy
pozniej (np. w zadaniach).

Definicja

Niech p: G — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy G oraz niech U bedzie
podprzestrzenia G-niezmiennicza przestrzeni V. Wtedy pY = p<|U jest automorfizmem

przestrzeni U i pY : G — Aut(U) jest réwniez reprezentacja grupy G. Nazywamy ja
podreprezentacjg reprezentacji p.

Niech V = Ui @ ... ® Uy oraz niech pY% : G — Aut(U;), i = 1,..., k, beda
reprezentacjami grupy G. Wtedy p: G — Aut(V)

ps(aa + .. + ax) = pt(ar) + ... +pg"(ak); seG,aie U, i=1,..,k,

jest reprezentacja grupy G w przestrzeni liniowej V, a pYi s3 jej podreprezentacjami.
Reprezentacje p nazywamy suma prostg podreprezentacji p; i oznaczamy
1

Ui o Uk
p=p tD..0pk
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Twierdzenie (Maschke)

Jezeli p: G — Aut(V) jest reprezentacja skonczonej grupy G nad ciatem K oraz
charakterystyka ciata K nie dzieli rzedu grupy G, to dla kazdej podprzestrzeni
G-niezmienicze] W przestrzeni V istnieje podprzestrzen G-niezmiennicza W° taka, ze

V=waew°.

Dowéd. Niech V=W ® W' oraz 7 : V — W bedzie rzutem V na W wzdtuz W'.

Zdefiniujmy
1 _
0 = mZptowoptl.
teG

Zauwazmy, ze 7° odwzorowuje V w W oraz dla oo € W mamy p;t(a) € W, wiec
(psomopst)a)=air®(a)=c.

Zatem 7° jest rzutowaniem V na W wzdtuz pewnej podprzestrzeni W° = ker 7°.
Poniewaz

_ 1 _ - 1 -
psomopst=pso| =Y promops' |opst == promopy =,
|G |G|

teG teG

wiec ps o’ =720 ps dlas € G.
Jesli teraz a € WP, to 7°(a) = 6 oraz (7° 0 ps)() = (ps 0 7°) () = 0, czyli ps(a) € WO.
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Definicja

Reprezentacje p : G — Aut(V) nazywamy rozktadalna, jesli V' jest suma prosta dwéch
niezerowych podprzestrzeni G-niezmienniczych.

Reprezentacje nazywamy catkowicie przywiedIna, jesli jest suma prosta swoich
nieprzywiedInych podreprezentacji.

Whiosek

Kazda reprezentacja liniowa skoficzonej grupy nad ciatem, ktérego charakterystyka nie
dzieli rzedu grupy, jest catkowicie przywiedlna tzn. jest suma prosta podreprezentacji
nieprzywiedlnych.

Uwagi
o Jezeli reprezentacja jest suma prosta nieprzywiedlnych podreprezentacji, to
odpowiadajace im podprzestrzenie G-niezmiennicze nie s3 wyznaczone jednoznacznie
(ale podreprezentacje sa wyznaczone jednoznacznie z doktadnoscia do
réwnowaznosci).
@ Zatozenia w twierdzeniu Maschkego s3 istotne. Odpowiednie przyktady zobaczyny w
zestawach zadan.

o Jezeli reprezentacja jest suma prosta nieprzywiedlnych podreprezentacji, to w

przypadku interpretacji macierzowej tej reprezentacji, macierze bedace wartosciami
tej reprezentacji sg klatkowe, a klatki odpowiadaja odpowiednim podreprezentacjom.
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Przyktady

o Reprezentacja grupy GL(n, K) w Mn(K), pa(X) = AX, jest suma prosta n swoich
nieprzywiedlnych podreprezentacji p' : GL(n, K) — Aut(U;), gdzie U; jest
podprzestrzenia przestrzeni M,(K) ztozona z macierzy, ktérych wszystkie kolumny
précz i-tej s3 zerowe.

@ Reprezentacja grupy GL(n, K) w M,(K), pa(X) = AXA™!, jest suma prosta
podreprezentacji stopnia 1 oraz podreprezentacji stopnia n®> — 1, gdy char(K) fn.

@ Reprezentacja regularna skonczonej grupy G jest sumg prosta reprezenracji stopnia 1
oraz reprezentacji stopnia |G| — 1, gdy char(K) fn.
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Ogodlne zatozenie: |G| < oo, K = C.

Definicja
Niech p: G — Aut(V') bedzie zespolona reprezentacja skonczonej grupy G.
Charakterem reprezentacji p nazywamy funkcje x, : G — C, x,(s) := tr(ps).

Uwaga
Jesli r(s) = k, to x,(s) jest suma k-tego stopnia pierwiastkéw z 1 w ilosci dim V.
Twierdzenie

Jesli x jest charakterem reprezentacji stopnia n, to

9 x(1)=n,

Uwaga
Reprezentacje réwnowazne maja te same charaktery.
Twierdzenie

Jezeli p: G — Aut(V) jest suma reprezentacji p' : G — Aut(U;), i = 1,2, to
charakter reprezentacji p jest suma charakteréw reprezentacji p* oraz p°.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Elementy teorii reprezentacji liniowych grup skoi



Stwierdzenie (lemat Schura)

Niech p' : G — Aut(V;), i = 1,2, beda zespolonymi reprezentacjami nieprzywiedlnymi
grupy G oraz niech f : Vi — V5 bedzie przeksztatceniem liniowym takim, ze

(*) vV piof=fopl

seG
Wtedy
@ Jesli p' oraz p? nie sa réwnowazne, to f = 0.

Q Jesli Vi = Vo, p* = p?, to f jest homotetia.

Dowdd. Zatézmy, ze f # 0. Zauwazmy, ze Wy = ker f jest podprzestrzenia
G —niezmiennicza reprezentacji p'. Faktycznie, jezeli o € ker f, to na postawie (*) mamy

F(ps(@) = p2(F(a)) = p3(0) = 6,

czyli pi(a) € ker f. Poniewaz p* jest reprezentacja nieprzywiedlna, wiec Wy = {6}.
Podobnie pokazuje sie, ze podprzestrzen W> = imf réwna jest Va.

Zatem f jest izomorfizmem i reprezentacje sa réwnowazne.

Zatézmy, ze V = Vi = Vs, p' = p?. Rozwazmy odwzorowanie f' := f — Aidy, gdzie A
jest wartoscia wiasng odwzorowania f. Zauwazmy, ze ' spetnia warunek (*) i ma
nietrywialne jadro, wiec f' =0, tzn. f = Aidy. &
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Whiosek

Niech p' : G — Aut(V;), i = 1,2, beda zespolonymi reprezentacjami nieprzywiedlnymi
skoniczonej grupy G rzedu g oraz niech h: Vi — V5 bedzie przeksztatceniem liniowym.

Niech 1 1
W==(p2) tohops == (pi1)ohopi.

£ seG seG
Wtedy
@ Jesli p oraz p? nie sa réwnowazne, to h° = 0.

@ Jesli Vi = Vi, pr = p?, to h° jest homotetia o wspétczynniku %tr(h), gdzie
n=dim V;.

Dowdd. Na tablicy sprawdzi¢ warunek (*) dla h° i zauwazy¢, ze tr(h°) = tr(h). &
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Wersja macierzowa wniosku Niech macierzami p, p2, h beda odpowiednio
(awi(s)), ( bij(s)), (cik). Wtedy macierza h° jest (cj), gdzie

fzz bij(s™Y)cikan(s) = Z( Z bij(s 3k1(5)>

s€G j,k Jrk seG

Wyrazenie po prawej stronie jest formg liniowa wzgledem cj i poniewaz w przypadku (1)
znika dla dowolnych wartosci dla kazdego uktadu cj, wiec mamy

7% ,J N ak/ ) 0.
leI

W przypadku (2) macierze (ax(s)), ( bij(s)) sa réwne oraz ¢ = 26; > Sjci, wiec
ik

1 1 _
Z E5i/ OjkCjke = Z <g Z bij(s 1)3k1(5)> Cik
J.k J:k seG

i wtedy mamy

1 U .

1 )5 eslii=1 j=k

n k, Z aji(s Haw(s) = { 0, w przeciwnym przypadku *
sEG
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Niech G bedzie grupa skoficzong. W zbiorze C® okreslamy odwzorowanie

=g 2 el

seG

(-1-):CxC®:—C, (p

Uwaga Odwzorowanie ma nastepujace wtasnosci:

@ Jest péttoraliniowe, tzn.
(ap + by, 0) = a(p, o) + b(¢), 0)
(0,2 + by)) =3(0,¢) + b(o, V).

@ (¢|p) jest liczba rzeczywistg oraz (¢|e) > 0 dla ¢ # 0.

0 (¢lv) = (Y[e).

Q Jesli ¢ oraz ¢ sa charakterami, to (¢|v¢) := G‘ ST p(s)y(s™h).
seG
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Twierdzenie
Q Jesli x jest charakterem reprezentacji grupy G, to (x|x) = 1, gdy x jest charakterem
nieprzywiedlnym (pokazemy pézniej implikacje w druga strone).

@ Jesli x oraz x’ sa charakterami reprezentacji nieprzywiedlnych nieréwnowaznych, to
; Q
(xIx') = 0.

Dowod. Niech p, = (a5(s). pl = (bi(s)). x(s) = ¥ ai(s). X'(s) = 3 bi(s).
Wtedy ’

n_ 1 ) . —1y_ J 1, w pierwszym przypadku
Oox) = 1G] ZZ aii(s)by(s ) = { 0, w drugim przypadku *
SEG iy
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Twierdzenie
Niech p : G — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy skonczonej G oraz niech x bedzie jej
charakterem. Niech
K

() p=p'®..0p
bedzie rozktadem na sume prosta podreprezentacji nieprzywiedlnych wyznaczonym przez
ten rozktad przestrzeni V. Jesli p’ : G — Aut(W) jest reprezentacja nieprzywiedina
grupy G o charakterze X', to liczba reprezentacji nieprzywiedInych wystepujacych w
powyzszym rozkfadzie réwnowaznych p’ jest réwna (x|x’).

Dowdéd. Niech y; bedzie charakterem reprezentacji p; dla i =1, ..., k.
Wtedy x = x1 + ... + X« oraz

LX) =(a+ -+ x6xX)=00xX)+ -+ (X)) =+ ... e,

gdzie

1, gdyp =/
Ei = i . *
{ 0, gdyp 2y
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Whioski

o Liczba reprezentacji nieprzywiedlnych wystepujacych w rozkfadzie (*) réwnowaznych
ustalonej reprezentacji nieprzywiedlnej nie zalezy od rozktadu.

o Dwie reprezentacje grupy G s3 réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy maja réwne
charaktery.

o Jesli p = mip* @ ... ® mip” jest rozktadem reprezentacji o charakterze x na sume
prosta reprezentacji nieprzywiedlnych, to

(xx) = Zm,-

o (x|x) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy x jest charakterem nieprzywiedlnym.
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Stwierdzenie

Charakter r¢ reprezentacji regularnej grupy G wyraza sie wzorem

_J 1G], gdys=1
re(s) = { 0, gdys#1

Dowéd. Przypomnijmy definicje reprezentacji regularnej:

V=Iin({eg; : g € G}), ps(eg) = esq.
Zatem macierz automorfizmu ps w bazie (eg)gcc jest macierza jednostkows, gdy s = 1
i ma na przekatnej same zera, gdy s Z1. &

Whiosek

Kazda reprezentacja nieprzywiedlna grupy G jest réwnowazna podreprezentacji
reprezentacji regularnej tej grupy z krotnoscia réwna swojemu stopniowi.

Dowdd. Niech x bedzie charakterem reprezentacji p grupy G. Wtedy liczba
podreprezentacji reprezentacji regularnej réwnowaznych p jest réwna

1 -1, 1 . .
(re:) = g7 2 re(x(s™) = rre(Dx() = x(1) = stp. &
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Whiosek

© Jezeli ny, ..., np sa stopniami wszystkich reprezentacji nieprzywiedlnych grupy

skonczonej G, to
h

> nf=16.
i=1

@ Jeslil # s € G oraz 1, ..., xn sa charakterami reprezentacji nieprzywiedInych grupy

G, to
h

Z I"l,'X,‘(S) =0.

i=1

Dowéd. Z poprzedniego wniosku oraz stwierdzenia mamy

h
d =
()= n,-x,-(s)={ A

i=1
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Wyprowadzili§my bardzo wazny wzér dotyczacy stopni reprezentacji nieprzywiedInych:
h

> n =l

i=1

Uwagi
o Poézniej pokazemy, ze jeszcze dodatkowo n;||G|.
o Zwr6¢my uwage na pozyteczno$¢ powyzszego wzoru, gdy juz znamy pewne
reprezentacje nieprzywiedlne grupy G.
o Jakie mozliwe s3 stopnie reprezentacji nieprzywiedlnych grupy 6-cio elementowe;j?
To samo dla grupy 8-mio elementowe;j.
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Definicja
Funkcje f : G — C nazywamy funkcja centralna, jesli

v f(sts™h) = £(¢).

s,teG

Uwagi
o Charakter reprezentacji jest funkcja centralna.
@ Funkcje centralne na grupie G tworza przestrzen liniowa (nad C). Jest to
podprzestrzen przestrzeni unitarnej C. Ozn. H.

Baza przestrzeni H jest uktad funkcji charakterystycznych klas sprzezonosci grupy G.
Zatem wymiar H jest réwny liczbie klas sprzezonosci grupy G..
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Stwierdzenie

Niech f bedzie funkcja centralna na grupie G i niech p: G — Aut(V) bedzie
reprezentacja liniowa grupy G. Niech pr bedzie endomorfizmem przestrzeni V' okreslonym

nastepujaco:
o= Z f(s)ps-
seG

Jesli p jest reprezentacja nieprzywiedIng stopnia n o charakterze x, to pr jest homotetia o
wspotczynniku

_1 €] Py
A= flox(s) = 2 (fIR).
se€G
Dowéd. Mamy
petoprope=pito <Z f(s)ps> o pt = Z f(s)pe-1s = Z f(t_ISt)pt—1st = pf-
seG seG seG

Zatem spetniony jest warunek z wniosku po lemacie Schura i pr jest homotetig o
wspotczynniku

A=t = 23 Fos) = sy @
n n

n
seG
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Twierdzenie

Jesli x1, ..., xx sa charakterami wszystkich nieprzywiedlnych parami nieréwnowaznych
reprezentacji p', ...,pk grupy G, to xi, ..., Xk tworzg baze ortonormalng przestrzeni H
funkcji centralnych okreslonych na G.

Dowéd. Niech f € lin(x1, ..., xk)= = lin(X1, ..., X&) ", tzn. (f[xi) =0dlai=1,..., k.
Z poprzedniego twierdzenia dla dowolnego i = 1, ..., k endomorfizm p; jest homotetia
o wspdétczynniku

A= 15 fopate) = s = 0.
seG

Z wczesniejszych wyktadéw wiemy, ze dowolna reprezentacja jest suma prosta swoich
reprezentacji nieprzywiedlnych i wtedy jej charakter x = mix1 + ... + mgx-
Stad

(FIx) = (Flmixa + ... + mixi) = m(fxa) + ... + (Flxi) =0
i pr = 0 dla dowolnej reprezentacji grupy G. W szczegélnosci gdy p jest reprezentacja
regularng mamy

0=prler) = ) F()osler) = ) F(s)es.

seG seG

Poniewaz uktad (gs)scc jest baza, wiec f = 0.
Pokazalismy, ze lin(x1, ..., xx)= = {0}, tzn. lin(x1,...,xx) = H. &
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Uwaga Jesli f jest funkcja centralng i f = Z Aixi, to A = (f]xi)-

Stad funkcja centralna f # 0 jest charakterem pewnej reprezentacji wtedy i tylko wtedy,
gdy jest kombinacja charakteréw nieprzywiedlnych o nieujemnych wspétczynnikach.

Whioski

o Liczba nieprzywiedlnych reprezentacji grupy G (z doktadnoscia do réwnowaznosci)
jest réwna liczbie klas sprzezonosci grupy G.

@ Skoficzona grupa G jest abelowa wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jej reprezentacje
sg stopnia 1.

v

Stwierdzenie

Niech c(s) dla s € G oznacza liczbe elementéw w klasie sprzezonosci elementu s. Wtedy

G . .
——, gdy t jest sprzezony z s

) .
i=1 0, gdy t nie jest sprzezony z s
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Dowéd. Rozwazmy funkcje charakterysyczna f; klasy sprzezonosci elementu s. Wtedy

fs —Z (flxi)xi = Z ‘( |)x (s)xi-

i=1
(5) 1, gdy t jest ;
_ s v . — , gdy t Jest sprzezony z s
M) = Z Xilshi(t) = { 0, gdy t nie jest sprzezony z s
Zatem

k 161 : .
_ gdy t jest sprzezony z s
STt =4 <) . &
i=1 0, gdy t nie jest sprzezony z s
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Definicja
Niech 1 = si, ..., sy beda reprezentantami klas sprzezonosci skoriczonej grupy G oraz

niech x1, ..., xx beda charakterami reprezentacji nieprzywiedlnych grupy G. Macierz
T = (ajj), aij = xi(s;) nazywamy tablica charakteréw grupy G

L= 5
Xt || xa(st) | o | xa(sk)
Xk || xk(s1) | - | xk(sk)

Uwagi Niech c(s) bedzie liczba elementéw w klasie sprzezonosci elementu s.
@ Macierz T jest nieosobliwa.

@ W pierwszej kolumnie stoja stopnie reprezentacji.

@ ortogonalnos¢ kolumn: C‘(é") thl X,-(sp)ﬁ(s,) = Opr

@ ortogonalnoéé wierszy: (vilx;) = %Z, . xi(s)x;(s1) = 6;
° K
TR 0, gdys#1
Z”:X:(s)_{ |G|, gdys=1
-1
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Przyktad Tablica charakteréw grupy S(3).

kl. sprzez. || id | (12) | (123)
[G]
E6) 6 2 3
X1 1 1 1
X2 1 -1 1
X3 2 0 -1

Uwaga Faktycznie reprezentacja p® ma posta¢

A1 2)):( oS )

cos 22 —sin &
p3((123))=( s % 5

sin 3 Cos 3

i jej charakter jest taki jak to wyliczylismy.
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Niech p : G — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy G.
Mozliwe s3 nastepujace sytuacje:

@ Reprezentacja p jest réwnowazna z reprezentacja rzeczywista o tzn. taka, ktérej
macierze wszystkich oz dla g € G maja wspétczynniki rzeczywiste. Wtedy jej
charakter przyjmuje wartosci rzeczywiste (o takim charakterze méwimy, ze moze by¢
realizowany nad R).

o Reprezentacja p nie jest rzeczywista i zadna jej réwnowazna nie jest rzeczywista, ale
jej charakter przyjmuje wartosci rzeczywiste.

o Charakter reprezentacji p nie jest rzeczywisty (wtedy p nie jest réwnowazna zadnej
reprezentacji rzeczywistej).

Definicja
Element g grupy G nazywamy elementem rzeczywistym, jesli jest sprzezony z g 1. Jezeli

g jest elementem rzeczywistym, to klase elementéw sprzezonych g€ := {x'gx : x € G}
nazywamy rzeczywista.

Uwaga Jesli klasa jest rzeczywista, to kazdy element tej klasy jest rzeczywisty (Sprobuj
to pokazac¢ - to nie jest trudne). Ponadto klasa ta zawiera odwrotno$¢ kazdego swojego
elementu.
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Twierdzenie

Liczba rzeczywistych charakteréw nieprzywiedInych grupy G jest réwna liczbie
rzeczywistych klas elementéw sprzezonych tej grupy.

Dowdd. Niech s, ..., sk oznaczaja klasy elementéw sprzezonych grupy G, a x1, .., Xk
wszystkie charaktery nieprzywiedlne grupy G.
Niech
X = (xi(5))ij=1,..k
bedzie tablica charakteréw grupy G. Jesli

X = (xi(5))ijet, k = (X,'(Sj_l))i,j:1,m,k7

to X tez jest tablica charakteréw grupy G i jej wiersze s3 pewna permutacja o wierszy
macierzy X, tzn. xi(s;) = xo(i)(5)-
Na tym samych miejscu pozostaja wiersze odpowiadajace charakterom rzeczywistym.

Niech
oy a0 edyj#a(i)
Por = (@), a5 = { 1, gdyj=o(i)
Wtedy
k
PoX = (ci), i =Y axi(s() = Xow(5) = Xi(5)), tzn. PoX =X
I=1

oraz liczba permutacji rzeczywistych grupy G réwna sie tr(P).
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Dla kazdej klasy elementéw sprzezonych s; odpowiadajaca jej kolumna macierzy X jest
réwna kolumnie macierzy X odpowiadajacej klasie ;. Zatem macierze X oraz X réznia
sie tez kolejnoscig kolumn, a na tym samym miejscu pozostaja kolumny odpowiadajace
klasom rzeczywistym. Zatem istnieje macierz permutacji Q. taka, ze

Y = XQT
i liczba rzeczywistych klas elementéw sprzezonych réwna sie tr(Q;).
Poniewaz B
Q- =X"'X=X""P,X,
wiec

liczba rzeczywistych klas = tr(Q.) = tr(P,) = liczba charakteréw rzeczywistych. o
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Whiosek

Grupa G ma nietrywialny rzeczywisty charakter nieprzywiediny wtedy i tylko wtedy, gdy
jej rzad jest liczba parzysta.

Dowéd. Przypusémy, ze rzad grupy G jest parzysty. Wtedy grupa G zawiera element
rzedu 2 tzn. element g € G, g # e taki, ze g = g~ 1. Zatem klasa sprzezonosci g©
elementu g jest nietrywialng rzeczywista klasa elementéw sprzezonych.

Przypusémy teraz, ze rzad G réwny jest 2n+ 1 oraz g€ jest rzeczywista klasa elementéw
sprzezonych. Wtedy x 'gx = g~ dla pewnego x € G. Stad x 2gx*> = g tzn. x°, a wiec
rowniez x2X dla kazdego k, jest przemienny z elementem g. Z tw. Lagrange'a wynika, ze
x = x3"Y 3 to oznacza, ze x jest przemienny z g tzn. g = x " lgx =g, czylig? = 1.
Skoro rzad grupy G jest nieparzysty, wiec g = e i nasza klasa jest trywialna. &
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Twierdzenie

Niech x bedzie charakterem reprezentacji nieprzywiedlnej p : G — Aut(V) grupy G.
Wtedy NWSR:

© charakter x moze by¢ realizowany nad R,

@ istnieje nieosobliwa symetryczna forma dwuliniowa ¢ : V x V — C taka, ze

A\ #la.B) = @lps(a), ps(8)).

a,BEV seG

y

Uwaga Gdyby w pierwszym punkcie powyzszego twierdzenia zadac¢ jedynie, aby charakter
przyjmowat wartosci rzeczywiste, to w punkcie drugim trzeba zrezygnowa¢ z
symetrycznosci wzmiankowanego funkcjonatu dwuliniowego.

Andrzej Stadek (Instytut Matematyki, Uniwersyt Elementy teorii reprezentacji liniowych grup skoi



Pytanie Jak roztozy¢ reprezentacje na sume prosta podreprezentacji nieprzywiedlnych?

Niech p: G — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy G oraz niech x1, ..., xx beda
charakterami wszystkich nieprzywiedlnych reprezentacji

Pt G — Aut(Wi),..,p": G — Aut(W)
grupy G oraz niech ny, ..., n, beda stopniami tych reprezentacji. Ponadto niech
V=Ui&..0 Un

bedzie rozktadem przestrzeni V na sume prosta podprzestrzeni odpowiadajacym
podreprezentacjom nieprzywiedInym. Dla i = 1, ..., k niech V; oznacza sume prosta tych
sposréd reprezentacji U, ..., Um, ktére sa réwnowazne z p'. Mamy

V=Vi®d..d Vi, x=hx1+ -+ kX,

(pewne V; moga by¢ podprzestrzeniami zerowymi; wtedy /; = 0).
Podprzestrzeh V; nazywamy sktadowa jednorodna.
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Twierdzenie

@ Rozktad V = Vi @ ... ® Vi nie zalezy od poczatkowo wybranego rozktadu p na sume
prosta reprezentacji nieprzywiedlnych.

@ Rzutowanie p; przestrzeni V' na podprzestrzen V; odpowiadajace temu rozktadowi

jest dane wzorem
pi = g s)ps-
\G |
seG

Dowéd. Wystarczy udowodni¢ czes¢ druga.
Niech e

TR i(t).

Wtedy na podstawie stwierdzenia z wczes$niejszego wyktadu ograniczenie odwzorowania
pi = pr do podreprezentacji nieprzywiedlnej o charakterze y, majacej stopien n jest
homotetig o wspétczynniku

16l =y _ 1G] ni __ _nioooyv_ ) 00 gdyx#xi
=) = - Z G aEN(E) = 06 = { 4 i

,edy x = xi

Zatem p; jest tozsamoscig na V; i odwzorowaniem zerowym na V; dla j # i &.
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Przyktad Niech H < S(n) oraz niech (e, ..., en) bedzie baza przestrzeni liniowej V.
Zdefiniujmy reprezentacje

p:H— Aut(V), ps(e) = esi)-

Jesli x jest charakterem tej reprezentacji, to x(o) = Fix(o).

Rozwazmy grupe D4 < S(4). Jej generatorami sg a = (1,2,3,4), b= (1,2)(3,4).
Klasy sprzezonosci grupy D(4), to {id}, {a°}, {a,a*}, {b,a*b}, {ab,a’b},

a charaktery nieprzywiedlne tej grupy oraz charakter naszej reprezentacji przyjmuja
nastepujace wartosci:

Dy | 1 a a2 as b ab a’h ah
id (1234) (13)(24) (1432) (12)(34) (13) (14)(23) (24)
x1 | 1 1 1 1 1 1 1 1
x2 | 1 1 1 1 -1 —1 -1 -1
x3 | 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
xa | 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
Xs | 2 0 -2 0 0 0 0 0
[ x ] 4 0 0 0 0 2 0 2

X=x1+xa+xs pila)=3la+e+eat+eat+etetete)

V=lin(e1+ e +e3+e) Dlin(er —e2 4+ e3 — es) D lin(er — e3, €2 — &)
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Pytanie Jak dokona¢ rozktadu sktadowej jednorodnej na sume prosta podprzestrzeni
G-niezmienniczych?

Chcemy dokona¢ rozktadu
Vi=W,o..oW,

na sume podprzestrzeni G-niezmienniczych zwigzanych z podreprezentacjami
réwnowaznymi z _
P G — Aut(W;).

Niech reprezentacja p’ w postaci macierzowe] jest réwna (ax(s)) wzgledem bazy e, ..., e,
przestrzeni W;, n = n; = dim W;.
Witedy

n

Xi(s) = ) au(s).

k=1

Dla kazdych k,/ =1, ..., n okreslmy odwzorowanie

n _
Pkl = @ Z a/k(S 1)/)5-

se€G
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Twierdzenie
@ Przeksztatcenie pyx jest rzutowaniem, pu(V;) = {0} dlaj # i, prc(Vi) C Vi i

n

Vi=Va®...® Vin, pi= Z Pk -
k=1

© pu(V;) = {0} dlaj # i, oraz py(Vi) = {0} dla r # I.
Ponadto py : Vij — Vi jest izomorfizmem.

© Niech a; bedzie niezerowym wektorem przestrzeni Vip i niech ax = pr1(a1) € Vik.
Wektory a1, ..., an s3 liniowo niezalezne i generuja n-wymiarowa podprzestrzen
G-niezmienniczag W/(ay). Dla s € G mamy

n

/)s((’ék) = Z a/k(s)a/.

I=1
W szczegélnosci W (ay) jest ,izomorficzna® z Wi;.

Q Jedli (a(ll), ...,a(lm)) jest baza przestrzeni Vi1, to reprezentacja V; jest suma prosta
nieprzywiedlnych podreprezentacji wyznaczonych przez podprzestrzenie
1
W), ..., wd™).
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Dowéd. Mamy

ex, jeslir=1
pu(er) = I Z an(s™)ps(er) = IE] ZZ an(s™)aur(s)eu _{ 9:: jeéli r#l

seG u=1 se€G

n
Stad wynika, ze > pik jest przeksztatceniem tozsamosciowym przestrzeni W; oraz
k=1

o ) Pk, jeslil=r
PKi©Pra =1 "o, jesli [ # r

oraz
n

Ps © Pkr = Z a(s)pir-

I1=1

Podobnie pokazuje sie, ze py zeruje sie na W dla j # i. Teraz rozktadamy V na sume
podreprezentacji izomorficznych z W; i stosujemy uzyskane wyniki dla kazdej z tych
reprezentacji. W ten sposéb mamy (1) oraz (2). Przy zatozeniu czesci (3) mamy

n n

ps(ak) = ps o prr(on) = Z an(s)pi(a1) = Z an(s)oy

=1 /=1

co dowodzi (3). Czes¢ (4) wynika z poprzednich.
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Przyktad Niech (ey, ..., es) bedzie baza przestrzeni liniowej V oraz niech
p: D(3) — Aut(V) bedzie reprezentacja grupy D(3) = S(3) zdefiniowana nastepujaco:

l [e1 & e es e e |

£1 €1 € €3 € 6 66
Pa € € €1 €2 €3 &
P2 | €3 €4 6 € €1 €2
Pb € €1 €6 65 €3 €3
Pab | €4 €3 €2 €1 66 65
Pa2hb €6 €5 €4 €3 €2 €1

Niech x bedzie charakterem reprezentacji p zdefinowanej ogélnie wyzej. Niech a bedzie
obrotem o kat /3, a b symetria wzgledem "gérnego" wierzchotka. Wtedy

1 a a° b ab  a%b
id (1,2,3) (1,3,2) (1,2) (1,3) (2,3)
X1 1 1 1 1 1 1
X2 | 1 1 1 !
! -1 0 0 0
[ x[6 0 0 0 0 0

Stad x = x1 + x2 + 2xs.

Obliczmy obrazy rzutowan p1, p2, ps3.
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l l €1 €2 €3 €4 €5 €6

P1 €1 € €3 €4 65 6
Pa € € €1 €2 €3 €
Pa2 €3 €4 65 €6 €1
Pb € €1 € 65 &4
Pab | €4 €3 €2 €1 66 65
Pa2p €6 €5 €4 €3 €2 €1

€2
€3

1 a a° b ab a’b
id (1,2,3) (1,3,2) (1,2) (1,3) (2,3)
Xt | 1 1 1 1 1 1
X2 | 1 1 1 -1 -1 -1
X3 2 -1 -1 0 0
[ x [ 6 0 0 0 0 0 |

X = X1+ x2 + 2x3-
Stad

1 .
pP1= g(pl +pa +Pa2 +pb +pab +pab2)7 Pl(v) = lm(el teteateatet eﬁ)

1 .
P2 = g(pr+patpaz = pb = pab = papz), P2(V) =lin(er +es + €3 — &2 — es — &).
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l l €1 € €3 €4 65 6

P1 €1 € €3 €4 65 6
Pa € € €1 €2 €3 €
Pa2 €3 €4 €5 €6 €1
Pb € €1 € 65 €
Pab | €4 €3 €2 €1 66 65
Pa2pb €6 €5 €4 €3 €2 €1

€2
€3

1 a a° b ab a’b
id (1,2,3) (1,3,2) (1,2) (1,3) (2,3)
x| 1 1 1 1 1 1
X2 | 1 1 1 !
xs| 2 -1 -1 0 0 0
[ x [ 6 0 0 0 0 0 ]

X = X1+ x2 + 2x3.

Z rzutowaniem ps = %(2,01 — pa — pa2) jest wiecej ktopotu, bo jego obraz jest
podprzestrzenia 4-wymiarowa i jest suma prosta dwéch 2-wymiarowych podprzestrzeni
G-niezmienniczych.

p3(V) =lin(2e1—es—es3,2er—eg— €4, 2e3—€1— €5, 24— €2 — €6, 265 — €3 — €1, 266 — €4 — €2)
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