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Przedmowa

Sometimes one has to say difficult things,
but one ought to say them as simply as one knows how.
G. H. Hardy

Program studiéw doktoranckich w Uniwersytecie Slaskim przewiduje wyklady z
czterech podstawowych dyscyplin matematycznych. Wyktady te sa adresowane do
wszystkich uczestnikow studiow doktoranckich i majg ustanowi¢ pewien minimal-
ny standard wyksztatcenia matematycznego wszystkich doktoréw, niezaleznie od
ich specjalizacji naukowej. W zwigzku z tym programy tych wyktadow przewiduja
jedynie hasta o ogélnym znaczeniu i unikaja problematyki waznej jedynie dla specja-
listéw. Niniejszy skrypt jest zapisem takiego wyktadu z algebry w roku akademickim
2008-2009.



Rozdziat 1

Grupy

Ostatnie zmiany 16.09.2010 r.

1.1 Grupy, podgrupy, homomorfizmy

Rozpoczniemy od przypomnienia podstawowych poje¢ i faktéw z teorii grup, wyste-
pujacych w kursowym uniwersyteckim wyktadzie algebry. Nastepujace ksigzki beda
przydatne w odswiezaniu tych wiadomosci:

[BB] A. Bialynicki-Birula, Zarys algebry. PWN Warszawa 1987.

[H] I. N. Herstein, Topics in Algebra. 2nd edition. Wiley, New York 1975.

[KM] M. I. Kargapotow, J. I. Mierzliakow, Podstawy teorii grup. PWN Warszawa 1989.
(L] S. Lang, Algebra. PWN Warszawa 1973.

[S] K. Szymiczek, Zbiér zadan z teorii grup. PWN Warszawa 1989.

1.1.1 Definicja i przyklady grup

Pélgrupg nazywamy system ztozony ze zbioru S i okreslonego w tym zbiorze tacznego
dziatania binarnego.

Monoidem nazywamy pélgrupe z jedynka (elementem neutralnym).

Grupg nazywamy monoid, w ktorym kazdy element ma element odwrotny.

Inne definicje: zob. [S], zad. 051, 053, niezalezno$¢ aksjomatéw: zad. 052.

Przyktad 1.1.1. (a) Grupa symetryczna S(X) zbioru X. Jej elementami sa bijekcje
¢ + X — X, natomiast dzialaniem jest superpozycja bijekcji: dla p,¢ € S(X)
odwzorowanie ¢ o) : X — X dziala nastepujaco:

(o) (x) = p(i(x))

dla kazdego x € X. Gdy zbiér X jest skonczony, grupe S(X) nazywa sie grupa
permutacji zbioru X i oznacza S(n) (lub S,), gdzie n jest liczba elementéw zbioru
X.
(b) Grupa funkcji M (X, G) okreslonych na zbiorze X o wartosciach w grupie G. Dla
dwoch funkcji f,g : X — G ich iloczyn definiujemy jako funkcje fg : X — G taka,
ze

(f9)(x) = f(z) - g(x)
dla kazdego = € X (po prawej stronie mamy iloczyn dwéch elementéw grupy G).
(¢) Pelna grupa liniowa GL(n, F') sktada sie z wszystkich odwracalnych macierzy

1



2 ROZDZIAL 1. GRUPY

kwadratowych stopnia n o elementach z ciata F. Specjalna grupa liniowa SL(n, F)
sktada sie z wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n o elementach z ciala F
ktorych wyznacznik jest rowny 1.

(d) Grupa kwaternionéw Quat. W grupie SL(2, C) wezmy macierze

0 ¢ 0 1
[2i]e-[n )
Wtedy A* = B* =1, A? = B2, BAB™! = A~!ir6wnodci te pozwalajg stwierdzié, ze
nastepujacych 8 macierzy

I,A A% A% B, AB, A’B, A*B

tworzy grupe. Nazywamy ja grupg kwaternionéw i oznaczamy Quat lub Q.

(e) Grupa diedralna D(n). W grupie permutacji S(n) wezmy permutacje

o=tz =02 ).

n n—1 ... 1

Sprawdzamy, ze 2" = y?> = 1, yaxy~! = ! Réwnosci te pozwalajg stwierdzié, ze
2n permutacji
:L,n—l

n—1
1Lz, ....2" "y, 2y, ..., Y

tworzy grupe. Nazywamy ja grupa diedralna i oznaczamy D(n) (lub D,,). Grupe te
nazywa si¢ takze grupa izometrii n—kata foremnego, gdyz numerujac wierzchotki
n—kata foremnego liczbami 1,2, ..., n stwierdzamy, ze x i y, a takze kazdy element
grupy D(n), mozna zinterpretowaé jako izometrie tego n—kata. Faktycznie sa to
wszystkie izometrie n—kata foremnego.

Obszerna liste przyktadéw mozna znalezé w [S], zad. 001-020.

1.1.2 Podgrupy i warstwy

Podgrupg H grupy G nazywamy podzbiér grupy G zamkniety ze wzgledu na dzia-
tanie grupowe (jesli a,b € H, to takze ab € H), ktoéry sam jest grupa ze wzgledu na
dziatanie bedace zacieénieniem dziatania na G do H. Piszemy wtedy H < G.

H < G wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek:

r,y€ H=uay '€ H.

Latwo stwierdzi¢, ze czes¢ wspolna dowolnej rodziny podgrup grupy G jest podgru-
pa grupy G. W szczegdlnosci, jesli A jest podzbiorem grupy G, to cze$¢ wspdlna
wszystkich podgrup grupy G zawierajacych zbiér A jest podgrupa grupy G. Na-
zywamy ja podgrupa generowana przez zbior A i oznaczamy (A). Na przyklad,
grupa kwaternionéw Quat jest podgrupa grupy SL(2,C) generowana przez macie-
rze A, B z przyktadu 1.1.1(d). Podobnie, grupa diedralna D(n) jest podgrupa S(n)
generowana przez permutacje x,y z przyktadu 1.1.1(e), zatem w grupie S(n) mamy
(z,5) = D(n).

Dla podzbioréw A i B grupy G okreslamy ich iloczyn kompleksowy

A-B:={a-beG:a€ Abe B}.
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Dla kazdych trzech podzbioréw A, B, C grupy GG mamy
(A-B)-C=A-(B-0).

Jesli A i B sg podgrupami grupy G, to iloczyn AB jest podgrupa grupy G wtedy i
tylko wtedy gdy AB = BA.

Warstwg lewostronng grupy G wzgledem podgrupy H wyznaczona przez element
a € G nazywamy zbior

aH :={a}-H={aheG:he H}.

Podobnie definiuje sie warstwe prawostronna Ha := {ha € G: h € H}.

Kazda warstwa grupy G wzgledem podgrupy H jest rownoliczna z podgrupg H. Mia-
nowicie odwzorowania H — aH, hw~— ah oraz H — Ha, h +— ha sa bijekcjami.
Jesli dwie warstwy lewostronne aH i bH majg choé jeden element wspolny, to sq
identyczne: aH = bH. Podobnie dla warstw prawostronnych.

Poniewaz kazdy element a € G nalezy do doktadnie jednej warstwy aH grupy G
wzgledem podgrupy H i rézne warstwy sg roztgczne, grupe G mozna przedstawic
jako sume¢ mnogosciowa parami roztacznych warstw

G = U aiH.
i€l

Latwo sprawdzi¢, ze odwzorowanie aH +— Ha~! jest bijekcja pomiedzy zbiorem
warstw lewostronnych i zbiorem warstw prawostronnych grupy G wzgledem pod-
grupy H. Zatem zbiory te sa réwnoliczne a ich wspélna moc nazywa si¢ indeksem
podgrupy H w grupie G. Zbiér parami roztacznych warstw lewostronnych a; H ozna-
cza sie G : H. Moc |G : H| zbioru warstw G : H, czyli moc zbioru I, jest wiec
indeksem podgrupy H w grupie G.

Rozktad grupy GG na sume mnogosciowa parami roztacznych warstw wraz z faktem,
ze kazde dwie warstwy grupy wzgledem tej samej podgrupy sa rownoliczne, prowadzi
natychmiast do twierdzenia Lagrange’a mowiacego, ze dla grupy skonczonej G i jej
dowolnej podgrupy H mamy

G H| - |H| = |G
Latwo tez zauwazy¢ uogdlnienie: dla grupy skonczonej G, jedli K < H < G, to

|G:H|-|H:K|=|G: K|

1.1.3 Podgrupy normalne
Podgrupa H grupy G nazywa sie podgrupa normalng, jesli

aH = Ha Va€(@.

Piszemy wtedy H <1 G. Zob. [S], zad. 213, gdzie podanych jest 10 innych warunkéw
definiujacych podgrupe normalna.

Dwie podstawowe obserwacje:
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1. Jesli H<Gi K < G,to HK = KH i wobec tego HK jest podgrupa grupy G. A
wiec iloczyn kompleksowy dowolnej podgrupy normalnej i dowolnej podgrupy grupy
G jest podgrupa grupy G.

2. Jesli H <G oraz a,b € G, to

aH -bH = a(Hb)H = a(bH)H = abHH = abH.

A wiec iloczyn kompleksowy dwoch warstw wzgledem podgrupy normalnej H jest
méw warstwag wzgledem H. Zbior G : H wszystkich warstw aH grupy G wzgledem
podgrupy normalnej H oznacza sie G/H. Zbiér G/H z kompleksowym mnozeniem
warstw jest grupa (z jedynka H). Nazywa sie ja grupg ilorazowg grupy G wzgledem
podgrupy normalnej H.

Przyklad 1.1.2. Jesli grupa G jest abelowa, to kazda podgrupa H grupy G jest
podgrupa normalna.
W dowolnej grupie G jej centrum

Z(G)={aecG:ag=ga VgeG}

jest podgrupa normalng w G.

W pelnej grupie liniowej GL(n, K) stopnia n nad ciatem K centrum sklada sie z
wszystkich macierzy skalarnych al, gdzie a € K* oraz I jest macierza jednostkowa
stopnia n (zob. [S], zad. 288). Mamy takze SL(n, K)<GL(n, K). Dla A € GL(n, K)
warstwa A - SL(n, K) sktada sie z wszystkich macierzy grupy GL(n, K), ktorych
wyznacznik jest rowny det A.

Komutantem grupy G nazywa sie podgrupe [G, G| grupy G generowana przez zbiér
wszystkich komutatoréw, czyli elementéw postaci [a,b] := a~'b~tab, gdzie a,b sa
dowolnymi elementami GG. W grupie abelowej G mamy [a,b] = 1 dla kazdych a,b €
G, zatem takze [G,G]| = 1. Natomiast w grupie nieabelowej G jej komutant [G, G|
jest zawsze nietrywialna podgrupa grupy G. Ponadto, [G,G]| < G dla kazdej grupy
G. Latwo stwierdzié, ze grupa ilorazowa G/[G, G| jest abelowa.

Grupe G # {1} nazywa sie prostq, jesli podgrupa jednostkowa E = {1} oraz
cala grupa G sa jedynymi podgrupami normalnymi w G.

Przyktad 1.1.3. (a) Na podstawie twierdzenia Lagrange’a, jesli rzad grupy G jest
liczbg pierwsza, to grupa G nie posiada wlasciwych podgrup i tym bardziej nie
posiada wtasciwych podgrup normalnych, jest zatem grupa prosta. A wiec grupy
reszt 7Z,, gdzie p jest liczbg pierwsza, sa proste.

(b) W kursowym wykladzie algebry dowodzi sie takze, ze grupy alternujace A,
(grupy permutacji parzystych) dla n > 5 sa grupami prostymi.

(c) Jeszcze jedna serie nieskonczona skonczonych grup prostych otrzymuje sie jako
grupy ilorazowe specjalnych grup liniowych. Grupa SL(n, K') ma centrum zlozone z
macierzy skalarnych o wyznaczniku 1, a wiec

Z(SL(n,K))={al :a € K*, a" =1}.

Grupa ilorazowa SL(n, K')/Z(SL(n, K)) nazywa si¢ rzutowa grupa specjalna stopnia
n nad ciatem K i oznacza sie ja PSL(n, K). Mozna udowodnié, ze dla kazdego ciata
K, ktéore ma co najmniej 4 elementy i dla kazdej liczby naturalnej n > 2 grupa
PSL(n, K) jest prosta (zob. [KM], str. 125).
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1.1.4 Homomorfizmy

Homomorfizmem grupy G' w grupe G’ nazywamy kazde odwzorowanie h : G — G’
takie, ze
h(ab) = h(a)h(b) dla kazdych a,b € G.

Jesli f : G' — G” jest takze homomorfizmem grup, to ztozenie foh : G — G” jest
takze homomorfizmem grup. Czesto zamiast f o h bedziemy w takiej sytuacji pisa¢
po prostu fh.

Obrazem imh homomorfizmu h : G — G’ nazywamy obraz h(G) grupy G w
grupie G'. Jest to podgrupa grupy G'. Jgdrem ker h homomorfizmu h nazywamy
zbiér h1(1'), czyli zbidr tych elementéw grupy G, ktérych obrazem poprzez h jest
jedynka 1" € G’ grupy G'. Latwo sprawdza si¢, ze ker h jest podgrupa grupy G.
Jesli h : G — @ jest homomorfizmem, to dla kazdego a € G

kerh-a = h"'(h(a)) = a - kerh. (1.1)

Zatem Kker h jest podgrupa normalng grupy G.
Dla dowodu (1.1) zauwazmy, ze

ht(h(a)) = {beG:hb)=h(a)}={becG:a'beckerh}
= {beG:bea -kerh} =a-kerh.
Poniewaz h(a) = h(b) pociaga réwniez ba~! € ker h, czyli b € ker h - a, wigc takze
ker h-a = h='(h(a)).

Formute (1.1) tatwo uogélnimy w nastepujacy sposob: dla dowolnego niepustego
podzbioru A grupy G

kerh-A=h"*(h(A)) = A-kerh. (1.2)
Rzeczywiscie,

At (h(A) = |Jh ' (h(a))=|Ja-kerh=A kerh

acA a€A
i podobnie otrzymamy druga czesé¢ réwnosci (1.2). Z réwnosci (1.2) otrzymujemy
teraz
kerh<H<G = h'hH)=H (1.3)
dla dowolnego homomorfizmu h : G — G'.

Jedli homomorfizm h jest odwzorowaniem réznowartosciowym (injektywnym), to
dla kazdego a € G zbiér h™'(h(a)) jest jednoelementowy. A wiec na podstawie (1.1)
homomorfizm h jest injektywny wtedy i tylko wtedy gdy ker h = {1}.

DEFINICJA 1.1.1. Homomorfizm grup h : G — G’ nazywa sie monomorfizmem
kategoryjnym grupy G w grupe G’ jesli dla dowolnej grupy K i homomorfizméw
f1, fo - K — G mamy nastepujaca implikacje:

hfi =hfs = fi=fa



6 ROZDZIAL 1. GRUPY

Homomorfizmy wystepujace w tej definicji wygodnie jest zapisa¢ w postaci na-
stepujacego diagramu:

K
fi hfi

G h o
fa hty

K

Rozwazymy teraz wtasno$¢ homomorfizméw dualng w stosunku do kategoryj-
nej monomorficznosci. Dualnosé ta polega na tym, ze w definicji 1.1.1 zmieniamy
kierunki dziatania wszystkich homomorfizméw.

DEFINICJA 1.1.2. Homomorfizm grup h : G' — G nazywa sie epimorfizmem ka-
tegoryjnym grupy G’ w grupe G jesli dla dowolnej grupy K i homomorfizméw
f1, f2 : G — K mamy nastepujaca implikacje:

fih=foh = fi=fa

Homomorfizmy wystepujace w tej definicji tworza nastepujacy diagram:

K,
f1 flh

G h G’
fo foh

}V(A

STWIERDZENIE 1.1.3. Jesli homomorfizm grup h : G — G’ jest odwzorowaniem
injektywnym, to h jest monomorfizmem kategoryjnym grupy G w grupe G'.

Jesli homomorfizm grup h : G' — G jest odwzorowaniem surjektywnym, to h jest
epimorfizmem kategoryjnym grupy G' w grupe G.

Dowoéd. W oznaczeniach definicji 1.1.1 zaktadamy, ze a € K oraz hf; = hfs. Wtedy

h(f1(a)) = (hf1)(a) = (hf2)(a) = h(f2(a)).

Jesli h jest odwzorowaniem injektywnym, to stad otrzymujemy fi(a) = fa(a). Wobec
tego f1 = fo.
Podobnie, w oznaczeniach definicji 1.1.2 zaktadamy, ze a € G oraz fih = fyh. Jesli
h jest odwzorowaniem surjektywnym, to istnieje b € G’ taki, ze a = h(b). Wobec
tego

fila) = fi(h(b)) = (f1h)(b) = (f2h)(b) = fa(R(D)) = fa(a).

Stad f1 = fe [
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Injektywny homomorfizm grup h : G — G’ nazywa sie¢ zwykle monomorfizmem,
za$ homomorfizm surjektywny nazywa sie epimorfizmem. Tak wiec kazdy monomor-
fizm grup jest monomorfizmem kategoryjnym i kazdy epimorfizm grup jest epimor-
fizmem kategoryjnym. Mozna pokazaé, ze twierdzenia odwrotne sg takze prawdziwe
i w zwigzku z tym nie ma koniecznosci rozrézniania morfizméw grupowych i kate-
goryjnych. W rozdziale 5 dyskutujemy ten problem w petnej ogdlnoéci.

Homomorfizm, ktory jest réwnoczesnie monomorfizmem i epimorfizmem nazywa
sie izomorfizmem.

Najwazniejszym przyktadem homomorfizmu grup jest homomorfizm kanoniczny
k: G — G/H, gdzie H jest dowolng podgrupa normalng grupy G. Jest on okreslony
nastepujaco: k(a) = aH dla a € G. Jest to epimorfizm oraz kerx = H. A wiec
kazda podgrupa normalna H grupy G jest jadrem pewnego homomorfizmu grupy G
w odpowiednio dobrana grupe G’ (na przyktad na grupe ilorazowa G/H).
Sformutujemy teraz trzy podstawowe twierdzenia o homomorfizmach grup.

TWIERDZENIE 1.1.4. (Twierdzenie o faktoryzacji.)

Jesli h : G — G jest homomorfizmem grup, J := kerh oraz k : G — G/J jest
homomorfizmem kanonicznym, to istnieje doktadnie jeden monomorfizm h, : G/J —
G' taki, Ze h = h, o k, a wiec taki, Ze nastepujgcy diagram jest przemienny:

h
G - @

K h.
‘GJJ

Homomorfizm h, definiuje si¢ ktadac h.(aJ) = h(a) dlaa € G.
Z tego twierdzenia wynika, ze kazdy homomorfizm h : G — G’ ma rozktad postaci

G % G/ L5 imh L @,

gdzie k jest homomorfizmem kanonicznym, h, jest izomorfizmem oraz j jest wloze-
niem. Innym bardzo uzytecznym faktem jest nastepujacy wniosek.

WNIOSEK 1.1.5. Jesli h : G — G’ jest epimorfizmem grup, to homomorfizm h, jest
izomorfizmem 1 wobec tego
G/kerh = G

Uwaga 1.1.6. Twierdzenie o faktoryzacji mozna sformutowaé w nastepujacej nieco
ogolniejszej formie.

Niech H bedzie podgrupg normalng grupy G i niech h : G — G’ bedzie homomorfi-
zmem grup. Jesli H C ker h, to istnieje doktadnie jeden homomorfizm h, : G/H —
G’ taki, Ze h = h, o Kk, gdzie k : G — G/H jest homomorfizmem kanonicznym.
Ponadto, jesli H = ker h, to h, jest monomorfizmem.

Zaltozenie, ze H C ker h pozwala okresli¢ h, formuta h,(aH) = h(a). Rzeczywiscie,
jesli aH = bH, to a='b € H C ker h, skad wynika, ze h(a) = h(b). Ponadto, jesli
H = ker h, to h(a) = 1 pociaga aH = H, zatem h, jest monomorfizmem.
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Dla grupy G symbolami SubG i NSub G oznaczamy odpowiednio zbiér wszyst-
kich podgrup grupy G i zbior wszystkich podgrup normalnych grupy G. Jesli H jest
podgrupa grupy G, to Suby G i NSuby G oznaczaja odpowiednio zbidr wszystkich
podgrup grupy G zawierajacych podgrupe H i zbiér wszystkich podgrup normalnych
grupy G zawierajacych podgrupe H.

TWwIERDZENIE 1.1.7. (Twierdzenie o odpowiedniosci.)
Niech h : G — G’ bedzie epimorfizmem grup. Wtedy przyporzgdkowanie

h* :Sub; G — Sub (', h*(H) = h(H)

kazdej podgrupie H grupy G zawierajgcej jadro J = ker h jej obrazu h(H) w grupie
G’ jest bijekcjq takq, ze h*(NSub; G) = NSub G'.

Ponadto, dla kazdej podgrupy normalne; H grupy G zawierajgcej jadro J = kerh
mamy 1zomorfizm

G/H = G'/h(H).

Dowdd. Dla L € SubG’ mamy h(h™'(L)) = L, zatem h* jest odwzorowaniem sur-
jektywnym. Dla dowodu, ze h* jest odwzorowaniem injektywnym przypusémy, ze
J < Hy,Hy < G oraz h(H,) = h(H2). Wtedy na podstawie (1.3) mamy

H, = h ' (h(H,)) = h™ ' (h(H>)) = H,.
A wiec h* jest bijekcjg.
Niech teraz J < H < G (to znaczy H € NSub; G). Wtedy dla z € G’ oraz a € G
takiego, ze h(a) = z mamy

xv-h(H)-27 ' =h(a)-h(H)-h(a™") = h(aHa ") = h(H).

Stad wynika, ze h(H) € NSubG’. Zatem zacie$nienie h* do NSub; G jest injekcja
w zbiér NSub GG’. Pozostaje pokazaé, ze zaciesnienie to jest surjekcja. Niech wiec
L € NSub G’. Dla kazdego a € G mamy

h(a-h ' (L)-a ) =h(a)-L-h(a)™" = L.

Zatem a-h™'(L)-a~' C h™*(L). Stad wynika juz, ze h™*(L)<G iwobec h(h™*(L)) =
L odwzorowanie h* jest surjekcja.
Dla dowodu ostatniej czesci twierdzenia okreslamy odwzorowanie

WG — G'/h(H), F(a)=h(a)h(H).

7 tatwoscig stwierdzamy, ze h' jest epimorfizmem grup. Ponadto, poniewaz ker h <
H, na podstawie (1.3) mamy

kerh' = {a € G:h(a) € h(H)} = h *(h(H)) = H.
Zatem istnienie izomorfizmu G/H = G'/h(H) wynika z wniosku 1.1.5. O

WNnI0SEK 1.1.8. Jesli H <G, to homomorfizm kanoniczny k : G — G/H indukuje
bijekcje k* : Suby G — Sub G/ H takq, Ze k*(NSuby G) = NSubG/H.
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WnI10SEK 1.1.9. Jesli K <G, H<G + K< H, to K<1H oraz
(a) H/K<G/K,
(b) (G/K)/(H/K)=G/H.

Dowdd. Rozpatrzmy homomorfizm kanoniczny k : G — G/K =: G'. Wtedy na
podstawie wniosku 1.1.8 mamy x(H) = H/K <G/ K, oraz na podstawie twierdzenia
1.1.7 otrzymujemy G/H = G'/k(H) = (G/K)/(H/K).

Bardziej bezposredni dowdd otrzymamy rozpatrujac odwzorowanie

G/K — G/H, gK — gH.

Jest to epimorfizm z jadrem H/K. Izomorfizm w czesci (b) wniosku otrzymujemy
przez zastosowanie wniosku 1.1.5. O]

TWIERDZENIE 1.1.10. (Twierdzenie o izomorfizmie.)
Jesli H< G, K <G, to

(a) HNK <K,

(b) HE/H=K/HNK.

Dowdd. Przede wszystkim HK < G, gdyz z zatozen wynika, ze HK = KH, a to
wystarcza by iloczyn dwoch podgrup grupy G byt jej podgrupa. H jest podgrupa
normalng w GG, zatem jest takze podgrupa normalng w H K. Dla dowodu twierdzenia
rozwazamy homomorfizm

K — HK/H, kv kH.

Jest to epimorfizm i ma jadro K N H skad wobec wniosku 1.1.5 otrzymujemy (b). [J

1.1.5 Automorfizmy wewnetrzne

Automorfizmem grupy G nazywamy kazdy izomorfizm « : G — G. Zbior AutG
wszystkich automorfizméw grupy G jest podgrupa grupy symetrycznej S(G) zbioru
G. Dla kazdego elementu a € G definiujemy odwzorowanie

iq: G — G, (7)) =ava .

Latwo sprawdza sie, ze i, € Aut G. Automorfizm i, nazywa si¢ automorfizmem we-
wnetrznym grupy G. Dla a,b € G mamy i, 0 i = 14 0Oraz i, ' = i,-1. Stad wynika,
ze automorfizmy wewnetrzne tworza podgrupe w grupie automorfizméow grupy G.
Nazywamy ja grupa automorfizméw wewnetrznych grupy G i oznaczamy Inn G.
Odwzorowanie G — Inn G, a + 1, jest epimorfizmem grup. Jadrem tego epimor-
fizmu jest podgrupa normalna

{aeG i,=id¢} ={a € G:ax=rxa Yz € G} = Z(G).
Na podstawie wniosku 1.1.5 mamy zatem izomorfizm
InnG = G/Z(G),

gdzie Z(@G) jest centrum grupy G.
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1.1.6 Twierdzenie Jordana-Holdera

Jesli H < G i grupa G/H nie jest prosta, to na podstawie wniosku 1.1.8 istnieje
podgrupa K grupy G rézna od H i G taka, ze

H<K<«d.

Podobnie, jesli grupa K/H nie jest prosta (lub gdy G/K nie jest prosta), to istnieje
podgrupa K; grupy K rézna od H i K taka, ze H << K7 < K (istnieje podgrupa Ko
grupy G réozna od K i G taka, ze K < Ky < ). Kontynuujac to postepowanie dla
grupy skonczonej G skonstruujemy cigg podnormalny

H=F<H < ---<1H,_1<G=H, (14)

ktérego faktory H;y1/H; sa grupami prostymi dla i = 0,1, ...,k — 1. Taki ciag pod-
normalny grupy G nazywa sie ciagiem kompozycyjnym grupy G a liczba k nazywa
sie dlugoscig ciagu kompozycyjnego (1.4).

Kazda grupa skonczona posiada wiec przynajmniej jeden cigg kompozycyjny, ale jak
sugeruje konstrukcja przedstawiona powyzej, grupa majaca wiele podgrup normal-
nych bedzie na ogot miata wiele ciggéw kompozycyjnych. Podstawowe pytania jakie
sie nasuwajg sg nastepujace:

(a) Czy grupa skonczona moze mieé¢ ciagi kompozycyjne o réznych dlugosciach?
(b) Czy faktory proste ciagu kompozycyjnego sa wyznaczone jednoznacznie (z do-
ktadnoscia do izomorfizmu) przez grupe G, czy tez zaleza od ciggu kompozycyjnego?

Na obydwa te pytania istnieje bardzo satysfakcjonujaca odpowiedz znana jako twier-
dzenie Jordana-Holdera (zob. [L], str.123):

Dtiugosci wszystkich ciggow kompozycyjnych grupy skonczonej sg rowne.

Zbiory faktorow prostych Fi, ..., Fy oraz Gy,...,Gy dowolnych dwéch ciggow kom-
pozycyjnych grupy skoriczonej G rézniq sie (z dokladnosciq do izomorfizmu) co naj-
wyzej porzgdkiem. Oznacza to, ze istnieje permutacja m € S(k) taka, ze grupy F;
oraz Gr(; sg izomorficzne dla i =1,... k.

7 twierdzenia Jordana-Holdera wynika, ze jesli dwie grupy skonczone maja rozne
dhugosci ciggdéw kompozycyjnych lub jesli ich ciggi kompozycyjne maja rézne zbiory
faktoréw prostych, to grupy te nie moga by¢ izomorficzne. Jest to jeden z motywow
zainteresowania problemem klasyfikacji skoniczonych grup prostych. Problem ten po-
lega na charakteryzacji z doktadnoscig do izomorfizmu wszystkich skonczonych grup
prostych. Praca nad klasyfikacja skonczonych grup prostych trwa juz ponad 110 lat
(od 1892 roku). Okres najwickszej koncentracji pracy przypadl na lata 1960-1980.
Wreszcie w roku 1981 ogloszono ze problem zostatl kompletnie rozwigzany. Ocenia-
no, ze kompletny dowod twierdzenia klasyfikacyjnego tworzy zestaw co najmniej
500 prac zajmujacych co najmniej 10000 stronic w profesjonalnych czasopismach
matematycznych i napisanych przez okoto 100 matematykow. Pierwsza proba ob-
jasnienia twierdzenia klasyfikacyjnego byta monografia Daniela Gorensteina Finite
simple groups. An introduction to their classification. Plenum Press 1982. Pod koniec
lat 90-tych znaleziono jednak pewne luki w argumentacji (w 800-stronicowe]j pracy
Masona) i podjeto prébe uratowania twierdzenia klasyfikacyjnego. W 2004 roku uka-
zaty sie dwie ksigzki Aschbachera i Smitha pod wspélnym tytutem The classification
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of quasithin groups (razem ponad 1200 stronic), ktére wedtug przekonania autoréw
definitywnie usuwaja znalezione luki i w ten spos6b stanowig ostatnie ogniwo w
klasyfikacji skoniczonych grup prostych (zob. informacje bibliograficzna w Notices
of the AMS Vol. 51 No. 8 (2004), p. 977). Jednakze kompletny dowdd twierdzenia
klasyfikacyjnego nie jest jeszcze napisany i ciggle istniejg watpliwosci, czy nie poja-
wig sie luki trudne do uzupehienia. Trwa realizacja programu Gorensteina, Lyonsa
i Solomona przedstawienia gtéwnych czesci dowodu twierdzenia klasyfikacyjnego. W
latach 1994-2005 opublikowano 6 monografii w wydawnictwie American Mathema-
tical Society, ale program ten jest jeszcze daleki od finalizacji. Autorzy tego projektu
przewiduja, ze uda im si¢ napisa¢ kompletny dowod twierdzenia klasyfikacyjnego w
serii monografii, ktére w sumie bedg miaty okoto 3000 do 4000 stronic tekstu. Za-
powiedz autoréw w pierwszym tomie serii brzmi dos¢ skromnie:

It is our purpose in these monographs to prove the following theorem:
Classification Theorem. Fvery finite simple group is cyclic of prime order, an al-
ternating group, a finite simple group of Lie type, or one of the twenty-siz sporadic
finite simple groups.

Historie catego przedsiewziecia przedstawia interesujaco praca Ronalda Solomona A
brief history of the classification of the finite simple groups, Bulletin of the Amer.
Math. Soc. Vol. 38 (2001), pp. 315-352. Sytuacje po ukazaniu sie ksiazek Aschbache-
ra i Smitha opisuje Micheal Aschbacher w artykule The status of the classification
of finite simple groups, Notices of the Amer. Math. Soc. Vol. 51, No. 7 (2004), pp.
736-740.

Powracajac do ciagu kompozycyjnego (1.4), jesli faktory tego ciagu sa abelowe (a
wiec izomorficzne z grupami Z, dla liczb pierwszych p), to grupa G nazywa si¢ gru-
pa rozwigzalng. Wszystkie grupy matych rzedéw sg rozwigzalne. Najmniejsza grupa
skonczong, ktora nie jest rozwiazalna jest grupa alternujaca As rzedu 60. Jest to
mianowicie najmniejsza nieabelowa grupa prosta. Zadna nieabelowa grupa prosta G
nie jest rozwiagzalna, gdyz E < G jest jej ciagiem kompozycyjnym i jedyny faktor
prosty G/FE = G jest grupa nieabelowa.

Najstawniejszym twierdzeniem o grupach rozwiazalnych jest zapewne twierdzenie
Feita i Thompsona z 1963 roku méwiace, ze kazda grupa skonczona rzedu nieparzy-
stego jest rozwiazalna. Wynika stad w szczegolnosci, ze kazda nieabelowa skonczona
grupa prosta ma rzad parzysty.

1.2 Dziatanie grupy na zbiorze

Moéwimy, ze grupa G dziata na zbiorze X jedli jest dane odwzorowanie
GxX =X, (g,2) gz,
takie, ze spelnione sg dwa warunki:

(a) flgz) = (fg)z dla fge G, veX,
(b) lx =2 dla z € X.

Uwaga 1.2.1. Kazdy element g € G wyznacza odwzorowanie ¢’ zbioru X w siebie

g X—-X, ) =gz
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Odwzorowanie to jest bijekcjg. Injektywnosé ¢° wynika stad, ze

gr=gy = g l'gx)=9" ) = (g l9z=( "9y = z=uy.

Natomiast surjektywnoéé¢ ¢’ wynika z faktu, ze z = g(¢g~'z) dla kazdego » € X.
Krotko méwiac, (¢7')" jest odwzorowaniem odwrotnym do ¢'.

Uwaga 1.2.2. Odwzorowanie G — S(X), ¢ +— ¢ jest homomorfizmem grup.
Mamy mianowicie

(f9)(x) = (fg)xr = flgzx) = f'(g'(x)) = (f o g')(x)

dla kazdych x € X, f,g € G. Zatem (fg) = f'og'.
Na odwrét, kazdy homomorfizm G — S(X), ¢+ ¢ wyznacza dziatanie grupy G
na zbiorze X poprzez odwzorowanie

GxX—X, (g,2)— gx=g(x).

Rzeczywiscie, dla f,g € G mamy f' o g = (fg) zatem dla dowolnego z € X
otrzymujemy

flgz) = [(g'(2)) = f'(g'(x)) = (fog)(zx) = (fg)(x) = (fg)z,

lz = 1(z) =z,

gdzie 1’ jest jedynka grupy S(X).

Przyporzadkowanie kazdemu homomorfizmowi grupy G w grupe symetryczng S(X)
zbioru X odpowiadajacego mu w ten sposéb dziatania grupy G na zbiorze X ustala
wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy homomorfizmami grupy G w grupe
S(X) i dziataniami grupy G na zbiorze X. W zwiazku z tym dziataniem grupy G
na zbiorze X mozna nazwaé¢ dowolny homomorfizm G — S(X).

Przyktad 1.2.1. Najbardziej naturalnym przyktadem dziatania grupy na zbiorze
jest dziatanie grupy symetrycznej G = S(X) zbioru X na zbiorze X:

SX)x X =X, (0,z)— o(x).

Odpowiadajacy temu dziataniu homomorfizm G — S(X) jest homomorfizmem iden-
tycznos$ciowym.

DEFINICIA 1.2.3. Niech grupa G dziata na zbiorze X. Elementy z,y € X nazywaja
sie sprzezone, jesli istnieje g € G taki, ze y = gx. Piszemy wtedy x ~ y. O elemencie
g takim, ze y = gr mowimy, ze transformuje z na y.

Relacja sprzezenia ~ jest relacja rownowaznosciowa w zbiorze X.

DEeriNICcIA 1.2.4. Klase abstrakcji relacji sprzezenia ~ nazywa sie orbitg zbioru X,
lub G-orbitg zbioru X.
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G-orbita zbioru X zawierajaca element x € X ma postac:
{lye X:y~a}t={gre X:ge€G}=:Gu.
Zbiér X mozna wiec przedstawié¢ jako sume mnogosciowg roztgcznych orbit:
X = U Gux;
gdzie x; przebiega zbidr reprezentantéw orbit zbioru X. Stad, dla zbioru skonczonego
X, otrzymujemy
X[ =2 |Gzil.

Bardzo waznym dla zastosowan jest fakt, ze liczbe elementow |Gz| orbity Gx mozna
przedstawi¢ jako indeks pewnej podgrupy grupy G. Przystepujemy do opisu tego
przedstawienia.

DEFINICJA 1.2.5. Niech grupa G dziata na zbiorze X. Stabilizatorem elementu
x € X nazywamy zbior

Stabzx ={f € G: for ==x}.

Latwo zauwazy¢, ze Stabx jest podgrupa grupy G. Jesli s € Stabz, to dla do-
wolnego elementu g € G mamy (gs)x = g(sz) = gz. A wiec kazdy element warstwy
g-Stab x transformuje element z na ten sam element gx. Pokazemy, ze poza warstwa
g - Stabz nie ma w grupie G elementow, ktore transformujg x na gx.

TWIERDZENIE 1.2.6. Niech grupa G dziata na zbiorze X i niech x € X, g € G.
(a) Jesliy = gz, to zbior elementow h € G transformujacych x na y (tzn. takich, ze
y = hz ) jest warstwg g - Stabx w grupie G.

(b) Przyporzadkowanie elementowi y = gx € G zbioru wszystkich elementéw h € G
transformujgcych x na y jest bijekcjg orbity Gx na zbior warstw G : Stabx.

Dowdd. (a) wynika z nastepujacych réwnowaznosci:
gr=hx & r=g 'hes & ¢ 'he€Stabr & h € g-Stabu.
(b) Na podstawie (a) mamy odwzorowanie
Gr — G :Stabz, gr—{he€G:gr=hz}=g-Stabu. (1.5)

Jest to oczywiscie surjekcja (bo g przebiega cala grupe ). Injektywnosé wynika z
nastepujacych réwnowaznosci:

f-Stabx =g-Stabax & flgeStabx & fr=gx.
Zatem odwzorowanie (1.5) jest bijekcja. O
WNIOSEK 1.2.7. Jesli grupa G dziata na zbiorze X, to dla kazdego x € X,
|Gz| = |G : Stab x|.
W szczegolnosci, jesli grupa G jest skoriczona, to liczba elementow w orbicie Gx jest
dzielnikiem rzedu grupy G.

WNIOSEK 1.2.8. Jesli grupa skorniczona G dziata na zbiorze skoriczonym X oraz
{1,..., 2} jest zbiorem reprezentantow wszystkich orbit zbioru X, to

k
X =Y |G : Staba|.

=1

Te rownos¢ nazywa sie rownaniem klas dla dziatania grupy G na zbiorze X.
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1.2.1 Dzialanie grupy przez automorfizmy wewnetrzne
Rozpatrujemy dziatanie grupy G na zbiorze X = G okreslone nastepujaco:

GxG—G, (g,2)—grg = a9
Gdybysmy zachowali oznaczenie gz dla obrazu pary (g,x) w zbiorze X = G, to
mieliby$my gz = gzg~!, co bytloby mylace. Dlatego w tym specjalnym przypadku
stosujemy symbolike "wyktadnicza” i piszemy x9 zamiast gx. Zauwazmy, ze zwigzana
z tym dzialaniem grupy G na G bijekcja ¢ € S(G) dziata nastepujaco:
J(x) =gzg ' =i,(z) Vzedl.

A wiec ¢’ jest automorfizmem wewnetrznym i,. W zwigzku z tym, opisane wyzej
dziatanie grupy G na G nazywa sie dzialaniem przez automorfizmy wewnetrzne.
Orbite

¢ ={19ecG:.gcGy={grg ' g€ G}

nazywa sie klasg elementow sprzezonych grupy G. Natomiast stabilizator
Stabr ={fcG: faf =} ={fecG: fr=uaf}

nazywa si¢ centralizatorem elementu x i oznacza Z(z).
Dla grupy skonczonej G réwnanie klas przyjmuje nastepujaca postac:

k k
|G| =) |G :Stabx;| => |G : Z(;)|.

=1 i=1

Tutaj xq, ...,z sa elementami reprezentujacymi wszystkie rozne klasy elementow
sprzezonych grupy G oraz |G : Z(z;)| = |x$] jest liczba elementéw w klasie elemen-
tow sprzezonych z elementem x;. Na szczegdlna uwage zastuguja klasy jednoelemen-
towe:

2% =1 & gr=29VgeG & z¢cZ(G).

A wiec klasa jest jednoelementowa wtedy i tylko wtedy gdy jej element nalezy do
centrum Z(G) grupy G. Stad rozbicie grupy G na roztaczne klasy elementéw sprze-
zonych zapisujemy zwykle w postaci

G=2G) uzf u.---ua’,

gdzie elementy z; reprezentujg rézne klasy elementéw sprzezonych oraz [2%| > 1 dla
1 =1,...,r, arOwnanie klas

i=1

G = |Z<G>r+§|mf"| — 12(6) + Y6 - Z(w),

gdzie x; € G reprezentuja rézne klasy elementéw sprzezonych oraz |G : Z(x;)| > 1
dlaz=1,...,r.
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1.2.2 Zastosowania w teorii grup skonczonych
Wskazemy teraz trzy zastosowania rownania klas w teorii grup skonczonych.

TWIERDZENIE 1.2.9. Jesli rzqd grupy G jest potegq liczby pierwszej p, to grupa G
ma nietrywialne centrum. Zatem

1Z(G) > p.

Dowdéd. W réwnaniu klas mamy

7= 1G] = |2(0) + 321G : Z(x)],

=1

gdzie n jest pewna liczba naturalng oraz |G : Z(x;)| > 1 dlai = 1,...,r. Ponadto,
kazdy indeks |G : Z(x;)| jest dzielnikiem rzedu grupy G a wiec jest takze potega
liczby p. Zatem |Z(G)| musi dzieli¢ si¢ przez p. O

TWIERDZENIE 1.2.10. (Twierdzenie Cauchy’ego.)
Jesli liczba pierwsza p dzieli rzqd grupy skonczonej G, to w grupie G istnieje element
rzedu p.

Dowaéd. Dla grupy abelowej G twierdzenie to udowodnimy w rozdziale 4 innymi me-
todami. Tutaj zakltadamy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla grup abelowych. Niech
wigc G bedzie grupa nieabelowa. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na
rzad grupy G. Zaktadamy wiec, ze grupy rzedu mniejszego niz rzad grupy G i po-
dzielnego przez p zawieraja elementy rzedu p. Pokazemy, ze grupa G ma podgrupe
wlasciwg o rzedzie podzielnym przez p.

Rozpatrujemy dwa przypadki.

(a) Jesli w réwnaniu klas wszystkie indeksy |G : Z(x;)| dziela sie przez p, to takze p
dzieli rzad centrum Z(G), ktére jest wtasciwa podgrupa grupy G.

(b) Jesli dla pewnego x € G\ Z(G) liczba p nie dzieli indeksu |G : Z(z)], to na
podstawie twierdzenia Lagrange’a liczba p dzieli rzad podgrupy Z(zx), ktéra jest
wtasciwa podgrupa grupy G.

W kazdym wigc przypadku G ma podgrupe wtasciwa o rzedzie podzielnym przez p.
Na podstawie zalozenia indukcyjnego ta podgrupa ma element rzedu p, a wiec takze
G ma element rzedu p. O

TWIERDZENIE 1.2.11. (Twierdzenie Sylowa.)
Jesli p jest liczbg pierwszq i potega p* liczby p dzieli rzqd grupy skonczonej G, to
grupa G ma podgrupe rzedu p*.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny ze wzgledu na rzad grupy G. Wobec
twierdzenia Cauchy’ego mozemy zaltozy¢, ze k > 2.

Przypadek (a): Istnieje podgrupa wlasciwa H < G, ktoérej indeks |G : H| nie dzieli
sie przez p.

Wtedy na podstawie twierdzenia Lagrange’a |G| = |G : H| - |H|, zatem p* dzieli
rzad podgrupy H. Na podstawie zalozenia indukcyjnego H, a zatem takze G, ma
podgrupe rzedu p*.

Przypadek (b): Dla kazdej podgrupy wtasciwej H < G indeks |G : H| dzieli sie
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przez p.
Z réwnania klas (niezaleznie od tego czy grupa jest abelowa czy tez nie) wynika,
ze centrum Z(G) grupy G ma rzad podzielny przez p. Na podstawie twierdzenia
Cauchy’ego istnieje element a € Z(G) rzedu p, a wiec H := (a) jest podgrupa Z(G).
Mamy wigc

H< Z(G)«G,
skad wynika, ze H <1 G. Rozpatrzmy homomorfizm kanoniczny

k:G— G/H.

Poniewaz p* dzieli |G| oraz p = |H|, wiec p*~! dzieli |G/H|. Na podstawie zalozenia
indukcyjnego G/H ma podgrupe P rzedu p 1. Niech S := x~1(P) bedzie prze-
ciwobrazem podgrupy P w grupie G. Wtedy x(S) = P i zacie$nienie k do S jest
epimorfizmem na grupe P z jadrem H. Zatem S/H = P, skad wynika, ze

S| = [H|-|P|=p-p*=p"
Grupa G ma wiec podgrupe S rzedu p*. n
DEFINICJA 1.2.12. Niech G bedzie grupa skonczong i niech p bedzie liczbg pierwsza

dzielaca rzad grupy G. Jesli p" jest najwickszq potega liczby p dzielaca rzad grupy
G, to kazda podgrupe S rzedu p" grupy G nazywamy p—podgrupg Sylowa grupy G.

7 twierdzenia Sylowa wynika, ze kazda grupa skonczona ma p—podgrupy Sylowa
dla kazdej liczby pierwszej p dzielacej rzad grupy G. Przy tym p—podgrupy Sylowa
sa maksymalnymi p—podgrupami grupy G. A oto inne twierdzenia o podgrupach
Sylowa, ktérych dowody mozna znalezé w ksiazce S. Langa (rozdzial I, §6). Zakta-
damy ponizej, ze G jest grupa skonczong i liczba pierwsza p dzieli rzad grupy G.
Kazda podgrupa H grupy G, ktorej rzqd jest potegq liczby p zawiera sie w pewnej
p—podgrupie Sylowa grupy G.
Kazde dwie p—podgrupy Sylowa grupy G sq sprzezone w G.
Oznacza to, ze dla kazdych dwéch p—podgrup Sylowa S i Sy grupy G istnieje au-
tomorfizm wewnetrzny i, grupy G taki, ze

ia(Sl) - SQ.

Stad wynika, ze jesli grupa G ma tylko jedng p—podgrupe Sylowa S, to S < G.

Liczba s(p, G) wszystkich p—podgrup Sylowa grupy G jest postaci 1+pm, gdziem > 0
jest liczbg calkowitq. Ponadto, s(p,G) dzieli rzqd grupy G.

A wiec jedli grupa G ma wiecej niz jedng p—podgrupe Sylowa, to ma ich co najmniej
p+ 1

1.3 Iloczyn prosty i pétprosty grup

1.3.1 Iloczyny wewnetrzne

Niech H i K beda podgrupami grupy G. lloczyn kompleksowy H K nie jest na ogdt
podgrupa grupy G. Mamy jednak nastepujace kryterium na to by HK < G :

HK <G & HK=KH.
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Szczegdlnie interesujacy jest przypadek, gdy H K = G. Oznacza to, ze kazdy element
g grupy G mozna przedstawi¢ w postaci ¢ = hk gdzie h € H, k € K. Nasuwa sie
naturalne pytanie, kiedy takie przedstawienie kazdego elementu g € G jest jedno-
znaczne.

LEMAT 1.3.1. Niech H i K bedg podgrupami grupy G. Nastepujgce warunki sg
rownowazne.

(a) G=HK i HNK = 1.

(b) Kazdy element g € G ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci g = hk gdzie
he H ke K.

Dowdéd. Zatézmy (a) i przypusémy, ze hk = hik; dla pewnych h,hy € H oraz
k ki € K. Wtedy hi'h = kik™' € HN K = 1. Stad otrzymujemy h = hy i k = ki,
co dowodzi (b).

Zat6zmy (b) i przypusémy, ze g € H N K. Wtedy g = g-1 = 1- g, skad wobec (b)
wynika, ze g = 1. O]

DEFINICJA 1.3.2. Grupe G nazywamy iloczynem ogélnym podgrup H i K jesli spet-
niony jest jeden (zatem obydwa) z warunkéw (a) i (b) lematu 1.3.1.

Grupe G nazywamy iloczynem potprostym podgrup H i K jesli G jest iloczynem
ogblnym tych podgrup oraz H < G lub K < G.

Grupe G nazywamy loczynem prostym podgrup H i K jesli G jest iloczynem ogdl-
nym tych podgrup oraz H <G i K <G.

Istnieje wiele grup, ktore rozktadaja sie na iloczyn poétprosty, ale nie maja roz-
ktadu na iloczyn prosty nietrywialnych podgrup normalnych. A wiec, na przyktad,

D(n) = Obr(n)-Odb(n),

S(n) = An-{1,(12)},

O(n) = S0(n)-{1,7},
[som E" = TranE™ - ObrE™,
Af(n,K) = TAf(n,K) - CAf(n, K).

Tutaj uzyliémy nastepujacych oznaczen: Obr(n) oznacza n—elementowa podgrupe
obrotéw i Odb(n) jakakolwiek 2—elementows podgrupe zawierajaca odbicie n—kata
foremnego, T oznacza jakakolwiek nietrywialng symetrie wzgledem hiperptaszczyzny
w przestrzeni euklidesowej, Tran i Obr oznaczajg odpowiednio podgrupe translacji i
podgrupe obrotow w grupie izometrii przestrzeni euklidesowej afinicznej, TAf i CAf
oznaczajg podgrupe translacji i podgrupe srodkowo-afiniczng w grupie przeksztatcen
afinicznych n—wymiarowej przestrzeni liniowej nad cialem K. W kazdym rozktadzie
pierwszy czynnik jest podgrupa normalna, natomiast drugi nie jest podgrupa nor-
malng w rozpatrywanej grupie.

Zauwazmy, ze w kazdym z trzech rodzajow iloczynéw podgrup H i K mamy HK =
K H, gdyz iloczyn kompleksowy HK jest grupa. Ta przemienno$¢ podgrup H i K
ma jednak specyficzny charakter w kazdym z trzech przypadkow.
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Jesli G jest iloczynem ogdlnym podgrup H i K, to mozna tylko powiedzieé¢, ze dla
kazdych h € H i k € K istnieja hy,hy € H i ky, ko € K takie, ze

hk = klhl oraz kh = hgkg.

Jesli G jest iloczynem poétprostym podgrup H i K oraz H <G, to dla kazdych h € H
i ke K mamy
hk =k -k 'hk oraz kh=khk™' -k,

gdzie k~thk,khk=' € H, gdyz H < G.
Wreszcie gdy G jest iloczynem prostym podgrup H i K, to dla kazdych h € H i
k € K mamy

hk = kh.

Rzeczywiscie,

hkh='k~' = h-kh 'k ‘e H
= hkh ' k7 leK.

A wiec komutator hkh k™! € HN K = 1, skad wynika, ze hk = kh, dla kazdych
he H, keK.

Jesli G jest iloczynem ogdélnym podgrup H i K, to nie mozna wskazaé zadnej prak-
tycznej formuty dla iloczynu

hk - hiky, gdzie h,hy € H, k,k € K.

Natomiast jesli G = HK jest iloczynem poétprostym i H < G, to mamy

hk - hiky = h - kh k™t - kky (1.6)
gdzie kh k! € H gdyz H <1 G i wobec tego

h-khik™' e H, kk €K.
Podobnie, jesli G = HK jest iloczynem péiprostym i K <1 G, to mamy

hk - hiky = hhy - hy'khy - by (1.7)
gdzie hy'kh, € K gdyz K <1 G i wobec tego

hhy € H, h{'kh; -k € K.

W przypadku gdy G = HK jest iloczynem prostym podgrup normalnych H i K, to
wobec przemiennosci elementéw podgrup H i K mamy nastepujaca bardzo prosta
formute mnozenia elementéw

hk - hiky = hhy - kky. (1.8)

1.3.2 Iloczyny zewnetrzne

Istnieja takze konstrukcje grup, ktore pozwalaja zbudowaé nowa grupe G z dwoch
danych grup H i K nie bedacych podgrupami jakiejs jednej grupy. Najprostsza z
tych konstrukeji jest iloczyn kartezjanski grup.



1.3. ILOCZYN PROSTY I POLPROSTY GRUP 19

Iloczyn prosty

Niech H i K beda dowolnymi grupami. Przez analogie do formuty (1.8), w iloczynie
kartezjanskim H x K zbioréw H i K okreslamy dziatanie nastepujaco:

(h k) - (hy, ky) i= (hha, kky).

Tutaj hhq i kkq sg iloczynami elementéw w grupach H i K, odpowiednio. Z tatwodcig
pokazuje sie, ze zbidr H x K z tak okreSlonym dziataniem jest grupa z jedynka
(1g,1k). Reguta konstrukeji elementu odwrotnego do (h,k) € H x K jest bardzo
prosta:

(h, k)™ = (™1, k7).

Te grupe nazywamy iloczynem kartezjanskim grup H i K.

Rozpatrzymy zwiazek pomiedzy iloczynem kartezjanskim grup i iloczynem prostym
podgrup grupy. Niech H i K beda podgrupami grupy G i zalézmy, ze G jest iloczy-
nem ogolnym podgrup H i K. Zatem G = HK oraz H N K = 1. Wtedy mozna tez
oczywiscie rozpatrywaé iloczyn kartezjanski H x K grup H i K. Poréwnanie grup
G=HK i H x K zawiera si¢ w nastepujacym twierdzeniu.

TWIERDZENIE 1.3.3. Niech H 1 K bedg podgrupami grupy G. Nastepujgce warunki
sq rownowazne.

(a) Odwzorowanie ¢ : H x K — G, (h,k) — hk jest izomorfizmem grup.

(b)) G=HK, HNK =1 oraz hk =kh dla wszystkich h € H, k € K.

(¢) G jest iloczynem prostym podgrup H i K.

Dowdd. (a) = (b) Surjektywno$¢ odwzorowania ¢ oznacza, ze G = H K. Ponadto,
dla h € H, k € K mamy

kh=(h'"k ™D =™ k) = o(h, k) = hk.

Wreszcie, jesli 1 #£ g € HN K, to ¢(1,9) = g = ¢(g, 1), wbrew réznowartosciowosci
@. Zatem HN K = 1.

(b) = (c) Nalezy dowied¢, ze H <G i K <G. Dla g = hk mamy
gHg ' = hkHE 'h™' = hHEE'h™' = hHR™' = H.
A wiec H <1 G. Podobnie
gKg ' =hkKk'h™' =hKh™' = Khh™' = K,

skad K < G. W obydwu przypadkach skorzystaliémy z przemiennosci elementéw
podgrup H i K.

(¢) = (a) Jedli G jest iloczynem prostym podgrup H i K, to
o:HxK—G, (hk)— hk
jest dobrze okreslong bijekcja. Pozostaje pokazaé, ze zachowuje dziatanie grupowe:
o((h1, kl)(hz, ko)) = @<h1h27 k1k2) = hihokiko = hiky - hoky = SO(hl, kl)@(hm If2);

gdzie wykorzystaliSmy fakt przemiennosci elementéw podgrup normalnych H i K.
O
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7 twierdzenia tego wynika, ze mozna identyfikowaé iloczyn prosty podgrup H i
K grupy G z iloczynem kartezjanskim H x K.
Roéwniez iloczyn kartezjanski dwoch dowolnych grup H i K mozna zawsze przed-
stawié¢ jako iloczyn prosty podgrup normalnych H' := H x 1 oraz K' := 1 x K.
W zwiazku z tym, przy odpowiednich utozsamieniach elementow, mozna uzywac
zamiennie pojeé iloczynu prostego i iloczynu kartezjanskiego grup.

Konstrukcja iloczynu kartezjanskiego grup przenosi si¢ natychmiast na skornczone
iloczyny kartezjanskie G, x - -- x G,,, gdzie G; sa dowolnymi grupami. Ogoélniej, dla
dowolnej rodziny grup {G; : i € I} rozpatrujemy iloczyn kartezjanski

P=1[{Gi:ieI}

zbioréw G i okreslamy na nim dziatanie nastepujaco:
(9i)ier - (fi)ier = (9ifi)ier-

Z tatwoscia sprawdzamy, ze system (P, -, (1;);er) jest grupa. Nazywamy ja iloczynem
lub produktem kartezjariskim rodziny grup {G; : i € I}.
W szczegbdlnym przypadku gdy G; = G dla kazdego i € I, grupe P nazywamy potegq
kartezjanskq grupy G i oznaczamy GY.
Gdy zbiér I jest skoniczony, |I| = n, to zamiast G! piszemy oczywiscie G™.
W produkcie P = [I{G; : ¢ € I} wyréznijmy podzbiér S zlozony z wszystkich
elementéw (g;)ier takich, ze g; = 1 dla prawie wszystkich i € I (dla wszystkich z
wyjatkiem skonczonej liczby elementow zbioru I). Jest rzecza oczywista, ze podzbidr
S produktu P jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie oraz odwracanie elementow,
jest zatem podgrupa produktu P.

Tak skonstruowang grupe S nazywa sie zewnetrzng sumgq prostg rodziny grup
{G; :i € I}, lub koproduktem tej rodziny grup i oznacza sie ja

W przypadku gdy G; = G dla kazdego i € I, sume prosta S oznaczamy G,
Oczywiscie, gdy zbiér I jest skonczony (i tylko wtedy) mamy GI = G,

Iloczyn pélprosty

Zauwazmy, ze jesli G = HK jest iloczynem poétprostym podgrup H i K grupy G,
gdzie H <1 G, to na iloczynie kartezjanskim H x K zbiorow H i K mozna okresli¢
dzialanie mnozenia nastepujaco:

(h, k) . (hl, kl) = (h . khlkil, kkl)

Taka definicje mnozenia par podpowiada formuta (1.6). Latwe sprawdzenie pokazuje,
ze 7 tak okreslonym dziataniem zbiér H x K staje sie grupg izomorficzng z iloczynem
potprostym G = HK. Co wiecej, zatozenie, ze G = HK jest iloczynem potprostym
jest wykorzystane tylko dla zapewnienia, ze ix(hy) € H, co gwarantuje, iz iloczyn
dwoéch par z H X K jest znowu elementem tego zbioru. Wykorzystamy te obserwacje
dla wprowadzenia ogdlnego pojecia iloczynu péiprostego grup.
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Niech wiec H i K beda dowolnymi grupami i niech dany bedzie homomorfizm
a: K — Aut H,

ktory kazdemu elementowi k € K przyporzadkowuje automorfizm «(k) grupy H
(w rozpatrywanym wyzej przypadku iloczynu polprostego mielismy «a(k) = ix). Po-
niewaz Aut H jest podgrupa grupy symetrycznej S(H ), homomorfizm o wyznacza
dziatanie grupy K na grupie H. Na iloczynie kartezjanskim H x K zbioréw H i K
definiujemy mnozenie nastepujaco:

(h7k) ’ (hla kl) = (h : &(k>(hl)> kkl)

Ta definicja jest naturalnym rozszerzeniem rozpatrywanego wyzej przypadku ilo-
czynu poélprostego, w ktérym w miejsce automorfizmu «(k) mielismy automorfizm
wewnetrzny i;. Sprawdzamy teraz bez wickszego trudu, ze zbior H x K z tak okre-
slonym mnozeniem jest grupa.

Grupa ta zalezy oczywiscie od wybranego przez nas dziatania a grupy K na gru-
pie H. Nazywa si¢ ja zewnetrznym iloczynem potprostym grup H i K wyznaczonym
przez dziatanie o grupy K na grupie H. Oznaczamy ja nastepujaco:

H %, K.

Zauwazmy, ze jesli homomorfizm « : K — Aut H jest trywialny, to znaczy «(k)
jest automorfizmem identycznosciowym grupy H dla kazdego k € K, to iloczyn
polprosty H x K pokrywa sie z iloczynem prostym H x K.

Grupa H x K ma podgrupy H' = H x {1}, K = {1} x K oraz

HxK=HK, HnK ={11},

a wiec H x K jest iloczynem ogdlnym podgrup H’, K'. Faktycznie jest to iloczyn
potprosty, gdyz H' <« H x K. Rzeczywiscie, odwzorowanie

p:HxK— K, ohk)=(1k)
jest epimorfizmem grup oraz ker p = H'. Zatem H' < H x K.
Przyktad 1.3.1. Niech p,q bedg liczbami pierwszymi i niech H = Z,, K = Z,
beda grupami cyklicznymi rzedéw p i ¢. Grupa automorfizméw grupy Z, sktada si¢

z przeksztatcen liniowych 7 : Z, — Z,, 7,(v) = az, gdzie a € Z; jest dowolnym
niezerowym elementem grupy Z,. Dla dwoch automorfizméw 7,, 7, mamy

(Ta 0 m)(x) = To(mp(x)) = abr = 74(z) dla kazdego x € Z,.

Stad wynika, ze grupa AutZ, jest izomorficzna z grupa multyplikatywna Z; reszt
pierwszych wzgledem p. Ta ostatnia grupa jest grupa cykliczna. Jesli zatem wezmie-
my homomorfizm

a:Lg — AutZ,

to a(Z,) jest podgrupa grupy cyklicznej AutZ,. Poniewaz Z, jest grupa prosta,
jej homomorficzny obraz jest badz grupa jednostkows badz tez jest izomorficzny z
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Zg. Jesli homomorfizm « jest nietrywialny, to «(Z,) jest podgrupa rzedu ¢ grupy
(p — 1)—elementowej AutZ,. Zatem

q|lp—1

na podstawie twierdzenia Lagrange’a. Na odwrot, jesli ¢ | p—1, to Aut Z, jako grupa
cykliczna rzedu p— 1 ma (doktadnie jedna) podgrupe H rzedu ¢ i kazdy izomorfizm
Z, = H mozna traktowa¢ jako homomorfizm « : Z, — AutZ,. Jesli wiec ¢ | p — 1,
to mozemy rozpatrywac iloczyn potprosty

Ly X ZLy.

Ta grupa jest nieabelowa grupa rzedu pg. Rzeczywiscie, niech a : Z;, — AutZ,
bedzie nietrywialnym homomorfizmem. Wtedy «(0)(1) # a(1)(1), gdyz 1 € Z,, jest
generatorem grupy cyklicznej Z, i dwa automorfizmy réwne na generatorze, sa rowne
na kazdym elemencie grupy cyklicznej. Tymczasem homomorfizm nietrywialny o :
Ly — AutZ, jest réznowartosciowy, zatem «(0) # «(1). Stad wynika, ze w grupie
Loy X Lo mamy

(1,0)(1,1) = (1 + a(0)(1),0+ 1) # (1 + a(1)(1), 1 + 0) = (1, 1)(1,0).

Udowodnilismy wiec, ze jesli p i q sq liczbami pierwszymi oraz q | p — 1, to istniejg
nietrywialne homomorfizmy o : Z, — AutZ, i dla kazdego z nich iloczyn pélprosty
Ly, X ZLg jest nieabelowq grupg rzedu pq. Z drugiej strony, mozna udowodnic¢, ze jesli
dla liczb pierwszych p,q mamy g < p oraz ¢ t p — 1, to kazda grupa rzedu pq jest
cykliczna (zob. [S], zadania 384, 385).

Rozwazymy jeszcze przypadek gdy G = H K jest iloczynem potprostym podgrup
H i K grupy G, gdzie K < G. Wtedy formuta (1.7) sugeruje okreslenie na iloczynie
kartezjanskim H x K zbioréow H i K dziatania mnozenia nastepujaco:

(R, k) - (h1, k1) = (hhy, hi khy - ky).

Latwe sprawdzenie pokazuje, ze z tak okreslonym dziataniem zbiér H x K staje
sie grupa izomorficzng z iloczynem poédtprostym G = HK. Zalozenie, ze G = HK
i K <G jest wykorzystane tylko dla zapewnienia, ze ih;1(k) € K, co gwarantuje,
iz. iloczyn dwéch par z H x K jest znowu elementem tego zbioru. Podobnie jak w
przypadku gdy H <1G wprowadzimy druga wersje definicji ogélnego pojecia iloczynu
potprostego grup.

Niech wiec H i K beda dowolnymi grupami i niech dany bedzie homomorfizm
6:H — Aut K,

ktéry kazdemu elementowi h € H przyporzadkowuje automorfizm 3(h) grupy K
(w rozpatrywanym wyzej przypadku iloczynu pétprostego mieliSmy G(h) = ij-1).
Poniewaz Aut K jest podgrupa grupy symetrycznej S(K'), homomorfizm 3 wyznacza
dziatanie grupy H na grupie K. Na iloczynie kartezjanskim H x K zbioréw H i K
definiujemy mnozenie nastepujaco:

(h, k) ) (hh kl) = (hhbﬁ(hl)(k) ) /ﬁ)‘
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Ta definicja jest naturalnym rozszerzeniem rozpatrywanego wyzej przypadku ilo-
czynu poétprostego, w ktérym w miejsce automorfizmu (hq) mieliSmy automorfizm
wewnetrzny ih1_1. Sprawdzamy teraz bez wigkszego trudu, ze zbior H x K z tak
okreslonym mnozeniem jest grupa.

Grupa ta zalezy oczywiscie od wybranego przez nas dziatania 3 grupy H na gru-
pie K. Nazywa sie ja zewnetrznym iloczynem potprostym grup H i K wyznaczonym
przez dziatanie § grupy H na grupie K. Oznaczamy ja nastepujaco:

H g X K.
Zauwazmy, ze jeSli homomorfizm § : H — Aut K jest trywialny, to znaczy ((h)
jest automorfizmem identycznosciowym grupy K dla kazdego h € H, to iloczyn

potprosty H x K pokrywa sie z iloczynem prostym H x K.
Grupa H x K ma podgrupy H' = H X {1}, K = {1} x K oraz

HxK=HK, HnK={11},

a wiec H x K jest iloczynem ogdélnym podgrup H’, K'. Faktycznie jest to iloczyn
polprosty, gdyz K’ <t H x K. RzeczywiScie, odwzorowanie

p:Hx K — H, ¢hk)=(h1)
jest epimorfizmem grup oraz ker p = K’. Zatem K' < H x K.

Przyktad 1.3.2. W pelnej grupie liniowej GL(n, F') nad dowolnym cialem F' roz-
patrzmy podgrupe G ztozong z wszystkich macierzy

1 a9 o Qp,
0 azp -+ an
0 Qp2 =+ Qpp
ktorych pierwsza kolumna jest wektorem jednostkowym (1,0,...,0)T. Rozpatrzmy

dwie nastepujace podgrupy H i K grupy G:

10 - 0 1 a - ay
0 ayy - - ao, 01 --- 0

H = o .| €eGL(n,F),, K= o . | € GL(n, F)
0 Apo - Ann 0 O 1

Oczywiscie H N K =1 i wobec

1 0 --- 0 1 ay - a, 1 ay - a,
0 ag -+ a9 01 --- 0 0 agp - aop

0 dyo - Gnp o0 --- 1 0 dyy - Gnp
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widzimy, ze grupa G jest iloczynem ogdélnym podgrup H i K. Faktycznie jest to
iloczyn polprosty, gdyz udowodnimy teraz, ze K < G. Wprowadzmy nastepujace
uproszczone oznaczenia dla macierzy w grupach G, H i K:

1 a9 PN an, 1 ag - Ay,
0 ag -+ Qo 0 1 --- 0
L o= g(A;ag, ... ap), o | = k(ag, ..., ay),
0 Ap2 - Ann O 0 e ]_

1 0 --- 0

0 ay - aop a2 A2n,

=: h(A), gdzie =
0 Upo * U an2 Ann
Wtedy mamy

h(A) - k(ag,...,a,) = g(Asaq, ..., a,),
WA) - h(B) = h(AB),  k(ag,...,an) - k(by, ... bn) = k(as +ba, .., an + bn)

oraz

R(A) T =h(A™Y), k(ay,...,an)" " =k(—ay,...,—a,).

Dla sprawdzenia, ze K <l G obieramy dowolne macierze g € G, k € K i pokazemy,
ze g kg € K. Mozemy przyjaé, ze

k=k(by,...,b,) oraz g=h(A)-k(ag,...,a,),

gdyz G jest iloczynem ogdélnym H i K. Wobec tego

g_lkg - k(_a27 SR _an) ’ h(A_l) ' k<627 s 7bn) ' h(A) ’ k(a27 s 7an)
=k(—ag,...,—a,) - g(A by, .. ) - g(Asag,. .. ay)
=k(—ag,...,—a,) -k(ca,...,cp) € K

dla pewnych cs,...,c, € F. Mamy wiec G = HK, HN K =1, K <G, czyli G jest
iloczynem potprostym
G=HxK

swoich podgrup H i K.

Ten rezultat mozna tez zinterpretowaé¢ geometrycznie w sposéb nastepujacy. Niech
V' bedzie n—wymiarowa przestrzenig wektorowa nad ciatem F' z baza vy, ..., v, .
Niech Aut; oznacza podgrupe grupy wszystkich automorfizméw przestrzeni V' pozo-
stawiajacych wektor bazowy v; na miejscu. Wtedy grupa Aut; jest izomorficzna z
grupa G. Zauwazmy tez, ze mamy izomorfizmy grup

H = GL(n—1,F), K= (F 1 4),

gdzie (F"!, +) oznacza addytywna grupe przestrzeni wektorowej F"~1. Zatem roz-
ktad G = H x K mozna zinterpretowac¢ jako przedstawienie grupy automorfizméow
Aut; w postaci nastepujacego iloczynu poétprostego

Aut; 2 GL(n — 1, F) x (F"1,4).
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1.3.3 Holomorf grupy
Niech A bedzie podgrupa normalna grupy G. Wtedy

gAg = A

dla kazdego g € G. Wynika stad, ze automorfizm wewnetrzny i, grupy G, zaciesniony
do podgrupy A, jest automorfizmem (ale juz niekoniecznie wewnetrznym) grupy A.
Nasuwa sie pytanie, czy dla kazdej grupy A istnieje grupa G zawierajaca A jako
podgrupe normalng i taka, ze kazdy automorfizm grupy A jest zaciesnieniem do A
pewnego automorfizmu wewnetrznego grupy G.

Przyktad 1.3.3. Rozwazymy najpierw przypadek, gdy grupa A jest czynnikiem
prostym grupy G. Oznacza to, ze obok podgrupy normalnej A mamy druga podgrupe
normalna B w grupie GG oraz

G=A-B={a-b: acA beB}, AnNB=1.

Wtedy, jak juz wiemy, kazdy element a € A jest przemienny z kazdym elementem
b € B, to znaczy ab = ba, dla kazdych a € A, b € B. Wobec tego jesli g = ab € G
jest dowolnym elementem grupy G, to dla kazdego x € A mamy

- axa_l,

ig(T) = igp(7) = abrbta”
gdyz x € A jest przemienny z elementem b € B. Wynika stad jednak, ze 7, dziata na
podgrupie A doktadnie tak samo jak automorfizm wewnetrzny grupy A wyznaczony
przez a € A. Jedli grupa A ma automorfizm zewnetrzny, to nie jest on zaciesnie-
niem do A automorfizmu wewnetrznego grupy G. Stwierdzamy wiec, ze gdy A jest
czynnikiem prostym grupy G, to grupa G nie rozwigzuje naszego problemu.

Rozwazymy teraz iloczyn polprosty A x;, B dowolnych grup A i B wyznaczony
przez dziatanie h : B — Aut A grupy B na grupie A. Jak wiemy, A jest podgrupa
normalng w A x;, B. Odwzorowania

ar (a,1) oraz b+ (1,b)

sg monomorfizmami grup A i B w grupe A x;, B i w zwiazku z tym utozsamimy
element a grupy A z jego obrazem (a, 1), oraz element b grupy B z jego obrazem
(1,b) w grupie A x;, B. W ten sposéb kazdy element (a,b) iloczynu pélprostego
A X, B mozna przedstawi¢ w postaci

(a,b) = (a,1)-(1,0) =a-b.
Reguta mnozenia w grupie A x;, B zapisze sie teraz nastepujaco:
ab - CL1b1 = (a, b) . (Cll, bl> = ((1, . h(b)(al), bb1> =a- h(b)(al) . bb1

Skracajac lewostronnie a oraz prawostronnie b; oraz mnozac prawostronnie przez
b~! otrzymujemy zatem nastepujacg réwnosé

balbfl = h(b) (CL1>
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dla wszystkich a; € A, b € B. Stad wynika, ze automorfizm h(b) grupy A jest zacie-
$nieniem automorfizmu wewnetrznego i, grupy A X, B do podgrupy normalnej A.
Pozostaje teraz wybra¢ odpowiednio grupe B i homomorfizm h : B — Aut A tak,
by h(b) przebiegal wszystkie automorfizmy grupy A. Istnieje prosty i uniwersalny
sposOb spetnienia tych postulatéw: wystarczy wzigé B = Aut A zas w charakterze
homomorfizmu h wzig¢ homomorfizm tozsamosciowy id : Aut A — Aut A. Otrzyma-
ny w ten sposob iloczyn potprosty A xiq Aut A nazywamy holomorfem grupy A i
oznaczamy

Hol(A) := A x;q Aut A.

Udowodnili$my wiec nastepujace twierdzenie, ktére rozwiazuje postawiony wczesniej
problem.

TWIERDZENIE 1.3.4. Dla kazdej grupy A istnieje grupa Hol(A) zawierajgca A jako
podgrupe normalng © majgca nastepujoce wiasnosc. Kazdy automorfizm grupy A jest
zacie$nieniem do A pewnego automorfizmu wewnetrznego grupy Hol(A).

Jako przyktad rozwazmy grupe cykliczng A = Z,,. Jej grupa automorfizméw jest
izomorficzna z multyplikatywna grupa Z; reszt pierwszych wzgledem n. Zatem

Hol(Zy) & Z, x ZF = Af(1,Z,),

gdzie Af(1,Z,) jest grupa afiniczna stopnia n nad pierscieniem Z, reszt modulo n.
Poniewaz Aut D,, = Af(1,Z,) (zob. [S], zad. 331), wigc mamy takze

Aut D,, = Hol(Z,,).

Mozna takze udowodni¢, ze dla iloczynu pétprostego G = Z,, X Z,, dwoch grup
cyklicznych, jesli Z(G) = 1, to AutG = Hol(Z,,) (zob. G. L. Walls, Automorphism
groups, Amer. Math. Monthly 93(1986), 459-462).

1.4 Grupy wolne i kody genetyczne grup

Jedng z metod prezentacji grup jest zadanie grupy za pomoca generatorow i relacji
lub inaczej mowiac, podanie kodu genetycznego grupy. Precyzyjne objasnienie tej
metody wymaga wprowadzenia pojecia grupy wolnej z wolnym zbiorem generatorow.
Rozpoczniemy od prostszej konstrukeji monoidu wolnego.

1.4.1 Monoidy wolne

Niech X bedzie zbiorem niepustym. Zbiér ten bedziemy nazywacé alfabetem. Skon-
czony cigg elementéw alfabetu X bedziemy nazywaé sfowem a liczbe elementéw
tego ciagu nazywamy dlugo$cig stowa. A wiec, na przyktad, jesli x,y € X to
x,yy, ry, rxryyry sa stowami o dtugosciach 1, 2,2, 7. Pusty ciag jest takze dopusz-
czalny i bedziemy go oznacza¢ symbolem 1. Na zbiorze wszystkich stow w alfabecie
X definiujemy operacje mnozenia stow, ktora polega na dopisywaniu do pierwszego
stowa drugiego stowa. Niech * bedzie znakiem tej operacji binarnej. Wtedy mamy;,
na przyktad,

T*YYy = TYY, TY* TTTYYTY = TYTTTYYLY.
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Jest rzecza oczywista, ze operacja x w zbiorze stéw jest taczna oraz dla kazdego
stowa w w alfabecie X mamy 1w = w = w * 1. A wiec zbioér wszystkich stow w
alfabecie X z operacja * jest monoidem. Monoid ten oznaczamy symbolem M (X) i
nazywamy monotdem wolnym z alfabetem X.

Zauwazmy, ze formalnie rzecz biorac zbiér X nie jest podzbiorem M (X). W dalszym
ciagu dla kazdego x € X bedziemy utozsamiaé stowo jednoelementowe z (czyli
ciag jednoelementowy) z elementem z, i wobec tego bedziemy mogli uwazaé, ze
X C M(X). Wlozenie p : X — M(X) ma nastepujaca wtasno$¢ uniwersalna.

TWIERDZENIE 1.4.1. Niech X bedzie zbiorem niepustym. Dla dowolnego monoidu
M 1 dowolnego odwzorowania f : X — M istnieje dokladnie jeden homomorfizm
monoidéw h : M(X) — M taki, e hou = [ a wiec taki, Ze nastepujgcy diagram
jest przemienny:

A

M

Dowdd. Definiujemy h : M(X) — M kiadac h(1) = 1y, gdzie 1, jest jedynka
monoidu M, oraz h(zyzy...x,) = f(z1) - f(x2) -+ f(z,) dla dowolnego niepustego
stowa x125 ... 7, w alfabecie X. Tutaj, po prawej stronie rownosci definiujacej od-
wzorowanie h, kropki oznaczaja dzialanie w monoidzie M. Jest rzecza oczywista,
ze wtedy h(wy * wy) = h(w;) - h(wy) dla dowolnych stéw wy,wy € M(X). A wigc
h jest homomorfizmem monoidéw i ponadto, wobec utozsamienia x € X ze slowem
jednoelementowym x € M(X) mamy pu(zx) = z, czyli ho pu(z) = h(z) = f(z) dla
kazdego x € X. Dowiedli$my wiec istnienia homomorfizmu .

Z drugiej strony, jesli h : M(X) — M jest jakimkolwiek homomorfizmem monoidéw
spelniajacym warunek hop = f, to dla kazdego x € X mamy h(zx) = hou(x) = f(x)
i dla kazdego stowa z1x5 ... 2, € M(X) mamy

h(z1xo ... xy) = h(xy*zo% - k) = h(xy)-h(x2) - h(x,) = f(x1) - f(z2) - f2n).
A wiec homomorfizm h jest jednoznacznie wyznaczony przez warunek hopy = f. [

Wtasnos¢ uniwersalng z twierdzenia 1.4.1 mozna takze odczyta¢ w nastepujacy
sposob. Kazde odwzorowanie f zbioru X w dowolny monoid M mozna przedtuzy¢ do
homomorfizmu h monoidu wolnego M (X) w monoid M. Rzeczywiscie, dla kazdego
r € X mamy h(z) = h(u(z)) = f(x).

1.4.2 Grupy wolne

Monoid wolny M (X) nie jest grupa, zadne bowiem niepuste stowo nie jest odwra-
calne. Tym niemniej istnieje sposob rozszerzenia monoidu wolnego M (X) do grupy,
ktora nazywa sie grupa wolna o alfabecie X. Opiszemy teraz t¢ konstrukcje.
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Przede wszystkim rozszerzymy nasz wyjsciowy alfabet X dotaczajac do niego
dla kazdego elementu z € X nowy element, ktoéry oznaczaé bedziemy x~t. Zbiér
wszystkich dolgczonych elementéw oznaczamy X! i tworzymy nowy alfabet X'

zdefiniowany jako
X' =Xux"

Zatem zbior X’ wraz z kazdym elementem x € X zawiera takze zwigzany z nim
element 27! € X~!. Rozpatrujemy teraz monoid wolny M (X') o alfabecie X’. Oczy-
wiscie M (X') nie jest grupa, gdyz dopisanie do stowa niepustego innego stowa daje
stowo niepuste i wobec tego niepuste stowa w M (X’) nie sa odwracalne. Pokazemy,
ze mozna w monoidzie M (X") okresli¢ relacje rownowaznosciowa zgodna z dziala-
niem w M(X') i taka, ze klasy abstrakcji tej relacji z dziataniem indukowanym z
M (X") tworza grupe. Punktem wyjscia tej konstrukeji jest nastepujaca definicja.

DEFINICJA 1.4.2. 1. Stowo w € M(X') nazywamy redukowalnym jesli w ciagu w
wystepuja dwa kolejne elementy zz~! lub 272 dla pewnego x € X.
2. Stowo, ktore nie jest redukowalne nazywa sie stowem zredukowanym.
3. Stowo w’ powstaje przez redukcje stowa w jesli w’ jest ostatnim stowem w ciagu
skonczonym stow

wp = W, Wy, Ws, ...,

w ktorym stowo w; 1 powstaje ze stowa w; przez usuniecie ze stowa w; przynajmniej
jednej pary kolejnych elementéw postaci zz~! lub 71z, gdzie z € X.

4. Stowo w' nazywa sie zredukowang postacig stowa w jesli w’ jest stowem zreduko-
wanym i powstaje przez redukcje stowa w.

Koniecznosé uzycia opisanego w punkcie 3 definicji ciagu stéw ilustruje naste-
pujacy przyklad. Niech w = zyy 'z~ '2. W slowie w tylko jedna para kolejnych
elementéw podlega redukceji, po ktorej otrzymujemy stowo w; = zax~1z. Po redukcji
w stowie wq otrzymujemy wy, = z. A wiec z jest postacig zredukowang stowa w.

Wprawdzie jest jasne, ze kazde stowo ma posta¢ zredukowana, jednakze nie jest
rzecza catkiem oczywista, ze kazde stowo ma tylko jednag posta¢ zredukowang. Wat-
pliwosci powstaja przede wszystkim dlatego, ze proces redukcji stowa mozna na ogdt
przeprowadzi¢ na wiele sposobéw i w zwigzku z tym mozna bytoby oczekiwaé roz-
nych rezultatéw redukeji stowa. Na przyktad, stowo 2~ txyy~t2 'y mozna redukowaé
na dwa rézne sposoby nastepujaco

e leyy ey s yy ey 2y

1

x_lxyy_ a:_ly — :B_la:x_ly — x_ly

otrzymujac zreszta to samo stowo zredukowane. Okazuje sie, ze posta¢ zredukowana
stowa nie zalezy od wyboru kolejnosci operacji w procesie redukcji stowa.

LEMAT 1.4.3. Kazde stowo ma tylko jedng postacé zredukowang.

Dowdéd. Pominiemy techniczny dowdd tego faktu. Zainteresowanego Czytelnika od-
sytamy do ksigzki Kargapotowa i Mierzliakowa [KM], str. 129-130. O

DEFINICJA 1.4.4. Stowa w i v nazywaja sie rownowaznymi, jesli ich zredukowane
postaci sg identyczne. Piszemy wtedy w ~ v.



1.4. GRUPY WOLNE I KODY GENETYCZNE GRUP 29

Relacja ~ jest oczywiscie relacja réwnowaznosciowa na zbiorze M(X'). Z ta-
twoscia stwierdzamy takze, ze relacja ~ jest zgodna z dzialaniem mnozenia stow w

monoidzie M (X'):
/ / / /
w ~ W AN vV~ = WHxU~W *U.

Wystarczy zauwazy¢, ze stowa w i w’ majg te samag postaé¢ zredukowang wg oraz
podobnie v i v' maja te samg postaé zredukowana vy. Zatem poprzez odpowiednie
redukcje ze stowa w * v mozna otrzymaé stowo wyg * vg i podobnie, ze stowa w’ x v/
mozna takze otrzymacé stowo wg * vy. Teraz jest jasne, ze w *v i w’ * v’ majg te sama
posta¢ zredukowang.

Niech F(X) oznacza zbior klas abstrakcji relacji réwnowaznosciowej ~ na mo-
noidzie M (X’). Klase zawierajaca stowo w bedziemy oznaczaé [w]. W zbiorze F'(X)
mozemy teraz okresli¢ dziatanie mnozenia klas ktadac

[w] - [v] := [w * ).

Oczywiscie F'(X) staje sie w ten sposéb monoidem, w ktérym jedynka jest klasa
[1] stowa pustego 1. Faktycznie monoid ten jest grupa, gdyz dla dowolnego stowa

w=z{'zry... x5, gdzie x; € X oraz ¢, = £1 mamy

€1 .€2 € —€ —€2 ,,—€1
i wy o,y Py~ L

Zatem w monoidzie F'(X) kazdy element [w] = [z{'2% ... 2] jest odwracalny i

elementem odwrotnym do niego jest [w]™ := [z, ... x5, %21 ']. Wobec tego F(X)
jest grupa. Zauwazmy, ze grupa ta jest generowana przez zbior klas postaci [z], gdzie

x € X. Grupe F(X) nazywamy grupg wolng z wolnym zbiorem generatoréw X.

Przyktad 1.4.1. Niech X = {x} bedzie zbiorem jednoelementowym. Grupa wolna

F(X) z jednoelementowym wolnym zbiorem generatoréw X = {x} jest generowana
przez klase [z], jest zatem grupa cykliczng z generatorem [x]. Jest to nieskoriczona
grupa cykliczna, gdyz w przeciwnym przypadku mieliby$my [z]* = 1 dla pewnej
liczby naturalnej n wbrew temu, ze stowo zx ---x jest zredukowane i nie jest row-
nowazne ze stowem pustym.

1.4.3 Wlasno$é uniwersalna grupy wolnej

Udowodnimy teraz wtasno$é¢ uniwersalng grupy wolnej analogiczng do wtasnosci
uniwersalnej monoidu wolnego z twierdzenia 1.4.1. Przede wszystkim wiec formali-
zujemy zwiazek grupy wolnej F'(X) z jej wolnym zbiorem generatoréw X okreslajac
odwzorowanie

p:X = F(X), plz)=[z].

TWIERDZENIE 1.4.5. Niech X bedzie zbiorem niepustym. Dla dowolnej grupy G
1 dowolnego odwzorowania f: X — G istnieje doktadnie jeden homomorfizm grup
h: F(X) — G taki, 26 hou = f, a wiec taki, Ze nastepujgcy diagram jest
przemienny:
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A

G

Dowdéd. Najpierw rozszerzamy odwzorowanie f do odwzorowania f' : X' — G,
gdzie X' = X U X! ktadac f'(z) = f(z) oraz f'(z7!) = f(z)™! dla kazdego
x € X. Na podstawie twierdzenia 1.4.1 istnieje doktadnie jeden homomorfizm mo-
noidéw b’ : M(X') — G taki, ze h' oy’ = f', gdzie ' : X" — M(X’) jest wlozeniem.
Stwierdzamy, ze homomorfizm h' dziata identycznie na stowach réwnowaznych. Rze-
czywiscie, wystarczy zauwazyc¢, ze

W(ae) = K@) - W) = fa) - f2) = f@0)" - ) = 1.

Mozna zatem h’ okresli¢ na klasach stéw rownowaznych, czyli na elementach grupy
F(X). To nowe odwzorowanie oznaczamy h : F(X) — G. Zatem dla dowolnego
stowa w w alfabecie X' ktadziemy h([w]) = h'(w). Jest to oczywiscie homomorfizm
grup, gdyz dla dowolnych stéow w,v € M (X’) mamy

h([w] - [v]) = A([w * v]) = B'(w * v) = h'(w) - 1'(v) = h([w]) - h([v]).
Ponadto, dla dowolnego x € X mamy

(hop)(z) = h(lz]) = h(x) = (b o p')(x) = f'(z) = f(=).

Pozostaje udowodnié¢ jedyno$¢ homomorfizmu h. Poniewaz (h o p)(x) = f(x), wiec
h(z]) = f(z) dla kazdego = € X. Homomorfizm h jest wiec jednoznacznie okre-
slony na zbiorze generatoréow {[z] : € X} grupy F(X), zatem jest jednoznacznie
okreslony na grupie F'(X). O

Podobnie jak w przypadku wtasnosci uniwersalnej monoidu wolnego takze twier-
dzenie 1.4.5 mozna zinterpretowa¢ jako twierdzenie o przedtuzaniu odwzorowan
f X — G zbioru X w grupe G do homomorfizmu h : F(X) — G grupy wol-
nej z wolnym zbiorem generatoréw X w grupe G.

WNIOSEK 1.4.6. KazZda grupa jest izomorficzna z grupg tlorazowq pewnej grupy
wolney.

Dowdd. Niech G bedzie dowolng grupa i niech X bedzie dowolnym zbiorem ge-
neratorow grupy GG. Wtedy na podstawie twierdzenia 1.4.5 wlozenie f : X — G
wyznacza homomorfizm grup h : F(X) — G taki, ze h([z]) = f(z) =z dlaz € X.
Ogolniej, jesli [w] € F(X) jest klasa stowa w = x{'25? ... 2, gdzie x; € X, ¢; = %1,
to

h([w]) = h([zPDA(2]) . h(lar]) = ot - 25 -2l = we,

gdzie przez wg oznaczylismy element grupy G bedacy iloczynem poteg z;* genera-
toréw z; € X.
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A A

G - F(X)/kerh
he

Zatem kazdy element x zbioru generatoréw X grupy G lezy w obrazie homomorfizmu
h i wobec tego h jest epimorfizmem grup. Na podstawie wniosku 1.1.5 z twierdzenia
o faktoryzacji wynika stad, ze homomorfizm indukowany

he: F(X)/keth — G, h.([w]kerh) = h([w]) =we dla [w] € F(X) (1.9)
jest izomorfizmem grup i stad G = F(X)/ker h. O

Uwaga 1.4.7. Warto zauwazy¢, ze przedstawienie grupy G jako grupy ilorazowe;j
grupy wolnej jest w wysokim stopniu niejednoznaczne. Kazdy zbiér generatorow X
grupy G daje bowiem przedstawienie G = F'(X)/ ker h.

1.4.4 Kod genetyczny grupy

Objasnimy teraz pojecie kodu genetycznego grupy. Niech G bedzie dowolna grupa,
X zbiorem generatorow grupy G, F'(X) grupa wolng z wolnym zbiorem generatorow
X i niech

he: F(X)/kerh — G

bedzie izomorfizmem grup okreslonym przez (1.9). W dalszym ciagu bedziemy pisaé
N zamiast ker h i zamiast h, bedziemy rozpatrywaé izomorfizm ¢ = h;! odwrotny
do h,. Zatem

L:G— F(X)/N, (g)=Ig]N.

Tutaj decydujemy si¢ na uproszczenie oznaczen traktujac w réwnosci t(g) = [g|N
element ¢ po lewej stronie jako element grupy G, a wiec g = ' -+ -z € G gdzie
zr; € X, ¢, = £1, natomiast po prawej stronie g = z{' --- x5 jest odpowiadaja-
cym elementowi g € G slowem zapisanym w alfabecie X U X1, Jedli dla pewnych

Z1,...,%, € X mamy w grupie G rownos¢
ahrphe =) (1.10)
to biorac obrazy obydwu stron poprzez ¢ otrzymamy [z1] - - - [z,]* N = N, czyli
[21]" - [za)" € N. (1.11)

A wiec kazdej relacji postaci (1.10) pomiedzy generatorami grupy G ze zbioru X
odpowiada element postaci (1.11) w podgrupie normalnej N grupy F'(X). Oczywiscie
takze na odwroét, jesli elementy 1, . .., x, € X spelniaja (1.11), to w grupie G mamy
relacje postaci (1.10).
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W zwiazku z tg sytuacja, elementy podgrupy normalnej N nazywamy relacjami
grupy G w alfabecie X, za$ o grupie G = F(X)/N méwimy, ze jest zadana za
pomoca zbioru generatorow X i zbioru relacji V.

Przyktad 1.4.2. Rozwazmy dwie grupy G i G’ przedstawione za pomoca tego
samego zbioru generatoréw X i zbiorow relacji K C N:

G~ F(X)/K, G =F(X)/N, gdze K <N.

Zaktadamy wiec, ze K i N sa podgrupami normalnymi grupy wolnej F'(X). Na
podstawie wniosku 1.1.9 z twierdzenia o odpowiedniosci mamy K <1 N oraz

F(X)/N = (F(X)/K)/(N/K).

Grupa G' = F(X)/N jest zatem izomorficzna z pewna grupa ilorazowa grupy G =
F(X)/K. A wiec powigkszenie zbioru relacji z K do N zamienia grupe G ze zbiorem
relacji K na grupe G’ ze zbiorem relacji N izomorficzng z grupg ilorazows grupy G
(czyli grupe "mniejsza” niz G).

Przyktad 1.4.3. Niech G = {1, a,a? a®} bedzie grupa cykliczng rzedu 4. Grupa
ta jest generowana przez zbior jednoelementowy X = {a}. Grupa wolna F(X) jest
zatem nieskoniczong grupa cykliczna z generatorem [a]. Ponadto mamy homomorfizm

h:F(X)—G, h(a")=a"

oraz izomorfizm h, : F(X)/N — G, przy czym podgrupa normalna N = kerh
grupy F(X) sktada sie z elementow odtwarzajacych wszystkie relacje spetniane przez
element a grupy G. Z pewno$cia

[a]* € N.

Pokazemy, ze N jest minimalng podgrupg normalng grupy F(X) o wlasnosci [a]* €
N. Przypus$émy, ze istnieje podgrupa normalna K grupy G taka, ze

KCN oraz [a]* € K.

Wtedy istnieje epimorfizm f : F(X)/K — F(X)/N taki, ze f(wK) = wN dla
kazdego elementu w € F(X). Dla warstwy A := [¢]K mamy A* = [q]'K = K,
zatem grupa F'(X)/K ma co najwyzej 4 elementy. Poniewaz jednak f jest surjekcja
na grupe 4—elementowa, grupa F'(X)/K tez jest 4—elementowa i wobec tego f jest
izomorfizmem grup. Gdyby istnial element w € F(X) taki, ze w € N iw ¢ K, to
mielibysmy
f(wK)=wN = N,

to znaczy, wK bytby nietrywialnym elementem w jadrze f, whrew temu, ze f jest
izomorfizmem. Zatem K = N, co oznacza, ze N jest minimalng podgrupa normalng
F(X) zawierajaca element [a]%.

DEFINICJA 1.4.8. Niech G = F(X)/N bedzie przedstawieniem grupy G za pomoca
zbioru generatoréw X i zbioru relacji N. Niech R bedzie podzbiorem podgrupy
normalnej N w grupie F(X). Jedli N jest minimalng podgrupa normalna grupy
F(X) zawierajaca zbior R, to pare X, R nazywamy kodem genetycznym grupy G i
piszemy

G = gr(X||R).
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Przyktad 1.4.4. Dla grupy cyklicznej rzedu 4 mamy kod genetyczny gr(a || [a]*).
Rzeczywiscie, na podstawie przyktadu 1.4.3, grupa cykliczna rzedu 4 ma przedsta-
wienie w postaci F'(X)/N, gdzie N jest minimalna podgrupa normalna grupy F(X)
zawierajacg jednoelementowy zbiér R = {[a]4}.

Dla grupy cyklicznej nieskoniczonej G = (a) mamy zbiér generatoréw X = {a}.
Grupa wolna F(X) = F ({a}) jest wtedy grupa cykliczng nieskonczong. Podgrupa N
w izomorfizmie G = F(X)/N jest podgrupa jednostkowa, gdyz jedyna relacja jaka
spelnia element a jest a® = 1. Mozna zatem napisa¢ G = gr(a || 1) lub G = gr(a|| 0),
jesli nie chcemy zalicza¢ jedynki grupy do zbioru generatoréw.

Przyktad 1.4.5. Rozpatrzmy grupe kwaternionéw Quat z przyktadu 1.1.1(d). Jest
ona generowana przez dwa elementy A, B speliajace relacje A* = Bt = 1, A? =
B? BAB~! = A~!i sktada sie z 8 nastepujacych elementéw:

1,A, A% A3 B, AB, A%B, A*B.

Zmajdziemy kod genetyczny grupy Quat. Dla zbioru X = {A, B} generatorow grupy
Quat istnieje epimorfizm h : F(X) — Quat taki, ze h([A]) = A, h([B]) = B oraz
indukowany izomorfizm h, : F(X)/ker h — Quat. Wobec relacji spelianych przez
generatory A, B w grupie Quat mamy

[ A%, [B]", [AF*[B] %, [B][A][B] '[A] € kerh = N.

Udowodnimy, ze N jest minimalna podgrupa normalna grupy F'(X) zawierajaca te
cztery elementy. Niech K C N oznacza podgrupe normalna grupy F'(X) zawierajaca
te cztery elementy. Pokazemy, ze K = N.

Stad, ze K C N wynika, ze odwzorowanie f : F(X)/K — F(X)/N, f(wK) =
wN jest epimorfizmem grup. Zatem zlozenie ¢ = h, o f : F(X)/K — Quat jest
epimorfizmem grup. Najpierw sprawdzimy, Ze ¢ jest izomorfizmem. Wobec |Quat| =
8 wystarczy pokazaé, ze |F(X)/K| < 8. Grupa F(X)/K jest generowana przez
warstwy

a:=[A]K, b:=[B]K.
Poniewaz [A]*, [B]*, [A]*[B] 7%, [B][A][B]'[A] € K, elementy a, b spelniaja relacje

ad=b=1 =0, babl=qa"

i wobec tego tak samo jak w przypadku grupy kwaternionéw sprawdzamy, ze grupa
F(X)/K generowana przez a,b ma co najwyzej 8 elementow

1,a,a? a,b,ab,ab, a®b.

Jak juz zauwazyliSmy, wynika stad, ze ¢ = h, o f jest izomorfizmem. Wobec tego
takze f : F(X)/K — F(X)/N, f(wK) = wN jest izomorfizmem grup. Stad wynika
juz, ze K = N. Rzeczywiscie, gdyby istnial element w € N nie nalezacy do K, to
wK # K oraz f(wK) =wN = N, to znaczy wK jest nietrywialnym elementem w
jadrze izomorfizmu f, sprzeczno$c.
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Pokazaliémy wiec, ze minimalna podgrupa normalna grupy F(X) zawierajaca ele-
menty [A]*, [B)?, [A]*[B]7?, [B][A][B]'[A] jest réwna N, gdzie F(X)/N = Quat.
Zmalezlismy wiec kod genetyczny grupy kwaternionéow:

Quat = gr({A, B} || [A]*, [B], [AP[B] %, [B][A][B]'[A]).

W kodzie genetycznym G = gr(X ||R) grupy G wystepuje zbiér generatoréw X
grupy G oraz zbiér R pewnych elementéw grupy wolnej F'(X) otrzymany z relacji
spelianych przez generatory. Czasami wygodniej jest w kodzie genetycznym podadé
relacje spelniane przez generatory zamiast odpowiadajacych im elementéw grupy
wolnej. W tej konwencji kod genetyczny grupy kwaternionéow wyglada bardziej na-
turalnie:

Quat = gr({A,B} || A*=B*=1,A>=B? BAB ' = A7),

Uwaga 1.4.9. Spoérod wielu twierdzen o grupach wolnych wymienimy tylko dwa.
Po pierwsze, grupa wolna jest z doktadno$cia do izomorfizmu wyznaczona przez
moc zbioru wolnych generatoréw, to znaczy, dwie grupy wolne F(X) i F(Y) sa
izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory X i Y sg rownoliczne. W zwiazku z
tym moc zbioru X nazywa sie rangg (lub stopniem) grupy wolnej F'(X).

Po drugie, mozna udowodnié¢, ze kazda nietrywialna podgrupa grupy wolnej jest
grupa wolna. Jest to twierdzenie Nielsena-Schreiera (zob. [KM], str. 139).

1.5 Zadania

1. (a) Udowodnié, ze jesli grupa ilorazowa G/Z(G) jest cykliczna, to grupa G jest
abelowa

(Z(G) oznacza centrum grupy G).

(b) Udowodnié, ze nie istnieje grupa G, ktérej centrum jest podgrupa o indeksie 2
lub 3.

2. Dowies¢, ze istniejg tylko dwie nieizomorficzne grupy nieabelowe rzedu 8.
3. Dowiesé¢, ze kazda grupa rzedu 15 jest cykliczna.

4. Niech A bedzie grupa cykliczng rzedu n. Udowodni¢, ze dla kazdego dzielnika d
liczby n istnieje doktadnie jedna podgrupa grupy A rzedu d.

5. Dowies¢, ze kazda skonczona grupa abelowa, ktora nie jest grupa cykliczna, za-
wiera podgrupe H, ktora jest sumg prosta dwoch grup cyklicznych rzedu p, gdzie p
jest pewna liczbg pierwsza.

6. Niech p bedzie liczba naturalng i niech G # FE bedzie grupa, w ktorej kazdy
# 1 element ma rzad bedacy potega liczby p. Udowodnié, ze p jest liczba pierwsza.
Ponadto, jesli grupa G jest skonczona, to jej rzad jest potega liczby p.

7. Niech G bedzie grupa skonczong i niech p bedzie najmniejsza liczba pierwsza dzie-
laca rzad grupy G. Dowiesé, ze kazda podgrupa H grupy G, ktérej indeks |G : H|
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jest réwny p, jest podgrupa normalng grupy G.

8. Niech n > 2 1 niech
00— A — A — - — A, —0

bedzie ciaggiem doktadnym grup skonczonych.
(a) Jesli n jest liczba parzysta, udowodnié, ze |A;|-|As| - [An_1| = |A2|-|A4] - - - |Apl.

(b) Jesli n jest liczba nieparzysta, udowodnié, ze |A;|-|As| - -+ |An| = |Aa]-|A4| -+ |An-1].

9. Pokaza¢, ze grupa czwérkowa Kleina G = V jest jedyng grupa G rzedu > 4, ktérej
grupa automorfizméw Aut GG sktada sie z wszystkich bijekcji zbioru G pozostawiaja-
cych jedynke grupy G na miejscu.

10. Dla ciat kwadratowych K = Q(y/—2) oraz F' = Q(v/—7) udowodni¢, ze
(a) Addytywne grupy cial K i F' sa izomorficzne.

(b) Multyplikatywne grupy cial K i F' sa izomorficzne.

(c) Ciata K i F nie sa izomorficzne.

11. Udowodnié, ze czed¢ wspolna wszystkich p—podgrup Sylowa grupy skonczonej
G jest podgrupa normalng grupy G.

12. Niech G bedzie grupa rzedu 168. Udowodni¢, ze grupy G nie mozna zanurzy¢ w
grupe symetryczna Sg. Pokazaé, ze jesli grupa G jest prosta, to ma 8 podgrup rzedu
7 1 mozna ja zanurzy¢ w grupe Ss.

13. Udowodnié¢, ze kazda grupa wolna jest beztorsyjna i jest nieabelowa jesli jej ran-
ga jest > 2.

14. Udowodnié¢, ze grupa z kodem genetycznym

gr({zn,. . wa} ||wrgei eyt 1<i<j<n)

jest wolna grupa abelowa rangi n (tzn. jest suma prosta n grup cyklicznych nieskon-
czonych).

15. Znalez¢ kod genetyczny grupy czworkowej Kleina Vy = Zsy X Zo.
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Rozdziat 2

Pierscienie
Ostatnie zmiany 15.11.2008 r.

2.1 Podstawowe pojecia

DEerFINICJA 2.1.1. Zbior P z dwoma dziataniami + i - zwanymi odpowiednio
dodawaniem 1 mnozeniem oraz z dwoma wyroéznionymi elementami 0 i 1 zwanymi
zerem 1 jedynkq nazywa sie pierscieniem, jesli spelnione s nastepujace warunki:

1. (P, +,0) jest grupa abelowa.
2. (P, -,1) jest monoidem (péigrupa z jedynka).
3. Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania, to znaczy

a(b+c)=ab+ac oraz (b+c)a=ba+ ca
dla kazdych a,b,c € P.

Zwracamy uwage, ze kazdy pierscien ma jedynke. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze

0O=1iwtedya=a-1=a-0=0dla kazdego a € P, a wigc P = {0} jest pier-
scieniem zerowym. Ponadto, mnozenie w pierscieniu P musi by¢ taczne ale moze
by¢ nieprzemienne. Jedli mnozenie w pierscieniu P jest przemienne, to znaczy jesli
ab = ba dla kazdych a,b € P, to pierscien P nazywa si¢ pierscieniem przemiennym.
Podpierscieniem pierscienia P nazywamy podgrupe P; addytywnej grupy pierscie-
nia P zawierajaca jedynke pierécienia P i zamknietg ze wzgledu na mnozenie. Latwo
sprawdzi¢, ze P jest wtedy takze pierscieniem ze wzgledu na dziatania dodawania i
mnozenia bedace zaciesnieniami odpowiednich dziatan w P.
Element a pierécienia P nazywa sie lewostronnie odwracalny, jesli istnieje b € P
taki, ze ba = 1. Element b nazywa si¢ wtedy lewostronnie odwrotnym do elemen-
tu a. Podobnie, a € P jest prawostronnie odwracalny, jesli istnieje ¢ € P taki, ze
ac = 1. Element c jest wtedy prawostronnie odwrotny do a. To rozréznienie pomie-
dzy elementami lewostronnie i prawostronnie odwracalnymi jest niezbedne w teorii
pierscieni nieprzemiennych. Przyktad 2.1.6 wskazuje pierscien nieprzemienny (endo-
morfizméw addytywnej grupy pierscienia wielomianéw), w ktérym istnieja elementy
jednostronnie, ale nie obustronnie odwracalne.

Element a € P nazywa sie odwracalny, jesli jest réwnocze$nie lewostronnie i
prawostronnie odwracalny. Zauwazmy, ze jesli ba = 1 oraz ac = 1, to

b=b-ac=ba-c=c.

37
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A wiec element odwracalny a ma tylko jeden element lewostronnie odwrotny, jak
réwniez tylko jeden element prawostronnie odwrotny i elementy te sa réwne (jedy-
nemu) elementowi odwrotnemu do a. W zwiazku z ta jednoznacznoscia elementu
odwrotnego do a wprowadzamy dla niego oznaczenie a ™.

Stwierdzamy z tatwoscia, ze zbior U(P) wszystkich elementéw odwracalnych pier-
Scienia P tworzy grupe ze wzgledu na mnozenie elementow. Nazywa sie ja grupg
elementow odwracalnych pierscienia P.

Pierscien P nazywa si¢ pierscieniem z dzieleniem, jesli kazdy rézny od zera element
pierécienia P jest odwracalny. Przemienny pierécien z dzieleniem jest wiec ciatem.
Element a pierscienia P nazywa sie lewostronnym dzielnikiem zera, jesli istnieje
be P, b+#0, taki, ze ab = 0. Podobnie, a € P jest prawostronnym dzielnikiem zera,
jesli istnieje ¢ € P, ¢ # 0, taki, ze ca = 0. Element a € P nazywa sie dzielnikiem
zera w P jesli jest rownoczesnie lewostronnym i prawostronnym dzielnikiem zera.
Centrum Z(P) pierécienia P nazywamy zbiér wszystkich elementéw pierscienia P
przemiennych z kazdym elementem pierscienia P :

Z(P) ::{aEP:ab:ba VbEP}.
Latwo sprawdzi¢, ze Z(P) jest (przemiennym) podpierscieniem pierscienia P.

Przyktad 2.1.1. Najbardziej naturalnym przyktadem pierécienia jest pierscien 7Z
liczb catkowitych. Nie ma on podpierscieni wtasciwych (réznych od Z). Poniewaz Z
jest pierscieniem przemiennym, wiec Z(Z) = Z. Ponadto, U(Z) = {£1}. Pierécien
Z nie ma dzielnikéw zera.

Bardzo naturalnych przyktadéw dostarczajag takze pierscienie reszt Z,. Tutaj takze
nie ma wtadciwych podpierscieni (gdyz addytywna grupa Z, jest grupa cykliczng
generowana przez jedynke 1 pierScienia Z, ), natomiast

U(Z,) = {a mod n : NWD(a,n) = 1}.

Jesli n jest liczba ztozona, n = ab, gdzie a i b sa liczbami naturalnymi wickszymi
niz 1, toa-b =0 w Z,. A wiec jesli n jest liczba zlozona, to pierscien reszt Z, ma
dzielniki zera.

Przyktad 2.1.2. Niech P bedzie dowolnym pierscieniem przemiennym i niech P[X]
bedzie pierscieniem wielomianéw jednej zmiennej X (lub zespolu zmiennych X =
[X1,...,X,]). P[X] jest pierScieniem przemiennym. Jesli P nie ma dzielnikow zera,
to P[X] takze nie ma dzielnikéw zera oraz U(P[X]) = U(P).

Przyktad 2.1.3. Niech P bedzie dowolnym pierscieniem i niech M (X, P) bedzie
zbiorem wszystkich funkcji okreslonych na niepustym zbiorze X o wartosciach w
pierscieniu P. W zbiorze M (X, P) okreslamy dzialania dodawania i mnozenia funkcji
w zwykly sposob. A wiec dla f,g € M(X, P) funkcje f +¢g : X — P oraz f-g:
X — P okreslone sg nastepujaco:

(f +9)(x) = f(x) +9(z), (f-9)(x) = f(x)-g(x)

dla kazdego z € X. Funkcje 0 : X — P, O(x) =0oraz 1: X — P, 1(z) = 1
sa elementami neutralnymi dodawania i mnozenia w M (X, P). Sprawdzamy bez
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trudu, ze system (M (X, P), +, -,0,1) jest pierScieniem. Jesli P jest pierscieniem
przemiennym, to M (X, P) jest takze pierscieniem przemiennym. W szczegdlnosci,
jesli X = P, to M (P, P) jest pierscieniem funkcji P — P. Wsréd nich wyrézniamy
podpierscien Pol(P, P) funkcji wiclomianowych f : P — P takich, ze f € P[X].

~

Tutaj f(a) = f(a) jest wartodcia wielomianu f w punkcie a € P.

Przyktad 2.1.4. Dla pierscienia P symbolem M, (P) oznacza sie zbiér wszystkich
macierzy kwadratowych stopnia n o elementach z pierécienia P. Sumg i iloczynem
macierzy A = [a;;] 1 B = [b;;] nazywamy macierze

A + B = [aij + bij]a AB == [Cij]a gdzie Cij == aﬂblj + aigbgj —+ 4 ambnj.

Rutynowe rachunki pozwalaja stwierdzi¢, ze M, (P) jest pierscieniem. Nazywamy
go pierscieniem macierzy stopnia n nad pierscieniem P. Jesli n > 2, to M, (P) jest
pierscieniem nieprzemiennym.

Przyktad 2.1.5. Niech A bedzie grupg abelowg i niech End A bedzie monoidem
wszystkich endomorfizméw grupy A (ze sktadaniem endomorfizméw jako dziala-
niem). Obok sktadania endomorfizméw rozpatrujemy takze dodawanie endomor-
fizméw okreslone tak samo jak w pierscieniu funkeji M (A, A). Dzieki abelowosci
grupy A dodawanie endomorfizmoéw jest takze dzialaniem przemiennym. End A jest
podgrupa addytywnej grupy pierscienia M (A, A). Bezposrednim rachunkiem stwier-
dzamy, ze sktadanie endomorfizmow jest rozdzielne wzgledem dodawania:

flg+h)(a) = f((g + h)(a)) = flg(a) + h(a)) = f(g(a)) + f(h(a)) = (fg + fh)(a)

dla dowolnych f,g,h € End A i a € A, ipodobnie dla prawostronnej rozdzielnosci
mnozenia wzgledem dodawania endomorfizmoéw. A wiec End A jest pierscieniem. Jest
to pierscien endomorfizméow grupy abelowej A.

Przyktad 2.1.6. Niech P bedzie dowolnym pierscieniem przemiennym i niech A =
P[X] bedzie addytywna grupa pierscienia wielomianéw jednej zmiennej X o wspo6t-
czynnikach z P. Bedziemy rozpatrywaé pierécien endomorfizméw End P[X] grupy
abelowej P[X].

Niech D oraz Z beda odwzorowaniami P[X| — P[X] okreslonymi nastepujaco:

d

D)= T = [ rwr

Tutaj D(f) jest formalng pochodna wielomianu f natomiast Z(f) jest formalna
catka oznaczong wielomianu f. Operacje D i Z sa oczywiscie endomorfizmami grupy
abelowej A = P[X]. Zauwazamy, ze dla dowolnego wielomianu f € P[X]| mamy

p1(f) = ([ (00t ) = 5(X) = 1,

oraz z drugiej strony
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Zatem D -7 = 14, natomiast Z - D # 1,4, gdyz jesli tylko wielomian f nie zeruje sie
w punkcie X =1, to ZD(f) # f. Zatem endomorfizm rézniczkowania D jest prawo-
stronnie odwracalny i prawostronnie odwrotnym endomorfizmem jest endomorfizm
catkowania Z. Natomiast Z nie jest endomorfizmem lewostronnie odwrotnym do
D. Poniewaz element odwracalny ma tylko jeden element lewostronnie odwrotny,
wynika stad, ze operacja rézniczkowania (a takze operacja catkowania) nie jest od-
wracalnym endomorfizmem addytywnej grupy abelowej P[X].

2.2 Homomorfizmy i idealy
Jesli P i R sa pierscieniami, to kazda funkcje h : P — R spelniajaca warunki
h(a +b) = h(a) + h(b), h(ab) = h(a)h(b), h(l) =1

dla kazdych a,b € P, nazywamy homomorfizmem pierscienia P w pierscien R. Ho-
momorfizm h nazywamy epimorfizmem lub monomorfizmem, jedli jest on odwzo-
rowaniem surjektywnym lub injektywnym, odpowiednio. Latwo sprawdzi¢, ze jesli
h: P — R jest epimorfizmem pierscieni, to

WZ(P)) € Z(R), hU(P)) C U(R).

Niech h : P — R bedzie homomorfizmem pierscieni. Wtedy h jest takze homomor-
fizmem addytywnej grupy pierécienia P w addytywna grupe pierscienia R. Jadro
ker h tego homomorfizmu (grup addytywnych) nazywamy jgdrem homomorfizmu h
pierscienia P w pierscien R. A wiec

kerh = {a € P: h(a) = 0}
jest podgrupa addytywnej grupy pierscienia P i ponadto,
a € kerh = ab, ba € kerh

dla kazdego b € P. Mamy bowiem h(ab) = h(a)h(b) = 0-h(b) = 0 i podobnie h(ba) =
0. Jadro homomorfizmu pierécieni h : P — R jest wiec podgrupa addytywnej grupy
pierscienia P zamknieta ze wzgledu na mnozenie przez elementy pierscienia P. Jest
to wlasnos¢ charakteryzujaca ideaty pierscienia P.

DEFINICJA 2.2.1. Ideatem lewostronnym (prawostronnym) pierscienia P nazywamy
podgrupe Z addytywnej grupy pierécienia P zamknietg ze wzgledu na mnozenie z
lewej (prawej) strony przez elementy pierscienia P.

Ideal lewostronny Z pierscienia P, ktéry jest rownoczesnie idealem prawostronnym
nazywa sie idealem (lub idealem dwustronnym) pierscienia P.

Najwazniejszymi przyktadami ideatéow pierscienia P sg jadra homomorfizmow
pierscienia P w dowolne pierscienie. Przyktadami ideatéw jednostronnych sa ideaty
gtowne aP oraz Pa przy odpowiednim doborze elementu a i pierScienia nieprze-
miennego P. Przy pomocy twierdzenia o dzieleniu z reszta mozna udowodnié, ze
w pierscieniu Z liczb catkowitych kazdy ideat jest idealem gtéwnym. Podobnie, w
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pierécieniu wielomianéw K[X] jednej zmiennej X nad cialem K kazdy ideal jest
ideatem gtéwnym.
Ogodlniej, kazdy podzbior S pierécienia P generuje pewien ideat. Latwo sprawdzamy,
ze zbiory

SP = {31x1+---+snxneP:sieS, r; € P, neN}

PS::{x131+---+xnsn€P:si€S, r; € P, nGN}

sg odpowiednio prawo- i lewostronnymi ideatami pierscienia P. Ponadto, SP jest
najmniejszym ideatem prawostronnym pierscienia P zawierajacym zbior S i PS
jest najmniejszym ideatem lewostronnym pierscienia P zawierajacym zbior S. Na-
zywamy je ideatami jednostronnymi generowanymsi przez zbiér S. Zauwazmy, ze gdy
1 €58, to SP=PS = P. Ogblniej, jesli T jest idealem jednostronnym (lub obu-
stronnym) il e€Z, toZ = P.

Niech teraz 7 bedzie idealem pierscienia P. Zatem Z mozna traktowaé jako pod-
grupe addytywnej grupy pierécienia P i utworzy¢ grupe ilorazowa P/Z. Jak wiemy,
zbior warstw jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie kompleksowe warstw:

(@+T)+(b+T)=(a+b)+T.

Okazuje sie, ze zbiér warstw P/Z nie jest na ogbt zamkniety ze wzgledu na mnozenie
kompleksowe warstw. Rzeczywiscie, mamy jedynie

(a+T)(b+T)={(a+j1)(b+j2) : j1,j2 € T}
= {ab+ ajs + j1b + juj : 1, jo € T}
C ab+7

gdyz ajs + j1b + jijo € I dla wszystkich ji,jo € Z (wykorzystujemy tutaj takze
fakt, ze 7 jest ideatem obustronnym). Tutaj nie mozna oczekiwaé réwnosci nawet w
najprostszych sytuacjach. Na przyktad w pierscieniu Z liczb catkowitych dla ideatu
gtéownego 10Z i iloczynu kompleksowego warstw zawierajacych 2 i 4 mamy

(2+ 10Z)(4 + 10Z) = 8 + 20Z & 8 + 10Z.
Zauwazmy, ze dla iloczynu kompleksowego mamy oczywista wlasnosé
a+Z=d+Z, b+Z=V+7 = (a+D)b+I)=((+ID)V+1I)

a wiec iloczyn kompleksowy (a + Z)(b + Z) nie zalezy od sposobu reprezentacji
warstw. Poniewaz rézne warstwy sa roztaczne, iloczyn kompleksowy (a + Z)(b + )
jest podzbiorem doktadnie jednej warstwy ab + Z i w zwiazku z tym te warstwe
nazywamy iloczynem warstw (a+Z) - (b+ Z). Definiujemy wiec dzialanie mnozenia
warstw

(a+Z) - (b+7I)=ab+T.

W dalszym ciggu nigdzie nie bedziemy uzywac iloczynu kompleksowego warstw pier-
Scienia wzgledem jego ideatu. W zwiazku z tym iloczyn warstw w sensie powyzszej
definicji bedziemy pisa¢ bez kropki, to znaczy odtad piszemy (a+Z)(b+Z) = ab+Z.
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Na zbiorze warstw P/Z mamy zatem okreslone dwa dziatania: dodawania i mnoze-
nia warstw. Wykorzystujac tacznos¢ mnozenia i rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem
dodawania w P dowodzimy tacznosci mnozenia i rozdzielnosci mnozenia wzgledem
dodawania w P/Z. Ponadto, (1+Z)(a+Z)=a+Z = (a+Z)(1+Z). Zatem P/T
jest pierécieniem z jedynka 1+ Z. Pierécien ten nazywamy pierscieniem ilorazowym
pierécienia P wzgledem ideatu Z (lub modulo 7). Zauwazmy jeszcze, ze dla Z = P
jako pierécien ilorazowy P/P otrzymujemy pierécien zerowy. Jest to gtéwny powdd,
dla ktérego w definicji pierscienia nie wymagaliémy by 0 # 1. Odwzorowanie

k:P—P/T, k(a)=a+7

jest homomorfizmem pierscieni oraz ker k = Z. Homomorfizm k nazywamy homo-
morfizmem kanonicznym pierécienia P na pierscien ilorazowy P/Z. Zauwazamy tez
od razu, ze kazdy ideat Z pierscienia P jest jadrem pewnego homomorfizmu pierscie-
nia P. A wiec idealy beda odgrywaly w twierdzeniach o homomorfizmach pierscieni
podobng role jak podgrupy normalne w twierdzeniach o homomorfizmach grup. W
teorii pierscieni prawdziwe sa odpowiedniki wszystkich trzech podstawowych twier-

dzen o homomorfizmach grup: o faktoryzacji, odpowiedniodci i izomorfizmie. Sfor-
muhlujemy tutaj pierwsze dwa z nich.

TWIERDZENIE 2.2.2. (Twierdzenie o faktoryzacji.)

Jesli h . P — R jest homomorfizmem pierscieni, T = ker h oraz k : P — P/T jest
homomorfizmem kanonicznym, to istnieje doktadnie jeden injektywny homomorfizm
h. : P/T — R taki, Ze h = h, o K, to znaczy taki, ze nastepujacy diagram jest prze-
mienny:

‘P/T

Dowdod. Wykorzystujemy twierdzenie 1.1.4 o faktoryzacji homomorfizméw grup dla
homomorfizmu h traktowanego jako homomorfizm addytywnych grup pierscieni P i
R i stwierdzamy, ze h, jest homomorfizmem pierécieni. O

Przyktad 2.2.1. Dla pierscienia przemiennego P rozpatrujemy odwzorowanie
P[X] — Pol(P,P), fw~f

pierécienia P[X] wielomianéw jednej zmiennej w pierscien Pol(P, P) funkcji wielo-
mianowych P — P. Jest to homomorfizm pierscieni. Niech J bedzie jadrem tego
homomorfizmu,

J={fePX]:fla)=0 YaeP}

Wiadomo, ze J = 0 gdy P jest nieskoniczonym pierscieniem bez dzielnikéw zera.
Wtedy homomorfizm ten jest izomorfizmem. Ale J # 0, na przyktad, gdy P jest
ciatem skonczonym. Jesli p jest liczba pierwsza i P = F, jest ciatem p—elementowym,



2.3. IDEALY W PIERSCIENIACH PRZEMIENNYCH 43

to a? = a dla kazdego a € F, i wobec tego X? — X € J. Latwo stwierdzi¢, ze
J = (X? — X) F,[X] jest idealem gléwnym generowanym przez wiclomian X? — X.
Mamy zatem

Fp[X]/ (X — X) Fp[X] = Pol(Fy, ).

Fakt, ze ideal J nie zawsze jest ideatem zerowym zmusza do rozrozniania pierscienia
wielomianéw od pierécienia funkcji wielomianowych.

TWIERDZENIE 2.2.3. (Twierdzenie o odpowiednio$ci.)

Jesli h : P — R jest epimorfizmem pierscieni, to przyporzedkowanie I — h(Z) jest
bijekcig rodziny ideatow I pierscienia P zawierajgcych ker h na rodzine wszystkich
idealéw pierscienia R. Odwzorowaniem odwrotnym jest J — h™*(J).

Ponadto, dla kazdego ideatu T pierscienia P zawierajgcego jgdro ker h homomorfi-
zmu h mamy izomorfizm

P/T = R/h(T).

Dowdd. Dla homomorfizmu A traktowanego jako homomorfizm addytywnych grup
pierécieni P i R wykorzystujemy teorio-grupowe twierdzenie 1.1.7 o odpowiedniosci.
Pozostaje przesledzi¢ dowdd twierdzenia 1.1.7 i uzupetni¢ go sprawdzeniem odpo-
wiednich wlasnosci multyplikatywnych. Pozostawiamy to jako ¢wiczenie dla Czytel-
nika. O

2.3 Idealy w pierscieniach przemiennych

Wprawdzie czes¢ dyskutowanych tu poje¢ i faktéw ma swoje odpowiedniki w do-
wolnych pierécieniach, jednak dla uproszczenia zaktadaé bedziemy stale, ze rozpa-
trywane pierscienie sg przemienne. W zwigzku z tym, od tego miejsca poczawszy,
stowo pierscien oznacza zawsze pierscien przemienny. Dla podkreslenia tego statego
zalozenia pierscienie bedziemy oznaczaé literami A, B w odr6znieniu od dotychcza-
sowej praktyki oznaczania pierscieni literami P, R.

Wsréd pierscieni przemiennych kranicowa z naszego punktu widzenia klase tworza
ciata. 7 tatwoscig bowiem stwierdzamy, ze kazde ciato K ma tylko dwa idealy: ideal
zerowy 0K = {0} oraz ideal jednostkowy 1K = K. Latwo takze stwierdzi¢, ze jesli
pierscien A ma tylko dwa idealy, mianowicie 0A i A, to A jest ciatem.

Jesli S = {s1,...,s,} jest skonczonym podzbiorem pierscienia A, to ideal SA gene-
rowany przez zbiér S oznaczaé bedziemy (sq,...,S,). Zatem

SA:AS:(SI,...,sn):{51x1—|—--~—|—5n:cnEA:xl,...,a:neA}.

Wprowadzimy teraz trzy podstawowe operacje na ideatach pierscienia.

Sumgq idealéw a oraz b pierscienia A nazywamy zbior a + b wszystkich elementow
postaci a + b, gdzie a € a oraz b € b. Jest to wiec zwykta suma podgrup a i b ad-
dytywnej grupy A. Poniewaz suma ta jest zamknieta ze wzgledu na mnozenie przez
elementy pierscienia A, jest ona ideatem w A.

Jesli S i T sa podzbiorami pierscienia A oraz a = AS, b = AT sa ideatami
generowanymi przez zbiory S i T, to suma idealéw a + b jest idealem genero-
wanym przez sume mnogosciowa zbiorow S U T. W szczegdlnosci, dla dowolnych
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al,...,an,bl,...,meA,

(al,...,an)—l—(bl,...,bm):(al,...,an,bl,...,bm).

lloczynem ideatdow a oraz b pierscienia A nazywamy zbior a-b wszystkich skonczonych
sum postaci
Cldl_l—"""cndna ¢ € a, d7, € b, n € N.

lNoczyn a - b jest idealem pierécienia A.
Zauwazmy, ze jesli a = (a1, ...,a,), b= (by,...,by) to

a-b=(aib,azbi,... aibj, ... anby).

Zarowno dodawanie jak i mnozenie ideatéw sa operacjami przemiennymi i tacznymi.
Ponadto, mnozenie ideatow jest rozdzielne wzgledem dodawania ideatéow, to znaczy,
dla kazdych trzech idealow a, b, ¢ pierscienia A mamy

(a+b)-c=a-c+b-c

Przekrojem ideatéw a oraz b nazywamy czes$¢ wspolna a N b ideatow a i b. Jest to
ideal pierécienia A. Przekrdj idealdow nie jest na ogdt rozdzielny wzgledem dodawania
ideatéw. Mozna tylko pokaza¢, ze dla idealéw a, b, ¢ pierscienia A, jesli a C ¢ lub
bCeg to

(a+b)Nc=anNc+bnNec.

Jest to tak zwane prawo modularnosci. Warto zwroci¢ uwage, ze zawsze a-b C anb.
Natomiast jak pokazuja najprostsze przykltady (powiedzmy A = Z, a = 27, b = 47Z),
nie ma tu na ogoét réwnosci. Latwo jednak wskaza¢ ogdlny warunek wystarczajacy na
to, by iloczyn dwoch ideatéw byt rowny ich przekrojowi. Korzystajac z rozdzielnosci
mnozenia ideatéw wzgledem dodawania otrzymujemy dla dowolnych ideatow a, b, ¢
pierécienia A
(a+b)-(anb)=a-(anb)+b-(anb).

Zatem (a+b)-(anb) C a-b. Jesli wiec a+ b = (1) jest idealem jednostkowym
(1) = A, to otrzymujemy aN'b C a-b. Wobec tego,

a+b=(1) = a-b=anb.

Idealy a i b spelniajace warunek a + b = (1) nazywamy ideatami wzglednie pierw-
szymi. Jesli wiec ideaty sa wzglednie pierwsze, to ich iloczyn i przekrdj sa rowne.
Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe: w pierscieniu Z[X] wielomianéw jedne;
zmiennej o wspoétczynnikach catkowitych dla ideatéw gtéwnych a = (2), b = (X)
mamy a-b = (2X) = an b, natomiast a + b = (2, X) # (1).

2.3.1 Idealy pierwsze i maksymalne

Ideal p pierécienia A nazywa sie ideatem pierwszym jesli dla dowolnych a,b € A,

abep = acp lub bep.
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Wygodnie jest tez postugiwaé sie réwnowaznym warunkiem

ad¢p i bg€p = ab¢gp (2.1)

dla a,b € A. A wigc ideal p pierscienia A jest pierwszy wtedy i tylko wtedy gdy
zbiér A\ p jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie. Zauwazmy takze, ze ideal p
pierscienia A jest pierwszy wtedy i tylko wtedy gdy pierscien ilorazowy A/p nie ma
niezerowych dzielnikéw zera. Mamy bowiem

(a+p)b+p)=p <& abep

oraz

a+p=p lub b+p=p & acp lub bep.

Prototypem ideatéw pierwszych sg ideaty pZ pierécienia liczb catkowitych Z gene-
rowane przez liczby pierwsze p. Tutaj Z/pZ jest cialem, nie ma wiec niezerowych
dzielnikow zera.

Ideal pZ ma wiec nieco silniejsza wtasnosé niz potrzeba do stwierdzenia, ze jest ide-
alem pierwszym. Rozpatrzmy nieco doktadniej te subtelng roznice. Zatézmy wiec,
ze p jest ideatem pierécienia A i pierdcien ilorazowy A/p jest cialem. Wtedy dla
kazdego elementu a € A\ p istnieje element z € A taki, ze

(a+p)(z+p)=1+p,

a wiec taki, ze az — 1 € p. Jedli wiec Z jest jakimkolwiek idealem pierscienia A
zawierajacym p i roznym od p, to dla kazdego a € Z \ p istnieje element z € A taki,
ze

IT=az+71=1+1.

Tutaj pierwsza rowno$¢ wynika stad, ze a € 7 pociaga az € Z, natomiast druga
stad, ze az — 1 € p C Z. A wiec 1 € 7, skad dla kazdego x € A mamy z =1z €
Z. Otrzymujemy wiec Z = A. Oznacza to, ze jedynym ideatem Z pierScienia A
zawierajacym p i roznym od p jest caly pierécien A. Ideaty o tej wlasnosci nazywamy
ideatami maksymalnymi.

DEFINICJA 2.3.1. Ideal m pierécienia A nazywamy ideatem maksymalnym pierscie-
nia A, jesli m # A i dla kazdego ideatu Z pierscienia A,

mC7Z = m=7I lub T=A.

TWIERDZENIE 2.3.2. Ideal m pierscienia A jest ideatem maksymalnym wtedy i tylko
wtedy, gdy pierscien ilorazowy A/m jest cialem.

Dowdd. Jedng cze$¢ twierdzenia udowodniliSmy juz powyzej. Zaldozmy wiec, ze m
jest ideatem maksymalnym pierscienia A i niech a+m bedzie dowolnym niezerowym
elementem pierdcienia A/m. Wtedy a ¢ m, zatem suma idealéw m+aA jest idealem
réznym od m. Wobec maksymalnosci m mamy m+aA = A. W szczegdlnosci istnieja
elementy m € m oraz z € A takie, ze m + az = 1. Wtedy

(a+m)(z4+m)=az+m=1+m,

skad wynika, ze a + m jest elementem odwracalnym pierscienia A/m. A wiec A/m
jest ciatem. O]
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Uwaga 2.3.3. Powyzszy dowdd twierdzenia 2.3.2 jest catkowicie elementarny i bez-
posredni. Zauwazmy jednak, ze twierdzenie to jest natychmiastowym wnioskiem z
twierdzenia 2.2.3 o odpowiedniosci zastosowanym do homomorfizmu kanonicznego
k: A — A/m. Wystarczy jedynie przypomnie¢, ze A/m jest cialem wtedy i tylko
wtedy, gdy ma tylko dwa idealy, zerowy i jednostkowy. Zatem na podstawie twierdze-
nia 2.2.3 ma to miejsce doktadnie wtedy, gdy rodzina wszystkich ideatoéw pierscienia
A zawierajacych m sktada sie tylko z dwéch ideatéw: m i A, to znaczy wtedy gdy
ideal m jest maksymalny w A.

WNIOSEK 2.3.4. Kazdy ideat maksymalny jest ideatem pierwszym.

TWIERDZENIE 2.3.5. Kazdy ideal T # A pierscienia A zawiera sie w pewnym
1deale maksymalnym pierscienia A.

Dowdéd. Rozpatrujemy rodzine wszystkich ideatéw wtasciwych (to znaczy # A) pier-
Scienia A zawierajacych ideal Z. Jest to zbidér czesciowo uporzadkowany przez inklu-
zje. To uporzadkowanie jest induktywne, to znaczy, dla kazdego tancucha {a; : i € I}
ideatéw zawierajacych ideal Z suma mnogosciowa J := U{a; : i € I} jest idealem
wlasciwym pierscienia A (bo 1 € J) zawierajacym Z i oczywiscie a; C J. Na
podstawie lematu Kuratowskiego—Zorna rodzina ideatéw wlasciwych pierscienia A
zawierajacych Z ma element maksymalny m. Jest to ideat maksymalny pierscienia
A zawierajacy ideal 7. O]

WNIOSEK 2.3.6. W kazdym pierscieniu istnieje co najmniej jeden ideat maksymal-
ny.

Dowod. Wystarczy wziaé ideat zerowy Z = 0 w twierdzeniu 2.3.5. O

2.3.2 Rozszerzenie i zwezenie idealu

Jesli h : A — B jest homomorfizmem pierscieni oraz Z jest ideatem w pierscieniu
A, to jego obraz h(Z) nie jest, na ogdl, ideatem w B. Na przyklad, monomorfizm
7, — Q przeprowadza kazdy niezerowy ideal pierécienia Z na addytywna podgrupe
Q, ktora nie jest ideatem w Q.

Mozna natomiast rozpatrywaé¢ w B ideal Bh(Z) generowany przez h(Z) w B. Ideat
ten sktada sie z wszystkich skonczonych sum

inh(ai), x; € B, a; € 7.

Ideat Bh(Z) nazywa sie rozszerzeniem ideatu Z pierécienia A w pierscieniu B (za
pomocg homomorfizmu h : A — B). Jedli nie ma watpliwosci jaki homomorfizm h
rozpatrujemy, to rozszerzenie Bh(Z) ideatu Z oznaczamy Z°¢ (od angielskiego exten-
sion).

Operacja rozszerzania ideatow nie zachowuje, na ogét, charakterystycznych wtasno-

sci ideatow. Na przyktad, rozszerzenie idealu pierwszego nie jest, na ogdt, ideatem
plerwszym.

Przyktad 2.3.1. Dla wtozenia h : Z — Q i dowolnego niezerowego ideatu Z pier-
Scienia Z mamy Z°¢ = Q. Rozszerzenie niezerowego idealu pierwszego nie jest wiec
ideatem pierwszym.
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Przyktad 2.3.2. Rozpatrzmy teraz wlozenie h : Z — Z][i], gdzie i = v/—1 € C, oraz
ideal gtéwny (2) = 27Z liczb parzystych w Z. Jego obraz generuje ideat gtéwny 27Z]i],
to znaczy (2)° = 2Z[i]. Poniewaz (1 +4)? = 2i oraz i jest elementem odwracalnym
w Z[i], mamy

(2)° = 2Z[i] = (1 +14)*Z[i] = ((1 +9)Z[:))?,
to znaczy, rozszerzeniem idealu pierwszego (2) = 27 jest kwadrat (1 + ¢)? ideatu
generowanego przez liczbe 1 + ¢ w pierécieniu Z[i]. Nie jest to ideal pierwszy, bo na
przyklad liczba (1 +1)? nalezy do ideatu generowanego przez siebie, ale jej czynniki
1 + ¢ nie naleza do tego ideatu.
Podobnie (wobec réwnosci 5 = (2+1)(2 —i)) rozszerzeniem ideatu pierwszego (5) =
5Z okazuje si¢ iloczyn dwoch ideatéw pierwszych pierscienia Z[i] :

(5)° = (2+14)Z[i] - (2 — ) Z]1].

Mozna tez sprawdzié, ze (3)¢ = 3Z][i] jest idealem pierwszym pierscienia Z[i].

Na podstawie klasycznego twierdzenia Fermata, jesli p jest liczba pierwsza i p = 1
(mod 4), to p mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch kwadratow liczb natu-
ralnych: p = a® + b2 Wtedy liczba p jest rozktadalna w pierscieniu Z[i] gdyz
p = (a+ bi)(a — bi) i zaden z czynnikéw tego rozkladu nie jest elementem od-
wracalnym w Z[i]. Dla idealu gtéwnego (p) = pZ mamy zatem

(p)* = (a +b)Z[i] - (a — b)) ZLd],

przy czym (a % bi)Z[i] sa ideatami pierwszymi w Z[i|. Jesli natomiast p jest licz-
ba pierwsza i p = 3 (mod 4), to mozna udowodnié, ze (p)® = pZ[i| jest idealem
pierwszym pierscienia Z[i].

Powracajac teraz do homomorfizmu h : A — B zauwazmy, ze zupelnie inaczej
niz obrazy zachowuja sie przeciwobrazy idealéw pierscienia B w A. Je$li J jest
ideatem w B to jego przeciwobraz h™!(7) jest idealem w A. Po pierwsze bowiem,
przeciwobraz addytywnej grupy ideatu J jest addytywna podgrupa w A, po drugie,
jesli @ € h™'(J) oraz x € A, to h(a) € J, zatem h(ax) = h(a)h(z) € J, skad
ar € h (7).

Ideal h™1(J) nazywa si¢ zwezeniem ideatu J piericienia B w pierécieniu A (za
pomoca homomorfizmu h) i oznacza sie J¢ (od angielskiego contraction). Zauwazmy,
ze jesli A jest podpierscieniem B i h: A — B jest identycznosciowym wtozeniem A
w B, to zwezenie ideatu J pierécienia B w pierscieniu A jest rowne AN J.

Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze operacja zwezania idealu zachowuje idealy
pierwsze, a przy zalozeniu, ze homomorfizm h jest epimorfizmem, takze ideaty mak-
symalne.

TWIERDZENIE 2.3.7. Niech h: A — B bedzie homomorfizmem pierscieni.

(a) Jesli p’ jest idealem pierwszym w pierscieniu B, to p = h=(p’) jest idealem
pierwszym w pierscieniu A.

(b) Jesli h jest epimorfizmem i W' jest ideatem maksymalnym w pierscieniu B, to
m = h=Y(m') jest ideatem maksymalnym w pierscieniu A.

Dowéd. (a) Niech p := h~'(p’) i niech a,b € A, ab € p, a & p. Wtedy h(a) € p’. Ale
h(a)h(b) = h(ab) € p', zatem h(b) € p’ oraz b € h=1(p') = p.

(b) wynika z twierdzenia 2.2.3 o odpowiednio$ci dla homomorfizméw pierécieni. [
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2.3.3 Twierdzenie chinskie o resztach

Idealy a oraz b pierscienia A nazywamy wzglednie pierwszymi jesli a +b = A.
Motywacje dla tej nazwy odnajdujemy w pierscieniu liczb catkowitych Z. Ideaty
gtéowne a = aZ i b = bZ sa wzglednie pierwsze gdy aZ + bZ = Z, a wiec wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieja liczby catkowite x,y takie, ze ax 4+ by = 1. Wynika stad, ze
ideaty gtéwne aZ i bZ sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy gdy ich generatory
a i b sa wzglednie pierwsze.

Nastepujace twierdzenie znane jest jako twierdzenie chinskie o resztach. Dla ideatu
a pierscienia A i elementéow a,b € A piszemy a =bmod a jesli a—b € a.

TWIERDZENIE 2.3.8. Niech n > 2. Jesli ay,...,a, sq idealami pierscienia A oraz
a;+a; =A dlai# j, to dla kazdych x4, ..., x, € A istnieje element x € A taki, ze

r=x;moda;, i=1,...,n.

Dowdd. Poniewaz a; +a; = A dla j =2,...,n, istnieja wiec elementy a; € a; oraz
b; € a; takie, ze a; +b; = 1 dla j = 2,...,n. Wtedy

1=

J

(aj+bj):a + bg"'bn,
2

gdzie a jest sumg iloczynéw, w ktérych co najmniej jeden czynnik nalezy do ideatu
a;. Zatem a € a;. Potézmy y; := by - - - b,. Wtedy wobec a + y; = 1 mamy
yy=1moda;, y3=0moda; dla j=2,...,n.

Podobnie dla kazdego i < n istnieje y; € A taki, ze

y; =1moda;, y;=0moda; dla j#i.
Stad otrzymujemy

=Ty + o+ Tpyn = 2y = x; mod a;
dlaz=1,...,n. O
WNIOSEK 2.3.9. Jeslia; +a; = A dlai # j, to

n n
i=1 i=1
Dowdd. Na podstawie chinskiego twierdzenia o resztach homomorfizm

h:A—[A)a;, h(a)=(a+ai,...,a+ay,)

i=1
jest epimorfizmem. Ponadto,
n
ker h = ﬂ a;.
i=1
Zatem rezultat wynika z twierdzenia 2.2.2 o faktoryzacji homomorfizmow pierscieni.

]
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Jako zastosowanie twierdzenia chinskiego o resztach wskazemy wzor dla wartosci
funkcji Eulera wystepujacej w teorii liczb.
Funkcjg Fulera nazywamy funkcje ¢ : N — N okreslong nastepujaco:

p(n) = |U(Z/nZ)|.

A wiec p(n) jest liczba elementéw odwracalnych pierscienia reszt Z,, = Z/nZ. Jesli
n = p jest liczba pierwsza, to Z, jest ciatem i wszystkie rézne od zera elementy Z,
sg odwracalne. Wobec tego

w(p) =p—
dla kazdej liczby pierwszej p. Ogolniej,
p(P™) = (p—p""
dla kazdej liczby pierwszej p i kazdej liczby naturalnej m. Dla a € Z mamy bowiem

a+p"ZeUZ/p"Z) < IyeZ (a+p"Z)(y+pTZL)=1+p"Z
&S deyyeZ ay+plr=1

& ptoa.
Zatem sposrod elementéw a+p™Z, a=1,2,...,p" —1 teitylko te sa odwracalne,
dla ktérych p4 a. Poniewaz wsrdd liczb 1,2, ..., p™ —1 jest p™~! — 1 wielokrotnogci

liczby p, wiec

e(p™) =p" —1—-(p" ' =) =p"—p" ' =(p-1p"".

Jesli teraz n jest dowolna liczba naturalna i n = [[p® jest rozktadem kanonicz-
nym liczby n na iloczyn poteg liczb pierwszych, to idealy p*Z sa parami wzglednie
pierwsze i wobec tego (\p*Z = nZ . Z wniosku 2.3.9 mamy izomorfizm pierscieni

Z/nZ =[] Z/p"Z.

Poniewaz izomorficzne pierscienie maja izomorficzne grupy elementéw odwracal-
nych, wynika stad, ze

p(n) = [T e@") ZH(p—l)palzﬂp”H(l—;) In-H<1—1>.

pln pln pln p|n pln p

2.3.4 Elementy nilpotentne i dzielniki zera

Element x pierscienia A nazywa sie elementem nilpotentnym, jesli ™ = 0 dla pewnej
liczby naturalnej n. Jesli z,y,2 € A oraz 2" =0, y™ = 0 dla liczb naturalnych
n,m, to tatwo sprawdzié, ze wtedy takze (zr+y)"t =0 oraz (xz)" =0. Wynika
stad, ze zbior Nil A wszystkich elementéw nilpotentnych pierscienia A jest ideatem
pierscienia A. Ten ideal nazywa sie nilradykatem pierscienia A.

Jesli x € Nil A oraz p jest dowolnym idealem pierwszym pierécienia A, to x € p.
Rzeczywidcie, jesli 2" =0 i n > 1, to 2™ = z- 2" ! € p pocigga, ze x € p lub
2" ! € p. A wiec prosty argument indukcyjny pokazuje, ze x € p. Udowodnilisémy
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zatem, ze Nil A Cp dla kazdego ideatu pierwszego p.

Zbior wszystkich idealéw pierwszych pierscienia A nazywa sie spektrum pierwszym
pierscienia A i oznacza sie Spec A. Mamy wiec

NilA C (\{p : p € Spec A}.
TWIERDZENIE 2.3.10. Dla kazdego pierscienia przemiennego A,

Nil A= (\{p:p € Spec A}.

Dowéd. Potézmy Y := N{p : p € Spec A}. Zauwazylismy juz, ze Nil A C Y. Aby
pokazaé, ze Nil A O Y wystarczy sprawdzi¢, ze

r¢gNIlA = z¢Y. (2.2)

W dowodzie tego faktu uzyjemy lematu Kuratowskiego-Zorna.

A wiec zatézmy, ze x &€ Nil A. Wtedy 2" # 0 dla kazdej liczby naturalnej n. Roz-
patrzmy rodzine F wszystkich idealéw a pierscienia A takich, ze ™ € a dla kazdej
liczby naturalnej n.

Rodzina F jest niepusta, gdyz ideal zerowy (0) nalezy do F.

Jesli C = {a; : j € J} jest laiicuchem w rodzinie F, to tatwo sprawdzi¢, ze tancuch
C jest ograniczony przez ideat a = U{a; : j € J} oraz a e F.

Na podstawie lematu Kuratowskiego-Zorna rodzina F ma element maksymalny p.
Pokazemy, ze p jest ideatem pierwszym pierscienia A. Wykorzystamy definicje (2.1).
A wiec niech a,b € Aoraz a €p i b ¢ p. Wtedy suma idealéw p + aA spetnia

pCp+aA i p#p+adA
Podobnie ideat p + bA spelnia
pCp+bA i p#p+0bA

Wobec maksymalnosci p w F, idealy p+aA i p+bA nie nalezg do F. Istnieja wiec
liczby naturalne n i m takie, ze

" Eep+aA i ™ e p+ DA

n+

Wynika stad, ze iloczyn x" - x™ = "™ nalezy do iloczynu ideatow

(p+aA)-(p+bA) =p?>+aA-p+bA-p+abA.

Jednakze p? +aA-p +bA-p Cp, zatem 2™ € p + abA.
Wobec tego ideat p+abA nie nalezy do rodziny F, zatem takze ab & p (gdyz w prze-
ciwnym razie p + abA = p € F). Udowodnili$émy wiec, ze p jest ideatem pierwszym.

Ideal pierwszy p ma zatem nastepujaca wtasnosé: x" € p dla kazdej liczby natu-
ralnej n. W szczegélnosci, x & p, co pokazuje, ze = ¢ Y. Dowodzi to (2.2). O

Okazuje sie, ze takze zbior Dz(A) wszystkich dzielnikéw zera pierscienia A mozna
opisaé przy pomocy ideatow pierwszych pierscienia A.



2.4. PIERSCIENIE UELAMKOW I LOKALIZACJA 51

TWIERDZENIE 2.3.11. Niech A bedzie dowolnym pierScieniem przemiennym.
(a) Dla kazdego x € Dz(A) istnieje ideal pierwszy p pierscienia A taki, ze

rep oraz pCDz(A).
(b) Istnieje rodzina {p; : j € J} idealow pierwszych pierscienia A taka, Ze

Dz(A) = ({p; : j € J}.

Dowdd. (b) wynika tatwo z (a), zatem udowodnimy tylko czesé (a). Niech x bedzie
dzielnikiem zera w A. Rozpatrzmy rodzing F wszystkich idealéw a pierscienia A o
nastepujacej wiasnosci:

rea i aCDz(A).

Rodzina F jest niepusta gdyz ideal gléwny zA nalezy do F. Latwo stwierdzi¢, ze
suma mnogosciowa wszystkich ideatow dowolnego tancucha zawartego w F jest ide-
alem nalezacym do F. Zatem kazdy tancuch w F jest ograniczony z gory przez
pewien element rodziny F. Na podstawie lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje ele-
ment maksymalny p rodziny F. Dla dowodu (a) wystarcza pokazaé, ze p jest idealem
pierwszym w A.

Niech wiec a,b € A i zaldézmy, ze ab € p oraz a € p,b & p. Ideaty p +aA ip+ bA
zawieraja p ale nie sa réwne p, zatem nie nalezg one do rodziny F. Istnieja wiec
y,z € A z ktérych zaden nie jest dzielnikiem zera w A takie, ze y € p + aA i
z € p+ bA. Zauwazmy, ze yz ¢ Dz(A) (poniewaz y i z nie sa dzielnikami zera) oraz
p C Dz(A) (poniewaz p € F). Wynika stad, ze yz € p. Z drugiej strony mamy

yz € (p+ad) - (p+bA) =p*+aA-p+bA-p+abA Cp+abA=p,

sprzecznosé. A wiec p jest ideatem pierwszym. O]

2.4 Pierscienie ulamkoéw i lokalizacja

Podobnie jak w §2.3 rozpatrujemy tutaj tylko pierécienie przemienne. Stowo pier-
Scien oznacza wiec pierscien przemienny.

DEFINICIA 2.4.1. Zbiorem multyplikatywnym S w pierscieniu A nazywamy podzbior
S pierscienia A speliajacy dwa nastepujace warunki:

(a) 1eSi0&S85.

(b) z,ye S = zyeS.

Nastepujace przyktady przedstawiaja kilka typowych zbiorow multyplikatywnych
w dowolnym pierscieniu A.

Przyklad 2.4.1. S = U(A), grupa elementéw odwracalnych pierécienia, jest zbio-
rem multyplikatywnym w A.

Przyktad 2.4.2. Jedli A jest pierscieniem bez dzielnikéw zera, to S = A\ {0} jest
zbiorem multyplikatywnym w A. Ogolniej, jesli p jest idealem pierwszym dowolne-
go pierscienia A, to S = A\ p jest zbiorem multyplikatywnym w A. Wynika to
bezposrednio z definicji idealu pierwszego (zobacz (2.1)).
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Przyktad 2.4.3. Niech A bedzie dowolnym pierscieniem i niech Dz(A) oznacza zbior
dzielnikow zera pierscienia A. Wtedy S = A\ Dz(A) jest zbiorem multyplikatywnym
w pierscieniu A.

Przykltad 2.4.4. Niech a bedzie ideatem w pierécieniu A, a # A. Wtedy
1+a:{1+a€A:a€a}
jest zbiorem multyplikatywnym w A.

Zbiory multyplikatywne pojawiajg sie takze gdy badamy podpierécienie niekto-
rych cial, na przyktad ciata Q liczb wymiernych. Dla podpierécienia B ciatla Q
oznaczmy przez S zbior tych liczb catkowitych, ktére sg mianownikami liczb wy-
miernych nalezacych do B. Oczywiscie 1 € S (gdyz 1 = 1/1 € B), jesli zas z,y € S
oraz a/x,b/y € B, gdzie a, b sa liczbami catkowitymi, to zaréwno suma jak i iloczyn
liczb a/x oraz b/y ma mianownik xy, zatem xy € S. A wiec zbiér S jest zbiorem
multyplikatywnym w pierscieniu Z liczb catkowitych.

Latwo zauwazy¢, ze takze na odwrot, jesli S jest jakimkolwiek zbiorem multyplika-
tywnym w Z, to zbiér B wszystkich liczb wymiernych (czyli ”utamkéw”) o mianow-
nikach ze zbioru S tworzy podpierscien ciata liczb wymiernych.

Pokazemy, ze ten oczywisty fakt jest szczegdlnym przypadkiem znacznie ogolniejszej
konstrukcji. Okazuje si¢ bowiem, ze dla dowolnego pierscienia (przemiennego) A i
dla dowolnego zbioru multyplikatywnego S mozna skonstruowaé pierécien B ”utam-
kéw” a/s, gdzie a € A 1 s € S, to znaczy pierscienn utamkéw o mianownikach ze
zbioru multyplikatywnego S i licznikach z danego pierscienia A.

W tej ogdlnej sytuacji nie mozemy jednak oczekiwaé, ze pierscien B bedzie mozna
zidentyfikowa¢ jako podpierscien pewnego ciata, gdyz pierscien A zawiera sie oczy-
wiscie w B, natomiast moze sie nie zawiera¢ w zadnym ciele K (gdy, na przyktad, A
ma dzielniki zera). Tak wiec pierécien "utamkéw” B nalezy skonstruowaé postugujac
si¢ tylko danym pierécieniem A i jego zbiorem multyplikatywnym S.

2.4.1 Konstrukcja

Niech A bedzie dowolnym pierscieniem (przemiennym) i niech S bedzie zbiorem
multyplikatywnym w A. Na zbiorze A x S definiujemy relacje ~ okreslong naste-
pujaco:

(a1,81) ~ (az,$2) < 3Is€S s(sqa; — s1az) = 0.
Pozostawiamy Czytelnikowi do sprawdzenia, ze relacja ~ jest relacja réwnowazno-
sciowg na zbiorze A x S.
Klasg abstrakcji [(a, s)]. oznacza si¢ a/s lub ¢ inazywa si¢ ufamkiem o liczniku a
i mianowniku s. Na podstawie definicji relacji ~ mamy nastepujaca charakteryzacje
rownosci utamkow:

aq a2
—=—= & dse S S(Szal —816L2> = 0.
S1 59

Gdy pierscien A jest pierscieniem catkowitym, to réwnos$é¢ utamkéw ma jeszcze prost-

SZy opis:
aq (05}
— = —= & S9a; — s1a9 = 0.
S1 S92
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Zbioér wszystkich klas abstrakcji relacji ~ czyli zbioér wszystkich utamkow o liczni-
kach z A i mianownikach z S oznaczamy S™!A. A wiec

s—lA:{;‘;aeA,seS}.

Definiujemy teraz dodawanie i mnozenie utamkow kladac

ai 4 as - SoG1 + S109 a; Qa9 - a1a9

S1 S2 5152 7 S1 S2 8182.

Mozna pokazad, ze te definicje nie zalezg od wyboru par reprezentujacych poszcze-
gblne utamki. Pozostawiamy to jako ¢wiczenie dla Czytelnika.

TWIERDZENIE 2.4.2.
Niech S bedzie zbiorem multyplikatywnym w pierscieniu A. Wtedy:
(a) System (S‘lA, +, -, %, %) jest pierscieniem.

(b) Odwzorowanie
a

ps: A— ST pg(a) = 1
jest homomorfizmem pierscieni.

(c) Dla kazdego s € S element ps(s) jest odwracalny w piericieniu S™1A.

Dowdd. (a) i (b) sprawdza si¢ bezposrednim rachunkiem. Co do (c), elementem
odwrotnym do s/1 = ¢g(s) jest 1/s. O

Zauwazmy, ze zgodnie z okresleniem réwnosci utamkéw, mamy 0/1 # 1/1, gdyz
w przeciwnym razie mielibySmy dla pewnego s € S réwnosé s(0-1—1-1) = 0,
skad 0 = s € S, sprzecznos¢. Zatozenie w definicji zbioru multyplikatywnego, ze
0 ¢ S gwarantuje wiec, ze pierSciefi ST!A jest pierscieniem niezerowym. Mozna
takze zauwazy¢, ze dla a € A mamy a € ker pg wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
element s € S taki, ze as = 0. Stad wynika, ze jesli A jest pierscieniem catkowitym,
to dla kazdego zbioru multyplikatywnego S w A homomorfizm ¢g jest injektywny.

DEFINICJA 2.4.3. S™'A nazywa sie pierscieniem ulamkéw pierscienia A wzgledem
zbioru multyplikatywnego S.

Przyktad 2.4.5. Jesli zbiorem multyplikatywnym S pierscienia A jest grupa ele-
mentéw odwracalnych pierscienia, S = U(A), to mamy nastepujacy opis réwnosci
utamkow w S!A :

a a

1= & So01 = S1G2 = sflal = sglag.

S1 So
Zatem a/1 = 0/1 wtedy i tylko wtedy gdy a = 0. Homomorfizm ¢g : A — S™!A,
vs(a) = a/1 ma wiec jadro zerowe, jest zatem monomorfizmem. Ponadto,

-1
a s a 1

5= 1 et

dla kazdych a € A, s € S. Zatem homomorfizm g jest takze epimorfizmem i wobec
tego wg jest izomorfizmem pierscieni. A wiec konstrukcja pierscienia utamkéw pier-
Scienia A wzgledem zbioru multyplikatywnego S ztozonego z wszystkich elementéw
odwracalnych pierscienia A daje pierécien izomorficzny z A.
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Przyktad 2.4.6. W pierscieniu A bez dzielnikéw zera (czyli w pierécieniu catkowi-
tym) wezmy zbiér multyplikatywny S = A\ {0}. Wtedy

a

1A:{
o b

cabe A b#£0 }

i kazdy niezerowy element piericienia S™'A jest odwracalny. Jesli bowiem a/b # 0/1,
toa # 0, zatem b/a € S~'A oraz a/b-b/a = 1/1. A wigc S71A jest ciatem. Ciato S™'A
nazywa sie ciafem utamkéw pierscienia catkowitego A. Homomorfizm g : A — S~!A
jest w tym przypadku monomorfizmem (gdyz a/1 = 0/1 wtedy i tylko wtedy gdy
a = 0) i utamki o mianowniku 1 mozna utozsami¢ z ich licznikami. W ten sposéb
pierécien A staje sie podpierscieniem swojego ciata utamkéw S—'A.

Przyktad ten pokazuje, ze kazdy pierscien catkowity jest podpierscieniem pewnego
ciata. Klasycznymi przyktadami ciat utamkéw pierscieni catkowitych sg ciato Q liczb
wymiernych (cialo utamkéw pierécienia Z liczb catkowitych) i ciato funkeji wymier-
nych K(X) o wspoétezynnikach z ciata K (cialo utamkéw pierécienia wielomianow

K[X]).

Przykltad 2.4.7. Jak wiemy, jesli p jest ideatem pierwszym pierécienia A, to S =
A\ p jest zbiorem multyplikatywnym w A. Pierscien utamkow wzgledem tego zbioru
multyplikatywnego nazywa sie lokalizacjq pierscienia A ze wzgledu na ideal pierwszy
p i oznacza A,. A wigc

SlA:Ap:{Z :aeA,seA\p}

Zbiodr
S7lp = {Z La€p, seA\p}

jest idealem w pierscieniu A,. Kazdy utamek, ktéry nie nalezy do S~'p ma postaé
a/s, gdzie a,s € A\ p. A wiec kazdy taki utamek jest elementem odwracalnym
w pierscieniu A,. Poza ideatem S~'p sa wiec tylko elementy odwracalne. Wynika
stad, ze S™!'p jest ideatem maksymalnym w pierscieniu Ay, a takze, ze S~1p zawiera
wszystkie idealy wlasciwe pierscienia A,. W szczegdlnosci, S™'p jest jedynym ide-
atem maksymalnym pierscienia A,.

Pierscien majacy tylko jeden ideat maksymalny nazywa sie¢ pierscieniem lokalnym.
Pierscien A,, bedacy lokalizacja pierscienia A wzgledem ideatu pierwszego p, jest
wiec pierscieniem lokalnym.

Przyklad 2.4.8. Wsrdod typowych pierscieni utamkéw sa jeszeze nastepujace trzy
przyktady.

(a) Jesli a jest dowolnym ideatem w pierécieniu A, to 1+ a jest zbiorem multyplika-
tywnym w A. Mozna wiec rozpatrywaé pierscienn (1 + a) tA.

(b) Jedli s € A oraz s nie jest elementem nilpotentnym w A, to zbiér S = {5” 'n €
Nu{0} } wszystkich nieujemnych poteg elementu s jest zbiorem multyplikatywnym
w A. Pierécien utamkéw S~1A jest wiec zbiorem utamkéw postaci a/s", gdzie a € A
oraz n € NU{0}.

Na przyktad, jedli p jest liczbg pierwszg i S = {p” :n € NU{0} }, to S7I7Z jest
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pierscieniem ztozonym z wszystkich liczb wymiernych, ktérych mianowniki sg po-
tegami liczby pierwszej p. Natomiast lokalizacja Z, pierscienia liczb catkowitych Z
wzgledem ideatu pierwszego p = pZ jest podpierscieniem ciata Q liczb wymiernych
ztozonym z liczb wymiernych m/n, gdzie m,n € Z oraz liczba n nie jest podzielna
przez p.

(c) Dla zbioru Dz(A) dzielnikéw zera pierécienia A zbiér S = A\ Dz(A) jest zbiorem
multyplikatywnym w pierécieniu A i pierdcien utamkéw S~!A pierscienia A wzgledem
S nazywa sie petnym pierscieniem utamkow pierscienia A. Jesli A jest pierScieniem
catkowitym, to jego pelny pierscien utamkow jest jego cialem utamkow.

2.4.2 Wlasnosé uniwersalna

Dla dowolnego pierécienia utamkéw S—A zauwazyliémy juz, ze dla kazdego elemen-
tu s zbioru multyplikatywnego S element pg(s) = s/1 jest elementem odwracalnym
piericienia utamkéw S7!A (elementem odwrotnym do s/1 jest 1/s). A wigc obra-
zy elementéw zbioru multyplikatywnego S staja sie elementami odwracalnymi w
pierécieniu utamkéw S'A. Ta wlasno$é prowadzi do nastepujacej charakteryzacji
pierécienia utamkow.

TWIERDZENIE 2.4.4. Niech S bedzie zbiorem multyplikatywnym w pierscieniu A.
Dla kazdego homomorfizmu pierscieni g : A — B takiego, Ze g(s) jest odwracalny w
B dla kazdego s € S, istnieje dokladnie jeden homomorfizm pierscieni h : S™'A —
B, dla ktorego nastepujgcy diagram jest przemienny:

S—1A

v

s

A

B

Dowdéd. Pokazemy najpierw, ze dla dowolnego homomorfizmu g : A — B takiego, ze
g(s) jest odwracalny w B dla kazdego s € S, istnieje co najwyzej jeden homomorfizm
h:S7'A — B taki, ze hopg = g. Jedli h spelnia ten warunek, to dla kazdego a € A
mamy

h($) = hles(@) = (ho gs)(a@) = g(a).

W szezegblnosdei wiec dla kazdego s € S element h(s/1) = g(s) jest odwracalny w

B i wobec tego
ori=afi)” o)
g 1 - \s /)
Zatem dla dowolnych a € A, s € S mamy

2) (3243 E) o

Jesli wiec homomorfizm A istnieje, jest jednoznacznie okreslony na elementach pier-
$cienia S~A.
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Udowodnimy teraz istnienie homomorfizmu h. Wiemy juz, ze dla dowolnego ho-
momorfizmu g : A — B takiego, ze g(s) jest odwracalny w B dla kazdego s € S,
odwzorowanie h musi by¢ okreslone nastepujaco:

a _

h(2) = gl@)- gls)7

Sprawdzimy, ze h(a/s) nie zalezy od przedstawienia a/s w postaci utamka. Mamy
bowiem

a/s=ay/sy = Jsy € S ses1a = sesa; = ¢g(s2)g9(s1)g(a) = g(s2)g(s)g(ar),

skad wobec odwracalnosci elementéw ¢(s), g(s1), g(s2) mamy

g9(a)g(s)™" = glar)g(s1) "

Sprawdzenie, ze h jest homomorfizmem pierscieni takim, ze hopg = g, pozostawiamy
Czytelnikowi. O

2.4.3 Idealy pierscienia utamkow

Gléwne zastosowania pierécieni utamkéw w teorii pierscieni bazuja na nastepujacym
twierdzeniu ustalajacym zwigzek pomiedzy ideatami pierscienia A i jego pierscienia
utamkéw S~1A.

TWIERDZENIE 2.4.5. Niech S bedzie zbiorem multyplikatywnym w pierscieniu A.
Niech ¢ = g bedzie homomorfizmem ¢ : A — ST'A, p(a) = 4.

(a) Kazdy ideal 2 piericienia ST'A jest rozszerzeniem pewnego idealu a piericienia
A za pomocq homomorfizmu ¢, to znaczy, A = p(a)S™A.

(b) Kazdy ideal pierwszy B pierscienia S™'A jest rozszerzeniem pewnego ideatu

pierwszego p pierscienia A rozlgeznego ze zbiorem S, to znaczy
P=p®STA,  pnS=0

(¢) Dla kazdego idealu pierwszego p pierscienia A rozlgcznego ze zbiorem S rozsze-
rzenie o(p)S™LA jest idealem pierwszym pierscienia STA.

Dowdd. (a) Niech 2 bedzie dowolnym idealem pierscienia S™'A i niech a = ¢~ ()
bedzie zwezeniem ideatu 21 w pierscieniu A za pomoca homomorfizmu ¢. Jak wiemy,
a jest ideatem w A. Ponadto p(a) C A, wiec takze ¢(a)S™'A C . Z drugiej strony,
jesli z = 2 € A, gdziea € A, s € S, to x = (a/1)/(s/1) = w(a)/e(s), zatem
p(a) = ¢(s)xr € A. Wobec tego a € a oraz

r="2%=¢p(a) !ep(a)sSTA

A wiec A C p(a)S™'A.

(b) Niech B bedzie idealem pierwszym w S™!A. Na podstawie (a), P jest rozsze-
rzeniem pewnego idealu p pierécienia A i na podstawie twierdzenia 2.3.7 (a), p jest
ideatem pierwszym w A. Ponadto, B jest idealem wlasciwym, nie zawiera zatem
elementéw odwracalnych pierscienia S™!A, w szczegdlnoéci wiec jest roztaczny ze
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zbiorem ¢(S). Stad wynika, ze p jest rozlaczny ze zbiorem S.

(c) Niech p bedzie ideatem pierwszym w A roztacznym z S i niech P = ¢(p)S—1A4
bedzie jego rozszerzeniem w S~'A. Pokazemy, ze 3 jest ideatem pierwszym. Wezmy
wiec dwa utamki %,% € S7'A, gdzie s,t € S i przypusémy, ze %% € P. Istnieja wiec
elementy p; € p, ¢; € A, r; € S takie, ze

ab _ Pici
st — 1
(2
Sumg po prawej stronie tej réwnosci mozna zapisa¢ w postaci 2, gdzie r = [[;r; € S
oraz p jest pewnym elementem ideatu p. Zatem istnieje element u € S taki, ze

u(rab — pst) = 0.

Tak wiec u(rab — pst) € p, a poniewaz p N S = (), wnioskujemy, ze rab — pst € p.
Stad wobec p € p mamy rab € p i wobec r ¢ p otrzymujemy ab € p. Poniewaz p jest
ideatem pierwszym, otrzymujemy a € p lub b € p a to oznacza, ze

© @) e P lub b= p(b) .

Zatem ‘P jest ideatem pierwszym jesli tylko P # S—!A. Gdyby 1 € B, to mieliby$my
rOwnosé
1

1

38

dla pewnych p € p, r € S. Stad wynika, ze istnieje element u € S taki, ze u(r —
p) = 0 i podobnie jak wyzej wnioskujemy stad, ze r € p, co jest niemozliwe wobec
roztacznosci S'i p.

A wiec B = ¢(p)S™'A jest ideatem pierwszym w STA. O

2.5 Zadania

1. Niech A bedzie pierscieniem przemiennym, ktéry ma tylko skonczong liczbe n
dzielnikow zera. Udowodnié, ze A jest pierscieniem skonczonym i ma co najwyzej
(n +1)? elementow.

Wskazowka. Niech 0 # a € A bedzie dzielnikiem zera i niech J bedzie anihilatorem
elementu a. Udowodni¢, ze |J| < n+ 1 oraz |[A/J| < n+ 1.

2. Niech R bedzie pierscieniem (niekoniecznie przemiennym), w ktérym kazda pod-
grupa addytywnej grupy pierscienia jest ideatem pierscienia R. Udowodni¢, ze pier-
scien R jest izomorficzny badz z pierécieniem liczb catkowitych Z badz z pewnym
pierdcieniem reszt Z/nZ, gdzie n € N.

3. Niech f € Z[X]. Skonczony ciag réznych liczb catkowitych zg, x1, ..., 25 1 nazy-
wamy f—cyklem o dtugosci k, jesli f(xo) = x1, f(x1) =22, ..., f(zr_1) = xo.
(a) Wskazaé¢ wielomiany f i g takie, ze f ma cykl dlugosci 11 g ma cykl dtugosci 2.
(b) Udowodni¢, ze wielomian f € Z[X] nie moze mie¢ cyklu o dtugosci > 3.

4. Niech f € Q[X]. Udowodnié, ze jesli f(Q) = Q, to f jest wielomianem liniowym:
f=aX+b,a,beQ, az#0.
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5. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n wielomian X" + X + 3 jest nieroz-
ktadalny w pierscieniu Q[X].

6. Niech f, g € Z[X]1iniech f bedzie wielomianem unormowanym (najwyzszy wspot-
czynnik réwny 1). Udowodnié, ze jesli f(n) dzieli g(n) dla nieskorficzenie wielu liczb
naturalnych n, to f dzieli g w Z[X].

7. Udowodnié, ze nie istnieje homomorfizm pierscienia Z[v/2] na pierécien Z[v/3].
Czy istnieje homomorfizm pierscienia wielomianéw Q[X| na pierscien Z[X]?

8. Znalez¢ wszystkie idealy maksymalne pierécienia funkcji rzeczywistych cigglych
na odcinku [0, 1].

9. Niech A bedzie pierscieniem przemiennym i niech a, b beda ideatami w A.

(a) Udowodni¢, ze jesli a-b=A,toa=0b=A.

(b) Dla A = Z[\/=5]ia = (2,14++/=5) znalez¢ ideal b w A taki, ze a-b jest ideatem
gtownym.

(c) Dla A = Z|[fi], gdzie f > 1 jest liczba naturalng oraz i2 = —1, i dla a = fZ[i],
sprawdzi¢, ze a jest idealem w A i nie istnieje niezerowy ideal b w A taki, ze a- b
jest ideatem gltownym.

10. Niech S bedzie podzbiorem multyplikatywnym pierécienia przemiennego A.

(a) Udowodni¢, ze w zbiorze idealéw pierécienia A roztacznych ze zbiorem S istnieje
element maksymalny p.

(b) Udowodnié, ze p jest ideatem pierwszym.

11. Niech A bedzie pierscieniem przemiennym i niech Y bedzie zbiorem wszystkich
podzbioréw multyplikatywnych S C A.

(a) Zauwazy¢, ze X jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym przez relacje inkluzji.
Udowodni¢, ze w Y istnieje element maksymalny.

(b) Udowodnié, ze zbior S € ¥ jest elementem maksymalnym w ¥ wtedy i tylko
wtedy, gdy A\S jest minimalnym ideatem pierwszym pierécienia A.

12. Niech K bedzie cialem i niech A = K[X]/(X™). Udowodni¢, ze A jest piericie-
niem lokalnym i jego jedyny ideat maksymalny jest ideatem gtownym.

13. Udowodni¢, ze pierscien przemienny A jest pierscieniem lokalnym wtedy i tylko
wtedy gdy dla dowolnych a,b € A z tego, ze a + b = 1 wynika, ze a jest elementem
odwracalnym lub b jest elementem odwracalnym.



Rozdzial 3
Moduly

Ostatnie zmiany 1.12.2008 r.

3.1 Definicje i przyktady

W tym rozdziale R bedzie dowolnym (a wiec niekoniecznie przemiennym) pierscie-
niem. Bedziemy rozpatrywac¢ uogdlnienie pojecia przestrzeni wektorowej nad ciatem
K, w ktorym role ciata K przejmie pierscien R.

Niech M bedzie addytywna grupa abelowa. Grupe abelowa M nazywamy R—modutem,
jesli na grupie M okreslone jest dzialanie zewnetrzne z pierscieniem skalarow R :

RxM— M, (a,m)— am

i dziatanie to ma nastepujace wtasnodci:

a(my +mg) = am; + amy (3.1)
(ay +az)m = aym+ asm (3.2)
(ara9)m = ay(asm) (3.3)
Im = m (3.4)

dla wszystkich a,a;,as € R, my, mg,m € M.

Dziatanie zewnetrzne R x M — M, (a,m) — am nazywamy takze mnozZeniem
elementow grupy abelowej M przez elementy pierscienia R.

Tak wigc grupa abelowa M jest R—modulem wtedy i tylko wtedy, gdy na M jest
okreslone mnozenie elementéw grupy M przez elementy pierscienia R spetniajace
warunki (3.1)—(3.4).

Zauwazmy, ze jesli M jest R—modutem, to dziatanie zewnetrzne na M ma takze
nastepujace wtasnosci: dla dowolnych a,b € R oraz m € M,

Oom=0, (-1)m=-m, (a—0bm=am—>bm.

Mamy bowiem (a — b)m 4+ bm = (a — b+ b)m = am, skad wynika, ze (a — b)m
jest roznica elementéw am i bm w grupie M. Ktadac a = b = 1 otrzymujemy
Om = (1—1)m = 1m — 1m = m —m = 0, natomiast kltadac a = 0,b = 1 otrzymu-
jemy (=1)m=0—1)m=0m—1m=0—m=—m.

Istnieje takze inne podejécie do definicji R—modutu, nie odwotujace sie do najprost-
szej definicji przestrzeni wektorowej. Przypomnijmy, ze dla dowolnej grupy abelowe;j

29
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M zbiér End M wszystkich endomorfizméw grupy M jest pierécieniem (zob. przy-
ktad 2.1.5).

DEFINICJA 3.1.1. Niech M bedzie addytywna grupa abelowa i niech R bedzie pier-
Scieniem. Pare (M, ), gdzie ¢ : R — End M jest homomorfizmem pierscienia R w
pierscien endomorfizméw End M grupy abelowej M, nazywamy R—modutem.

Jesli (M, ) jest R—modutem w sensie tej definicji, to dla kazdego a € R ob-
raz p(a) elementu a jest endomorfizmem grupy abelowej M. Dla m € M element
¢(a)(m) oznacza si¢ po prostu am, natomiast R—modut (M, ) oznacza si¢ krétko
M.

Jedli wiec (M, ¢) jest R—modutem, to na grupie abelowej M okreslone jest dzia-
tanie zewnetrzne z pierscieniem skalarow R :

Rx M — M, (a,m)— ¢(a)(m)=am.

To dziatanie zewnetrzne na M ma wlasnosci (3.1) — (3.4). Pierwsza z tych réwnosci
wynika z faktu, ze p(a) jest endomorfizmem grupy M, natomiast trzy pozostale
wynikaja z tego, ze ¢ jest homomorfizmem pierscieni.

Interpretacja homomorfizmu ¢ : R — End M jako mnozenia elementéw grupy M
przez elementy pierécienia R prowadzi wiec do definicji R—modutu jako bezposred-
niego uogdlnienia pojecia przestrzeni wektorowe;j.

7, drugiej strony, jesli na grupie abelowej M jest okreslone dzialanie zewnetrzne z
pierécieniem skalaréw R i dziatanie to ma wtasnosci (3.1)—(3.4), to tatwo sprawdzié,
ze odwzorowanie ¢ : R — End M takie, ze ¢(a)(m) = am dla kazdego m € M, jest
homomorfizmem pierécieni. A wiec (M, ) jest R—modutem w sensie definicji 3.1.1.
Tak wiec obydwa podejscia do definicji pojecia R—modutu sa rownowazne.

Nastepujace przyktady wskazujg jak pojemne jest pojecie modutu.

Przyktad 3.1.1. Kazda grupa abelowa M jest Z—modulem jesli za dzialanie ze-
wnetrzne na M przyja¢ mnozenie elementéw grupy M przez liczby catkowite.

Przyktad 3.1.2. Pierscien R jest R—modutem jesli za dzialanie zewnetrzne na R
przyja¢ mnozenie w pierécieniu R. Ogolniej, kazdy ideal lewostronny 7 pierscienia
R jest R—modutem, jesli za dziatanie zewnetrzne na J przyja¢ mnozenie elemen-
tow ideatu J przez elementy pierscienia R. W szczegolnosci, kazdy ideat pierscienia
R jest R—modutem. Na odwroét, jesli addytywna podgrupa J pierscienia R jest
R—modutem (z mnozeniem jako dziataniem zewnetrznym), to J jest ideatem lewo-
stronnym pierscienia R.

Przyktad 3.1.3. Niech K bedzie cialem. Kazda przestrzen wektorowa V nad K
jest K—modutem. Kazdy K—modutl V' jest przestrzenia wektorowa nad ciatem K.

Przyktad 3.1.4. Niech R = K[X] bedzie pierécieniem wielomianéw jednej zmienne;
nad ciatem K. Niech M = V bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K i niech
T bedzie endomorfizmem przestrzeni V. Rozpatrzmy homomorfizm podstawiania
endomorfizmu 7 przestrzeni V' w miejsce zmiennej wielomianu f € K[X]:

pr o K[X] = Endg V, - (f) = f(7).
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Zgodnie z definicja 3.1.1, przestrzen wektorowa V  jest K[X]—modulem. Tak
skonstruowany K[X]—modul oznaczamy V.. W module V, dzialanie zewnetrzne
jest okreslone nastepujaco:

KX]xV =V, (f,v) = f(7)(v).

A wiec fv := f(7)(v). Ten przyktad stanowi podstawe zastosowan teorii modutéw
w algebrze liniowej.

Przyktad 3.1.5. Niech A bedzie pierscieniem przemiennym i niech S bedzie zbio-
rem multyplikatywnym w pierscieniu A. Niech M bedzie A—modutem. Na zbiorze
M x S definiujemy relacje ~ okreslong nastepujaco:

(my,81) ~ (Ma,82) & ds€ S s(sgmy — symsg) = 0.

Relacja ~ jest relacja réwnowaznosciowa na zbiorze M x S.

Klase abstrakeji [(m, s)] oznacza si¢ m/s lub 2 i nazywa si¢ ulamkiem o liczniku m
i mianowniku s. Podobnie jak w rozdziale 2 sprawdza sie, ze zbiér S™M wszystkich
utamkow jest grupa abelowa ze wzgledu na dodawanie utamkéw okreslone nastepu-

Jaco:
mq I meo - SoMm1 + S1Mo
S1 S2 5152 '

Na grupie S™M okreélamy teraz dziatanie zewnetrzne z pierécieniem skalaréw S—!A :

STA x S7IM — S7IM, (“, m) A

S1 89 S1S82

i z tatwoscia stwierdzamy, ze ma ono wtasnosci (3.1)—(3.4). A wiec S™M jest S™1A—

modutem. Nazywamy go modutem utamkow modutu M ze wzgledu na zbior multy-
plikatywny S pierécienia A.

Przyktad 3.1.6. Niech M bedzie R—modutem i niech f : P — R bedzie homo-
morfizmem pier$cieni. Wtedy okreslamy dziatanie zewnetrzne na M z pierscieniem
skalarow P ktadac

bm = f(b)m

dla kazdego b € P. Z tatwoscig stwierdza sie, ze z tak zdefiniowanym dziataniem ze-
wnetrznym M staje sie P—modutem. Méwimy, ze ten P—modul powstaje z R—mo-
dutu M przez zwezenie lub ograniczenie pierscienia skalaréw (z R do P).

W szczegdlnosei wiec w poprzednim przyktadzie mozemy zauwazy¢, ze dla A—modu-
tu M, skonstruowany tam S~'A—modut utamkéw S—M jest takze A—modutem
(zwezenie pierscienia skalaréw jest tutaj wyznaczone przez homomorfizm naturalny

ps: A— STIA, ps(a) = a/l).

DEFINICJA 3.1.2. Niech M bedzie R—modutem. Podmodutem N modutu M nazy-
wamy podgrupe N addytywnej grupy M zamkniety ze wzgledu na mnozenie przez
elementy pierécienia R, to znaczy, podgrupe N grupy M spetniajaca warunek

RN C N.

Jesli N jest podmodutem modutu M, to piszemy N < M.
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Przyktad 3.1.7. Kazda podgrupa N grupy abelowej M jest podmodutem Z—mo-
dutu M. Kazdy ideat lewostronny J pierscienia R jest podmodutem R—modutu R.
Kazda podprzestrzen wektorowa przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K jest pod-
modutem K —modutu V.

Jesli J jest ideatem lewostronnym pierscienia R oraz M jest R—modutem, to

jM::{a1m1+"'+anmn€M : (liej, mieMa TLEN}

jest podmodutem modutu M.

Dla endomorfizmu 7 przestrzeni wektorowej V', kazda podprzestrzen m—niezmiennicza
U przestrzeni V (to znaczy, podprzestrzen spelniajaca 7(U) C U) jest podmodutem
K[X]—modutu V,. Rzeczywiscie, jesli 7(U) C U to takze 7"(U) C U dla kazde;
liczby naturalnej m, a stad otrzymujemy tatwo f(7)(U) C U dla kazdego wielomia-
nu f € K[X]. Takze na odwrét, jesli U jest podmodutem K[X]—modultu V;, to dla
kazdego wielomianu f € K[X]| mamy f(7)(U) C U. Zatem w szczegélnosci takze
T(U) C U.

A wiec U jest podmodutem K[X]|—modulu V, wtedy i tylko wtedy, gdy U jest
podprzestrzenig niezmienniczg endomorfizmu 7.

DEeFINICJA 3.1.3. Niech M bedzie R—modutem.

(a) Méwimy, ze podmodut N jest generowany przez zbiér S C M, jesli kazdy ele-
ment podmodutu N mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej skonczonego
podzbioru zbioru S ze wspotczynnikami z pierscienia R.

(b) M6wimy, ze podmodul N jest skoriczenie generowany, jesli jest generowany przez
podzbidr skonczony modutu M.

(¢) Podmodul N modutu M nazywamy podmodutem cyklicznym, jesli N jest gene-
rowany przez zbiér jednoelementowy, to znaczy, jesli istnieje element m € M taki,
ze

N:{amGM: aER}.

Przyktad 3.1.8. Kazda podgrupa cykliczna N grupy abelowej M jest podmodu-
tem cyklicznym Z—modutu M.

Kazdy ideat gtéwny J pierscienia R jest podmodutem cyklicznym R—modutu R.
Kazda jedno-wymiarowa podprzestrzen wektorowa przestrzeni wektorowej V' nad
cialem K jest podmodutem cyklicznym K —modutu V.

Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen wektorowa V' nad ciatem K jest skonczenie
generowanym K —modutem.

Jesli V' jest skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem K, to rozpa-
trywany w przykladzie 3.1.4 K[X]|—modut V, jest skonczenie generowany.

3.1.1 Operacje na modutach

Niech M bedzie R—modutem i niech N; i Ny beda podmodutami modutu M. Wtedy
przekréj Ny N Ny jest podmodutem R—modutu M. Réwniez suma N; + N, podgrup
grupy abelowej M jest podmodutem R—modutu M. Nazywamy ja sumaq podmodu-
tow Ny i Ny. Podobnie okresla si¢ sume dowolnej rodziny podmodutéw R—modutu
M (jako sume podgrup grupy abelowej M).
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W szczegdlnodci, jesli Ny + Ny = M, to moéwimy, ze modul M jest sumg podmo-
dutéw Ny i N,y. Jesli w dodatku Ny N Ny = 0, to moéwimy, ze M jest sumqg prostg
podmodutéw N; i N,. Piszemy wtedy M = N; & N,. Zauwazmy, ze tak jak dla
grup abelowych, M jest suma prostg podmodutéw Ny i Ny wtedy i tylko wtedy gdy
kazdy element m € M ma jednoznaczne przedstawienie w postaci m = nj; + no,
gdzie ny € Nl, No € NQ.

Moéwimy, ze podmodul Ny modutu M jest sktadnikiem prostym modutu M jesli
istnieje podmodut N, taki, ze M = N; & Ny. W przestrzeni wektorowej V' kazda
podprzestrzen jest sktadnikiem prostym przestrzeni V. Jest to wysoce wyjatkowa
sytuacja. Na przyktad, w Z—module Z (czyli w grupie liczb catkowitych) jedynymi
sktadnikami prostymi sg podmoduly 0 i Z. Grupa Z nie ma bowiem nietrywialnych
rozkltadéw na sume prosta podgrup. Podgrupy Z sa grupami cyklicznymi aZ, gdzie
a € Z.Jesli Z = aZ & bZ, to aZ N bZ = 0 co jest mozliwe tylko dla a = 0 lub b = 0.
Whniosek 3.2.10 w dalszej czesci rozdziatu podaje warunek konieczny i wystarczajacy
na to by podmodut modutu byt sktadnikiem prostym modutu.

Moéwimy, ze modut M jest sumq prostg rodziny swoich podmodutow N;, i € I, jesli
grupa abelowa M jest suma prostg rodziny podgrup N;, ¢ € I. Piszemy wtedy

M =@{N,, ieI}.

Niech M i M’ beda R—modutami. Na iloczynie kartezjanskim M x M’ grup abelo-
wych M i M’ okreslamy dzialanie zewnetrzne z pierécieniem skalaréw R kladac

a(m,m’) = (am,am’)

dla a € R,m € M,m' € M'. Latwo sprawdza sie, ze w ten sposob grupa abelowa
M x M’ staje sie R—modutem. Nazywamy go iloczynem prostym (lub kartezjanskim)

modutéw M i M’. Podobnie okregla sie iloczyn prosty dowolnej rodziny R—modutéw
M;,vel.

Jesli N jest podmodutem R—modutu M, to grupe ilorazowa M /N mozna w sposdb
naturalny traktowac jako R—modutl. Wystarczy zauwazy¢, ze iloczyn kompleksowy
warstwy m + N przez element a € R (jednoelementowy podzbiér pierscienia R)
zawiera si¢ w doktadnie jednej warstwie modutu M wzgledem podmodutu N:

a(m+N):{a(m—|—n):nGN}:{am—i—an:nEN}gam—FN.

Warstwe am + N nazywamy iloczynem warstwy m + N przez skalar a € R. W ten
sposéb otrzymujemy dzialanie zewnetrzne na grupie abelowej M /N z pierdcieniem
skalarow R. Latwo sprawdza sie, ze grupa ilorazowa M/N staje sie R—modulem.
Modut ten nazywamy modutem ilorazowym modutu M wzgledem podmodutu N.

3.2 Homomorfizmy moduléw

Niech M i M’ beda R—modutami. Homomorfizmem h : M — M’ nazywamy homo-
morfizm A grupy abelowej M w grupe abelowa M’ spelniajacy warunek

h(am) = ah(m) Va€ R, me M.



64 ROZDZIAL 3. MODULY

Jadro i obraz homomorfizmu moduléw okreslamy oczywiscie jako jadro i obraz ho-
momorfizmu grup abelowych. Rowniez takie terminy jak epimorfizm, monomorfizm,
izomorfizm moduléw interpretujemy tak jak w teorii grup (jako, odpowiednio, ho-
momorfizm surjektywny, injektywny, bijektywny).

Niech N bedzie podmodutem R—modutu M i niech

k:M— M/N, k(m)=m+N

bedzie homomorfizmem kanonicznym grup abelowych. Wtedy x(am) = am + N =
a(m+ N) = ak(m) dla a € R,m € M. Zatem k jest homomorfizmem moduléw.
Nazywamy go homomorfizmem kanonicznym modutow.

Sformutujemy teraz podstawowe twierdzenia o homomorfizmach modutéow. Sa
one analogonami twierdzen o homomorfizmach grup z rozdziatu 1.

TWIERDZENIE 3.2.1. (Twierdzenie o faktoryzacji.)

Jeslih : M — M' jest homomorfizmem R—moduléw, N = ker h orazx : M — M/N
jest homomorfizmem kanonicznym, to istnieje dokladnie jeden injektywny homomor-
fizm hy : M/N — M’ taki, ze h = h, ok, to znaczy taki, Ze nastepujgcy diagram jest
przemienny:

TWIERDZENIE 3.2.2. (Twierdzenie o odpowiednio$ci.)
Jesli h - M — M’ jest epimorfizmem R—modulow, to przyporzqedkowanie N +—
h(N) jest bijekcjg rodziny podmodutéw N modutu M zawierajgcych ker h na rodzine
wszystkich podmodutéw modutu M'. Odwzorowaniem odwrotnym jest N' — h=1(N’).
Ponadto, dla kazdego podmodutu N modulu M zawierajgcego jadro ker h homomor-
fizmu h mamy izomorfizm

M/N = M'/h(N).

TWIERDZENIE 3.2.3. (Twierdzenie o izomorfizmie.)
Niech M bedzie R—modulem. Dla kazdych podmodutéw M', M" modutu M istnieje
1zomorfizm

(MI + M//)/M// (Y M//M/ m M//.

Jesli ponadto M" < M' < M, to
(M/M") (M /M") = M/M

Dowdd. Istnienie odpowiednich homomorfizméw addytywnych grup abelowych wy-
nika z twierdzen o homomorfizmach grup. Sprawdzenie, ze homomorfizmy te sa
homomorfizmami modutéw pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. O]
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3.2.1 Rozszczepialne ciggi doktadne
DEFINICIA 3.2.4. Cigg R—modutéw i homomorfizmow

0— M L ML M =0 (3.5)
nazywa sie ciggiem doktadnym, jesli f jest monomorfizmem, ¢ jest epimorfizmem
oraz im f = kerg.

A wiec doktadnosé ciagu (3.5) oznacza, ze ker f = 0, im f = kerg, img = M".
Zamiast pieciocztonowych ciggow doktadnych mozna rozpatrywaé ciggi dowolnej
dtugosci (nawet nieskonczone). Méwimy, ze ciag

gi—1 M 9i
T i—-1 T i T ikl T

jest doktadny w czlonie M;, jesli img; 1 = ker g;. Ciag nazywa si¢ dokladny, jesli
jest doktadny w kazdym cztonie. W szczegdlnosci, doktadnosé ciggu
0— M L M
oznacza, ze f jest monomorfizmem, natomiast doktadnos¢ ciagu
ML M =0
oznacza, ze ¢ jest epimorfizmem.

Przyktad 3.2.1. Kazdy homomorfizm modutéw g : M — M"” wyznacza ciag do-
ktadny

0—>kergi>Mi>img—>O,

w ktérym f : kerg — M jest wlozeniem: f(m) = m dla kazdego m € kerg. W
szczegblnodei, jesli M’ jest podmodutem modutu M ik : M — M/M’ jest homo-
morfizmem kanonicznym, to mamy ciag doktadny

0 —- M — M - M/M — 0.

Przyktad 3.2.2. Niech modut M bedzie suma prosta podmodutéw My, My, M =
My & M,. Wtedy mamy cigg doktadny

0— M L M -4 M — o0, (3.6)

w ktorym f(my) = my dla my € My, oraz g(my + mq) = mo, dla my € My,my €
Ms,. Ten cigg doktadny ma pewng wazng dodatkowa wtasnosé, mianowicie istniejg
homomorfizmy ¢ : My — M oraz i) : M — M, okre$lone nastepujaco:

o(ma) = ma, Y(mi+my) =my
takie, ze
wof:]-MU gogpleT

Okazuje sie, ze ta dodatkowa wtasnosé ciagu doktadnego (3.6) stanowi takze warunek
wystarczajacy na to, by modut M byt sumg prosta podmodutow M; i M.
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TWIERDZENIE 3.2.5. Dla ciggu doktadnego
M % M — 0

nastepujgce warunki sq rownowazne.

(a) Podmodutl kerg modutu M jest sktadnikiem prostym modutu M.
(b) Istnieje homomorfizm @ : M" — M taki, Ze go @ = 1ym.

Dowdd. (a) = (b) Niech M = kerg & N, dla pewnego podmodutu N modutu M.
Definiujemy odwzorowanie ¢ : M"” — M nastepujaco. Kazdy element m” modutu
M" jest postaci m” = g(m), gdzie m € M = kerg @ N. Jesli m = k + n, gdzie
k € ker g,n € N, to ktadziemy

Zauwazmy, ze p(m”) nie zalezy od przedstawienia elementu m” w postaci m” =
g(m). Jesli bowiem g(m) = g(m’) dla m,m’ € M, to m’ = k' + n’, gdzie k' €
ker g,n’ € N i wobec tego

g(n) = g(k+n) = glm) = g(m') = g(k" +n') = g(n'),

skad n —n’ €ekergN N =0. A wiecn =n/'.
Sprawdzamy teraz bezposrednim rachunkiem, ze ¢ jest homomorfizmem modutow.
Ponadto, g o ¢ = 1, gdyz dla kazdego m € M mamy

goe(g(m)) = g(n) = g(m).
(b) = (a) Dla dowolnego elementu m € M rozpatrzmy element y := m —¢(g(m)) €
M. Mamy
9(y) = g(m) — g(p(g(m))) = g(m) — (g o ¥)(g(m)) = g(m) — g(m) =0,

a wiec y € kerg. Zatem m = y + ¢(g(m)) € kerg + im¢. Wynika stad, ze M =
ker g + im ¢ i wobec tego wystarczy pokazac, ze ker g Nim ¢ = 0. Przypusémy, ze
m € ker g Nim ¢. Wtedy g(m) = 0 oraz m = ¢(m”) dla pewnego m” € M". Zatem
wobec (b) otrzymujemy m” = (g o ¢)(m”) = g(m) = 0, skad takze wynika, ze
m = p(m”) =0. A wiec M =kerg @ im . O

TWIERDZENIE 3.2.6. Dla ciggu dokladnego
0— M LM

nastepujgce warunki sg rownowazne.

(a) Podmodut im f modutu M jest skiadnikiem prostym modutu M.
(c) Istnieje homomorfizm 1 : M — M’ taki, ze o f = 1yp.

Dowdd. (a) = (c). Jedli mamy M = f(M') @ L dla pewnego podmodutu L modutu
M, to definiujemy
i M — M, o(f(m)+1) =m’
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dla m’ € M’, | € L. Wtedy 9 jest homomorfizmem R—moduléw oraz
(¥ o f)(m') =y(f(m')) =m' = Ly(m)

dla kazdego m’ € M'. Dowodzi to, ze (a) = (c).
(¢) = (a) Jesli spelniony jest warunek (c), to dla kazdego m € M wezmy y :=
m — f(¢¥(m)) € M. Wtedy

U(y) = ¢(m) = fio(m) = P(m) —y(m) =0,

zatem y € kertp. Stad m = f(¢(m)) +y € im f + ker 4.

Przypusémy, ze = € im f N kery. Wtedy x = f(m') dla pewnego m’ € M’ oraz
Y(x) = 0, to znaczy ¢ f(m') = 0. Wobec (¢) wynika stad, ze m’ = 0 zatem takze
x = f(m') = 0. Pokazaliémy wiec, ze M = im f @ ker 1. O

Podsumowujac twierdzenia 3.2.5 i 3.2.6 otrzymujemy nastepujacy rezultat.

TWIERDZENIE 3.2.7. Dla ciggu doktadnego
0— M LML M -0

nastepujgce warunki sq rownowazne.

(a) Podmodutl im f =kerg modulu M jest skladnikiem prostym modulu M.
(b) Istnieje homomorfizm @ : M" — M taki, Ze go @ = 1ym.
(¢) Istnieje homomorfizm 1 : M — M’ taki, ze o f = 1.

DEFINICJA 3.2.8. (a) Mowimy, ze ciag doktadny
0 - M LM M=o (3.7)

rozszczepia sie, jesli spetniony jest warunek (a) twierdzenia 3.2.7.
(b) Méwimy, ze ciag doktadny

M- M — 0 (3.8)

rozszczepia sie, gdy spelniony jest warunek (b) twierdzenia 3.2.7.

Homomorfizm ¢ nazywamy wtedy homomorfizmem rozszczepiajgcym ciag doktadny
(3.8).

(¢) Méwimy, ze ciag doktadny

0— M L M (3.9)

rozszczepia sie, jesli spetniony jest warunek (c) twierdzenia 3.2.7.
Homomorfizm ¢ nazywamy wtedy homomorfizmem rozszczepiajgcym ciag doktadny

(3.9).

Twierdzenie 3.2.7 méwi wiec, ze jesli ciag (3.7) jest dokladny, to jego rozszcze-
pialnos$é jest réwnowazna rozszczepialnosei kazdego z ciagéw (3.8), (3.9).
Homomorfizmy ¢ i ) nazywaja sie homomorfizmami rozszczepiajgcymi ciag doktad-
ny (3.7).
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WNIOSEK 3.2.9. Jesli cigg dokladny (3.7) rozszczepia sie i @, sqg homomorfizmami
rozszezepiajgcymi z warunkow (b) i (c), to
M=kerg®imp=imf®kert oraz M =M x M".

Dowéd. Pokazalidmy, ze warunek (b) pociaga M = ker g @ im ¢ oraz, ze warunek
(c) pociaga M = im f @ kerv. Z dokladnosci ciagu (3.7) wynika réwnosé ker g =
im f. Poniewaz f jest monomorfizmem, mamy im f = M’. Z warunku (b) wynika,
ze  jest takze monomorfizmem, zatem im ¢ = M”. A wiec

M=kerg®imp=imf®ime = M x M". O
WNIOSEK 3.2.10. Niech N bedzie podmodutem modutu M @ niech
f:N—-M, g:M— M/N

bedq odpowiednio identycznosciowym wiozeniem N w M 1 homomorfizmem kano-
nicznym.

Podmodut N modutu M jest sktadnikiem prostym modutu M wtedy i tylko wtedy gdy
jeden z ciggow dokladnych

0—N-LsM,  M-L M/N—0
TOZSZCZePLa Sie.

Rozszerzymy teraz pojecie sktadnika prostego modutu przyjmujac, ze R—modut
M" jest sktadnikiem prostym R—modutu M jesli istnieja podmoduty N7 i Ny modutu
M takie, ze M = N1 & Ny i Ny =2 M”. A wiec rozumieé bedziemy termin skiadnik
prosty z doktadnoscig do izomorfizmu modutow.

WNIOSEK 3.2.11. Dla R—moduléw M i M" nastepujgce warunki sq réwnowazne.

(a) Modut M" jest sktadnikiem prostym modutu M.
(b) Istnieje rozszczepialny cigg doktadny M — M" — 0.
(c) Istnieje rozszczepialny cigg dokladny 0 — M" — M.

Dowdéd. Wystarczy zauwazy¢, ze trojcztonowy ciag doktadny mozna zawsze prze-
dhuzy¢ do pieciocztonowego ciggu doktadnego i skorzysta¢ z wniosku 3.2.9. O]

3.3 Moduly wolne

Moduty wolne stanowig uogélnienie przestrzeni wektorowych i grup abelowych wol-
nych. Charakterystyczng cechg tych obiektow jest istnienie bazy, to znaczy podzbio-
ru liniowo niezaleznego generujacego obiekt.

DEFINICJA 3.3.1. R—modut F nazywa sie modutem wolnym, jesli istnieje podzbior
B modutu F' o nastepujacych wtasnosciach:

(a) B jest zbiorem liniowo niezaleznym, to znaczy, dla kazdych xy,...,x, € R i
bi,...,b, € B mamy implikacje

(b) Kazdy element m € F' ma przedstawienie w postaci

m=wx1by +---+ax,b,, bi,....0,€B, x1,...,2, € R, n€N. (3.10)
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Podzbiér B modulu wolnego F' spetniajacy warunki (a) i (b) nazywa sie bazg
modutu wolnego F. Baza modutu wolnego F' jest wiec liniowo niezaleznym (nad R)
podzbiorem F' generujacym modul F. Zgodnie z definicjg, modut F' jest modutem
wolnym wtedy i tylko wtedy gdy ma baze.

Tak jak w algebrze liniowej stwierdzamy, ze zbior B C F' jest baza modutu wolnego
F wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element m € F' ma i to tylko jedno przedstawienie
w postaci (3.10).

Przyklad 3.3.1. R—modut R jest przyktadem R—modutu wolnego. Rzeczywiscie,
zbiér jednoelementowy B = {1} jest baza R—modutu R. Ogdlniej, suma prosta
dowolnej liczby (kardynalnej) egzemplarzy R—modutu R jest modutem wolnym.
Jesli bowiem F := R = [[,c; R to baze F tworzy zbiér B = {e; : i € I}, gdzie
ei(i) = 1 oraz ¢;(j) = 0 dla j # i. Wynika stad, ze dla kazdego zbioru I istnieje
R—modut wolny F' z baza mocy |I]|. W szczegdlnosei, dla kazdej liczby naturalne;
n, potega kartezjanska R" jest wolnym R—modutem.

Przyktad 3.3.2. Z—modul wolny F' nazywa sie grupg abelowg wolng.
Kazda przestrzen wektorowa V' nad ciatem K jest wolnym K —modutem. Jak bowiem
wiadomo z algebry liniowej, kazda przestrzen wektorowa ma baze.

Sformutujemy teraz kilka charakterystycznych wtasnosci wolnych R—modutow.
Rozpoczynamy od tak zwanej wtasnosci uniwersalnej modutu wolnego, ktérg mozna
byltoby przyjaé jako definicje modutu wolnego.

TWIERDZENIE 3.3.2. Niech F' bedzie R—modutem 1 niech B bedzie podzbiorem mo-
dutu F. Zbior B jest bazg modutu F' (i F' jest modutem wolnym) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego modutu M i dowolnego odwzorowania [ : B — M istnieje do-
kladnie jeden homomorfizm R—modulow h : F — M taki, Ze h(b) = B(b) dla
kazdego b € B.

Jesli przez p : B — F oznaczymy wlozenie pu(b) = b, to wystepujace w twierdze-
niu odwzorowania tworza diagram przemienny

0
B F

A

M

Dowdd. Jesli B ={b; : i € I} jest baza R—modutu F oraz (3 : B — M jest jakimkol-
wiek odwzorowaniem bazy B w R—modut M, to § ma doktadnie jedno przedtuzenie
h do homomorfizmu R—modultéw F' — M. Jesli bowiem takie przedtuzenie istnieje,
to h, jako homomorfizm, spetnia warunek

h(Z xibi) = x:f(b;)

iel icl
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dla kazdego uktadu x; € R prawie wszystkich réwnych zero oraz dla wszystkich b; €
B. Warunek ten pokazuje, ze jesli przedtuzenie odwzorowania 3 do homomorfizmu
modutéw istnieje, to jest tylko jedno. Z drugiej strony, warunek ten podpowiada nam
jak nalezy okresli¢ h na module F' by pokaza¢ istnienie przedtuzenia odwzorowania (3
do homomorfizmu F' — M. Poniewaz kazdy element m modutu F' ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci m = Y ,c; x;b;, gdzie prawie wszystkie z; = 0, wystarczy

wiec potozyé

iel
dla kazdego uktadu x; € R prawie wszystkich réwnych zero oraz dla wszystkich
b; € B. Oczywiscie h przedhuza [ i tatwo sprawdza sie, ze h : F — M jest homo-
morfizmem modutow.
Z drugiej strony, jesli zbior B C F ma wtasno$¢ opisana w twierdzeniu, to jest
liniowo niezalezny. W przeciwnym razie mamy relacje

pomiedzy elementami b; zbioru B (w ktorej prawie wszystkie wspotezynniki sg réwne
0). Gdyby tutaj z; # 0 dla pewnego j, to okreslamy odwzorowanie 5 : B — R ktadac
B(b;) = 1 oraz B(b;) = 0 dla i # j. Przedtuzenie § do homomorfizmu h : ' — R

daje teraz
sprzecznosé. A wiec zbiér B jest liniowo niezalezny.

Pozostaje pokazac¢, ze B generuje F. Niech wiec F; bedzie podmodutem F' genero-
wanym przez B. Pokazemy, ze F| = F. Rozpatrzmy odwzorowanie

f1:B— F/F, p1(b) =0 dla wszystkich b€ B.

Z jednej strony, przedtuzeniem tego odwzorowania do homomorfizmu hy : F' — F/F}
jest homomorfizm zerowy, hi(m) = 0 dla wszystkich m € F. Z drugiej strony,
przedtuzeniem odwzorowania (31 jest takze homomorfizm kanoniczny x : F' — F/F}.
Wobec jednoznacznodci przedhuzenia x = h; jest homomorfizmem zerowym. Ma to
miejsce tylko wtedy gdy modul ilorazowy F'/F) jest zerowy, to znaczy wtedy, gdy
F=F. O

TWIERDZENIE 3.3.3. Kazdy R—modut M jest homomorficznym obrazem pewne-
go R—modutu wolnego F. Jesli modul M jest generowany przez zbior skoriczony
n—elementowy, to M jest homomorficznym obrazem modutu wolnego z bazg n—elemen-
towq.

Dowdéd. Niech {m; : i € I} bedzie zbiorem generator6w R—modutu M. Rozpatru-
jemy R—modul wolny F', ktérego baza ma moc |I| (zob. przyktad 3.3.1). Niech
B = {b; : i € I} bedzie bazg modultu F. Na podstawie twierdzenia 3.3.2 przyporzad-
kowanie § : B — M, b; — m; mozna jednoznacznie przedtuzy¢ do homomorfizmu
moduléw h : F'— M. Jest to epimorfizm R—modutéw, gdyz

m; = 5(51) = h(bi)a

zatem wszystkie elementy z danego zbioru generatorow modutu M znajduja si¢ w
obrazie homomorfizmu h. O
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TWIERDZENIE 3.3.4. Niech A bedzie pierscieniem przemiennym. Moc bazy wolne-
go A—moduiu F jest jednoznacznie wyznaczona przez modul F. Kazde dwie bazy
A—modutu wolnego F' sq réwnoliczne.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia 2.3.5 pierscien A ma co najmniej jeden ideat
maksymalny m. Zatem pierscien ilorazowy A/m jest ciatem. Z ideatlem m wiazemy
podmodut mF generowany przez wszystkie iloczyny af, gdzie a € m, f € F (zob.
przyktad 3.1.7). Rozpatrujemy teraz A—modul ilorazowy F/mF' i zauwazamy, Ze
ma on takze strukture modutu nad cialem A/m. Rzeczywiscie, mnozenie warstw
f + mF przez skalary a + m ciata A/m okredla sie nastepujaco:

(a+m)-(f+mF)=af +mF.

Niezalezno$¢ tej definicji od wyboru elementéw reprezentujacych warstwy wynika
stad, ze jeSlia—a’ € moraz f— f' e mF toaf—d' f' = (a—d)f+d(f—f') € mF.
Sprawdzenie aksjomatow modutu pozostawiamy jako ¢wiczenie. W ten sposéb dla
A—modutu wolnego F' skonstruowaliSmy przestrzei wektorowa F'/mF nad cialem
A/m. Jesli teraz B jest baza modutu wolnego F' to zbiér

B+mF :={b+mF:be B}
jest baza przestrzeni wektorowej F'/mF nad cialem A/m. Rzeczywiscie, jesli
> (zi +m)(b; + mF) = mF (3.11)

dla pewnych z; € A, b; € B, to > x;b; € mF. Stad wynika, ze istnieja a;, € m
oraz fr € F takie, ze >, x;b; = >, arfr. Przedstawiajac teraz elementy f; jako
kombinacje liniowe elementéw bazy B otrzymamy fr = >, zx;b; dla pewnych z; € A
i wobec tego

Zlﬂibi = Z@kfk = Zak Z Zib; = Z(Z anz1i )b = Zyﬂ%
k k i k

)

gdzie y; = Y, apzp; € m. Zatem x; = y; € m i wobec tego wszystkie wspotezynniki
kombinacji liniowej (3.11) sa réwne zero w ciele A/m. Dowodzi to liniowej niezalez-
nosci zbioru B 4+ mF.
Z drugiej strony jest jasne, ze zbiér B + mF generuje przestrzen wektorowa F/mF,
gdyz dla dowolnej warstwy f+mF z przedstawienia f = Y x;b; dla pewnych x; € A,
b; € B wynika, ze

f+mE =) (z;+m)(b; + mF).

Zauwazmy jeszcze, ze zbiory B i B + mF' sg rownoliczne. Rzeczywiscie, gdyby dla
bi,by € B, by # by, zachodzita réwnosé by + mE = by + mF| to te dwa elementy
zbioru B+ mF bylyby liniowo zalezne, wbrew liniowej niezalezno$ci zbioru B+ mF'.
Pokazalismy wiec, ze zbior B + mF', rownoliczny z baza B modutu wolnego F', jest
baza przestrzeni wektorowej F'/mF nad cialem A/m. Kazda baza modutu wolnego
F' jest zatem réwnoliczna z pewna baza przestrzeni wektorowej F'/mF. Poniewaz
kazde dwie bazy przestrzeni wektorowej sa réwnoliczne, wigc takze kazde dwie bazy
modutu wolnego F' sg réwnoliczne. O]
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Inne sformutowanie twierdzenia 3.3.4 (znane jako invariant basis property) brzmi
nastepujaco.

WNIOSEK 3.3.5. Dla kazdego pierscienia przemiennego A i dla kazdych liczb natu-
ralnych n,m, jesli A—moduty A™ i A™ sq izomorficzne, to n = m.

Twierdzenie 3.3.4 pozwala wprowadzi¢ dla modutéw wolnych nad pierécieniami
przemiennymi odpowiednik pojecia wymiaru przestrzeni wektorowe;j.

DEeriNICJA 3.3.6. Moc dowolnej bazy modutu wolnego F' nad pierscieniem prze-
miennym nazywamy rangq¢ modutu F' i oznaczamy rank F'.

Tak wiec, na przyktad, F' jest A—modulem wolnym rangi n wtedy i tylko wtedy
gdy F =2 A" Latwo tez zauwazy¢, ze jesli modul wolny nad pierscieniem prze-
miennym jest skonczenie generowany, to ma skonczong baze i wobec tego skonczona
range.

Uwaga 3.3.7. Niech F' bedzie skonczenie generowanym modutem wolnym i niech
r bedzie najmniejsza z liczb elementéw w zbiorach generujacych modut F. Wtedy

rank F' = r.

Rzeczywiscie, baza modutu F' jest zbiorem generujacym modut F' i zawiera rank F
elementow, zatem r < rank F. Z drugiej strony, jak pokazaliSmy w dowodzie twier-
dzenia 3.3.4,

rank F' = dim g/ F//mF.

Jesli {fl, e fr} jest zbiorem generujacym F', to zbior {fl +mE ... f + mF}
generuje przestrzen wektorowa F/mF i wobec tego rank F' < r.

Okazuje sie, ze istnieja pierscienie nieprzemienne R takie, ze R™ = R™ dla pew-
nych n # m. Odpowiedni przyktad mozna znalezé w ksiazce N. Bourbaki, Elements
of Mathematics, Algebra I, Chapters 1-3, Springer-Verlag 1989, Exercise 16, p. 384.

Na podstawie twierdzenia 3.3.3 kazdy modut jest homomorficznym obrazem pewne-
go modutu wolnego. Natomiast nie kazdy modut M ma homomorficzny obraz bedacy
(niezerowym) modutem wolnym. Jesli to sie zdarza, ma to wazne konsekwencje dla
struktury modutu M.

TWIERDZENIE 3.3.8. Jesli F' jest modulem wolnym, to kazdy cigg doktadny
0—- M LML F -0
T0282CZepia Sie.

Dowod. Wystarczy wskaza¢ homomorfizm rozszczepiajacy ¢ : ' — M. Niech B =
{b; : i € I} bedzie baza modutu F. Poniewaz homomorfizm g : M — F jest
epimorfizmem, dla kazdego i € [ istnieje element m; € M taki, ze g(m;) = b;. Przy-
porzadkowanie B — M, b; — m; mozna przedtuzy¢ do homomorfizmu modutéw
p: F'— M takiego, ze

o(b;) =my;, i€l

Wtedy g o p(b;) = g(m;) = b;, skad wynika tatwo, ze go ¢ = 1p. O
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WNI0SEK 3.3.9. Jesli modut wolny F' jest homomorficznym obrazem modutu M, to
F' jest sktadnikiem prostym modutu M.

Dowdéd. Na podstawie zalozenia istnieje rozszczepialny ciag doktadny M — F' — 01
wobec tego z wniosku 3.2.11 wynika, ze F' jest sktadnikiem prostym modutu M. [

TWIERDZENIE 3.3.10. Niech F' bedzie modutem wolnym i niech h : F' — N bedzie
homomorfizmem modutow. Wtedy dla kazdego epimorfizmu g : M — N istnieje
homomorfizm o : F — M taki, ze h = g o «.

Dowdd. Rozpatrzmy diagram

M—I N - 0

w ktorym wiersz jest doktadny (co jest réwnoznaczne z surjektywnoscia homomor-
fizmu g). Niech B bedzie baza modutu wolnego F' i niech b € B. Wtedy element
h(b) € N jest obrazem pewnego elementu m € M, gdyz g jest epimorfizmem. Obie-
ramy jakikolwiek element m € M taki, ze g(m) = h(b) i ktadziemy ((b) = m. Wtedy
odwzorowanie 3 : B — M mozna jednoznacznie przedtuzy¢ do homomorfizmu mo-
dutéw « : F' — M i homomorfizm ten spelnia warunek g(a(b)) = h(b) dla kazdego
b € B. Wynika stad, ze g o « = h. Homomorfizm « wpisuje sie w diagram

F
o’ h
M—I—N 0
ktory wobec g o a = h jest diagramem przemiennym. O

3.4 Moduly projektywne

Dwa ostatnie twierdzenia nasuwajg pytanie, czy udowodnione w nich wtasnosci mo-
dutéw wolnych sg wtasnosciami charakteryzujagcymi moduty wolne. Nalezaloby wiec
zbadaé, czy R—modut P majacy jedna z nastepujacych trzech wtasnosci jest modu-
tem wolnym. Niech P bedzie R—modutem.

Wiasnos$é (PH)!. Kazdy diagram R—modutéw i homomorfizméw
P
h
M—o—N - 0

1Skrét od podnoszenie homomorfizmduw.
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z doktadnym wierszem mozna uzupetié¢ do diagramu przemiennego

P
o h
M—L N

Wtiasno$éé (CD). Kazdy ciag doktadny
0—-M L ML pP—o
rozszczepia sie.
Wtasno$é (SP). P jest sktadnikiem prostym pewnego modutu wolnego.

Zauwazmy, ze kazdy modul wolny P ma wszystkie trzy wlasnosci (PH), (CD), (SP).
Mozna udowodni¢, ze zadna z tych wtasnosci, ani nawet wszystkie trzy razem wziete,
nie implikuje, ze modut P jest wolny. Rozpoczniemy od sprawdzenia, ze wtasnosci
te sg rownowazne w tym sensie, ze jesli modut P ma ktorgkolwiek z nich, to ma
takze dwie pozostate.

TWIERDZENIE 3.4.1. Dla R—modutu P,
(PH) < (CD) <« (SP).

Dowdd. (PH) = (CD). Jedli M -2+ P — 0 jest ciagiem doktadnym, to na
podstawie wlasnosci (PH) diagram

mozna uzupehié¢ do diagramu przemiennego homomorfizmem « : P — M takim,
ze goa = 1p. Zatem ciag doktadny wystepujacy w warunku (CD) rozszczepia sie.

(CD) = (SP). Wiemy, ze modut P jest homomorficznym obrazem pewnego modutu
wolnego F', a wiec istnieje ciag doktadny

0O - M — F — P — 0.

Poniewaz na podstawie (CD) ciag ten rozszczepia sie, modul P jest sktadnikiem
prostym modutu F' (na podstawie wniosku 3.2.11).

(SP) = (PH). Przypusémy, ze F' = P & @, gdzie F jest modutem wolnym i rozpa-
trzmy diagram
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wystepujacy w warunku (PH). Niech 7 : F — P bedzie rzutowaniem modutu F
na sktadnik prosty P. Wtedy ztozenie hom : F' — N jest homomorfizmem modutu
wolnego F''w modut N. Na podstawie twierdzenia 3.3.10 modut wolny F' ma wtasnosé
(PH), zatem istnieje homomorfizm oy : F' — M taki, ze goay = hom.

F
T
aq l‘D
«a h
V— 9 .y )

Wtedy zacie$nienie o homomorfizmu a; do modutu P spelnia g o a = h, bowiem
dla p € P mamy

(g0 a)(p) = gla(p)) = g(ar(p)) = h(x(p)) = h(p).
A wiec spelniony jest warunek (PH). O

DEFINICJA 3.4.2. Modut P spelniajacy jeden (a wiec wszystkie) z warunkéw (PH),
(CD), (SP) nazywa si¢ modutem projektywnym.

WNIOSEK 3.4.3. Kazdy modul wolny jest modutem projektywnym.
Dowdd. Modut wolny ma wlasno$¢ (CD) na podstawie twierdzenia 3.3.8. [

WNIOSEK 3.4.4. Kazdy modut jest homomorficznym obrazem pewnego modutu pro-
jektywnego.

Dowéd. Wystarczy potaczy¢ twierdzenie 3.3.3 z wnioskiem 3.4.3. [
WNIOSEK 3.4.5. Suma prosta modutéow projektywnych jest modutem projektywnym.
Dowdd. Jesli moduty projektywne P i @) sg sktadnikami prostymi modutéw wolnych
Fi i F,, odpowiednio, to modut P @ @ jest skltadnikiem prostym modutu wolnego

Fy @ Fs. O

WNIOSEK 3.4.6. Skiadnik prosty modutu projektywnego jest modutem projektyw-
nym.

Dowdd. Jesli modut @) jest sktadnikiem prostym modutu projektywnego P i P jest
sktadnikiem prostym modutu wolnego F', to ) jest takze sktadnikiem prostym mo-
dutu wolnego F'. O
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Przyktad 3.4.1. Pokazemy tutaj przykiad modutu projektywnego, ktory nie jest
modutem wolnym.

Niech R; i Ry beda dowolnymi pierscieniami i niech R := Ry X Ry bedzie iloczynem
kartezjanskim pierscieni R; i Ry. Pierscien R jest wolnym R—modutem. Potézmy

€1 = (11,0), €y = (O, 12),
gdzie 1, jest jedynka R; oraz 15 jest jedynka R,. Wtedy
R:Rl X0 + OXR2:R€1+R€2.

Pierécien R traktowany jako R—modut jest wiec sumg dwoch ideatow gltownych, a
wiec podmodutow modutu R. W dodatku jest to suma prosta, gdyz Re; N Rey =
(0,0), sktada sie tylko z elementu zerowego pierscienia R.

R—modut Re; jest sktadnikiem prostym R—modutu wolnego R, jest wiec modutem

projektywnym.
Z drugiej strony Re; nie ma bazy, gdyz w Re; kazdy ukltad elementéw jest liniowo
zalezny. Dla dowolnych aq,...,a;r € R elementy ajeq,...,are; € Re; sa liniowo

zalezne, gdyz
€y - ajer + -+ eg-agey :O,

oraz ey # 0. Zatem Re; jest R—modulem projektywnym ale nie jest R—modutem
wolnym.

3.4.1 Bazy dualne moduléw projektywnych

W algebrze liniowej jest dobrze znana konstrukcja bazy dualnej dla danej bazy
przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K. Jesli {vl, e ,vn} jest bazg przestrzeni V,
to rozpatrujemy funkcjonaly liniowe ¢; : V' — K takie, ze

gdzie 9;; = 0 dla i # j oraz d,; = 1 dla i = j. Tworza one baze przestrzeni dualne;
V* = Homg(V, K) (przestrzeni funkcjonatéw liniowych na przestrzeni V') zwana
bazq dualng dla bazy {vl, o ,vn}. Zauwazmy, ze jesli v = Y1 | v, to @i (v) = x; i
wobec tego mamy jednoznaczne przedstawienie

v="> i(v)y; dlakazdego veV.
i=1

Pokazemy, ze pewien wariant tej wtasnosci przestrzeni wektorowych przenosi sie na
moduty projektywne nad dowolnym pierscieniem przemiennym i nawet stanowi wta-
snos¢ charakteryzujaca projektywnosé modutu.

Dla dowolnego R—modutu M rozpatrujemy zbiér M* = Hompg(M, R) wszystkich
funkcjonatow liniowych na M, a wiec homomorfizméw R—moduléw M — R. Zbior
M* ze zwykltym dodawaniem funkcji jest addytywna grupa abelowa a jesli R jest
pierscieniem przemiennym to z dziataniem zewnetrznym mnozenia funkcji przez ska-
lary jest R—modutem. Nazywamy go modutem dualnym modutu M. W dalszym
ciagu zaktadamy, ze R jest pierScieniem przemiennym. Mozna udowodni¢, ze jesli
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M jest modutem projektywnym, to takze M* jest modutem projektywnym (ale ina-
czej niz w przypadku skonczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych, M™* nie jest
na ogét izomorficzny z M, nawet jesli modul M jest skoniczenie generowany).

LEMAT 3.4.7. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym. Dla skonczenie genero-
wanego R—modutu M nastepujgce warunki sq rownowazne.

(a) M jest projektywny.

(b) Dla kazdego zbioru generatoréw {ml, e ,mn} modutu M istnieje zbior funk-
cjonatow

{gpl, o ,gon} C M* taki, ze

n

m=> @i(m)m; dlakazdego m € M. (3.12)

i=1

(c) Istniejg zbiory generatoréw {ml, e ,mn} modutu M i funkcjonatow liniowych
{gol, o ,gon} C M* takie, zZe zachodzi (3.12).

Dowdd. (a) = (b) 7Z tego, ze modul M jest generowany przez n elementéw wynika,
ze M jest homomorficznym obrazem modultu wolnego o randze n (zob. twierdzenie
3.3.3). A wiec istnieje epimorfizm o : R™ — M i mozemy obraé o tak, by o(e;) = m;,
gdzie {el, cee en} jest bazg standardowg modutu wolnego R™. Na podstawie definicji
modutu projektywnego istnieje homomorfizm A : M — R" taki, ze nastepujacy
diagram jest przemienny:

M

A

R" - M

Rozwazmy rzutowanie m; : R" — R ktére elementowi modutu R" przyporzadko-
wuje jego i—ta wspoétrzedna (w bazie standardowej R™). Zauwazmy, ze dla bazy
standardowej {61, ey en} modutu wolnego R™ i dla m € M mamy

A(m) = zn: mi(A(m))e;.

=1

Odwzorowanie ¢; = m;0 A : M — R jest funkcjonalem liniowym na M i dla kazdego
m € M otrzymujemy

m=oA(m) = O'(Zn: mi(A(m))e;) = zn:m(k(m))g(ei)

i=1 i=1

= ilm()\(m))mz
= i}gpz(m)mZ
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(b) = (c¢) Ta implikacja jest oczywista.
(¢) = (a) Rozpatrujemy znowu homomorfizm o : R" — M taki, ze o(e;) = my,
gdzie {61, ceey en} jest baza standardowg modutu wolnego R". Poniewaz elementy m;
tworzg zbior generatoréw modutu M, homomorfizm o jest epimorfizmem. Pokazemy,
ze ciagg doktadny

R" 2 M — 0

rozszczepia sie. Definiujemy homomorfizm
T:M — R, 7(m)=>_¢;(m)e
i dla kazdego m € M obliczamy

77(m) = o3 @umle) = 3 pumlo(e) = 3 eimm; = m.

i=1

A wiec T rozszczepia o i wobec tego M jest sktadnikiem prostym R™. To dowodzi

(a). O

Zbiory elementoéw {ml, e ,mn} modutu M i funkcjonatéw {(pl, e ,@n} majace
wlasnosci opisane w lemacie nazywamy bazami dualnymi modutow M i M*. Oczy-
wiscie nie sa to na ogét bazy modutéw M i M*, odpowiednio. Gdyby tak byto, to
moduly te bylyby wolne, a sa tylko projektywne. Elementy {ml, ooy My, ¢ Nie sg
liniowo niezalezne jesli M nie jest modutem wolnym.

Mozemy teraz udowodni¢ dla moduléw projektywnych odpowiednik elementar-
nego ale waznego faktu o istnieniu funkcjonatu liniowego na przestrzeni wektorowej,
ktory nie zeruje sie na wybranym wektorze. W dowodzie tego faktu wykorzystuje
sie zwykle istnienie bazy przestrzeni wektorowej, do ktoérej wchodzi dany wektor
niezerowy.

WNIOSEK 3.4.8. Niech M bedzie skonczenie generowanym modutem projektywnym
nad pierscieniem przemiennym. Dla kazdego m € M, m # 0, istnieje funkcjonal
© € M* taki, ze o(m) # 0.

Dowdd. Poniewaz m # 0, jeden z funkcjonatéw ¢; spetiajacych (3.12) nie znika na
m. O

Whiosek 3.4.8 wykorzystuje si¢ w dowodzie istnienia naturalnego monomorfizmu
skonczenie generowanego modutu projektywnego M w jego modut bidualny M** =
(M*)*. Dla dowolnego R—modutu M okreslamy odwzorowanie

)\M M — M**, )\M(m) = m,

gdzie m € M oraz m : M* — R jest funkcjonatem liniowym na module M* okreslo-
nym nastepujaco:
m(p) =¢(m) dla ¢ M.

Odwzorowanie \y; jest homomorfizmem R—modutéw. Jesli R jest pierécieniem prze-
miennym i M jest skonczenie generowanym R—modutem projektywnym, to homo-
morfizm Ay, jest monomorfizmem. Rzeczywiscie, jesli m € ker A\ys, to m = 0 € M**.
Zatem p(m) = 0 dla kazdego funkcjonatlu ¢ € M*. Wobec wniosku 3.4.8 wynika
stad, ze m = 0. Zatem ker A\py = 0 1 A\j; jest monomorfizmem.
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3.4.2 Moduly projektywne nad piersScieniami lokalnymi

Przyktad 3.4.1 pokazuje, ze istnieja pierscienie, nad ktérymi nie wszystkie moduty
projektywne sg modutami wolnymi. Interesujace i wazne sg oczywiscie pierscienie
nad ktorymi kazdy modut projektywny jest wolny. Pierscieniami takimi sa, na przy-
ktad, wszystkie ciata. Rzeczywiscie, jesli K jest cialem, to kazdy K— modut jest
przestrzenia wektorowa i wobec tego ma baze. Jest zatem K —modutem wolnym.
Ten przyktad jest jednak szczegdlny o tyle, ze wszystkie K —moduty sg wolne. Szer-
szg klasg pierscieni, dla ktérych kazdy skonczenie generowany modut projektywny
jest wolny, sg pierscienie lokalne. Przypomnijmy, ze pierscien A nazywa sie lokalnym,
jesli ma doktadnie jeden ideal maksymalny m. Wprawdzie ta definicja ma sens bez
zatozenia przemiennosci pierscienia A, dla uproszczenia bedziemy jednak zaktadac,
ze pierscien lokalny A jest pierscieniem przemiennym. Rozpoczniemy od pewnego
uscislenia wtasnosci definiujacej modut projektywny w przypadku modutéow skon-
czenie generowanych nad dowolnymi pierscieniami.

LEMAT 3.4.9. Jesli P jest skonczenie generowanym modutem projektywnym, to ist-
nieje skonczenie generowany modul projektywny Q) taki, ze P @ @ jest modutem
wolnym skornczonej rangi.

Dowdd. Niech N bedzie modutem takim, ze F' := P @ N jest wolny. Niech {e; }ic;
bedzie bazg modutu F. Zatem I = } ,.; Re;. Niech my,...,m, bedzie zbiorem
generatoréw modutu P. Zapiszmy kazdy z generatorow m; jako kombinacje linio-
wa elementow e;. W tych kombinacjach liniowych wystapi tylko skonczona liczba
elementéw bazowych e;. Zatem istnieje podzbior skonczony J C I taki, ze
P C Z Re; =: Fy,.
icJ

Zauwazmy, ze Fy = P + (N N Fy). Rzeczywiscie kazdy fy € Fy mozna zapisaé jako
fo=m+mn, gdziem € Pin € N. Ale wtedy n = fy — m € Fy. Pokazuje to,
ze Fy C P+ (N N Fy), natomiast odwrotna inkluzja jest oczywista. Ze wzgledu na
jednoznacznosé¢ przedstawienia fy = m+n wynika stad, ze Fop = P® (NN Ey). Tutaj
Fy jest skonczenie generowanym modutem wolnym, zatem takze modut ilorazowy
Fy/P jest skonczenie generowany. Ale Fy/P = N N Fy, zatem N N Fy jest takze
skonczenie generowany. Dla modutu @ := N N Fy mamy wiec

P@Q:FO

gdzie Fy jest skonczenie generowanym modutem wolnym (a wiec modutem wolnym o
skoficzonej randze) i @ jest skonczenie generowanym podmodutem modutu wolnego
Fy. Zatem (@) jest takze projektywny. m

WNIOSEK 3.4.10. R—modul skonczenie generowany P jest projektywny wtedy @ tylko
wtedy gdy istnieje R—modut Q) i liczba naturalna n takie, Ze

P®QR"

Uwaga 3.4.11. Pokazemy tutaj catkiem inng konstrukcje nazywana oszustwem
Filenberga (Eilenberg’s swindle). Mianowicie, jesli P jest modutem projektywnym,
to istnieje taki modut wolny F) ze

PxF=2F
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Jesli bowiem P & @ jest modulem wolnym, to mozna wzia¢ F' = (P & Q). Wtedy
F=(PxQ)* = Px(@xP) = PxF.

Zauwazmy, ze w tym przyktadzie modut wolny F' nie jest skonczenie generowany.
Jedna z mozliwych interpretacji oszustwa Eilenberga jest nastepujaca. W lemacie
3.4.9, wykorzystujac powyzsza konstrukcje mozna bytoby udowodnié¢, ze dla modutu
projektywnego P istnieje modut wolny F' (a nie tylko projektywny) taki, ze P & F
jest modutem wolnym. Oszustwo polega na tym, ze unikamy tego co najistotniejsze,
mianowicie unikamy wszelkiego odwotania do skoriczonej generowalnosci rozpatry-
wanych modutéw.

Niech teraz A bedzie pierscieniem lokalnym i m niech bedzie jedynym ideatem
maksymalnym pierécienia A. Wtedy wszystkie elementy pierscienia A nie nalezace
do m sa odwracalne. Pierscien ilorazowy A/m =: K jest cialem, nazywanym cialem
reszt pierscienia lokalnego A. Warstwe a + m € A/m bedziemy oznaczaé a. Zatem
1 A — K jest homomorfizmem kanonicznym. Zauwazmy, ze stosujac homomorfizm
kanoniczny do wspotrzednych elementéw A—modutu wolnego A™ otrzymamy prze-
strzen wektorowa K" nad ciatem K. Ogolniej, jedli F' jest A—modutem wolnym z
baza {ei}, to mozemy rozpatrywaé przestrzen wektorowa F nad ciatem K z baza

{ei} jako zbiér formalnych kombinacji liniowych elementéw bazowych ze wspotczyn-

nikami z ciata K. Przestrzen F powstaje z A—modutu wolnego F przez zastosowanie
homomorfizmu kanonicznego ~: A — K do wspotezynnikéw kombinacji liniowych
elementéw bazowych modutu F'. Jesli wiec m € F oraz m = Y a;e; to bedziemy
pisa¢ m = > a;e;.

TWIERDZENIE 3.4.12. Jesli A jest pierscieniem lokalnym, to kazdy skonczenie ge-

nerowany projektywny A—modut jest modutem wolnym.

Dowdd. Niech P bedzie skonczenie generowanym modutem projektywnym i niech
@ bedzie takim skonczenie generowanym modutem projektywnym, ze

F:=PaQ=A"

Niech {el, e ,en} bedzie baza modutu wolnego F' = P & (). Przez zastosowanie
homomorfizmu kanonicznego do wspoétczynnikéw kombinacji liniowych elementéw
bazowych modutu F otrzymujemy przestrzen wektorowa F = P @ Q = K™ nad
ciatem reszt piercienia lokalnego A. W tej przestrzeni P i @) sa podprzestrzeniami

wektorowymi. Obierzmy my,...,my € P oraz myyq,...,m, € @ tak by elementy
M, ..., tworzyly baze podprzestrzeni P oraz my,1,. .., m, tworzylty baze pod-
przestrzeni Q. Wtedy, wobec F' = P @ Q, elementy my, . .., My, M1, - - - , My tWOTza
baze przestrzeni wektorowej F. Modut wolny F' ma baze {eq, ... ,en}, mamy wiec
przedstawienia
n
m; =Y buej, i=1,...,n, (3.13)
j=1

gdzie B = [b;;| € M, (A) jest macierzg przejscia od bazy {ej} modutu wolnego F' do

zbioru {ml} elementéw modutu F. Zauwazamy teraz, ze poddajac réwnosci (3.13)



3.5. BIMODULY I REPREZENTACJE PIERSCIENI 81

dziataniu homomorfizmu kanonicznego otrzymamy
n p—
mi:ijiej, ZIL...,TL.
=1

Tym razem macierz B = [bj;] € M,,(K) jest macierza przejscia od bazy {61, . ,en}
przestrzeni F do bazy my, ..., My, M1, .., My tej przestrzeni. Zatem det B # 0.
Oczywiscie det B = det B i wobec tego det B nie nalezy do jadra m homomorfizmu
kanonicznego ~: A — K. Poniewaz A jest pierscieniem lokalnym i m jest jego
jedynym ideatem maksymalnym wynika stad, ze det B jest elementem odwracalnym
w pierscieniu A. Wobec tego z réwnosci (3.13) wynika, ze elementy myq,...,m,
tworza baze modutu wolnego F' = P & (). W szczegolnosci, kazdy element m € F
ma jednoznaczne przedstawienie w postaci

m=ami+---+amy+q, a; €A q€e€Q.

Jedli teraz m € P, to w tym przedstawieniu ¢ = 0 (gdyz wtedy ¢ € PN Q = 0) i
wobec tego m ma jednoznaczne przedstawienie w postaci m = aymy + - -+ + agmy.
Zatem my, ..., my jest bazg modutu P i jest to modut wolny. O

3.5 Bimoduly i reprezentacje pierscieni

Wedtug definicji 3.1.1 A—modut M jest addytywna grupa abelowa, dla ktorej okre-
slony jest homomorfizm ¢ : A — End M pierécienia A w pierscien endomorfizméow
End M grupy M.

Dla a € A oraz m € M obraz elementu m poprzez endomorfizm ¢(a) oznaczy-
lismy ¢(a)(m), lub po prostu am. Ot6z w tym miejscu piszac znak endomorfizmu
o(a) z lewej strony elementu m € M dokonalismy wyboru symboliki, ktéra jest tylko
jedna z dwoch mozliwych.

Druga mozliwo$¢ polega na pisaniu znaku endomorfizmu ¢(a) z prawej strony ele-
mentu m € M, to znaczy mep(a), i oznaczaniu tego elementu ma. Wtedy na grupie
abelowej M okreslone jest dziatanie zewnetrzne z pierscieniem skalaréw A :

Ax M — M, (a,m)— ma

i ma ono nastepujace wtasnosci:

(my+mg)a = mya+ mea (3.14)
m(a; +az) = ma; + masg (3.15)
m(aiaz) = (may)ag (3.16)
ml = m (3.17)

dla wszystkich a,ay,as € A, my,my,m € M. Warunki (3.1)—(3.4) charakteryzuja
lewostronny A—modut M, natomiast warunki (3.9)—(3.12) charakteryzuja prawo-
stronny A—modul M. Wszystkie pojecia i fakty dotyczace moduléw lewostronnych
maja swoje naturalne odpowiedniki dla modutéw prawostronnych i w zwiazku z tym
nie ma na ogoét potrzeby wspominania o tej dychotomii. Jedna z wyjatkowych jest
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sytuacja, gdy grupe abelowa M chcemy rownoczesnie traktowaé jako lewostronny
A—modut i prawostronny B—modut, dla réznych pierscieni A i B. Méwimy wtedy o
bimodule M, lub o bimodule A — M — B. Doktadniej, bimodutem A — M — B nazy-
wamy addytywna grupe abelowg M, ktéra ma strukture lewostronnego A—modutu
i prawostronnego B—modutu, oraz spetniony jest nastepujacy warunek zgodnosci
lewo- i prawostronnego mnozenia elementéw M przez elementy pierécieni A i B:

a(mb) = (am)b  VYae€A meM, beB. (3.18)

Bimoduty pojawiaja si¢ w bardzo naturalny sposéb w teorii reprezentacji pierscie-
ni. Zasygnalizujemy tutaj pojecie reprezentacji pierscienia A przez endomorfizmy
B—modutu M.

Reprezentacjg pierécienia A w pierscieniu endomorfizméw prawostronnego B—mo-
dutu M nazywamy kazdy homomorfizm pierscieni ¢ : A — Endg M. Zauwazmy, ze
kazdy endomorfizm ¢(a) € Endg M jest takze endomorfizmem addytywnej grupy
abelowej M, zatem na podstawie definicji 3.1.1 okreslilismy na M strukture lewo-
stronnego A—modutu. Przypomnijmy, ze lewostronne dzialanie zewnetrzne na M ze
zbiorem skalarow A jest okreslone nastepujaco:

am = ¢(a)(m) VaeA me M.

Z tatwoscia sprawdzamy teraz, ze spelniony jest warunek zgodnosci (3.18). Wobec
¢(a) € Endg M mamy mianowicie

a(mb) = p(a)(mb) = p(a)(m) - b = (am)b

dla wszystkich a € A,m € M,b € B. Tak wiec kazda reprezentacja pierscienia A w
pierécieniu endomorfizméw prawostronnego B—modutu M okresla na M strukture
bimodulu A — M — B.

Takze na odwrot, jesli mamy bimodut A — M — B, to wyznacza on reprezenta-
cje pierécienia A w pierécieniu endomorfizméw prawostronnego B—modutu M. Dla
kazdego a € A rozpatrzmy bowiem odwzorowanie

p(a) : M — M, p(a)(m) = am.

Z tatwoscia sprawdzamy, ze p(a) jest endomorfizmem prawostronnego B—modultu
M, zatem mamy odwzorowanie

p:A— Endg M.

Poniewaz ¢(a; +a2)(m) = (a1 +azy)m = aym~+aam = @(a1)(m) + p(az)(m)
= (¢(a1) + p(az))(m) dla kazdych a1,as € A oraz m € M, wiec

olay + az) = p(ar) + p(az) YV a,ay € A.

Podobnie mamy ¢(a; - ag)(m) = (a1 - as)m = a1(asm) = ¢(aq1)(p(az)(m))
= (p(a1) o p(ag))(m) dla kazdych ay,ay € A oraz m € M, skad wynika, ze

o(ay - az) = p(ay) o p(as) Y ap,as € A.
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Oczywiscie mamy takze p(1) = 1.

SprawdziliSmy wiec, ze odwzorowanie ¢ : A — Endg M jest homomorfizmem
pierscieni, jest to wiec reprezentacja pierscienia A w pierScieniu endomorfizméow
prawostronnego B—modutu M.

W ten sposéb studiowanie reprezentacji pierscieni sprowadza sie¢ do studiowania
struktury i wtasnosci bimodutéw. Wspomnijmy jeszcze, ze najbardziej klasycznym
przypadkiem w teorii reprezentacji jest sytuacja, gdy M jest prawostronnym wol-
nym B—modultem o skoniczonej randze n. Wybierajac w module M baze B i przypo-
rzadkowujac kazdemu endomorfizmowi ¢ € Endg M jego macierz wzgledem bazy B
otrzymujemy izomorfizm pierécieni Endg M = M, (B). Mozemy wiec takze rozpatry-
waé reprezentacje macierzowe pierscienia A nad B jako homomorfizmy A — M, (B).
Waznym szczegdlnym przypadkiem sg reprezentacje pierscieni w pierscieniu endo-
morfizméw przestrzeni wektorowych. Powracajac do przyktadu 3.1.4 zauwazamy, ze
traktujac przestrzen wektorowa V' jako prawostronny K—modul, rozpatrywany w
tym przykladzie K[X]|—modul V; jest w istocie bimodutem K[X]| -V — K.

3.6 Iloczyn tensorowy moduléw

Niech M, N i P beda modutami nad pierscieniem przemiennym A. Odwzorowaniem
dwuliniowym [ modutéw M, N w modut P nazywamy funkcje

B:MxN—P
o wlasnosciach
Blam +a'm',n) = aB(m,n) +d'B(m',n), B(m,an+a'n’)=aB(m,n)+dB(m,n’)

dla wszystkich a,a’ € A, m,m’ € M, n,n’ € N. Méwigc ogbélnikowo, iloczyn tenso-
rowy M ® N modutow M i N jest pewnym A—modulem, ktérego homomorfizmy
(a wiec odwzorowania liniowe) w modul P sa we wzajemnie jednoznacznej odpo-
wiedniosci z odwzorowaniami dwuliniowymi modutéw M, N w modut P.

Przystepujemy do konstrukcji iloczynu tensorowego modutéw. Iloczyn kartezjan-
ski M x N potraktujemy jako baze pewnego A—modutu wolnego, ktéry oznaczymy
F(M x N). Modut ten sktada sie z wszystkich skonczonych kombinacji liniowych par
elementéw (m,n) € M x N ze wspOlczynnikami z pierscienia A. W module wolnym
F(M x N) rozpatrujemy podmodul generowany przez wszystkie kombinacje liniowe
elementow nastepujacych postaci:

(am +da'm’;n) —a(m,n) —d'(m',n), (m,an+an’) —a(m,n)—a'(m,n’)

dla wszystkich a,a’ € A, m,m’ € M, n,n" € N. Modul ilorazowy F (M x N)/S nazy-
wamy iloczynem tensorowym modutéw M, N i oznaczamy go M @ N. Wprowadzamy
takze standardowe oznaczenie

m®n:=(m,n)+S.

Element m®n € M ® N nazywa sie tensorem prostym, natomiast elementy M @ N
nazywamy tensorami. Oczywiscie tensory proste stanowig zbiér generatoréw ilo-
czynu tensorowego (gdyz pary (m,n) stanowia baze modutu wolnego F(M x N),
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a tensor prosty m ® n jest obrazem pary (m,n) w homomorfizmie kanonicznym

F(M x N)— F(M x N)/S=M ® N). Zauwazmy najpierw, ze odwzorowanie
T:MXN-—-M®®N, 7(mn)=men

jest odwzorowaniem dwuliniowym. Rzeczywiscie,

T(am +a'm’;n) —ar(m,n) —d'7(m’',n) = (am+adm')@n —a(m@n) —d(m' @n)

= (am +a'm/,n) —a(m,n) —ada'(m',n) + S
=0 M®N.

Podobnie sprawdza si¢ liniowos¢ 7 ze wzgledu na druga zmienna. Udowodnimy teraz
podstawowa wlasnos¢ iloczynu tensorowego zwang wtasnoscig uniwersalng.

TWIERDZENIE 3.6.1. Niech M, N, P bedg A—modutami. Dla dowolnego odwzorowa-
nia dwuliniowego 3 : M x N — P istnieje doktadnie jeden homomorfizm A—modutéw
h:M® N — P taki, ze h(m @ n) = f(m,n) dla wszystkich m € M,n € N. Naste-
pujacy diagram jest wiec przemienny:

M®N

v

M x N h

Dowdd. Rozpoczynamy od okreslenia pomocniczego homomorfizmu
W F(M x N) — P,
ktéry na bazie modutu wolnego F(M x N) dziata nastepujaco:
h'(m,n) = B(m,n) dla wszystkich (m,n) € M x N.

Zauwazamy teraz, ze wobec dwuliniowo$ci odwzorowania (5 homomorfizm h' prze-
prowadza kazdy generator podmodutu S na zero. Zatem S C ker A’ i wobec tego h’
indukuje homomorfizm

h:F(MxN)/S— P, h(s+S)=h(s).
W szczegblnodcei, jesli s = (m,n), mamy
h(m @ n) = h((m,n) + S) = h'(m,n) = B(m, n).

Pozostaje udowodni¢ jedynosé¢ homomorfizmu h. Zauwazmy, ze h spelia warunek
h(m @ n) = B(m,n) dla wszystkich m € M,n € N, jest zatem jednoznacznie okre-
slony na tensorach prostych, ktore stanowia zbiér generatoréw iloczynu tensorowego
M ® N. Zatem moze istnie¢ tylko jeden homomorfizm h o takiej wtasnosci. O]
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Wracajac do naszej ogélnikowej zapowiedzi na temat iloczynu tensorowego mo-
zemy teraz powiedzie¢ nieco doktadniej, ze przyporzadkowujac odwzorowaniu dwu-
liniowemu [ skonstruowany w twierdzeniu homomorfizm h otrzymamy wtasnie bi-
jekcje pomiedzy odwzorowaniami dwuliniowymi M x N — P i homomorfizmami
M®N — P.

Konstrukcje iloczynu tensorowego dwéch moduléw z tatwoscia przenosi si¢ na
dowolna skonczong liczbe modutow. Miejsce odwzorowan dwuliniowych zajmuja od-
wzorowania £—liniowe,

My x---xM,— P

Y

ktore jako funkcje jednej zmiennej - przy ustalonych wartosciach pozostatych zmien-
nych - sg funkcjami A—liniowymi. Iloczyn tensorowy M;®- - -® M, ma wtedy charak-
terystyczna wlasno$¢ uniwersalna uogoélniajaca twierdzenie 3.6.1 na dowolna liczbe
modutéw ¢ > 2. Nietrudno sprawdzi¢, ze konstrukcje iloczynu tensorowego dwdéch i
trzech modutow sa ze sobg $cisle zwigzane. Wykorzystujac wlasnos¢ uniwersalng ilo-
czynu tensorowego mozna skonstruowaé izomorfizm A—modutéw M; @ (My® M) —
My ® My ® M;s ktéry na tensorach prostych dziata nastepujaco:

m1®(m2®m3)r—>m1®m2®m3.

3.6.1 Rozszerzenie pierscienia skalaréw

Pokazemy teraz jedno z zastosowan iloczynu tensorowego modutéw dajace mozliwosé
konstrukeji rozszerzenia A—modutu M do modulu nad rozszerzeniem A’ pierScienia
A. Przy tym pojecie rozszerzenia traktujemy do$é ogdlnie uwazajac pierscien A’ za
rozszerzenie pierscienia A jesli istnieje homomorfizm pierscieni A — A’.

Niech f: A — A’ bedzie homomorfizmem pierécieni. Wtedy pierscien A" mozna
traktowaé jako A—modul z mnozeniem przez skalary zdefiniowanym nastepujaco:

Ax A= A (a,d)— f(a)-d.
Niech M bedzie A—modutem. Rozpatrzmy iloczyn tensorowy A—modutéow
AoM= M.

Pokazemy, ze M’ mozna traktowaé jako A’—modul z mnozeniem przez skalary z
pierécienia A’ okreslonym na tensorach prostych nastepujgco:

a-{e@m)=db e@m. (3.19)

Formalny dowdd mozliwosci przedtuzenia tej definicji mnozenia przez skalary na
dowolne tensory iloczynu A’ ® M wykorzystuje pojecie iloczynu tensorowego trzech
modutéow. Rozpatrujemy odwzorowanie 3-liniowe

B:AXAXM-—AM, (db,m)—dbem.

Na podstawie wtasnosci uniwersalnej iloczynu tensorowego istnieje doktadnie jeden
homomorfizm A—modutéw h : AQA' QM — A'@M taki, ze h(a' @b @m) = ad'b/@m.
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Identyfikujemy teraz A’ ® A’ ®@ M oraz A’ ® (A’ ® M) poprzez izomorfizm przepro-
wadzajacy ¢’ @ b/ ® m na ¢’ ® (V' ® m). Homomorfizm h ztozony z odwzorowaniem
dwuliniowym

R:AXARIM—A @A M)
daje A—dwuliniowe odwzorowanie
p:A'x (Ao M) — A" M,
ktére na szczegdlnych elementach (o, (V' ® m) produktu A’ x (A’ ® M) dziata na-

stepujaco
pld', (b @m)) =d'b @m.

Wystepujace w tym dowodzie moduty i odwzorowania tworza diagram przemienny

A'® (A" ® M)
® ®
A x A" x M h A'x (A ® M)
ﬁ A A /L
AeM

Odwzorowanie p pozwala traktowaé¢ A—modut A’®@ M jako A’—modut jesli mnozenie
elementéw modutu A’ @ M przez skalary z pierscienia A’ okresli¢ réwnoscig

a -t =u(d,t) dlawszystkich o' € A, t € A'® M.
Wystarczy sprawdzi¢ wlasnosci (3.1) — (3.4) definicji A—modutu. Dla przyktadu
sprawdzimy pierwsza z nich i pokazemy, ze
a’-(t1 —|—t2) :a’-t1+a’-t2
dla a’ € A’ oraz dowolnych t1,ts € A’ ® M. Korzystajac z dwuliniowosci p otrzymu-
Jemy
a - (ty +t) = pld ty +to) = pld' 1) + pld' ) =ad' -t +d - ts.

Pokazalisémy wiec, ze dla kazdego A—modutu M i kaZdego rozszerzenia A’ pierscienia
A iloczyn tensorowy A—modutéow M' = A’ ® M ma naturalng strukture A'—modutu.
Tak wiec rozszerzeniu skalarow z A do A’ towarzyszy rozszerzenie modutu M do M.

Kazdy element M’ mozna przedstawi¢ w postaci skonczonej sumy tensoréw pro-
stych
Y ai®@m, a;€ A, m; e M.
Gdy M’ traktujemy jako A’—modut sume taka mozemy zapisa¢ w postaci
daj(lem,), a;e A, mieM.

Zatem M’ jest generowany jako A’—modul przez zbiér {1 ®m:m e M}

Wprawdzie nie zawsze mozemy identyfikowa¢ A—modut M z pewnym A—podmodutem
modulu M’, ale jest to mozliwe w sytuacji opisanej w nastepujacym lemacie.
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LEMAT 3.6.2. Niech M bedzie A—modutem, i niech f: A — A’ bedzie homomorfi-
zmem pierscient. Przypusémy, zZe spelniony jest nastepujocy warunek:
Dla kazdego niezerowego elementu m € M istnieje funkcjonat liniowy ¢ : M — A

taki, ze f(e(m)) # 0.

Wtedy odwzorowanie A—liniowe
T M —AQUuM, m—1m
jest injektywne.

Dowdd. Musimy pokazaé, ze ker 7 = 0 a wiec, ze
0O£FZmeM = 0£1dmeA M.

WeZzmy wiec m € M, m # 0. Na podstawie zatozenia istnieje funkcjonat liniowy
¢ : M — Ataki, ze f(p(m)) # 0. Rozpatrujemy odwzorowanie A—dwuliniowe

A'x M — A", (d,m)— d f(p(m)).

Na podstawie wtasnosci uniwersalnej iloczynu tensorowego istnieje doktadnie jedno
odwzorowanie A—liniowe ¢’ : A'®@ M — A’ takie, ze ¢'(a’ @m) = d’ f(¢(m)). Zatem
¢'(1®@m) = f(e(m)) # 01 wobec tego takze 1 ® m # 0. O

Jako zastosowanie lematu 3.6.2 rozpatrzmy sytuacje, gdy M jest skonczenie ge-
nerowanym A—modutem projektywnym i homomorfizm f : A — A’ jest wloze-
niem (injektywnym homomorfizmem) pierscienia A w jego rozszerzenie A’. Zatem A
jest podpierscieniem pierécienia A’ (jako A’ mozna wziaé, na przyktad, ciato utam-
kéw pierscienia catkowitego A). W tej sytuacji A—modut M mozna traktowaé jako
A—podmodut M’ = A’ ® M identyfikujac element m € M z tensorem prostym
1®@m € M'. Rzeczywiscie, na podstawie wniosku 3.4.8 spetnione sg zatozenia lema-
tu 3.6.2 i wobec tego okreslony w lemacie homomorfizm 7 jest injektywny.

3.7 Zadania

1. Niech M bedzie A—modutem. Udowodnié, ze nastepujgce warunki sg rownowaz-
ne.

(a) Istnieja podmoduly Mj, ..., M, modutu M takie, ze M = M; @ --- & M,,.

(b) Istnieja endomorfizmy 1, ...,¢, modutu M takie, ze ¢1 + -+ + @, = 1y,
piop;=0 dla i#j oraz p,op;=¢; dla i,j=1,...,n.

2. Niech A bedzie pierécieniem przemiennym i niech a,b € A. Udowodnié¢, ze naste-
pujace warunki sg réwnowazne.

(a) A=aA®bA (suma prosta A—modulow).
(b) ab =0 1iistnieja z,y € A takie, ze ax + by = 1.
(¢c) ab=0 oraz a+b jest elementem odwracalnym pierscienia A.

3. Niech J = (X,Y) = A- X + A-Y bedzie idealem w pierscieniu A = K[X, Y] wie-
lomianéw dwoch zmiennych X, Y nad cialem K. Udowodnié¢, ze J nie jest wolnym
podmodutem A—modutu wolnego A.
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4. Niech R = M5(R) bedzie pierécieniem macierzy 2 x 2 nad ciatem R liczb rzeczy-

wistych i niech
z 0
I—{[yO]ER.x,yGR}.

(a) I jest ideatem lewostronnym pierécienia R.
(b) I jest projektywnym R—modulem.
(¢) I nie jest wolnym R—modutem.

Sprawdzi¢, ze

5. Niech P bedzie R—modutem projektywnym. Udowodni¢, ze dla kazdego niezero-
wego elementu p € P istnieje funkcjonat liniowy ¢ na P taki, ze ¢(p) # 0.

6. Udowodni¢, ze jesli P jest podmodutem R—modutu wolnego, to dla kazdego nie-
zerowego elementu p € P istnieje funkcjonat liniowy « : P — R taki, ze a(p) # 0.

7. Niech A bedzie podpierscieniem ciata K réoznym od K i niech K bedzie cialem
utamkow pierscienia A. Traktujac K jako A—modut udowodnié, ze

(a) Homa (K, A) =0 (nie istnieja niezerowe funkcjonaly liniowe na A—module K),
(b) K nie jest projektywnym A—modutem.

8. Niech [ oraz J bedg idealami pierécienia przemiennego A.

(a) Udowodnié, ze jesli A—moduty A/I oraz A/J sa izomorficzne, to I = J.

(b) Wskazaé¢ przyktad pierscienia A i ideatéw I, J takich, ze pierscienie A/I oraz
A/J sa izomorficzne, ale I # J.

9. Udowodni¢, ze pierscien przemienny A jest pierscieniem catkowitym wtedy i tylko
wtedy gdy ma nastepujaca wtasnosé:

Dla kazdego A—modutu M i dla kazdego skonczonego uktadu mq,...,m, € M, jesli
my, ..., m, sa liniowo niezalezne, to takze amgy,...,am, sa liniowo niezalezne dla
kazdego niezerowego a € A.

10. Udowodni¢, ze jesli nad pierécieniem przemiennym A kazdy skonczenie genero-
wany A—modutl jest wolny, to A jest ciatem.

11. Niech A bedzie pierécieniem catkowitym i niech F' bedzie A—modutem wolnym
rangi 2 z baza {u,v}. Niech S = A(au 4 bv) bedzie podmodutem wolnym rangi
1 modutu F'. Udowodni¢, ze S jest sktadnikiem prostym modutu F' wtedy i tylko
wtedy gdy istniejg elementy ¢, d € A takie, ze ad — be = 1.

12. Niech M, N beda R—modutami i niech S < M oraz T' < N. Udowodni¢, ze

MaN M N
SeT S T

(Utamki oznaczaja moduty ilorazowe, @ oznacza zewnetrzna sume prosta (iloczyn
kartezjanski)).



Rozdziat 4

Modutly nad pierscieniami ideatéw
gtéwnych

Ostatnie zmiany 9.12.2007 r.

W tym rozdziale rozpatrujemy wytacznie moduly nad pierscieniami przemien-
nymi. Przedstawimy tutaj dwa gtéwne twierdzenia o modutach nad pierscieniami
ideatow gléwnych: o strukturze modutéw torsyjnych i o strukturze modutéw skon-
czenie generowanych. Nastepnie sformutujemy szczegdétowo wnioski wynikajace z tej
teorii dla skonczenie generowanych grup abelowych.

Przypomnijmy, ze A—modut M jest sumg prostg swoich podmodutéw Ny, ..., Ng,
jesli kazdy element m € M ma jednoznaczne przedstawienie w postaci

m=ni+---+n,, n,€N;, 1=1,...,k.

W szczegdlnodei, jesli podmoduty N; sa cykliczne oraz N; jest generowany przez
element m; € M, to fakt, iz M jest suma prostg podmodutéw N; oznacza dwie
rzeczy: po pierwsze, kazdy element m € M mozna przedstawi¢ w postaci

m=aymi+---+amg, ay,...,a €A

oraz, po drugie, przedstawienie to jest jednoznaczne w tym sensie, ze jesli mamy
inne przedstawienie

m:blml—l—”-—l—bkmk, bl,...,bkEA,

to aymy; = bymyq,...,agm; = bymy. Nie wymagamy wiec jednoznacznosci wspot-
czynnikéw a; € A ale jednoznacznosci sktadnikow a;m; € ;.

4.1 Moduly torsyjne

Zbadamy najpierw strukture modutéw torsyjnych nad calkowitymi pierécieniami
ideatow gtéwnych. Nie bedziemy tu zaktadac, ze rozpatrywane moduty sg skonczenie
generowane.

DEFINICJA 4.1.1. Niech A bedzie dowolnym pierscieniem i niech M bedzie A—modutem.
Element m € M nazywamy elementem torsyjnym, jesli istnieje element a € A, a # 0
taki, ze am = 0.

89
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Modul M nazywamy modutem torsyjnym, jesli kazdy element modutu M jest tor-
Syjny.

Modul M nazywamy modulem ograniczonym, jesli istnieje element a € A, a # 0
taki, ze dla kazdego elementu m € M mamy am = 0.

A—modul M nazywa sie modutem beztorsyjnym, jesli jedynym elementem torsyjnym
modutu M jest element zerowy 0 € M.

Przyktad 4.1.1. Kazdy modut ograniczony jest modutem torsyjnym.

W grupie abelowej M element m € M jest torsyjny jesli ma skonczony rzad. Je-
sli w grupie abelowej M kazdy element ma rzad skonczony, to M jest torsyjnym
Z—modutem. Natomiast jesli w grupie abelowej M rzedy wszystkich elementow sa
wspolnie ograniczone, to M jest ograniczonym Z—modutem. W szczegélnosci kazda
skonczona grupa abelowa jest ograniczonym Z—modutem.

Przestrzenie wektorowe nie dostarczaja przyktadéw modutdow torsyjnych: kazda nie-
zerowa przestrzen wektorowa V' nad cialem K jest beztorsyjnym K —modutem.
Ogolniej, kazdy modut wolny F' nad pierscieniem A bez dzielnikow zera jest beztor-
syjny.

Rzeczywiscie, jesli dla pewnego f € F oraz 0 # a € A mamy af = 0, to przedsta-
wiajac f jako kombinacje liniowa f = > x;b; elementow b; pewnej bazy modutu F
otrzymamy dla elementu af przedstawienie 0 = af = Y ax;b;. Stad ax; = 0 i wobec
tego x; = 0 dla kazdego i. Zatem f = 0.

Takze kazdy modut projektywny nad pierécieniem bez dzielnikéw zera (jako sktad-
nik prosty modutu wolnego) jest beztorsyjny.

Natomiast jesli pierscien A ma dzielniki zera, to modut wolny nad A zawsze zawiera
elementy torsyjne. Na przyklad, pierscien A = Z/67Z traktowany jako A—modut jest
modutem wolnym, ale element 2 + 6Z jest elementem torsyjnym gdyz (3 + 6Z)(2 +
6Z) =0€ Z/6Z.

Jesli 7 jest endomorfizmem przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K, to przestrzen
V' traktowana jako K[X]—modut V, (zob. przyklad 3.1.4) jest modulem ograni-
czonym (a wiec takze torsyjnym). Rzeczywiscie, jesli p, € K[X] jest wielomianem
minimalnym endomorfizmu 7, to dla kazdego v € V' mamy

prv =p.(7)(v) =0p(v) =0€ V.
Niech M bedzie ograniczonym A—modutem. Zbior
AnnM:{:UEA:a:M:O}

nazywamy anthilatorem modutu M. Oczywiscie 0 € Ann M ale wobec ograniczonosci
modutu M zbiér Ann M zawiera takze elementy niezerowe pierscienia A. Latwo
stwierdzi¢, ze Ann M jest niezerowym ideatem pierscienia A. Jesli A jest pierscieniem
ideatéw gtownych, to istnieje element a € A taki, ze

Ann M = (a) = dA.

Element a ma wiec nastepujaca wtasno$é: aM = 01 jesli zM = 0, to a | x. Element
a nazywamy minimalnym elementem ograniczajgcym (lub anihilujgeym) modutu
ograniczonego M. Element ograniczajacy a jest odwracalny tylko wtedy gdy M
jest modutem zerowym. Zatem anihilator niezerowego modutu ograniczonego jest
niezerowym idealem wtasciwym pierécienia A.
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Przyktad 4.1.2. Jesli 7 jest endomorfizmem przestrzeni wektorowej V nad cia-
tem K, to wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 jest elementem ograniczajacym
K[X]—modut V, (zob. przyktad 4.1.1). Faktycznie p, jest minimalnym elementem
ograniczajgcym K[X]—modut V,. Jedli bowiem f € K[X] jest jakimkolwiek wielo-
mianem anihilujacym V;, to dla kazdego v € V' mamy

f(r)w)=fv=0eV

i wobec tego f(7) = Oy jest endomorfizmem zerowym przestrzeni V. Dzielimy f
przez p, z reszta,

f=gpr+,
gdzie r = 0 lub r # 0 i stopief r jest mniejszy od stopnia p,. Wobec p,(7) = Oy
otrzymujemy stad Oy = r(7), skad wynika, ze r = 0 (gdyz p, jest wielomianem
najnizszego stopnia zerujacym sie na 7). A wiec p, | f oraz AnnV, = p, K[X].

Zanotujmy teraz bardzo prosty fakt, ktéry okaze sie uzyteczny w kilku miejscach
naszej dyskusji modutéw torsyjnych nad pierscieniami ideatow gtownych. Przyjmu-
jemy umowe, ze pierscien ideatéow gltownych jest automatycznie pierscieniem catko-
witym (przemiennym, bez dzielnikéw zera).

LEMAT 4.1.2. Niech A bedzie pierscieniem idealdow gtéwnych, a,b € A, nwd(a,b) =
1. Jesli M jest A—modutem, m € M oraz am =0, bm =0, to m = 0.

Dowdéd. Wobec naszych zalozen istniejg elementy z,y € A takie, ze ax + by = 1.
Zatem

0 = azm+bym = 1m = m. O

Nastepujaca definicja wprowadza do rozwazan podmoduty o kluczowym znacze-
niu dla opisu struktury modutéw torsyjnych.

DEFINICJA 4.1.3. Niech A bedzie pierécieniem idealéw gtownych i niech M bedzie

A—modutem. Niech p € A bedzie elementem pierwszym (nierozktadalnym) pierscie-
nia A. Wtedy zbior

T,(M):={meM:3¢0eN p'm=0}

jest podmodutem modutu M. Podmodut T,(M) nazywa sie p—prymarng czescia
modutu M lub p—prymarng sktadowa modutu M.

LEMAT 4.1.4. Niech A bedzie pierscieniem ideatow gtownych i niech M bedzie
A—modutem ograniczonym. Niech a € A bedzie minimalnym elementem ogranicza-
jacym modutu M i niech p bedzie elementem pierwszym pierscienia A.

(a) Jeslipta, to T,(M) = 0.

(b) Jeslip | a, to T,(M) # 0.

Dowdd. (a) Niech m € T,(M). Wtedy p‘m = 0 dla pewnej liczby naturalnej .
Poniewaz p{ a i p jest elementem pierwszym, mamy nwd(p’, a) = 1 i wobec tego na
podstawie lematu 4.1.2 otrzymujemy m = 0.

(b) Zalézmy, ze p | a. Wtedy a = ph dla pewnego h € A oraz a t h (gdyz w
przeciwnym razie p bytby elementem odwracalnym). Wobec tego h nie nalezy do
anihilatora modutu M. Istnieje zatem taki element m € M, ze my := hm # 0.
Wtedy pmy = phm = am = 0, co oznacza, ze my € T,(M). Zatem T,(M) #0. O
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A oto dwa szczegodlne przypadki sytuacji rozpatrywanej w lemacie 4.1.4.

Przyktad 4.1.3. Jesli M jest skonczona grupg abelowg rzedu n, to n jest elementem
ograniczajacym grupe M, ale niekoniecznie jest minimalnym elementem ogranicza-
jacym M. W kazdym razie minimalny element ograniczajacy M jest dzielnikiem
liczby n i wobec tego jesli liczba pierwsza p nie dzieli n, to nie dzieli takze mini-
malnego elementu ograniczajacego M. Wobec tego na podstawie lematu 4.1.4, jesli
liczba pierwsza p nie dzieli n, to p—prymarna sktadowa grupy M jest podgrupa
Zerowa;:
pin = T,(M)=0.

Jesli natomiast p | n, to udowodnimy pézniej, ze T,(M) # 0 (zob. twierdzenie
4.3.17). Wynika to wprawdzie natychmiast z twierdzenia Cauchy’ego (zob. twier-
dzenie 1.2.10), przypominamy jednak, ze dowdd twierdzenia Cauchy’ego dla grup
abelowych odtozyliémy do rozdziatu 4 i wtadnie jest ono konsekwencjg twierdzenia
4.3.17 (zob. wniosek 4.3.18). Jesli M jest grupa cykliczna rzedu n, to sytuacja jest
prosta, gdyz n jest minimalnym elementem ograniczajacym M i wobec tego dla
liczby pierwszej p | n mamy T,(M) # 0 na podstawie lematu 4.1.4.

Przyktad 4.1.4. Niech p, bedzie wielomianem minimalnym endomorfizmu 7 prze-
strzeni wektorowej V' nad ciatem K. Wtedy p, jest minimalnym elementem ogra-
niczajacym K[X]—modutu V, (zob. przyklad 4.1.2). Jesli wielomian nierozktadalny
q € K[X] nie dzieli p,, to g—prymarna sktadowa K[X]|—modutlu V; jest podmodu-
tem zerowym:

Ty(V7) = 0.

Natomiast jesli wielomian nierozktadalny ¢ € K[X| dzieli wielomian p,, to g—sktadowa
modutu V. jest niezerowa. Obydwa stwierdzenia sa konsekwencja lematu 4.1.4.

Zgodnie z definicja, prymarna sktadowa 7,(M) sktada si¢ z elementéw modutu
M anihilowanych przez jakakolwiek potege elementu pierwszego p. Pokazemy teraz,
ze dla modutu ograniczonego w sktadowej p—prymarnej wystepuja tylko elementy
anihilowane przez niezbyt wysokie potegi elementu p.

LEMAT 4.1.5. Jesli p* jest najwyiszq potegq elementu pierwszego p dzielgeq mini-
malny element anihilujgcy a modutu ograniczonego M, to

T,(M) = {m cM:p'm= O}.

Dowdd. Oczywiscie, zbidr {m €M :p'm= 0} zawiera sie w T,(M). Z drugiej stro-
ny, jeslim € T,(M) i p*m = 0 dla pewnej liczby naturalnej k > ¢, to nwd(p*, a) = p*

i wobec tego zp”* +ya = p’ dla pewnych z,y € A. Stad 0 = zp*m +yam = p'm. O

Przystepujemy teraz do dowodu gtéwnego twierdzenia strukturalnego dla modu-
téw torsyjnych.

TWIERDZENIE 4.1.6. Niech M bedzie A—modutem, gdzie A jest pierscieniem ide-
atow gtownych. Jesli M jest modulem torsyjnym, to M jest sumq prostq wszystkich
swoich sktadowych prymarnych:

M = @TP(M)a
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gdzie p przebiega wszystkie parami niestowarzyszone elementy pierwsze pierscie-
nia A.

Dowéd. Udowodnimy najpierw, ze M = >, T,(M). Niech m € M oraz am = 0
dla 0 # a € A. Gdyby a byl elementem odwracalnym, to m = 0 i wobec tego
m = 0+---+0 jest sumg elementow nalezacych do prymarnych sktadowych modutu
M. W przeciwnym razie

a=upi' - p)

gdzie u jest elementem odwracalnym oraz p; sa parami niestowarzyszonymi elemen-
tami pierwszymi pierscienia A. Polézmy

P = a/p}".
Elementy Py, ..., P, sa wzglednie pierwsze, zatem w pierscieniu (ideatéw gtéwnych)
A istniejg elementy aq, ..., a, takie, ze

CL1P1+"'+(ITPT:1.

Stad otrzymujemy
aiPom—+ -4+ a,Pom =m,

przy czym a; Pym € T, (M) gdyz p¥ - a;Pym = a;am = 0. Zatem M = > Tp(M).
Przypusémy teraz, ze

m € T,(M) N Y T,,.(M),

gdzie p, p; sa parami niestowarzyszonymi elementami pierwszymi pierscienia A. Wte-
dy istnieja liczby naturalne k, kq, ..., k. takie, ze

p*m =0 oraz p’fl X ~pf’“m =0,

i wobec nwd(p*, i -p") =1 z lematu 4.1.2 otrzymujemy m = 0. Udowodniliémy
zatem, ze T,(M)NY, T, (M) =0 iwobectego M =@, T,(M). O

4.2 Moduly skonczenie generowane

Przechodzimy teraz do drugiego gtéwnego twierdzenia o strukturze modutéw nad
pierécieniami ideatéw gtoéwnych. Inaczej niz w przypadku modutéw torsyjnych, roz-
patrujemy teraz tylko moduty skonczenie generowane. Twierdzenie 4.2.1 o strukturze
skonczenie generowanych modutéw nad pierécieniami ideatéw gtéwnych udowodni-
my jedynie w przypadku pierscieni euklidesowych, gdzie dowdd jest nieco prostszy
niz w ogdélnym przypadku . Przypomnijmy, ze pierscien catkowity A nazywa sie
euklidesowy, jesli dla A prawdziwe jest twierdzenie o dzieleniu z reszta (wzgledem
odpowiedniej normy euklidesowej N). A wiec istnieje funkcja N : A\ {O} — NU {0}
taka, ze dla kazdych elementéw a,b € A, b # 0 istnieja q,t € A spelniajace réwnosé
a = bq + t przy czym albo t = 0 albo N(t) < N(b). Latwo dowodzi sie, ze kazdy

'Dowéd w przypadku ogélnym mozna znalezé, na przyklad, w ksiazce: I. Kaplansky, Infinite
Abelian groups, Ann Arbor 1956 (second printing), Theorem 16, p. 44.
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pierécien euklidesowy jest pierscieniem ideatow gléwnych. Rzeczywiscie, jesli Z jest
niezerowym idealem pierscienia euklidesowego A oraz a € 7 jest niezerowym ele-
mentem o najmniejszej normie euklidesowej wsréd elementéw ideatu Z, to a dzieli
kazdy element ideatu 7, skad wynika, ze Z = a A jest idealem gtéwnym. Przyktada-

mi pierscieni euklidesowych sa pierscien Z liczb catkowitych (z norma N(a) = |a|)
oraz pierscien K[X| wielomianéw jednej zmiennej nad dowolnym ciatem K (z norma
N(f) = deg [).

Niech M bedzie modutem skonczenie generowanym i niech r bedzie najmniejsza
z liczb elementéw w zbiorach generujacych modut M. Liczbe r nazywamy rangq
modutu M i oznaczamy ja
rank M = r.

Zbiér generatorow modutu sktadajgcy sie z r = rank M elementéw nazywamy mi-
nimalnym zbiorem generatoréw modulu M. Zauwazmy, ze jeSli I jest skonczenie
generowanym modutem wolnym, to na podstawie uwagi 3.3.7 ranga rank F' jest licz-
ba elementow w bazie modutu F'.

TWIERDZENIE 4.2.1. Niech A bedzie pierscieniem idealow gltownych i niech M be-
dzie skoriczenie generowanym A—modutem. Wtedy M jest sumg prostqg skoriczonego
zbioru podmodutow cyklicznych. Dokiadniej, jesli rank M = r, to modul M jest sumgq
prostg r podmodutow cyklicznych.

Dowaéd. Jak juz zapowiedzielismy, podamy dowod w przypadku gdy A jest pierscie-
niem euklidesowym. Przeprowadzimy dowodd indukcyjny ze wzgledu na rank M.
Jesli rank M = 1, to modut M jest cykliczny i twierdzenie jest prawdziwe.

Zatozmy wiec, ze rank M = r > 1 i twierdzenie jest prawdziwe dla A—moduléw o
randze r — 1. Niech {my, ..., m,} bedzie minimalnym zbiorem generator6w modutu
M. Wtedy M = Amy + --- + Am, jest (zwykla) suma podmodutéw cyklicznych
Am;. Jedli dla aq, ..., a, € A réwnosé

aymy +---+a,m, =0 (4.1)

zachodzi tylko wtedy gdy wszystkie jej sktadniki sg 0 (aymq = -+ = a,m, = 0), to
wynika stad, ze kazdy element m € M ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
sumy elementéw podmodutéw cyklicznych Amg, ..., Am, i wobec tego modut M
jest suma prosta podmodutéw cyklicznych Am;. W tym przypadku twierdzenie jest
wiec prawdziwe. Pozostaje wigc rozpatrze¢ przypadek, gdy istnieje réwnosé (4.1),
w ktérej nie wszystkie sktadniki a;m; sa réwne zero. Pokazemy, ze wtedy mozna
zmodyfikowaé¢ dany zbiér generatoréw tak, by nowy zbiér generatoréow prowadzit do
rozktadu modutu M na sume prostg podmodutéw cyklicznych.

Sposréd wszystkich minimalnych zbioréw generatoréw {my,...,m,} i sposréd
wszystkich rownosci (4.1) wybieramy zbiér generatoréw i réwnosé, w ktorej wyste-
puje niezerowy wspoétezynnik a; z najmniejsza norma euklidesowa N (a;). Zmieniajac
ewentualnie porzadek elementéw w wybranym zbiorze generatoréw {mg,...,m,}
mozemy zaktadac, ze a; jest niezerowym wspotczynnikiem o najmniejszej mozliwe;j
normie euklidesowej we wszystkich réwnosciach postaci (4.1). Udowodnimy teraz
dwa pomocnicze fakty stwierdzajace wtasnosci elementu a;.

Fakt 1. Jesli
bymiy +---+bm, =0 (4.2)
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dla pewnych bq,...,b,. € A, to a; dzieli b;.

Jesli a; nie dzieli by, to na podstawie euklidesowosci pierscienia A istniejg ¢,t € A
takie, ze
blzaqurt, t7é0, N(t) <N(a1).

Wtedy z (4.1) otrzymujemy aygmy + -+ + a,gm, = 0 i odejmujac te réwnosé od
réwnosci (4.2) mamy

(by —arq)my + -+ - + (b, — arq)m, = 0.
Tutaj by — ajqg =t # 0 oraz N(t) < N(ay), co jest sprzeczne z wyborem naszego
minimalnego zbioru generatorow i wspotczynnika a,. A wiec a; dzieli b;.

Fakt 2. a; dzieli wszystkie wspotczynniki as, . . ., a, wystepujace w wybranej réwnosci

(4.1).

Przypusémy, ze a; nie dzieli as. Zatem istniejg q,t € A takie, ze
ag=aq+t, t#0, N(t) < N(a).
Z réwnosci (4.1) otrzymujemy wtedy
a;(my + gqma) + tms + agms + - -+ + a,m, = 0. (4.3)

Zauwazmy, ze {my + gmao, ma, ..., m,} jest takze minimalnym zbiorem generatoréw
modutu M i réwnosé (4.3), w ktérej wystepuje niezerowy wspdtczynnik ¢ o normie
euklidesowej mniejszej niz N(ay), jest sprzeczna z wyborem {my,...,m,} oraz a,.
Zatem a; dzieli ap. Zmieniajac kolejnos¢ generatoréw ms, ..., m, pokazemy w ten
sam sposob, ze ay dzieli wszystkie pozostate wspotczynniki as, . . ., a,.

Na podstawie Faktu 2 istnieja ¢, ..., q. € A takie, ze

a2 = a142,...,0, = A1(y.

Wykorzystamy teraz elementy ¢o,...,q, € A do konstrukcji nastepujacego zbioru
generatorow modutu M :

*
my =my+qmg+ -+ @My, Mo, ..., My

Niech M; := Am} bedzie podmodutem cyklicznym generowanym przez mj oraz
niech N := Ams + --- + Am, bedzie podmodutem generowanym przez zbioér
{ma,...,m,}. Wtedy

M = M; + N.

Pokazemy, ze w istocie M = M N. Wystarczy pokazac, ze MiNN = 0. Przypusémy
wiec, ze

Wtedy istniejg by, bs, ..., b, € A takie, ze

m = bymj = bamg + -+ - + bym,.,
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a wiec takze
bﬂn}< - bgmg — = brmr =0.

Zastepujac tutaj m] kombinacjg liniowg m; + gams + - - - 4+ ¢,m, otrzymamy
bimi + (bigz — b2)mg + -+ + (b1gr — by)m, = 0.

Na podstawie Faktu 1 wiemy, ze a; dzieli by, zatem b; = ga, dla pewnego ¢ € Aiw
rezultacie otrzymujemy

m=>bm; = q(aym])
= q(amy + a1gamg + - - + argom,)
= q(aymy + agmg + -+ -+ a,my)
q0=0.

A wiec Mi NN =0 co wraz z M = M; + N dowodzi, ze M = M; & N. Ponie-
waz rank N = r — 1, wiec na podstawie zatozenia indukcyjnego podmodut N jest
suma prosta r — 1 podmodutéw cyklicznych. Zatem modut M jest sumg prosta r
podmodutéow cyklicznych. O]

WNIOSEK 4.2.2. Kazdy skoriczenie generowany modutl beztorsyjny P nad pierscie-
niem ideatow gtownych A jest A—modutem wolnym skoriczonej rangsi.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia 4.2.1, modutl P jest sumg prosta skonczonej licz-
by r modutéow cyklicznych. Natomiast modut cykliczny Am dla 0 # m € P jest
izomorficzny z A—modutem A. Wynika to stad, ze P jest modutem beztorsyjnym
i wobec tego am # 0 dla0 #a€ Ai0# m e P. Stad A — Am, a — am jest
izomorfizmem A—moduléw. Zatem P = Am; @ --- d Am, = A" jest A—modutem
wolnym rangi r. O

WNIOSEK 4.2.3. Kazdy skonczenie generowany modul projektyuwny P nad pierscie-
niem ideatow gltownych A jest modutem wolnym skonczonej rangi.

Dowdéd. Modut projektywny P jest sktadnikiem prostym pewnego A—modutu wol-
nego F'. Poniewaz A jest pierdcieniem catkowitym, modut F' jest beztorsyjny (na
podstawie przyktadu 4.1.1) i wobec tego jego podmodul P takze jest beztorsyjny.
Zatem P jest wolny na podstawie wniosku 4.2.2. O

Jak zauwazyliSmy w przyktadzie 3.1.4, jesli 7 jest endomorfizmem skonczenie
wymiarowej przestrzeni wektorowej V' nad cialem K, to V mozna traktowaé jako
(skonczenie generowany) modul V, nad pierscieniem euklidesowym K[X]. W roz-
dziatach 9 i 10 zbadamy szczegdtowo zastosowania twierdzen 4.1.6 i 4.2.1 do opisu
struktury modutu V,. Prowadzi to do dowodu istnienia postaci kanonicznych ma-
cierzy endomorfizmu 7.

4.3 Grupy abelowe

Szczegoblnie waznym typem modutow sa Z—moduty, czyli grupy abelowe. Pokazemy,
ze twierdzenia 4.1.6 1 4.2.1 pozwalaja na pelny opis struktury skonczenie genero-
wanych grup abelowych jako sum prostych grup cyklicznych. Z twierdzenia 4.2.1
wynikaja nastepujace wnioski.
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WNIOSEK 4.3.1. Kazda skonczenie generowana grupa abelowa jest sumgq prostq grup
cyklicznych.

W szczegdlnoscei zatem mamy nastepujacy rezultat.
WNIOSEK 4.3.2. Kazda skonczona grupa abelowa jest sumg prostq grup cyklicznych.

Suma prosta nieskonczonych grup cyklicznych jest grupa abelowa wolna. Roz-
poczniemy wiec od oméwienia wtasnosci grup abelowych wolnych.

4.3.1 Grupy abelowe wolne

Zgodnie z definicja 3.3.1 grupa abelowa F' nazywa sie grupg abelowg wolng, jesli
istnieje podzbior B := {b; : i € I} grupy F taki, ze kazdy element f € F ma
jednoznaczne przedstawienie w postaci

f= Z zib;
iel
gdzie z; sg liczbami catkowitymi oraz x; = 0 dla prawie wszystkich i € I. Podzbior
B jest wtedy bazg grupy abelowej wolnej F'. Inaczej mowigc, F' jest grupa abelowa
wolna z baza B, gdy F' jest suma prosta

F=@F,
iel
gdzie F; = (b;), i € I, sa nieskonczonymi podgrupami cyklicznymi grupy F' genero-
wanymi przez elementy zbioru B.
Nastepujaca charakteryzacja grup abelowych wolnych (nazywana wtasnoscia uni-
wersalna) wynika z twierdzenia 3.3.2.

TWIERDZENIE 4.3.3. Niech F' bedzie grupg abelowq i niech B bedzie podzbiorem
grupy F. Zbior B jest bazq grupy abelowej F' (i F jest grupg abelowg wolng) wtedy i
tylko wtedy, gdy dla dowolnej grupy abelowej M i dowolnego odwzorowania (3 : B —
M istnieje dokltadnie jeden homomorfizm grup h : F — M taki, Ze h(b) = ((b)
dla kazdego b € B.

Przyklad 4.3.1. Grupa Z liczb catkowitych jest grupa abelowa wolna. Baza tej
grupy jest jednoelementowy podzbiér {1}. Inng baza jest zbior {—1}.
Addytywna grupa pierécienia wielomianéw Z[X] jest grupa abelowa wolna z baza

{1,X,X2,...,X",... }

Zewnetrzna suma prosta (koprodukt) dowolnej rodziny nieskonczonych grup cyklicz-
nych:

iel
jest grupa abelowa wolna. Pokazemy mianowicie, ze grupa F’ jest suma prosta pewnej
rodziny nieskonczonych podgrup cyklicznych.
Dla kazdego 7 € I rozpatrzmy odwzorowanie

p; : C; — F,
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ktére kazdemu elementowi b; € C; przyporzadkowuje element ¢;(b;) € F' z wszyst-
kimi wspotrzednymi rownymi zero z wyjatkiem j—tej wspotrzednej réwnej b; :

o f by dlai=,
wAML—{O dla i # J.

bLatwo sprawdzi¢, ze kazde odwzorowanie ¢; jest monomorfizmem grup. A wiec
©;(C;) jest podgrupa grupy F' izomorficzng z grupa cykliczng C;. Ponadto, kaz-
dy element grupy F' ma jednoznaczne przedstawienie w postaci skonczonej sumy
elementéw grup ¢;(C;). Jesli bowiem f = (b;);er € F, gdzie b; € C;, to istnieje
skoficzony zbior {iy,...,inm} C I taki, ze by =0 dlai & {i1, ..., }. Wtedy

f = gpll(bH) + U + Qoim(bim)7

a wiec f € F jest sumg obrazdéw swoich niezerowych wspotrzednych. Stad wynika
tez jednoznacznos¢ tego przedstawienia.

Stwierdzamy zatem, ze grupa F' jest wewnetrzng sumaq prostg nieskonczonych pod-
grup cyklicznych ¢;(C;) grupy F,

F = wi(Cy),

iel
jest zatem grupa abelowa wolna.
TWIERDZENIE 4.3.4. Kazde dwie bazy grupy abelowej wolnej sq¢ rownoliczne.
Dowod. Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia 3.3.4. O

DEeFINICJA 4.3.5. Moc dowolnej bazy grupy abelowej wolnej F' nazywamy rangq
grupy F'i oznaczamy rank F.

Przyktad 4.3.2. Dla grupy abelowej wolnej Z mamy rankZ = 1.

Dla addytywnej grupy pierécienia wielomianéw Z[X] mamy rank Z[X]| = oo.

Dla kazdej liczby kardynalnej « istnieje grupa abelowa wolna F' taka, ze rank F' = «.
Wystarczy wzia¢ zbiér I o mocy « i polozy¢ F = [l;c; Z = ZWn,

Grupa abelowa wolna jako skladnik prosty grupy abelowej

Jesli grupa abelowa M ma przedstawienie w postaci sumy prostej M = F & C,
gdzie F' jest grupa abelowa wolng, to opis struktury grupy M sprowadza sie do
opisu struktury podgrupy C, gdyz struktura sktadnika prostego F' jest caltkowicie
wyjasniona: jest on sumg prosta grup cyklicznych nieskoniczonych i dla petnej cha-
rakteryzacji wystarczy wyznaczy¢ rank £. Widzimy wiec, ze stwierdzenie iz grupa
M ma sktadnik prosty bedacy grupa abelowa wolna redukuje opis grupy do opisu
pewnej podgrupy grupy M. Jak rozpoznac, ze grupa M ma sktadnik prosty bedacy
grupa abelows wolna? Oczywistym warunkiem koniecznym na to jest by grupa M
miata homomorficzny obraz bedacy grupa abelowa wolng (rzutowanie na sktadnik
prosty jest epimorfizmem). Okazuje sie, ze ten oczywisty warunek konieczny jest
takze warunkiem wystarczajacym.
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TWIERDZENIE 4.3.6. Niech M bedzie grupg abelowq i niech G bedzie grupg abelowq
wolng. Jesli istnieje epimorfizm h : M — G, to grupa M ma podgrupe F' izomor-
ficzng z grupg G takg, Ze

M = F @ kerh.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia 3.3.8 ciag doktadny
0 — kerh — M % G - 0

rozszczepia sie. Jesli ¢ : G — M jest homomorfizmem rozszczepiajacym, to na
podstawie wniosku 3.2.9 mamy M = kerh @ im . Poniewaz h o ¢ = 1);, wiec ¢
jest monomorfizmem i wobec tego F' := im ¢ jest podgrupa M izomorficzng z grupa

G. O

A oto przyktad zastosowania twierdzenia 4.3.6. Zauwazmy, ze ponizsze twierdze-
nie jest szczegdlnym przypadkiem wniosku 4.2.2. Podamy jednak niezalezny dowod
oparty na twierdzeniu 4.3.6.

TWIERDZENIE 4.3.7. Kazda podgrupa grupy abelowej wolnej jest grupg abelowq wol-
ng.

Dowdéd. Rozpatrzymy tylko przypadek grup abelowych wolnych o skonczonej randze
i udowodnimy, ze jesli F' jest grupg abelowqg wolng o randze n, to kaZda podgrupa
H grupy F jest grupg abelowg wolng o randze nie wiekszej od n. Przeprowadzimy
dowdd indukcyjny ze wzgledu na range grupy abelowej wolnej F'. Jesli rank F' = 1, to
F jest nieskonczong grupa cykliczng i kazda niezerowa podgrupa grupy F' jest takze
nieskonczong grupa cykliczna, a wiec grupa abelowa wolng o randze 1. Natomiast
podgrupe zerowa mozemy traktowaé jako grupe abelowa wolna o randze 0.

Niech wiec rank F' = n > 1 i niech twierdzenie bedzie prawdziwe dla grup abelowych
wolnych o randze n — 1. Niech {fi,..., f.} bedzie baza grupy F i niech H bedzie
dowolng podgrupa grupy F. Rozpatrzmy homomorfizm grupy F' na grupe cykliczna
(fn) okreslony nastepujaco:

7T'n:-F_> <fn>7 7Tn(£1f1++xnfn):$nfna

dla dowolnych zy,...,z, € Z. Homomorfizm 7, nazywa si¢ rzutowaniem grupy F
na sktadnik prosty (f,). Jadrem tego rzutowania jest podgrupa (fi) ® - @ (fn_1)
grupy F|, ktora jest grupa abelowa wolng o randze n — 1. Zacie$nienie 7, do H jest
epimorfizmem grupy H na podgrupe grupy (f,), czyli na grupe abelowa wolna o
randze < 1. Na podstawie twierdzenia 4.3.6,

H = F' @ ker 7y,

gdzie I’ jest grupa abelowa wolna (cykliczna nieskoniczona lub zerowa), natomiast
ker 7, jest podgrupa grupy abelowej wolnej ker m,, o randze n — 1. Zatem na pod-
stawie zalozenia indukcyjnego ker 7, 5 jest grupa abelowa wolna o randze < n — 1
i w rezultacie H jest grupa abelowa wolng o randze < n. O
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Uwaga 4.3.8. Twierdzenie 4.3.7 warto poréwnac z rezultatami rozdziatu 3 o modu-
tach projektywnych. Sktadnik prosty P grupy abelowej wolnej (wolnego Z—modutu)
F jest projektywnym Z—modutem (na podstawie definicji 3.4.2). Jako podgrupa gru-
py abelowej wolnej F' projektywny Z—modut P jest modutem wolnym (twierdzenie
4.3.7). A wiec nad pierécieniem liczb catkowitych kazdy modul projektywny jest
modutem wolnym. Ale twierdzenie 4.3.7 moéwi znacznie wigcej: nie tylko sktadniki
proste grup abelowych wolnych sa Z—modutami wolnymi ale kazda podgrupa grupy
abelowej wolnej jest Z—modutem wolnym.

Generatory i relacje

Zmaczenie grup abelowych wolnych w teorii grup abelowych sygnalizuje nastepujace
twierdzenie.

TWIERDZENIE 4.3.9. Kazda grupa abelowa M jest homomorficznym obrazem pewnej
grupy abelowej wolnej. Doktadniej: jesli grupa abelowa M ma zbior generatoréw mocy
a, to M jest homomorficznym obrazem grupy abelowej wolnej o randze o.

Dowdd. Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia 3.3.3. [

WNIOSEK 4.3.10. KaZda grupa abelowa M jest izomorficzna z grupg ilorazowq pew-
nej grupy abelowej wolnej.

Przedstawienie grupy abelowej M jako ilorazu F//H grupy abelowej wolnej F' wy-
nikajace z wniosku 4.3.10 prowadzi do opisu grup abelowych za pomoca generatoréw
i relacji.

Niech M bedzie skonczenie generowana grupa abelowa. Wtedy na podstawie
twierdzenia 4.3.9 istnieje grupa abelowa wolna F' o skonczonej randze n oraz pod-
grupa H grupy F takie, ze M = F/H. Niech {f,..., f.} bedzie baza grupy F. Na
podstawie twierdzenia 4.3.7 podgrupa H jest takze grupa abelowa wolng i ma range
m < n. Niech {hy, ..., h,} bedzie zbiorem generatoréw grupy H. Mamy wiec

hi:ai1f1+~~+amfn, izl,...,m,

gdzie a;; s pewnymi liczbami catkowitymi. Stad, ze elementy f; tworza baze¢ grupy
F wynika, ze warstwy

$j:fj+H€F/H, jzl,...,n

tworza uklad generatoréw grupy F/H. Ponadto,

Yoayr; =Y a;fj+H=h+H=0¢cF/H
Jj=1 j=1
A wiec

M = (xqy,...,x,), gdzie apzi+- - +apr,=0 dla i=1,... m.

To przedstawienie grupy abelowej M nazywamy przedstawieniem za pomoca gene-
ratoréw i relacji.
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Przyktad 4.3.3. Rozpatrzymy przedstawienie grupy czworkowej Kleina M =V, =
Zo X Lo za pomocy generatorow i relacji. Rozpoczynamy wiec od znalezienia epimor-
fizmu pewnej grupy abelowej wolnej na grupe V. Grupa V) jest generowana przez
dwa elementy, jest wiec homomorficznym obrazem grupy abelowej wolnej o randze
2. Rzeczywiscie, odwzorowanie

h:7Zx7Z—Vy, (a,b)— (amod 2, bmod 2)
jest epimorfizmem z jadrem
H =kerh ={(2a,2b) : a,b € Z} = {2af, + 2bfy : a,b € Z}

gdzie f; = (1,0), fo = (0, 1) tworza baze grupy F' = Z x Z. Zatem hy = 2f;, hy = 2f5
generujg podgrupe H. Dla x1 = f; + H, x5 = fo + H mamy wiec

‘/4 = <l’1,ZL‘2>, 2£L'1 = O, 21’2 = 0.

Uwaga 4.3.11. W rozdziale 1 dyskutowaliémy przedstawienie grup za pomoca ge-
neratorow i relacji wynikajace z faktu, ze kazda grupa jest homomorficznym obrazem
grupy wolnej. Dla grup abelowych mamy zatem dwie mozliwosci. Pierwsza polega
na przedstawieniu grupy abelowej M jako grupy ilorazowej F//H, gdzie F jest grupa
abelowa wolna i H jest podgrupa F', druga polega na przedstawieniu grupy abelo-
wej M jako grupy ilorazowej F//H, gdzie F' jest grupa wolna i H jest odpowiednig
podgrupa normalng w F'. W drugim przedstawieniu, z wyjatkiem trywialnego przy-
padku gdy M jest grupa cykliczng, sytuacja jest zawsze bardziej skomplikowana,
gdyz grupa wolna F' jest nieabelowa i podgrupa H musi zawieraé relacje gwaran-
tujace abelowosé ilorazu F/H (a wiec H musi zawiera¢ komutant grupy F'). Dla
przyktadu, kod genetyczny grupy czwérkowej Kleina, ktéry mozna wyznaczy¢ me-
toda zaprezentowang w przyktadzie 1.4.5, ma postaé

Vi=gr({A, B}||A> = B> =1, AB = BA).

4.3.2 Skonczenie generowane grupy abelowe

Zauwazmy najpierw, ze kazda podgrupa skonczenie generowanej grupy abelowej M
jest skonczenie generowana. Jesli bowiem B < M, to rozpatrujemy homomorfizm
h: F — M pewnej grupy abelowej wolnej F' o skoficzonej randze na grupe M (zob.
twierdzenie 4.3.9). Przeciwobraz h™!(B) podgrupy B jest podgrupa grupy abelowej
wolnej F, jest wiec grupa abelowa wolna o skonczonej randze (twierdzenie 4.3.7).
Zatem grupa B = h(h™'(B)) jest grupa skoriczenie generowang.

Zauwazmy, ze skonczenie generowana torsyjna grupa abelowa jest grupg skonczong.
Jesli bowiem {g¢1,...,gn} jest zbiorem generatoréw grupy torsyjnej M oraz rzad
|gi| = 7, to liczba elementéw dajacych sie przedstawié w postaci a = x1g1+ - -+ Tngn,
gdzie z; € Z, jest nie wieksza niz ry---r,. A wiec |[M| < ry---1rp,.

Opis struktury skonczenie generowanych grup abelowych sprowadza si¢ wiec do prze-
analizowania nastepujacych przypadkdow:

e grupy beztorsyjne (nie majace elementéw # 0 rzedu skonczonego),

e grupy mieszane, zawierajace zarowno elementy # 0 rzedu skonczonego jak i ele-
menty rzedu nieskonczonego,

e grupy skonczone.



102 ROZDZIAL 4. MODULY NAD PIERSCIENIAMI IDEAEOW GEOWNYCH

4.3.3 Skonczenie generowane beztorsyjne grupy abelowe

TWIERDZENIE 4.3.12. Skonczenie generowana beztorsyjna grupa abelowa jest grupg
abelowq wolng.

Dowéd. Na podstawie wniosku 4.3.1 z twierdzenia 4.2.1, skoficzenie generowana gru-
pa abelowa jest suma prosta grup cyklicznych. Jesli grupa ta jest beztorsyjna, to jest
sumg prosta grup cyklicznych nieskonczonych. Zatem jest grupa abelowa wolng. [

4.3.4 Skonczenie generowane mieszane grupy abelowe

Dla dowolnej grupy abelowej M podzbiér T'(M) wszystkich elementéw rzedow skon-
czonych jest podgrupa grupy M. Podgrupa T (M) jest oczywiscie grupa torsyjna.

TWIERDZENIE 4.3.13. Kazda skonczenie generowana grupa abelowa M ma rozktad
na sume prostg podgrup
M=FaT(M),

gdzie F jest grupg abelowg wolng 1 T (M) jest grupg skoticzong.

Dowdéd. Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia 4.2.1. Rzeczywiscie, na podstawie
tego twierdzenia grupa M jest suma prosta skonczonej liczby podgrup cyklicznych,
M =7Zmy & --- & Zm,. Grupujac oddzielnie sktadniki proste, ktore sa nieskonczo-
nymi grupami cyklicznymi otrzymamy podgrupe wolna F' grupy M. Suma prosta
pozostatych sktadnikow, czyli skonczonych grup cyklicznych, jest grupa skonczong i
tatwo zauwazy¢, ze jest ona réwna T(M). Zatem M = F & T'(M).

A oto drugi dowdd, niezalezny od twierdzenia 4.2.1. Rozpatrzmy grupe ilorazowsa
G := M/T(M). Jest to grupa skonczenie generowana, gdyz jest obrazem homomor-
ficznym skoniczenie generowanej grupy M. Ponadto, jest to grupa beztorsyjna. Jesli
bowiem n(a+T'(M)) =T (M) dlaa € M orazn € N, to na € T(M), skad wynika, ze
istnieje liczba m € N taka, ze mna = 0. Zatem a € T(M), oraz a + T (M) =T (M).
A wiec jedynym elementem torsyjnym grupy G jest element zerowy.
Na podstawie twierdzenia 4.3.12 grupa G jest grupa abelows wolng. Rozpatrzmy
teraz homomorfizm kanoniczny

h:M— G=M/T(M),

ktorego jadrem jest grupa T'(M). Na podstawie twierdzenia 4.3.6 grupa M ma pod-
grupe F izomorficzna z G i taka, ze M = F@kerh = F&T(M). Tutaj F jest grupa
abelowa wolng, gdyz jest izomorficzna z grupa abelowa wolna G, natomiast gru-
pa T'(M) jest podgrupa skorniczenie generowanej grupy abelowej M, jest wiec sama
skonczenie generowana, a poniewaz jest torsyjna, jest grupa skonczong. O]

4.3.5 Torsyjne grupy abelowe

Torsyjna grupa abelowa M jest torsyjnym Z—modutem. Oznacza to, ze kazdy ele-
ment grupy M ma skonczony rzad. Tak jak dla wszystkich modutéw nad piersécienia-
mi idealéow gtéwnych, dla grupy abelowej M i liczby pierwszej p symbolem T,(M)
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oznaczamy p—prymarna sktadowa grupy M. Jest to zbior wszystkich elementéw
grupy M, ktorych rzedy sa potegami liczby p :

T,(M):={meM:3LeN p'-m=0}.

Jesli grupa M nie zawiera elementow, ktérych rzedy sa potegami liczby pierwszej
p, to T,(M) = 0. Nastepujace podstawowe twierdzenie o strukturze torsyjnych grup
abelowych jest szczegbélnym przypadkiem twierdzenia 4.1.6.

TWIERDZENIE 4.3.14. Torsyjna grupa abelowa M jest sumq prostg swoich prymar-
nych sktadowych,

M =P T,(M),
p
gdzie p przebiega wszystkie liczby pierwsze.

Przyktad 4.3.4. Rozpatrzmy addytywna grupe M = Q/Z. Jest to grupa torsyjna
gdyz dla dowolnej warstwy q + Z gdzie ¢ jest liczba wymierng o mianowniku b € N
mamy b-(q+2Z) =7 =0 € Q/Z. Grupa Q/Z jest wiec suma prosta swoich pry-
marnych sktadowych. Zauwazmy, ze dla liczby pierwszej p, warstwa g + Z nalezy do
sktadowej T,(Q/Z) wtedy i tylko p‘q € Z dla pewnej liczby naturalnej £. A wiec ma
to miejsce wtedy i tylko wtedy gdy mianownik liczby ¢ jest potega liczby pierwszej
p. Zbior liczb wymiernych, ktérych mianowniki sa potegami ustalonej liczby pierw-
szej p oznacza sie Z[%]. Jest to podpierscien ciata liczb wymiernych (generowany
przez zbiér Z U {%}) Mozna takze zauwazyé, ze Z[%] jest pierécieniem utamkow
S~ pierdcienia Z wzgledem zbioru multyplikatywnego S = {1, P, P2, .. } ztozone-
go z wszystkich poteg liczby pierwszej p o wyktadnikach catkowitych nieujemnych.
Zbior Z[%] jest zbiorem reprezentantéw warstw tworzacych sktadowa p—prymarna
T,(Q/Z) grupy Q/Z. Traktujac zbior Z[I%] jako grupe addytywna mozemy napisaé
7,(Q/Z) = Z[Z%]/Z i wobec tego na podstawie twierdzenia 4.3.14

Q/Z =Pzl

Zauwazmy, ze w tym przyktadzie dla kazdej liczby pierwszej p sktadowa prymarna
T,(Q/Z) jest grupa niezerowg (a nawet nieskoriczona).

Na podstawie twierdzenia 4.3.14 kazda torsyjna grupa abelowa jest suma prosta
podgrup, w ktorych kazdy element ma rzad bedacy potega pewnej liczby pierwszej
p. Dalsze badanie struktury grupy torsyjnej sprowadza sie do opisu struktury pry-
marnych sktadowych T,,(M). Jesli T,(M) jest grupa skonczenie generowang, to na
podstawie twierdzenia strukturalnego dla skonczenie generowanych modutéw nad
pierécieniami euklidesowymi (zob. wniosek 4.3.1) grupa ta jest suma prosta grup cy-
klicznych i znalezienie tego rozkladu opisuje zadowalajaco strukture grupy 7,(M).
Jesli natomiast grupa 7,(M) nie jest skonczenie generowana ale jest grupa ogra-
niczona, to takze jest suma prosta grup cyklicznych (jest to twierdzenie Priifera).
Zajmiemy si¢ tutaj opisem struktury grup torsyjnych w najprostszym przypadku
grup skonczonych.



104 ROZDZIAL 4. MODULY NAD PIERSCIENIAMI IDEALOW GEOWNYCH

4.3.6 Skonczone grupy abelowe

Skoniczona grupa abelowa M jest grupa torsyjna, zatem na podstawie twierdzenia
4.3.14 mamy rozktad

M = @TP(M)a

gdzie p przebiega liczby pierwsze. Tak wiec pozostaje opisaé strukture skonczonych
grup abelowych T,,(M). Na podstawie wniosku 4.3.2, kazda skonczona grupa abelowa
jest suma prosta grup cyklicznych. A wigc jesli T,(M) # 0, to T,(M) = C1&--- & Cy,
gdzie kazda grupa C; jest niezerowa grupg cykliczna. Niech ¢; bedzie generatorem
grupy C;. Poniewaz ¢; € T,(M), wiec ¢; ma rzad bedacy potega liczby pierwszej p.
Zatem takze C; ma rzad bedacy potega liczby pierwszej p, powiedzmy |C;| = p%.
Stad otrzymujemy, ze

T,(0M)| = [Cal G| = p 2 =
jest potega liczby p. Udowodnilismy wigc nastepujacy fakt.

WNIOSEK 4.3.15. Niezerowa prymarna sktadowa T,(M) skoriczonej grupy abelowej
M ma rzqd bedgcy potegq liczby pierwszej p.

Uwaga 4.3.16. Grupe skonczona, ktorej rzad jest potega liczby pierwszej p nazy-
wa sie p—grupa. Udowodniliémy wiec, ze p—prymarna sktadowa skonczonej grupy
abelowej jest p—grupa.

Zwracamy uwage, ze ciagle jeszcze nie jest wykluczone, ze nawet dla liczby pierw-
szej p dzielacej rzad grupy M prymarna sktadowa T,(M) jest podgrupa zerowa grupy
M. Na podstawie przyktadu 4.1.3 wiemy, ze jesli M ma rzad n oraz liczba pierw-
sza p nie dzieli n, to T,(M) = 0. Jesli natomiast p | n, to udowodnimy teraz, ze

T,(M) # 0.
TWIERDZENIE 4.3.17. Jesli M jest skonczong grupg abelowg rzedu n,
n=|M[=pi*---pt,
gdzie py,...,pg sg roznymi liczbami pierwszymi orazn; > 0 dlai=1,...,k, to
Ty, (M)| =pi*, i=1,... k.

Dowéd. Wobec rozktadu M = @, T,(M) mamy

pitepkt = M| = TIT,(M)].
2

Na podstawie wniosku 4.3.15 liczba |T,(M)| jest potega liczby pierwszej p (jesli
T,(M) = 0, to |T,(M)| = p°). Z jednoznacznosci rozktadu liczby naturalnej na
iloczyn poteg liczb pierwszych wynika, ze kazda liczba pierwsza p wystepujaca po
prawej stronie wystepuje takze po lewej stronie i to z tym samym wyktadnikiem.
Zatem |T,,(M)|=p/ dlai=1,... k. O
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Przyklad 4.3.5. Dla addytywnej grupy M = Z/mZ reszt modulo m = pi* - - - pp*,
gdzie p; sa réoznymi liczbami pierwszymi podgrupa T),,(Z/mZ) jest cykliczna (jako
podgrupa grupy cyklicznej Z/mZ) i ma rzad p;’. Zatem T, (Z/mZ) = Z/p;"7Z i
wobec tego

ZjmZ = @T,.(2/mZ) = DZ/pL.

i=1

Udowodnimy teraz twierdzenie Cauchy’ego dla skoficzonych grup abelowych (wy-
korzystaliSmy je w rozdziale 1 w dowodzie twierdzenia 1.2.3).

WNIOSEK 4.3.18. Jesli liczba pierwsza p dzieli rzqd skonczonej grupy abelowej M,
to w grupie M 1istnieje element rzedu p.

Dowdéd. Na podstawie twierdzenia 4.3.17 podgrupa 7,,(M) ma rzad postaci p™, gdzie
n; > 1. Jest to wiec nietrywialna podgrupa grupy M. Niech a € T,(M) bedzie
dowolnym niezerowym elementem sktadowej 7,(M). Wtedy rzad elementu a jest
potega p* liczby p, gdzie k > 1. A wiec element p*~! a ma rzad p. O

Zauwazmy jeszcze, ze z twierdzenia 4.3.17 wynika, iz dla skonczonej grupy abe-
lowej M sktadowa prymarna T,(M) jest p—podgrupa Sylowa grupy M. Zatem
skonczona grupa abelowa jest sumq prostqg swoich p—podgrup Sylowa i ponadto,
p—podgrupa Sylowa skonczonej grupy abelowej jest sumgq prostq p—grup cyklicznych.
A wiec skonczona grupa abelowa jest suma prostg grup cyklicznych, ktorych rzedy
sg potegami liczb pierwszych.

Rozklad prymarnej sktadowej T),(M) na sume prosta grup cyklicznych prowadzi
do nastepujacego izomorfizmu grup:

T,(M)=Z/p"Z& - &L/,

gdzie mozna zaktadac, ze t; > --- > t, > 1. Mozna udowodnié¢, ze uktad liczb
(p™,...,p") jest wyznaczony jednoznacznie przez p—grupe T,(M). Uklad ten nazy-
wa si¢ typem p—grupy abelowej T),(M). Dla uproszczenia oznaczen typem p—grupy
abelowej T},(M) nazywa sie czasem uktad wyktadnikéw (¢4, .., t;) a liczby ¢; nazywa
si¢ niezmiennikami grupy T,(M ). Mozna udowodnié, ze dwie skoficzone p—grupy sa
izomorficzne wtedy i tylko wtedy gdy maja ten sam typ. Natomiast dwie skonczone
grupy abelowe M i N sg izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby
pierwszej p dzielacej rzad M lub N, typy p—grup T,(M) i T,(N) sa réwne.

4.4 Zadania
1. Niech F' bedzie grupa abelowa wolna z baza {fi, ..., fn} 1 niech
hZ:CL”fl—F—FCLlnfn, az‘jGZ, aii>0, 1=1,...,n.

Niech H = (hy, ..., h,) bedzie podgrupa grupy F' generowana przez elementy hq, . . ., h,.
Udowodnié, ze indeks |F' : H| podgrupy H w grupie F' mozna obliczy¢ nastepujaco:

|F . H| = A11QA922 * * * Qpp-
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2. Niech {fi,..., fn} bedzie baza grupy abelowej wolnej F' i niech ay,...,a, beda
liczbami naturalnymi. Udowodni¢, ze

Fl/layfr,. .. anfn) 2Z]/a1Z X -+ X L]apZ.

3. Udowodni¢, ze dla dowolnych skonczonych grup abelowych A, B, C' zachodzi na-
stepujace prawo skracania:

AxB=Ax(C = B=C.

Wskazowka. Wykorzystaé¢ twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci przedstawienia
skonczonej grupy abelowej w postaci sumy prostej p—grup abelowych.



Rozdziat 5

Kategorie

Wersja zmieniona 22.01.2008 r.

5.1 Obiekty i morfizmy

Kategoria A sklada sie z klasy obiektéw Ob(A) oraz klasy Ar(A) morfizmow.
Z kazda para obiektéw A, B € Ob(A) zwiazany jest zbiér morfizméw

Mor(A, B) C Ar(A)

spetniajacy nastepujace warunki. Dla kazdych obiektéw A, B, C' kategorii A okre-
Slona jest funkcja

Mor (B, C') x Mor(A, B) — Mor(A,C),  (f,9) — foyg
zwana sktadaniem morfizméw. Zbiory morfizméw i sktadanie morfizmoéow spetniaja
nastepujace aksjomaty: dla kazdych obiektéw A, B, A", B',C, D,
K1. JesSli A# A’ lub B # B', to Mor(A, B) N Mor(A’, B') = 0.
K2. Dla kazdego obiektu A istnieje morfizm 14 € Mor(A, A) taki, ze

foly=f dlakazdego f € Mor(A,B),
la0 f=f dlakazdego f € Mor(B,A).

K3. Dla kazdych h € Mor(A, B), g € Mor(B,C), f € Mor(C, D) zachodzi
folgoh)=(fog)oh.

Zamiast g € Mor(A, B) pisze sie takze czesto g : A — B lub A - B. Przy tych
oznaczeniach sktadanie morfizméw mozna zapisa¢ przy pomocy diagramu przemien-
nego

107
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Izomorfizmem obiektow A i B nazywamy morfizm g : A — B taki, ze istnieje
morfizm f: B — A spehiajacy

gof=1p 1 fog=14

Automorfizmem obiektu A nazywamy izomorfizm g : A — A. Zbiér Aut A wszyst-
kich automorfizméw obiektu A jest grupa (ze wzgledu na sktadanie morfizméw).

Przyktad 5.1.1. Klasa S wszystkich zbioréw tworzy kategorie zbioréw. Zbiér morfi-
zméw Mor(A, B) tworza tu odwzorowania f : A — B zbioru A w zbiér B a operacja
sktadania morfizmow jest superpozycja odwzorowan.

Grupa Aut A automorfizméw zbioru A w kategorii S jest grupa symetryczna S(A)
zbioru A.

Poniewaz dzialanie grupy G na zbiorze A utozsamiliSmy z zadaniem homomorfizmu
G — S(A), sugeruje to mozliwos¢ wprowadzenia ogélnej definicji dziatania grupy G
na dowolnym obiekcie A dowolnej kategorii A jako homomorfizmu G — Aut A.

Przyktad 5.1.2. Klasa G wszystkich grup tworzy kategorie grup. Zbiér morfizméw
Mor(A, B) tworza tu homomorfizmy f : A — B grupy A w grupe B a operacja
sktadania morfizméw jest superpozycja homomorfizmow.

Podobnie klasa AG wszystkich grup abelowych z homomorfizmami grup jako mor-
fizmami, tworzy kategorie grup abelowych.

Roéwniez klasa SG wszystkich potgrup z homomorfizmami poétgrup jest kategoria.
Mozna takze rozpatrywaé kategorie V(K) przestrzeni wektorowych nad ustalonym
cialem K, kategorie R pierscieni, kategorie M(R) modultéw nad pierécieniem R,
itd.

Przyktady kategorii wystepuja nie tylko w teorii mnogosci i algebrze, ale w calej
matematyce. Oto przyktady pochodzace z topologii.

Przyktad 5.1.3. Klasa Top wszystkich przestrzeni topologicznych (jako klasa
obiektéw) i klasa wszystkich odwzorowan ciagltych przestrzeni topologicznych (jako
klasa morfizméw) tworza kategorie.

Klasa Metr wszystkich przestrzeni metrycznych (jako klasa obiektéw) i klasa
wszystkich kontrakcji (jako klasa morfizméw) tworza kategorie. Przypomnijmy, ze
kontrakcja przestrzeni metrycznej (X, px) w przestrzen metryczna (Y, py) nazywa-
my odwzorowanie ¢ : X — Y takie, ze

py (e(z), o(y)) < px(z,y)
dla kazdych z,y € X.

Definicja kategorii operuje pojeciem klasy charakterystycznym dla teorii mnogo-
sci w aksjomatycznym ujeciu pochodzgcym od Bernaysa, Godla i von Neumanna.
Bez pojecia klasy nie mogliby$my moéwi¢ o kategorii zbiorow czy grup. Kategorig,
ktorej klasa obiektow jest zbiorem nazywa sie kategorig matg. Wszystkie wymienio-
ne wyzej kategorie nie sa mate (w potocznym jezyku mozna bytoby powiedzie¢, ze
sa niemale ... ) i nazywa sie je duzymi.

We wszystkich dotychczasowych przyktadach kategorii morfizmy sa zwyktymi
odwzorowaniami zbioréw. Oto przyktad kategorii pokazujacy, ze natura morfizméow
moze by¢ bardzo dowolna.
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Przyktad 5.1.4. Niech M bedzie dowolnym monoidem (pélgrupa z jedynka 1/).
Okreslimy kategorie M nastepujaco. Jej jedynym obiektem jest M, to znaczy Ob(M)
= {M} natomiast jako zbiér morfizméw obieramy Mor(M, M) = M, przy czym
operacja sktadania morfizméw jest operacjg mnozenia w poétgrupie M.

Przyktad 5.1.5. Wskazemy teraz przyktad kategorii, w ktérej obiektami sa mor-
fizmy innej kategorii. Niech wiec A bedzie kategorig. Okreslamy nowsg kategorie C,
ktérej klasa obiektéw Ob(C) jest klasa Ar(A) wszystkich morfizméw kategorii A.
Zatem obiekt kategorii C jest wyznaczony przez trojke A, B, f, gdzie A, B € Ob(A)
za$ f jest morfizmem f : A — B. Z kazda para obiektéw A, B kategorii A jest wiec
zwiazany zbiér Mor(A, B) obiektéw kategorii C. Dla pary f, f' obiektéw kategorii C
okreslamy zbiér morfizméw Mor(f, f') w sposéb nastepujacy.

Jesli f: A— Boraz f': A — B, to morfizmem p miedzy f i f' nazywamy kazda
pare = (p,), gdzie p : A — A’ oraz ¢ : B — B’ sa morfizmami kategorii A, dla
ktorych diagram

A , - B
f

jest przemienny, to znaczy o f = f'op w kategorii A.
Aby zdefiniowaé zlozenie morfizméw p = (p, 1)) oraz v = (¢',¢) rozpatrzmy naste-
pujacy diagram:

A / B
@ (0
A
¢ (04
v f//

Jest rzecza naturalna, ze zlozenie v o p okreslamy ktadac

vopu:= (¢ opy o).

Pozostaje sprawdzi¢, ze Ob(C) i Ar(C) spelniaja aksjomaty K1, K2, K3. Zadanie to
pozostawiamy jako ¢wiczenie Czytelnikowi. Zwrocimy tylko uwage, ze wystepujacy
w aksjomacie K2 morfizm neutralny 1 dla obiektu f : A — B w C okresli¢ nalezy
jako 1 := (14,15). Wtedy bowiem z diagraméw
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A ! B A I B’
14 1p ! 5
A / B oraz A / B
® 0 14 1p
e i1}

odczytujemy, ze dla dowolnych dwoch obiektow f : A — B oraz [/ : A/ - B' w
Ob(C) i dla dowolnych morfizméw (o, ) : f — f' oraz («, §) : f' — f mamy

(<Pa¢> © (1A7 13) = (90 © 1A7w © 1B) = (@7¢)7

(14,1p) 0 (a,8) = (Qaoa,1p0 ) = (a, B).

Istnieje wiele wariantéw przyktadu kategorii, ktérej obiektami sg morfizmy innej
kategorii. Mozna, na przyktad, rozwaza¢ kategorie ciggow doktadnych o dtugosci n
kategorii M(A) moduléw nad pierscieniem A. Jej obiektami sa n—cztonowe ciagi
doktadne

D: My —My— - — M,y — M,

A—modutéw i ich homomorfizméw, natomiast morfizmami pomiedzy dwoma cigga-
mi dokladnymi D i D’ sg ukltady morfizmoéw o1, ..., v, takie, ze diagramy

My —— M, o My —— M,
JIRd Pl )
M - M, - — M, — M,

sg przemienne. Dwa inne przykltady tego typu wystapia w dyskusji produktu i ko-
produktu obiektéw kategorii.

5.1.1 Monomorfizmy i epimorfizmy

DEFINICJA 5.1.1. Morfizm f € Mor(A, B) kategorii A nazywa sie monomorfizmem
kategoryjnym, jesli dla kazdego obiektu C tej kategorii i dla kazdych morfizméow
91,92 € Mor(C, A) z tego, ze fo g = fog, wynika g1 = gs.

Morfizm f € Mor(B, A) kategorii A nazywa sie epimorfizmem kategoryjnym, jesli
dla kazdego obiektu C' tej kategorii i dla kazdych morfizméw g1, gs € Mor(A,C) z
tego, ze g1 o f = go o f wynika g; = go.

C B —1 4
gll P? fa1 = fgo af=gf gll lQQ
A— - B < C
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Definicja monomorfizmu i epimorfizmu kategoryjnego jest typowym dla teorii ka-
tegorii przyktadem bezelementowego traktowania obiektow i morfizmow kategorii.
Jest to koniecznos¢ podyktowana tym, ze obiekty kategorii nie musza by¢ zbiora-
mi a morfizmy nie musza by¢ funkcjami dziatajacymi na zbiorach (zob. przyklad
5.1.5). Druga charakterystyczna cecha tej definicji jest jej dualno$é: definicja epi-
morfizmu powstaje z definicji monomorfizmu przez odwrdcenie kierunku wszystkich
morfizméw (strzalek).

Dla uchwycenia zasiegu poje¢ monomorfizmu i epimorfizmu kategoryjnego jest
wygodnie wprowadzi¢ pojecie kategorii konkretnej. Z grubsza moéwiac, kategorie A
nazywamy konkretng jesli jej morfizmy f : A — B sg funkcjami a sktadanie mor-
fizméw jest sktadaniem (superpozycja) funkeji. Tutaj obiekty A i B nie sa na ogdt
zbiorami (na przyktad w kategorii grup sa grupami), potrzebne jest zatem wyja-
$nienie co rozumiemy przez funkcje z obiektu A do obiektu B. Postuzymy sie tylko
intuicja podyktowana przyktadem kategorii grup. Wprawdzie morfizm f : A — B
jest tu homomorfizmem grup, ale f mozna tez traktowac¢ jako funkcje okreslong
na zbiorze elementéw grupy A w zbior elementéw grupy B (w ten sposob rozrdz-
niamy zbiér A od grupy A). ' Kategoriami konkretnymi sa wszystkie kategorie z
przyktadéw 5.1.1 — 5.1.3.

W kategorii konkretnej kazdy morfizm injektywny jest monomorfizmem katego-

ryjnym a kazdy morfizm surjektywny jest epimorfizmem kategoryjnym. Jesli bowiem
f A — B jest morfizmem injektywnym oraz dla pewnego obiektu C' tej kategorii i
dla pewnych morfizméw ¢y, go € Mor(C, A) mamy f o g; = f o go, to dla dowolnego
elementu ¢ € C' mamy f(g1(c)) = f(g2(c)), skad wobec injektywnosci f otrzymu-
jemy gi1(c) = g2(c) dla kazdego ¢ € C. Wobec tego g1 = go, co dowodzi, ze f jest
monomorfizmem kategoryjnym.
Podobnie, jesli f : B — A jest morfizmem surjektywnym oraz dla pewnego obiektu
C' tej kategorii i dla pewnych morfizméw g1, go € Mor(A, C') mamy g, 0 f = go 0 f,
to dla dowolnego elementu b € B mamy g;(f(b)) = g2(f (b)), skad wobec surjek-
tywnosci f otrzymujemy g;(a) = g2(a) dla kazdego a € A. Wobec tego g1 = go, co
dowodzi, ze f jest epimorfizmem kategoryjnym.

Mozna pokazaé, ze w niektorych kategoriach konkretnych takze na odwroét, kaz-
dy monomorfizm kategoryjny jest odwzorowaniem injektywnym i kazdy epimorfizm
kategoryjny jest odwzorowaniem surjektywnym. Ma to miejsce, na przyktad, w ka-
tegoriach zbioréw, przestrzeni topologicznych, modutéw i grup. Niestety, nie jest to
prawda w innych kategoriach konkretnych.

Przyktad 5.1.6. Homomorfizm kanoniczny x : Q — Q/Z jest monomorfizmem
kategoryjnym w kategorii grup abelowych podzielnych, natomiast nie jest oczywiscie
odwzorowaniem injektywnym. Aby sprawdzi¢ wedtug definicji 5.1.1, ze homomorfizm
k jest monomorfizmem kategoryjnym wezmy dowolna grupe abelowa podzielna C
i dwa dowolne homomorfizmy g, 9, : C — Q takie, ze k 0 g = Kk 0 go. Zatem dla
kazdego ¢ € C' mamy

g1(c) +Z = (ko g1)(c) = (ko g2)(c) = ga(c) + Z.

1Czytelnika zainteresowanego kompletna definicja kategorii konkretnej odsytamy do ksigzki Z.
Semadeniego i A. Wiwegera Wstep do teorii kategorii i funktoréw, PWN Warszawa 1972, str. 38.
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Stad wynika, ze ¢1(c) — g2(c) € Z dla kazdego elementu ¢ € C. Ustalmy teraz ¢ € C.
Poniewaz C' jest grupa podzielng, dla kazdej liczby naturalnej n istnieje element
b € C taki, ze ¢ = nb. Wobec tego

g1(c) = g2(c) = n(91(b) = g2(b)),  91(¢) = ga(c), g1(b) — g2(b) € Z

dla kazdej liczby naturalnej n. Wynika stad, ze liczba catkowita gi(c) — go(c) jest
podzielna przez kazda liczbe naturalna n. Zatem g, (c¢) —g2(c) = 0 dla kazdego ¢ € C,
czyli g1 = go. Wedlug definicji 5.1.1 homomorfizm kanoniczny x : Q — Q/Z jest
monomorfizmem kategoryjnym w kategorii grup abelowych podzielnych.

Przyktad 5.1.7. Homomorfizm pierscieni f : Z — Q jest epimorfizmem kategoryj-
nym w kategorii pierécieni, ale nie jest odwzorowaniem surjektywnym. Przypusémy
bowiem, ze dla pewnego pierscienia C' i homomorfizméw ¢, g2 € Mor(Q, C') mamy
g1o f=go0o f. Wtedy dla kazdej liczby catkowitej a mamy

g1(a) = 91(f(a)) = (g1 0 f)(a) = (g2 © f)(a) = g2(f(a)) = ga(a).

Zatem homomorfizmy g1, 9> : Q — C' dzialaja tak samo na liczbach catkowitych.
Stad wynika, ze dzialajg tak samo na liczbach wymiernych. Mianowicie, jesli a € Z
oraz a # 0, to g;(a)-gi(1/a) = ¢;(1) = 1, zatem g¢;(1/a) = 1/g;(a). Stad dla dowolnej

liczby caltkowitej b mamy
b) 1 9i(b)
i( =) =gib)- z<) = .
9 ( 9:(b) - g (@)

A wige g1 = ga.

W zwiazku z ta sytuacja w niektorych kategoriach konkretnych nalezatoby roz-
roznia¢ monomorfizmy i kategoryjne monomorfizmy. Pierwsze sg injektywnymi ho-
momorfizmami, drugie monomorfizmami w sensie definicji 5.1.1. Podobnie, epimor-
fizm jest surjektywnym homomorfizmem, natomiast kategoryjny epimorfizm jest
morfizmem spekliajacym warunek definicji 5.1.1.

5.2 lIloczyny obiektéow kategorii

lNoczyn kartezjanski dwoch zbioréw A i B definiuje sie jako zbiér par uporzadkowa-
nych (a,b), gdzie a € A oraz b € B. Ta definicja odwotuje sie wiec bezposrednio do
elementow zbioréw A i B i okresla zbiér K = A x B poprzez wskazanie elementéw
tego zbioru. Na pierwszy rzut oka trudno sobie wyobrazi¢ charakteryzacje iloczynu
kartezjanskiego zbioréw, ktéra nie odwotuje sie w ogdle do elementéw zbioréw. Jesli
jednak interesuje nas nie tyle natura elementéw zbioru K ale jego wlasnosci w ze-
stawieniu z innymi zbiorami, to taki opis w jezyku zbioréw i odwzorowan zbioréw
jest mozliwy i jest to wtasnie opis w jezyku kategorii zbioréow.

Wraz z iloczynem K = A x B rozpatrzmy rzutowania

p:K—A pia,b)=a oraz py: K — B, pya,b)=0.

Jesli teraz wezmiemy dowolna trojke (C,aq, ) sktadajaca sie ze zbioru C' i od-
wzorowan a; : C — A oraz ap : C — B, to trojka (K, p1, p2) ma nastepujaca
charakterystyczng wlasnos¢:
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istnieje doktadnie jedno odwzorowanie g : C' — K takie, ze pjog =
Oél’ p2 (@] g = (X9.

Jesli odwzorowanie g o takiej wtasnosci istnieje, to dla kazdego ¢ € C mamy
pi(g(c)) = a;(c) iz definicji rzutowan p; wynika, ze g(c) = (a1(c), as(c)). A wiec jesli
g istnieje, to jest jedyne. Z drugiej strony, odwzorowanie g : C' — P okreslone wzo-
rem g(c) = (aq(c), az(c)) dla kazdego ¢ € C spelnia p;(g(c)) = pi(ai(c), as(c)) =
a;(c).

Te wlasnosc¢ iloczynu kartezjanskiego wykorzystamy dla wprowadzenia pojecia pro-
duktu dwoch obiektow dowolnej kategorii A.

DEFINICIA 5.2.1. Iloczynem lub produktem obiektéw A i B kategorii A nazywamy
trojke (P, my,ms), gdzie P jest obiektem kategorii A natomiast m; : P — A oraz
7o : P — B sa morfizmami kategorii 4, takimi, ze dla kazdego obiektu C' kategorii
A i kazdych morfizméw oy : €' — A, ay: C — B istnieje doktadnie jeden morfizm
h: C'— P taki, ze nastepujacy diagram jest przemienny:

C

» ™ Uy’ <

A4 B

Przyklad 5.2.1. Objasnijmy najpierw czym jest produkt dwdch obiektéw w kate-
gorii zbioréw. Dla zbioréw A i B rozpatrujemy iloczyn kartezjanski K = A x B oraz
rzutowania p; : K — A, py : K — B oraz produkt (P, 7, ms) zbiorow A, B trakto-
wanych jako obiekty w kategorii zbioréw. Na podstawie definicji produktu istnieje
doktadnie jedno odwzorowanie h : K — P takie, ze m;oh = p;, i = 1,2. Wobec tego
dla kazdej pary (a,b) € K mamy

mih(a,b) = p1(a,b) =a, moh(a,b) = ps(a,b) =b. (5.1)

7, drugiej strony na podstawie wtasnosci iloczynu kartezjanskiego istnieje odwzo-
rowanie g : P — K takie, ze p;og = m;, i = 1,2. Zatem dla dowolnego x € P
mamy

p1g(z) = m(x), p2g(x) = ma(x)
i wobec tego mamy

g(x) = (m(x), m(x)).

Stad tez wynika, ze dla kazdego elementu (a,b) € K mamy

g o h(a,b) = g(h(a,b)) = (m(h(a, b)), m2(h(a,b))) = (a,b),

gdzie ostatnia réwnosc¢ jest konsekwencja (5.1). Zatem zlozenie odwzorowan g o h
jest identycznoscig na zbiorze K, skad wynika, ze h : K — P jest odwzorowaniem
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injektywnym. Pokazemy teraz, ze takze ztozenie h o g jest identycznoscia na zbiorze
P, a wigc dla kazdego x € P,

h(mi(x), m(x)) = hog(z) = .
Przypuséémy, ze h(g(x)) = y dla pewnego y € P. Wtedy

g(x) = (goh)(g(z)) = g(h(g())) = g(y),

a wiec takze
(m1(z), ma(x)) = (m1(y), m2(y))-

Jedli teraz © = h(a,b),y = h(c,d), gdzie a,c € A,b,d € B, to na podstawie (5.1)
mamy

a = pi(a,b) = mh(a,b) = m(z) = m(y) = mh(c,d) = pi(c.d) = c
i podobnie b = d. Zatem (a,b) = (¢, d) skad
z = h(a,b) = h(c,d) =y.

Pokazalismy wiec, ze h(g(x)) = z dla kazdego = € P, skad wynika, ze h jest odwzo-
rowaniem surjektywnym. Podsumowujac mozemy stwierdzi¢, ze jesli (P, my, 7o) jest
produktem zbiorow A, B w sensie definicji 5.2.1, to istnieje bijekcja h: A x B — P
taka, ze jesli h(a,b) = x, to m1(x) = a = pi(a,b) oraz my(z) = b = pa(a,b). Bijekcja
h ustala wiec odpowiednios¢ pomiedzy elementami zbioréw A x B oraz P, w ktorej
rzutowania p; dzialaja na elemencie (a,b) € A x B tak samo jak odwzorowania 7; na
obrazie elementu (a,b) poprzez h. Mozna wiec powiedzie¢, ze tréjki (A x B, pq, p2)
i (P, my,my) r6znig sie wlasciwie tylko oznaczeniami.

Definicje 5.2.1 produktu dwéch obiektéow kategorii mozna oczywiscie rozszerzy¢
na dowolne rodziny obiektéw kategorii.

DEFINICJA 5.2.2. loczynem lub produktem rodziny obiektéw {A; : i € I} kategorii
A nazywamy uktad (P, {m; : ¢ € I}), gdzie P jest obiektem kategorii .4 natomiast
m - P — A, 1 € I, sg morfizmami kategorii A, takimi, ze dla kazdego obiektu C'
kategorii A i kazdej rodziny morfizméw «; : C' — A;, i € I, istnieje doktadnie jeden
morfizm h : C' — P, dla ktorego

moh=q; Viel.

Definicja produktu pozostawia otwartg kwestie istnienia produktu obiektow da-
nej kategorii A. W kategorii zbioréw S produkt kartezjanski K rodziny zbioréw
{4; : i € I} wraz z rzutowaniami 7; : K — A; jest jej produktem w sensie po-
wyzszej definicji. A wiec w kategorii zbioréow istnieja produkty dowolnych rodzin
zbioréw. Ta sama konstrukcja pozwala takze udowodni¢ istnienie produktow w ka-
tegorii grup i w kategorii modutéw. Dla przyktadu podamy szczegdtowy dowdd tego
faktu dla kategorii grup. Zamieniajac w nim stowo grupa przez zbior (lub odpo-
wiednio przez modul) oraz stowo homomorfizm przez odwzorowanie (i zachowujac
stowo homomorfizm) otrzymamy dowéd istnienia produktéw w kategorii zbioréw (i
kategorii modutéw nad ustalonym pierscieniem R).
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TWIERDZENIE 5.2.3. Produkty istniejg w kategorii grup.

Dowdd. Niech {G; : i € I} bedzie dowolng rodzina grup i niech P = [[{G; : i € I}
bedzie produktem kartezjanskim rodziny grup G; (zob. §1.3). Dla kazdego j € [
rozpatrujemy rzutowanie
m o P — Gy, mi((9i)ier) = 95
Kazde rzutowanie 7; jest oczywiscie homomorfizmem grup, czyli jest morfizmem w
kategorii grup. Twierdzimy, ze
(P,{m; :i € 1}) jest produktem rodziny {G;:i € I} w kategorii grup.

Niech wiec C' bedzie grupa i niech dla kazdego ¢ € I odwzorowania «; : C — G;
bedg homomorfizmami grup. Okreslamy odwzorowanie

h:C— P, h(C) = (ai(C))ie[.
Jest to homomorfizm grup i dla kazdego ¢ € I diagram

C

jest przemienny, gdyz m;(h(c)) = m(((c))jer) = ai(c), to znaczy m oh = o; dla
kazdego ¢ € I. Pozostaje pokazaé, ze h jest jedynym homomorfizmem spetiajacym
warunek m; o h = «; dla kazdego i € I. Dla kazdego homomorfizmu h : C' — P
spehiajacego ten warunek i dla kazdego ¢ € C' mamy m;(h(c)) = «;(c), skad wynika,
ze

h(e) = (i(e))ier-

A wiec h jest jednoznacznie wyznaczony przez rodzine homomorfizmow c;. O]

Definicje produktu obiektow {Ai el } kategorii A mozna takze przedstawic¢
w bardziej abstrakcyjnej formie uzywajac konstrukeji kategorii, ktérej obiektami sg
niektore morfizmy kategorii A. Dla ustalonej rodziny obiektow {Ai iel } kategorii
A rozpatrujemy kategorie P, ktérej obiektami sa pary

T=(C{a:iel}),

w ktorych C' jest dowolnym obiektem kategorii A, zas «; : C — A; sa morfizmami
kategorii A. Morfizmem h : T — T’ pomiedzy obiektami T" oraz

T = (¢ {dj:ie1})

w kategorii P jest kazdy morfizm h : C — C” taki, ze kazdy diagram
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Q; h

A g

)

jest przemienny. Produkt rodziny obiektow {AZ- rel } kategorii A jest tak zwanym
obiektem koncowym kategorii P. Jest to mianowicie taki obiekt

I = (P,{m:z'ef})
kategorii P, ze z kazdego obiektu T tej kategorii istnieje doktadnie jeden morfizm h :
T — II. Latwo zauwazy¢, ze produkt II = (P, {7@- 1€ I}) rodziny obiektow {Ai :
el }, jesli istnieje, jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do izomorfizmu.
Rzeczywiscie, przypusémy, ze IT oraz I’ = (P’ , {W; el }) sg dwoma, produktami
rodziny obiektow {Ai vel } Wtedy IT 1 IT" sa obiektami konicowymi kategorii P i
wobec tego istnieja morfizmy h : 1" — II oraz h' : II — II'. Stad
hoh:II'—II, hoh' : 11 —1II
sa morfizmami kategorii P. Z drugiej strony mamy takze morfizmy identycznosciowe
1 I — 1T, 17: 11 — 11
i wobec jedynosci morfizméw w obiekt koncowy kategorii P mamy

h/Oh:].H/, ]’LOh,:].H.

A wiec h' i h sg izomorfizmami.

5.3 Sumy obiektéw kategorii

Pojecie sumy obiektow kategorii jest dualne do iloczynu obiektéw w tym sensie, ze
definicja sumy powstaje z definicji iloczynu przez zmiane kierunku wszystkich mor-
fizméw. Wprawdzie mozna bytoby takze pozostawi¢ te same oznaczenia morfizméw,
decydujemy sie jednak na zamiane 7;, ktére kojarza sie przewaznie z rzutowaniami,
na o;, ktére powinny kojarzy¢ sie z wtozeniami. W ponizszej definicji nasladujemy
w dowolnej kategorii wlasnosci sumy mnogosciowej S = AU B dwoch rozigeznych
zbiorow A, B oraz wlozen o1 : A — S, 05 : B — S zbioréw A i B w zbior S.

DEFINICIA 5.3.1. Sumg lub koproduktem obiektow A i B kategorii A nazywamy
trojke (S, 01, 02), gdzie S jest obiektem a o1 : A — S oraz g9 : B — S sg morfizmami
kategorii A, majgca nastepujaca wiasnosé:

dla kazdego obiektu C' kategorii A i kazdych morfizméw oy : A — C, «ay: B — C
istnieje dokltadnie jeden morfizm h : S — C taki, ze nastepujacy diagram jest
przemienny:
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01 op)

A B

Przyktad 5.3.1. Pokazemy, ze w kategorii zbioréw istnieje koprodukt dowolnych
dwoch zbioréw A i B. Nie jest nim jednak na ogét zwykta suma mnogosciowa, chyba,
ze zbiory te sa rozltaczne. Dla danych dwbch zbiorow A i B obieramy wiec zbiér Ay
rownoliczny z A oraz zbiér By réwnoliczny z B tak, by zbiory A; i By byly roztaczne:
A1 N Bl = @ Niech

f:A— A, g:B— B

beda bijekcjami i niech S := A; U B;. Definiujemy o7 i 09 jako ztozenia:
O'llALAl%S, UgiBiBl%S.

Twierdzimy, ze (S,01,02) jest koproduktem zbioréw A i B.
Niech bowiem a; : A — C' i as : B — C' beda dowolnymi odwzorowaniami.
Rozpatrzmy diagram

O
ay f o
A B
/ o1 h o9 9
Ay B,
A UB

w ktérym odwzorowanie h okreslimy nastepujaco. Poniewaz zbiory A; i By sa roz-
taczne, wiec kazdy element s € S = A; U By nalezy tylko do jednego ze zbiorow
Ay, By. Jedli s = ay € Ay, to a1 = f(a) dla pewnego a € A i ktadziemy

h(s) = h(a1) = h(f(a)) := ai(a).
Podobnie, jesli s = b; € By, to by = g(b) dla pewnego b € B i kladziemy
h(s) = h(b1) = h(g(b)) := az(b).

W ten sposéb diagram uzupelniony poprzez okreslenie odwzorowania h staje sie
diagramem przemiennym, skad odczytujemy, ze

hooj=ca; dla i=1,2.
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7, drugiej strony, odwzorowanie h spelniajace te warunki jest jednoznacznie okre-
slone na elementach zbioru S = A; U By, zatem tréjka (S, 01, 09) spelnia wszystkie
wymagania jakie stawiamy koproduktowi obiektéw w kategorii zbiorow.

DEFINICJA 5.3.2. Sumg lub koproduktem rodziny obiektéw {A; : i € I} kategorii
A nazywamy pare (S,{o; : i € I}), gdzie S jest obiektem kategorii A natomiast
o; + Ay — S, 1 € I, sg morfizmami kategorii A, takimi, ze dla kazdego obiektu C'
kategorii A i kazdej rodziny morfizméw «; : A; — C, i € I, istnieje doktadnie jeden
morfizm h : S — C' taki, ze nastepujacy diagram jest przemienny:

A; S

g;

to znaczy taki, ze hoo; = a; dla kazdego 7 € I.

Latwa modyfikacja przyktadu 5.3.1 pokazuje, ze w kategorii zbioréw istnieja ko-
produkty dowolnych rodzin zbioréw. Mozna tez udowodnié¢, ze koprodukty istnieja
w kategorii grup (zob. S. Lang, Algebra, rozdz. I, §8). Udowodnimy tutaj tylko
prostszy fakt, ze koprodukty istnieja w kategorii AG grup abelowych. Poniewaz ten
sam dowdd pokazuje istnienie koproduktu w kategorii modutéow, pokazemy go w tej
ogblniejszej wers;ji.

TWIERDZENIE 5.3.3. Koprodukty istniejg w kategorii M(R) moduléw nad pierscie-
niem R.

Dowdd. Niech {M; : i € I} bedzie dowolna rodzing R—modutéw i niech S = [[{M; :
i € I} bedzie zewnetrzna suma prosta rodziny modutéw M;. A wiec S jest podmo-
dutem produktu kartezjanskiego rodziny modutéow M; ztozonym z tych elementéow
(m;)ser dla ktorych prawie wszystkie m; sa rowne 0. Dla kazdego j € I rozpatrujemy
wlozenie
oj: M; — S, oj(m) = (mi)ier
gdzie m; = m oraz m; = 0 dla i # j. Kazde wtozenie o, jest oczywiscie homomorfi-
zmem moduléw, czyli jest morfizmem w kategorii modutéw. Twierdzimy, ze
(S,{o;:1 € 1}) jest koproduktem rodziny {M;:i € I} w kategorii modutéw.

Niech wiec C' bedzie R—modutem i niech dla kazdego i € I odwzorowania «; : M; —
C' beda homomorfizmami modutéw. Okredlamy odwzorowanie

h:S—C, h((m)ier) = ai(my).
iel
Suma wystepujaca po prawej stronie ma skonczona liczbe sktadnikéw, gdyz wobec
(m;)ier € S prawie wszystkie m; sa réwne zero. Odwzorowanie h jest homomorfi-
zmem modultéw (tutaj wykorzystujemy fakt, ze dodawanie w module C' jest prze-
mienne). Ponadto, hoo; = a;, gdyz dla m € M; element o;(m) modutu S ma i—ta
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wspotrzedng rowng m natomiast wszystkie pozostate wspotrzedne rowne zero, wiec
h(o;(m)) = a;(m) Yme M, Viel.

Jedynos¢ h wynika z warunku, ktéry ma spetia¢ h : hoo; = «; dla kazdego i € I.
Warunek ten wymusza bowiem dzialanie homomorfizmu h na obrazach modutow M;
poprzez h(o;(m)) = a;(m) dla m € M;, stad takze wynika, ze h jest jednoznacznie
okreslone na kazdym elemencie modutu S. Dla s = (m;);e; € S mamy bowiem
przedstawienie w postaci sumy s = > 0;(m;) ze skoniczona liczba sktadnikow réznych
od zera, wobec tego element

h(s) =Y h(oi(mi)) = > ai(ma),
jest okreslony jednoznacznie przez rodzing homomorfizméw «; : M; — C. O

Podobnie jak w przypadku produktu, takze definicje koproduktu rodziny obiek-
tow {Ai el } kategorii A mozna przedstawi¢ uzywajac konstrukcji kategorii,
ktorej obiektami sa niektore morfizmy kategorii A. Dla ustalonej rodziny obiektow
{Ai rel } kategorii A rozpatrujemy kategorie K, ktérej obiektami sa pary

T = (C’,{ozi T € I}),

gdzie C jest dowolnym obiektem kategorii A, za$ a; : A; — C sa morfizmami
kategorii A. Morfizmem h : T'— T’ pomiedzy obiektami T" oraz

T = (¢ {dj:ieT})

w kategorii IC jest kazdy morfizm h : C — C” taki, ze kazdy diagram

jest przemienny. Koprodukt rodziny obiektow {Ai 1 e 1 } kategorii A jest tak
zwanym obiektem poczgtkowym kategorii K. Jest to mianowicie taki obiekt

2= (8 {o;:icl})

kategorii K, ze dla kazdego obiektu T tej kategorii istnieje doktadnie jeden morfizm
h : ¥ — T. Podobnie jak w przypadku produktu obiektéw dowodzimy, ze kopro-
dukt rodziny obiektow éAZ» el }, jesli istnieje, jest wyznaczony jednoznacznie z
doktadnoscia do izomorfizmu obiektow.

Uwaga 5.3.4. Nastepujace obiekty, ktorych wtasnosci uniwersalne ustaliliSmy w
poprzednich rozdziatach, sg obiektami poczatkowymi odpowiednio okreslonych ka-
tegorii:
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e grupa ilorazowa, pierscien ilorazowy, modut ilorazowy;

e grupa wolna F'(X) z wolnym zbiorem generatoréw X

e pierécien utamkow S™'A wzgledem zbioru multyplikatywnego S pierscienia prze-
miennego A;

e R—modul wolny z baza B;

e iloczyn tensorowy modutow M & N.

Pokazemy jak zinterpretowac¢ grupe ilorazowsa jako obiekt poczatkowy pewnej kate-
gorii. Okreslenie obiektéw i morfizméw w odpowiednich kategoriach dla pozostatych
przypadkow pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Dla podgrupy normalnej H grupy G rozpatrujemy wszystkie trojki (G, G’ h) gdzie
h : G — G’ jest homomorfizmem takim, ze H C ker h. Tréjki takie beda obiekta-
mi nowej kategorii C. Morfizmem ¢ : (G,G',h) — (G, G, hy) pomiedzy obiektami
kategorii C nazywamy homomorfizm ¢ : G' — G} taki, ze ¢ o h = hy (o ile taki
homomorfizm istnieje). Na podstawie wersji twierdzenia o faktoryzacji sformutowa-
nej w uwadze 1.1.6, w kategorii C trojka (G,G/H, k), gdzie k : G — G/H jest
homomorfizmem kanonicznym, jest obiektem poczatkowym.

5.4 Funktory

Funktory graja w teorii kategorii role podobng do homomorfizméw w teorii grup.
Formalna definicja funktora jest nastepujaca.

Funktorem kowariantnym F : A — B z kategorii A do kategorii B nazywamy pare
odwzorowan F = (Fi, Fy), gdzie

Fy : Ob(A) — Ob(B) oraz F;:Ar(A) — Ar(B),
speliajaca nastepujace warunki:
1. Dla kazdego A € Ob(A) i dla B = Fy(A) € Ob(B) mamy Fy(14) = 1p.
2. Dla kazdego g € Ar(A), jesli g € Mor(A, B) dla pewnych obiektow A, B kategorii

A, to Fy(g) € Mor(Fy1(A), Fi(B)).
3. Jesli f: B— C oraz g: A — B sg morfizmami w kategorii A, to

Fy(foyg) = Fy(f) o Fa(g).
Zastepujac w definicji funktora kowariantnego warunki 2. i 3. przez
2’. Dla kazdego g € Ar(.A), jesli g € Mor(A, B) dla pewnych obiektéw A, B kategorii

A, to Fg(g) € MOF(Fl(B)7F1<A>>
3. Jesli f: B— C oraz g : A — B sa morfizmami w kategorii A, to

Fy(f og) = Fa(g) o Fa(f),

otrzymujemy definicje funktora kontrawariantnego z kategorii A do kategorii B.

Dla uproszczenia symboliki bedziemy pomija¢ wskazniki w oznaczeniach odwzo-
rowan F; i F,. Zatem dla funktora kowariantnego F' z kategorii A do kategorii
B i dla obiektow A i B kategorii A oraz morfizmu g : A — B bedziemy pisaé
F(g) : F(A) — F(B) dla odpowiedniego morfizmu kategorii B. W tej symbolice
warunek zachowywania operacji sktadania morfizméw moéwi, ze funktor F' przepro-
wadza pierwszy z nastepujacych diagramow na drugi:
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A F(A)
g fog F(g) F(f)o F(g)
B 7 C F(B) 5 F(O)

Przykltad 5.4.1. Z kazda kategoria A jest zwiazany funktor 4 : A — A taki, ze
I4(A) = A dla kazdego obiektu A oraz I4(g) = g dla kazdego morfizmu kategorii A.
Funktor I4 nazywa si¢ funktorem identycznosciowym. Jest to funktor kowariantny:.

Przyktad 5.4.2. Najprostszymi przyktadami funktorow sg tak zwane funktory za-
pominania. Rozpatrzmy, na przyktad, kategorie G wszystkich grup oraz kategorie S
wszystkich zbiorow. Okreslamy odwzorowanie ® : G — S przyporzadkowujac kazdej
grupie G zbiér ®(G) = G oraz kazdemu homomorfizmowi grup h : G — K to samo
odwzorowanie ®(h) = h pomiedzy zbiorami G i K. Odwzorowanie ¢ zapomina wiec
strukture grupy G i traktuje ja jako zbior a takze zapomina, ze h : G — K jest
homomorfizmem i traktuje h jako zwykte odwzorowanie zbioru G' w zbiér K. Jest
jasne, ze @ jest funktorem kowariantnym z kategorii grup do kategorii zbiorow.
Istnieje wiele wariantow funktoréow zapominania. Na przyktad, przyporzadkowanie
kazdemu pierécieniowi jego addytywnej grupy i kazdemu homomorfizmowi pierscie-
ni tego samego odwzorowania traktowanego jako homomorfizm grup addytywnych,
okresla funktor kowariantny z kategorii pierscieni w kategorie grup abelowych. Po-
dobnie, przyporzadkowanie R—modutowi jego grupy addytywnej i homomorfizmowi
R—modutéw tego samego odwzorowania traktowanego jako homomorfizm grup ad-
dytywnych okresla funktor kowariantny z kategorii R—modutéw w kategorie grup
abelowych.

Przyktad 5.4.3. Znacznie wazniejszym przyktadem niz funktor zapominania ® :
G — &S jest funktor tworzenia grupy wolnej z zadanym wolnym zbiorem gene-
ratorow. Okreslamy F : & — G nastepujaco. Zbiorowi X przyporzadkowujemy
grupe wolna F(X) z wolnym zbiorem generator6w X. Natomiast odwzorowaniu
f X1 — Xy zbioru X; w zbior Xy przyporzadkowujemy jedyny homomorfizm
F(f) : F(X;1) — F(X3) bedacy przedtuzeniem odwzorowania f (istnienie takiego
homomorfizmu udowodniliSmy w twierdzeniu 1.4.5 dla zbioréw niepustych; jesli X;
jest zbiorem pustym, to z definicji F'(X;) jest grupa jednoelementowa). Jest rzecza
oczywista, ze F': § — G jest funktorem kowariantnym.

Przyktad 5.4.4. W kategorii Metr przestrzeni metrycznych przejscie od przestrze-
ni metrycznej M do jej uzupeienia M jest przykladem funktora kowariantnego F
tej kategorii w siebie. Mianowicie, dla dowolnych przestrzeni metrycznych M, My
i dla dowolnej kontrakcji ¢ : M; — M, istnieje przedtuzenie ¢ : M; — M, ktére
takze jest kontrakcja. Stad wynika, ze przyporzadkowania F(M) = M, F(p) = ¢
okreslaja funktor kowariantny Metr — Metr.

Przyktad 5.4.5. Rozpatrzmy kategorie M(R) modultéw nad pierscieniem R. Kaz-
demu modutowi V' przyporzadkujmy jego modul dualny (lub sprzezony) V*. Jest to
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modut wszystkich funkcjonatéw liniowych o : V' — R. Natomiast kazdemu morfi-
zmowi f : V — U (czyli homomorfizmowi R—modutu V' w R—modut U) przypo-
rzadkujmy morfizm transponowany f*, ktory okresla sie nastepujgco. Dla morfizmu
f:V = U ifunkcjonatu §: U — R mamy diagram przemienny

v L .y

Bof p

A

R

i wobec tego kladziemy
froUr=Vvr () =B f
Pokazemy, ze przyporzadkowanie
FiM(R)— M(R), F(V)=V*, F(f)=Ff (5.2)

jest funktorem kontrawariantnym. Najpierw sprawdzimy, ze F'(1y) = Lp).
Rzeczywiscie, F'(1y) = (1y)* oraz dla dowolnego 5 € V* mamy

(Iy)"(B) =Boly = 8.

Zatem (1y)* jest identycznoscig na V* i wobec tego F(1y) = (1v)* = 1pv).
Dalej, dla morfizméw f : V — U, g : W — V ich ztozenia fog: W — U iich
obrazéw f*:U* = V* g*: V* > W* (fog) : U* — W* mamy

(feg)(B)=Fo(fog)=(Boflog=f (B)eog=yg"(f (B)=(g"°f)B)

Zatem F(fog) = (fog)* = g*of* = F(g)o F(f). Pokazaliémy wigc, ze (5.2) okresla

funktor kontrawariantny kategorii R—modutéw w siebie.

Funktor F' nazywamy funktorem tworzenia modutu dualnego.

Zauwazmy, ze w przypadku gdy pierécien R = K jest cialem rozpatrywana przez

nas kategoria M(R) modutéw nad R jest kategoria przestrzeni wektorowych V(K)

nad ciatem K natomiast funktor F' jest funktorem tworzenia przestrzeni dualnej.
Funktor tworzenia modutu dualnego ma nastepujaca wtasnosé, ktora wykorzy-

stamy w dowodzie stwierdzenia 5.4.3. Dla dowolnych R—modutow U i V,

FUaV)=ZFU)® F(V) (izomorfizm modutéw).
Rzeczywiscie, dla dowolnego funkcjonatu f: U &V — R wobec rownosci

fu,0) = f((w,0) 4 (0,0)) = f(u,0) + f(0,v) = flu(w,0) + flv(0,v)

przyporzadkowanie f — (f|y, f|i/) funkcjonatowi f pary jego zacie$nien do podmo-
dutéw U 1 V okresla homomorfizm modutéw (U & V)* — U* @& V*. Latwo sprawdza
sie, ze ten homomorfizm jest izomorfizmem R—modutéw. Ten fakt wykorzystamy w
dowodzie stwierdzenia 5.4.3.
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Przyktad 5.4.6. Rozpatrzmy teraz odwzorowanie G : M(R) — M(R) okreslone
nastepujaco. Dla kazdych R—moduléw V, U i dla dowolnego homomorfizmu f : V' —
U ktadziemy

GV)=FFEWV) =V", G(f)=FFE) =17

gdzie F' jest funktorem tworzenia modutu dualnego.

Zatem G kazdemu R—modutowi V' przyporzadkowuje modul (V*)* (nazywany bidu-
alnym lub drugim sprzezonym) i kazdemu homomorfizmowi R—modulow f : V — U
jego druga transpozycje (f*)* : V** — U**. Zauwazmy, ze dla morfizmu jednostko-
wego 1y mamy

G(ly) = F(F(lv)) = F(1pwy) = lrrey) = law),

i dla dowolnych morfizméw f :V — U, g: W — V 1iich ztozenia fog: W — U
mamy

G(fog)=F(F(fog))=F(F(g)o F(f)) = F(F(f)) o F(F(g)) = G(f) o G(g).

Zatem G jest funktorem kowariantnym kategorii M(R) w siebie. Nazywamy go
funktorem tworzenia modutu bidualnego.

W szcezegdlnosei, gdy R = K jest ciatlem, funktor G : V(K) — V(K) z kategorii
przestrzeni wektorowych nad cialem K w siebie nazywa sie funktorem tworzenia
przestrzeni bidualnej.

5.4.1 Transformacja naturalna funktoréw

Pojecie transformacji naturalnej funktoréw objasnimy na przyktadzie kategorii mo-
dutéw M(R) nad pierécieniem R. Rozpoczniemy od ustalenia zwiazku miedzy mo-
dutem V' i jego modutem bidualnym V**. Dla dowolnego R—modutu V' okredlamy
odwzorowanie

>\V V= V**, Av(’U) = ’U*, (53)
gdziev € V oraz v* : V* — R jest funkcjonatem liniowym na module V* okreslonym
nastepujaco:

vi(a)=av) dla aeV™.

Odwzorowanie Ay jest homomorfizmem R—modutéw, gdyz dla dowolnych a,b € R,
u,v € V oraz a € V* mamy

(au+ bv)* (o) = alau + bv) = aa(u) + ba(v) = au™ (o) + bv*(a) = (au” + bv™)(a),

skad
Av(au + bv) = (au + bv)* = au® + bv* = aly(u) + bAy (v).

Homomorfizm Ay : V' — V™ jest okre$lony uniwersalng formuta (5.3) dla kazdego
modutu V. W szczegélnosci, homomorfizm Ay jest okreslony dla kazdej przestrze-
ni wektorowej V' (gdy pierscien R jest cialem). W algebrze liniowej standardowym
sposobem okreslania homomorfizméw na przestrzeni wektorowej V' jest zadanie ho-
momorfizmu poprzez jego wartosci na wybranej bazie przestrzeni V. W przypadku
homomorfizmu Ay niepotrzebny jest zaden wybdr bazy przestrzeni V i w dodat-
ku formuta (5.3) stosuje sie do kazdej przestrzeni wektorowej V. Te nadzwyczajna
uniwersalnos$¢ morfizmu Ay podkresla nastepujace stwierdzenie.
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STWIERDZENIE 5.4.1. Niech V,U bedg modutami nad pierscieniem R. Dla kaZdego
homomorfizmu modutéow f :V — U mamy diagram przemienny

y v

f f**

V**

U o U

w ktorym f** jest drugq transpozycjg homomorfizmu f.

Dowdd. Pokazemy, ze A\yf(v) = f*Ay(v) dla kazdego elementu v € V. Przede
wszystkim zauwazmy, ze

Avf(v) = f(v)", egdzie f(v)":U"—= R, [f(v)"(8)=08(f(v))
dla kazdego 3 € U™, oraz
A (v) = ff(v"), gdzie v*:V*—= R, v"(a)=av)

dla kazdego o € V*. Poniewaz f(v)*, f**(v*) € U** sa funkcjonatami liniowymi
na module U*, wigc aby udowodni¢, ze sg one réwne bierzemy dowolny funkcjonat
£ € U* i sprawdzamy, ze

f)(B) = B(f(v)) = (Bo f)(v),
) (B) = (f) () (B) = (07 o f)(B) = v (f*(B)) = v*(Bo f) = (Bo f)(v).

Dowodzi to przemiennoéci naszego diagramu. ]

Rezultat stwierdzenia 5.4.1 postuzy nam jako przyktad motywujacy pojecie trans-
formacji naturalnej funktoréw. Niech wiec A i B beda kategoriami i niech  F' :
A— B, G:A— B bedag dwoma funktorami kowariantnymi z kategorii A do
kategorii B.

Transformacjqg naturalng X\ funktora F' w funktor G nazywamy klase morfizmow
Aa: F(A) — G(A), AecOb(A)

kategorii B, jesli dla kazdego morfizmu « : A — B kategorii A nastepujacy diagram
jest przemienny:

F(A)—24 . G(A)
F(a) G(a)
F(B) G(B)
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Piszemy wtedy A\ : ' — G.

Przyktad 5.4.7. Niech F' = Iy : M(R) — M(R) bedzie funktorem identyczno-
$ciowym kategorii modutéw nad pierscieniem R i niech G : M(R) — M(R) bedzie
funktorem tworzenia modutu bidualnego. Wtedy na podstawie stwierdzenia 5.4.1
klasa morfizméw Ay, gdzie V' przebiega obiekty kategorii M(R), jest transformacja
naturalng A : F' — G funktora identycznosciowego F' w funktor G tworzenia modutu
bidualnego.

W szczegdlnosei, jesli R = K jest cialem, to homomorfizmy Ay wyznaczaja
transformacje naturalna funktora identycznosciowego F' w funktor G tworzenia prze-
strzeni bidualnej na kategorii V(K') wszystkich przestrzeni wektorowych nad cialem

K.

5.4.2 Naturalna ré6wnowaznos¢ funktorow

Niech F' i G bedg funktorami kowariantnymi kategorii A w kategorie B i niech
A1 ' — (G bedzie transformacjg naturalna funktora F' w funktor G. Transformacja
A nazywa sie naturalng rownowaznoscig jesli kazdy morfizm A4 jest izomorfizmem
w kategorii B. Funktory F'i G nazywamy wtedy naturalnie rownowaznymi.

Dwa nastepujace stwierdzenia dostarcza przyktadow naturalnej réwnowaznosci
funktoréw.

STWIERDZENIE 5.4.2. Dla kazZdego modutu wolnego V' o skoriczonej randze homo-
morfizm

Av V=V Ay(v) =0°
jest izomorfizmem modutow.

Dowdd. Niech n bedzie ranga modutu wolnego V' i niech {61, e ,en} bedzie baza
modutu V. Dla kazdego ¢ € {1, ce ,n} definiujemy odwzorowanie 3; : V' — R ktadac

Bi (Z ai€i> = a;.
Oczywiscie [3; jest funkcjonatem liniowym na module V' i ma on nastepujaca wta-
Snos¢:
Bi(e;) =1 oraz fi(e;) =0 dla j#i.
Pokazemy, ze funkcjonaly 31, ..., 3, tworza baze modutu dualnego V*. Rzeczywiscie,
jesli ¢ € V* oraz p(e;) = b;, i = 1,...,n, to dla dowolnego elementu Y a;e; € V
mamy

SO(Z aiei) = Z aip(e;) = Z a;b; = Z a; Z bjﬁj(ei)
- Z b; Z Bjlaie;) = Z bjﬁj(z aie;)
= (Z bjﬂj) (Z aiei).

Stad wynika, ze p = >>;b;0;. Zatem zbior {61, o ,ﬁn} jest zbiorem generatorow
modutu V*. Ponadto, jest to zbiér liniowo niezalezny, gdyz jesli > ¢;3; = 0, to biorac
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wartodci funkcjonaléw po lewej i prawej stronie na elemencie bazowym e; modutu
V otrzymujemy c; = 0. Tak wiec {ﬁl, e ,ﬁn} jest bazg modutu V* zwang baza

dualng wzgledem bazy {61, ceey en} modutu wolnego V. Wynika stad, ze V* jest
takze modutem wolnym i ma range réwna randze modutu wolnego V. Wobec tego
moduty V' i V* sa izomorficzne.

Ten sam argument stosuje sie do V* i V**. Zatem jesli V' jest modutem wolnym
o randze n, to takze V* i V** sa modutami wolnymi o randze n i moduty V, V* V**
sg parami izomorficzne.

Pokazemy teraz, ze homomorfizm Ay : V' — V** jest izomorfizmem. Zauwazmy,
ze

Mle) =, sdzie €f(8;) = Bile) = 3

Zatem {e*{, e ,ej;} jest baza modutu V** dualna wzgledem bazy {ﬁl, e ,ﬂn} mo-
dutu V* i homomorfizm Ay przeprowadza baze {61, e ,en} modutu wolnego V' na

baze {e’{, o e*} modutu wolnego V**. A wiec Ay jest izomorfizmem modutéw. [

T n

Rezultat stwierdzenia 5.4.2 mozna takze udowodni¢ dla modutéw projektywnych,
ale potrzebna jest ogodlniejsza technika dowodu nie odwolujaca sie do istnienia baz
moduléw.

STWIERDZENIE 5.4.3. Dla kazdego skoriczenie generowanego modutu projektywnego
V' odwzorowanie

>\V V- V**, Av(v) ="
jest izomorfizmem modutow.

Dowéd. Niech V' bedzie skonczenie generowanym R—modutem projektywnym. Na
podstawie lematu 3.4.10 istnieje R—modul @ taki, ze dla pewnej liczby naturalne;j
n modut F := V & @ jest wolny i ma range n. Na podstawie stwierdzenia 5.4.2
homomorfizm Ap : F' — F** jest izomorfizmem, zatem otrzymujemy izomorfizm

gdzie izomorfizm ® otrzymujemy przez dwukrotne zastosowanie izomorfizmu z przy-
ktadu 5.4.5. A wiec najpierw F* = V* @ Q* poprzez odwzorowanie ¢ — (¢|v, ¢|g)-
Nastepnie, stosujgc ten sam argument otrzymujemy izomorfizm

Pokazemy, ze izomorfizm ® o A przeprowadza modut V' na modut V**. Wprawdzie
oznacza to juz, ze V i V** sa izomorficzne, ale nasze twierdzenie méwi wiecej, mia-
nowicie, ze \y jest izomorfizmem. Tak wigc naszym ostatecznym celem jest pokazac,
ze (® o Ap)|y = Av. Najpierw udowodnimy, ze

Q)

OAp(V) C V. (5.4)

Rozpoczniemy od ustalenia jak nalezy interpretowaé element ¢ = (o, 5) € V* & Q*
jako funkcjonal na V @ (). Jak wiemy z przyktadu 5.4.5 mamy izomorfizm

Ve —-Vaeq, - (ov.elo)
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Zatem dla (o, f) € V* @ Q* istnieje ¢ € (V & Q)* taki, ze

a = 90|V) ﬁ = SD‘Q

Wobec tego traktujac (a, 3) jako funkcjonal ¢ na V& @Q dla dowolnych v € V,q € Q
mamy

(. B)(v +q) = ¢(v+q) = p(v) + p(q) = a(v) + B(q).
Stad takze dla f = v 4 ¢ otrzymujemy

(v+a)*(a,8) = [ () = o(f) = e(v+4q) = (a,8)(v+ q) = a(v) + (q).  (5.5)

Przystepujemy do dowodu 5.4. Dlav € V mamy Ap(v) = v* € F** = (V*&Q*)*. Dla
a € V* 5 € QF na podstawie (5.5) otrzymujemy v*(«, 5) = «a(v), w szczegdlnosci
wiec v*(0, B) = 0(v) = 0 co oznacza, ze v*|g« = 0. Wobec tego

V*av*

PAp(v) = P(v*) = (v*

Q) = (v

Dowodzi to (5.4). Teraz pokazemy, ze w (5.4) mamy faktycznie réwnos¢. Wezmy
wiec dowolny element modutu V** C V** @ Q**. Jest on postaci

(fflve, Frlq-) edzie  f*

Ten ostatni warunek oznacza, ze

o =0.

f*(0,6) =0 dla kazdego (€ Q".
Jedli zatem f = v+ ¢, gdzie v € V,q € @, to na podstawie (5.5) otrzymujemy

0= (v+q)*(0,8) =pB(q) dlakazdego (€ Q".

A wige g € @ jest takim elementem, ze kazdy funkcjonat liniowy (3 przyjmuje na nim
wartos¢ zero. Na podstawie wniosku 3.4.8 otrzymujemy ¢ = 0. Zatem f =v € V' i
wobec tego

(f*v+,0) = (v

lezy w obrazie ®Ap. Pokazalismy wiec, ze ®Ap(V) = V**. Pozostaje ustalié, ze
(® o Ar)|y = Ay. Faktycznie zrobilismy to juz w (5.6). Rzeczywiscie, utozsamiajac
V** ze sktadnikiem prostym V** x 0 modulu F**, na podstawie (5.6) dla v € V
mamy

V*, O) = (I))\F<U)

PAp(v) = (") = (v"]v+, v*]gr) = (v*

zatem ®PAp(v) = v* = Ay (v), co nalezalo udowodnié. O

e 0) = v € V¥,

Przyklad 5.4.8. Na podstawie stwierdzenia 5.4.2 transformacja naturalna A\ funk-
tora identycznosciowego F' w funktor G tworzenia modutu bidualnego jest naturalng
rownowaznoscig funktorow kategorii R—modutéow wolnych o skoniczonych rangach
na siebie.

W szczegolnoscei, jesli R jest ciatem, to wynika stad, ze funktor identycznosciowy
i funktor tworzenia przestrzeni bidualnej sa naturalnie réwnowaznymi funktorami
kategorii skonczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych nad R w siebie.
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Przyktad 5.4.9. Niech A : F' — G bedzie transformacjg naturalng funktora iden-
tycznodciowego w funktor tworzenia modutu bidualnego kategorii M(R) modutéw
w siebie. Jesli przez F' i G’ oznaczymy zaciesnienia funktoréw F' i G do kategorii
P(R) skorniczenie generowanych moduléw projektywnych nad pierscieniem R, nato-
miast przez \' oznaczymy zaciesnienie A do F’, to na podstawie stwierdzenia 5.4.3
transformacja A : F/ — G’ jest naturalng réwnowazno$cig funktorow F' i G'.

Nasza dyskusja kategorii i funktoréw pozwala jeszcze raz podwyzszy¢ poziom
abstrakcji rozwazan. Otéz w zadnym wypadku funktory i transformacje naturalne
funktor6w nie sa ostatnim pietrem teorii kategorii. Przeciwnie, funktory (powiedz-
my kowariantne) pomiedzy kategoriami .4 i B mozna traktowaé jako obiekty nowej
kategorii oznaczanej BA. Morfizmami pomiedzy funktorami F: A — BiG: A — B
sg transformacje naturalne A\ funktora F' w funktor G. Czytelnik z tatwoscia okresli
sktadanie morfizméw w B4 i sprawdzi, ze spelia ono aksjomaty kategorii. Nic nie
stoi na przeszkodzie, by rozpatrywaé funktory z kategorii B4 w inna kategorie C. Jak
wiemy funktory te tworza nowa kategorie CBA7 w ktorej morfizmami sa transformacje
naturalne pomiedzy funktorami z B4 do C, etc.

Pojecia kategorii, funktora i naturalnej réwnowaznosci funktoréow wprowadzili
S. Eilenberg i S. MacLane w pracy General theory of natural equivalences opubliko-
wanej w Transactions of the American Mathematical Society 58 (1945), 231-294.

5.4.3 Funktory sprzezone

Przedstawimy tu na jednym przyktadzie jedno z centralnych pojec¢ teorii kategorii
- pojecie funktoréw sprzezonych. W przyktadzie 5.4.3 rozpatrywalidémy funktor za-
pominania ® : G — S oraz funktor tworzenia grupy wolnej F' : & — G. Jest rzecza
naturalng rozpatrzeé¢ zlozZenia

PoF:85—S, Fod®d:G—-@G

tych funktoréw. Natychmiast sprawdzamy, ze ztozenia te nie sg funktorami iden-
tycznosciowymi na S i G, odpowiednio. Funktory Is oraz ® o F' nie sg tez naturalnie
rownowazne i podobnie funktory /g oraz F' o ® nie sg naturalnie réwnowazne. Tym
niemniej istnieja transformacje naturalne funktora Is w funktor ® o F' oraz funktora
F o ® w funktor Ig.

Skonstruujemy transformacje naturalng A : Is — ®F. Dla kazdego zbioru X roz-
patrujemy grupe wolna F'(X) z wolnym zbiorem generatoréw X oraz zbior ®F(X)
elementéw grupy F(X). Definiujemy Ax : X — ®F(X) jako zwykle wlozenie X
w ®F(X). Dla morfizmu f : X — Y w kategorii § mamy jedyny homomorfizm
F(f) : F(X) — F(Y), ktérego istnienie wynika z uniwersalnej wtasnosci grupy
wolnej (twierdzenie 1.4.5), zas OF(f) : PF(X) — PF(Y) jest odpowiednim odwzo-
rowaniem zbioréw (zapominajacym, ze F'(f) jest homomorfizmem grup). Odwzoro-
wania te tworzag diagram przemienny



5.4. FUNKTORY 129

X — 2% LeF(X)
f QF(f)
Y BR(Y)

co pokazuje, ze klasa morfizméw Ay : X — ®F(X) dla X € Ob(S) jest transfor-
macja naturalng funktora identycznos$ciowego na kategorii zbioréw w funktor ® o F'.
Nie jest to jednak naturalna réwnowaznos¢ funktoréw, gdyz morfizmy Ax nie sg
izomorfizmami w kategorii S (nie sa bijekcjami).

Jedli teraz w powyzszym diagramie wezmiemy X = ®(G), Y = ®(K), gdzie G, K
sa dowolnymi grupami i dla homomorfizmu b : G — K weZmiemy f = ®(h), to klase
morfizméw Ag(g) mozna traktowac jako transformacje naturalng Ao ® : & — ®F'®.

Skonstruujemy teraz naturalng transformacja funktora F'® w funktor identycz-
nosciowy Ig. Najpierw zauwazmy, ze dla dowolnej grupy G istnieje homomorfizm
pc : F(®(G)) — G okreslony jako jedyny homomorfizm przedtuzajacy odwzorowa-
nie ®(G) — G, g — g. Latwo sprawdzi¢ przemiennosé¢ diagramu

F<I>(G)¢> G

Fo(h h

PO(K)—— K

K

dla kazdej grupy K i dla kazdego homomorfizmu h : G — K. Klasa homomorfizméow
pc dla G € Ob@G jest wiec naturalng transformacja funktora F® w funktor iden-
tycznosciowy Ig. Poddajac teraz wszystkie obiekty i morfizmy dziataniu funktora
zapominania ¢ otrzymamy klase morfizméw ®(pg), ktora jest naturalng transfor-
macjg Pop: PFP — P funktora PFP w funktor P.

Nietrudno teraz zauwazy¢, ze ztozenie naturalnych transformacji (® o p) o (Ao
®) : & — P jest identycznosciowa naturalng réwnowaznoscig funktora ® z soba.
Sprowadza si¢ to do sprawdzenia, ze ®(pg ) ac)(9) = g dla kazdego elementu g € G.

Podobna konstrukcja pokazuje, ze istnieja naturalne transformacje funktorow
Fol:F — FOF oraz po I : FOF — F takie, ze zlozenie (po F)o(Fol): F — F
jest identycznosciowa naturalng rownowaznoscig funktora I’ z sobg.

Ta sytuacja stanowi motywacje do nastepujacej definicji.

Niech F : A — B oraz G : B — A beda funktorami pomiedzy kategoriami A i
B. Funktory F' i G nazywaja si¢ funktorami sprzezonymi jesli istnieja naturalne
transformacje A\ : 4 — GF oraz p: FG — Ip takie, ze ztozenia

G2% arg % ¢, F PN por 2L R

sa identyczno$ciowymi naturalnymi réwnowaznosciami G — G oraz F' — F', odpo-
wiednio.
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Mozemy wiec powiedzie¢, ze funktor tworzenia grupy wolnej F' : § — G oraz funktor
zapominania ® : G — § sg funktorami sprzezonymi.

5.5 Funktor K|

5.5.1 Grupa Grothendiecka

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem. Waznym problemem jest opisanie z do-
ktadnoscig do izomorfizmu wszystkich skonczenie generowanych moduléw projek-
tywnych nad pierscieniem R. W zwiazku z tym bedziemy tu rozpatrywac¢ kategorie
P(R) skoriczenie generowanych R—moduléw projektywnych. Dla obiektu M tej ka-
tegorii (czyli skonczenie generowanego R—modutu projektywnego) klase obiektéw
izomorficznych z M oznaczymy (M). A wigc N € (M) <= N = M. Zbior
B={(M): M e Ob(P(R))} wszystkich klas potraktujemy jako baze grupy abelo-
wej wolnej Fr. Jej elementy sa wiec skonczonymi kombinacjami liniowymi klas ze
zbioru B postaci

[Bl(Ml) + e+ .Tn(Mn), ZT; € Z, (Ml) € B

W grupie Fr rozpatrujemy podgrupe H generowang przez wszystkie elementy po-
staci
(M) — (M") — (M") (5.7)

gdzie moduty M, M’ M" sg tak dobrane, ze istnieje cigg doktadny
0O—-M —M-—M"—0

w kategorii P(R). Poniewaz jednak kazdy taki ciag dokladny rozszczepia sie (na
podstawie definicji modutu projektywnego), wiec w sposdb réwnowazny mozna po-
wiedzie¢, ze podgrupa H grupy Fr jest generowana przez elementy postaci (5.7)
gdzie moduty M, M', M" spelniajg warunek

MM e M.

Tutaj @ oznacza sume obiektéw w kategorii P(R) (jest to wiec zewnetrzna suma
prosta moduléw w sensie rozdziatu 3).
Definiujemy teraz grupe abelowa KyP(R) jako grupe ilorazowa

KoP(R) := Fr/H.

Grupe te nazywamy grupg Grothendiecka kategorii P(R). Dla modutu M warstwe
(M)+ H bedziemy oznaczaé [M]. Kazdy skoniczenie generowany modut projektywny
nad R ma wiec swbj odpowiednik [M] w grupie Grothendiecka KyP(R). Zauwazmy,
ze jesli modut M jest suma prosta modutéw M’ i M”, to jego klasa [M] jest w
KoP(R) suma klas [M'] i [M"]. Rzeczywiscie, jesli M = M' @& M", to (M) — (M') —
(M") € H zatem

H=(M)— (M)~ (M")+H=[M]—[M]—[M"],
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to znaczy [M] = [M'] + [M"] w grupie KyP(R), lub nieco wyrazniej,
(M & M"] = [M'] + [M"]. (58)

Mozna wiec powiedzie¢, ze grupa Grothendiecka zapamictuje relacje pomiedzy mo-
dutami M, M', M" polegajaca na tym, ze jeden z tych moduléw jest sumag prosta
pozostatych.

7 tego, ze grupa Fr ma baze B wynika, ze zbior

B+ H={[M]:[M|=(M)+H, (M)e B}

jest zbiorem generatoréow grupy KyP(R). Elementy grupy KyP(R) sa wiec kombina-
cjami liniowymi ze wspotczynnikami catkowitymi elementow zbioru B+ H. Okazuje
sie jednak, ze istnieje o wiele prostszy sposob prezentowania elementéw grupy Gro-
thendiecka.

STWIERDZENIE 5.5.1. Kazdy element grupy KoP(R) mozna przedstawié w postaci
[M] — [N], gdzie [M],[N] € B+ H.

Dowdd. Niech X bedzie dowolnym elementem grupy KoP(R). Zatem X jest kombi-
nacja liniowg elementow zbioru B+ H ze wspétezynnikami catkowitymi. Grupujac w
tej kombinacji liniowej oddzielnie sktadniki ze wspotczynnikami dodatnimi i ujem-
nymi, mozemy wiec (dopuszczajac powtorzenia sktadnikéw) napisaé

X = [M]+ -+ [My] = ([N:] + - -+ [Ne)).
Zauwazmy teraz, ze na podstawie (5.8) mamy
My + -+ [ M) =M1 @---® M), [NM]+--+[NJ=[N1D---D N
Zatem X = [M] —[N], gdzie M = M; ® --- & My oraz N = N1 & --- ® N,. O

Przyktad 5.5.1. Najprostszy przyktad grupy Grothendiecka otrzymamy rozpatru-
jac kategorie¢ skonczenie generowanych modutéow projektywnych nad ciatem. Niech
wiec R = L bedzie ciatem. Moduty nad L sa przestrzeniami wektorowymi i kazdy
modut nad L jest wolny (ma baze), zatem jest takze projektywny. A wiec P(L) jest
kategorig skonczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych nad ciatem L. Pokaze-
my, ze odwzorowanie

D:KyP(L)—7Z, D(U]—[V])=dimU —dimV

jest dobrze okreslone na elementach grupy KoP(L) i jest izomorfizmem grup.

Najpierw wykorzystamy fakt, ze odwzorowanie d : B — Z bazy grupy abelowe]
wolnej F; w grupe liczb catkowitych zadane wzorem dy(U) = dim U ma dokladnie
jedno przedtuzenie do homomorfizmu d : F;, — Z grupy wolnej Fy na Z (zob.
twierdzenie 3.3.2). Jest to surjekcja, gdyz di(L) = dim L = 1. Zauwazmy ponadto,
ze H C ker d. Rzeczywiscie,

a( Sa (@) - ) - ()) ) = e (M@ M) - d() — (M) ) =0,
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gdyz d(M!®&M]") = dim M]@M] = dim M]+dim M| = d(M])+d(M]"). Stad wynika,
ze odwzorowanie D : F,/H — 7, gdzie dla X € Fy, ktadziemy D(X + H) = d(X),
jest dobrze okreslonym surjektywnym homomorfizmem grup. W szczegdlnosci mamy
D([U]) =d(U) = dim U, zatem takze

D([U] - [V]) = D([U]) — D([V]) = dimU — dim V.

Mamy wiec surjektywny homomorfizm D : KyP(L) — Z. Homomorfizm D jest
takze injektywny, gdyz

D(U=[V]) =0 <= dimU=dimV <= (U)=(V)
= U] = [V] — [U]-[V]=0.

A wiec grupa Grothendiecka KyP (L) kategorii skoficzenie wymiarowych przestrzeni
wektorowych nad dowolnym ciatem L jest izomorficzna z grupa liczb catkowitych.

W powyzszym przyktadzie wykorzystaliémy oczywista implikacje (U) = (V) =
[U] = [V] chociaz w tej konkretnej sytuacji moglibySmy takze uzyé¢ réwnowaznosci.
Wynika to z nastepujacego faktu.

STWIERDZENIE 5.5.2. Dla R—moduléw projektywnych M i N réwnosé [M] = [N]
w grupie Grothendiecka KyP(R) ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki
R—modut projektyuwny P, ze

MaeP=2Na®P.
Dowdd. Jesi M & P= N @ P, to
[M]+[P]=[M® P]=[N®P]=[N]+ [P],

skad [M] = [N]. Wystarczalno$¢ warunku jest wiec oczywista.

Dla dowodu koniecznosci warunku zatézmy, ze [M] = [N]. Wtedy (M)—(N) € H
i wobec tego (M) — (V) jest kombinacja liniowa elementéw postaci (5.7). Dopusz-
czajac powtarzajace sie sktadniki mozemy oczywiscie zapisaé¢ te kombinacje liniowa
ze wspoOtczynnikami +1 i wobec tego mamy przedstawienie

(M) = () = 35 () = () = (1)) = 32 (1) = () = ().
gdzie M; = M; & M;" oraz N; = N; & NJ. Stad otrzymujemy

(M) + 3 (M) + (M) + 3 (N;) = (N) + D_(N) + D (N]) + D (M),

Jest to réwnos$é w grupie abelowej wolnej Fr, a wiec jednoznaczno$¢ przedstawienia
elementu grupy Fr w postaci kombinacji liniowej elementéw bazowych pociaga, ze
uklad klas izomorfizmu modutéw M, M, M, N; co najwyzej porzadkiem roézni sie
od uktadu klas izomorfizmu modutéow N, NI, NV, M;. W szczegdlnodei otrzymujemy
stad izomorfizm modutéw

Me@Me@M e@®N=Ne@®No@®N oM
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Niech P bedzie R—modutem izomorficznym z kazdg z powyzszych sum prostych.
Wtedy
MeP = MoNOON ©D® N/ ®D M,

= NeMeBN, P M & M
~ N@P.
Wykorzystali$my tu izomorfizmy M; = M; ® M oraz N; = N; @ N7 O

Stwierdzenie 5.5.2 objasnia do$¢ precyzyjnie w jakim stopniu znajomosé grupy
Grothendiecka KyP(R) moze by¢ wykorzystana do klasyfikacji skoniczenie genero-
wanych moduléw projektywnych nad R z dokladnoscia do izomorfizmu modutéw.
Ot6z dla R—modutéw projektywnych M i N réwnoséé [M] = [N] wcale nie oznacza,
ze muszg one by¢ izomorficzne. Oznacza jedynie, ze dla pewnego modutu projek-
tywnego P moduty M & P i N @& P sg izomorficzne. Modut projektywny P jest
sktadnikiem prostym pewnego modutu wolnego W, to znaczy istnieje R—modutl P,
taki, ze P @® P, = W jest modutem wolnym. A wiec [M] = [N] wtedy i tylko wtedy
gdy

MaeW=NaeW dla pewnego modutu wolnego W. (5.9)

Moduly M i N spelniajace warunek (5.9) nazywaja sie stabilnie izomorficzne. Tak
wiec znajomosé grupy Grothendiecka KoP(R) rozwiazuje problem klasyfikacji pro-
jektywnych R—modutéw z doktadnoscia do stabilnego izomorfizmu modutéw.

Dla niektorych pierécieni relacje stabilnego izomorfizmu i izomorfizmu sg iden-
tyczne. Jest tak na przyktad dla ciat, gdyz w tym przypadku skonczenie generowane
moduty projektywne sg skonczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi i dla
nich (5.9) pociaga oczywiscie M = N. Réwniez nad pierdcieniami ideatéw gtéwnych
[M] = [N] pociaga M = N. Rzeczywiscie, na podstawie wniosku 4.2.3, skoniczenie
generowany modut projektywny nad pierscieniem idealéow gtéwnych jest modutem
wolnym skorficzonej rangi, zatem (5.9) pociaga réwno$é rang wolnych modutéw M
i N, zatem ich izomorfizm. W szczegdlnosci wiec stabilny izomorfizm skorniczenie
generowanych modutéw projektywnych pokrywa sie z izomorfizmem modutéw nad
pierdcieniem R = L[X| wielomianéw jednej zmiennej nad dowolnym ciatem L. W
latach 60-tych XX wieku intrygujacym problemem bylo pytanie, czy stabilny izo-
morfizm pokrywa sie z izomorfizmem nad pierscieniem wielomiandéw wielu zmien-
nych R = L[X3,...,X,], gdzie L jest dowolnym cialem. Inna wersja tego pytania
brzmi nastepujaco: czy nad pierscieniem wielomianéw R—modutl projektywny sta-
bilnie réwnowazny z modutem wolnym musi by¢ modutem wolnym? Przypuszczenie,
ze odpowiedz jest "tak” znane byto jako hipoteza Serre’a. W roku 1976 opubliko-
wano dwa niezalezne dowody hipotezy Serre’a znalezione przez D. Quillena i A. A.
Suslina.

Zwracamy uwage na fakt, ze istnieja przyktady pierscieni, dla ktérych stabilny
izomorfizm modutéw nie pokrywa sie z izomorfizmem. Mozna, na przyktad, pokazac,
ze taka sytuacja ma miejsce nad pierécieniem?

R=R[X,Y,Z]/(X*+Y?+ Z* - 1).

2Zobacz prace Lama i Siu cytowana w §5.5.3.
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5.5.2 Funktor K,

Konstrukcja grupy Grothendiecka KyP(R) przyporzadkowuje kazdemu obiektowi R
kategorii pierécieni R grupe abelowa KyP(R), czyli obiekt kategorii grup abelowych
A. Faktycznie jest to odwzorowanie obiektowe funktora kowariantnego K, : R — A.

Dla wyjasnienia dziatania tego funktora powinnismy wskaza¢ odpowiednie od-
wzorowanie morfizmowe. Jesli h : R — S jest morfizmem w kategorii pierscieni
(homomorfizmem pierscieni), to

Koh : KOP(R) — K()P(S)

powinien by¢ homomorfizmem grup abelowych. Dla okreslenia Kyh powinnismy wiec
przede wszystkim dysponowa¢ metoda przyporzadkowania modultowi projektywne-
mu nad pierscieniem R modutu projektywnego nad pierscieniem S. Te operacje
realizuje omawiana przez nas wezesniej konstrukcja iloczynu tensorowego modutéw
(zob. rozdzial 3.6). Homomorfizm pierscieni h : R — S pozwala poprzez opera-
cje zwezenia pierscienia skalarow (omawiang w przyktadzie 3.1.6) traktowaé S jako
R—modut (z dziataniem zewnetrznym a - b = h(a)b). Dla kazdego R—modutu M
rozpatrujemy teraz iloczyn tensorowy S ® g M dwoch R—modutéw. Modut ten ma
jednak takze strukture S—modulu (z mnozeniem tensoréw prostych b®m przez ska-
lary x € S okre$lonym nastepujaco: = - (b ® m) = b ® m). Przejécie od R—modutu
M do S—modutu S ®z M jest podstawa do okreslenia homomorfizmu Fz — Fg a
w konsekwencji takze homomorfizmu grup abelowych Koh : KoP(R) — KoP(S5).
Objasnia to z grubsza sposob traktowania Ky jako funktora z kategorii pierscieni do
kategorii grup abelowych.

W koncu zwrocimy jeszcze uwage, ze konstrukeje grupy Grothendiecka, ktora
przeprowadzilidmy szczegbtowo dla kategorii P(R) skonczenie generowanych R—mo-
dutéw projektywnych mozna powtérzy¢ dla kazdej kategorii A, w ktorej jest okre-
slone pojecie ciggu doktadnego. Fakt, ze wykorzystaliSmy rozszczepialnosé ciggdéw
doktadnych w kategorii modutéw projektywnych i zastapilismy je rozktadami mo-
dutéw na sumy obiektéw jest specyfika kategorii P(R) pozwalajaca uzyskaé¢ tak
przejrzyste rezultaty jak, na przyktad, stwierdzenie 5.5.2. W ogélnym przypadku
nie mozna oczekiwac, ze sprawy potocza sie tak dobrze, tym niemniej jest mozliwa
konstrukcja grupy Grothendiecka KA jako grupy ilorazowej F'/H przy odpowied-
nim okresdleniu grupy abelowej wolnej F' i jej podgrupy H. W ten sposdb funktor
Ky staje sie jednym z rutynowych pojec¢ teorii kategorii.

5.5.3 K —teoria

Funktor K, rozwazany w latach piec¢dziesiatych XX wieku przez A. Grothendiec-
ka jest zaledwie pierwszym z ciggu funktoréw K;, ktére sa przedmiotem badan
K —teorii. Dla pierécienia R grupe K;R definiuje sie jako grupe ilorazowa grupy
macierzy GL(R) przez jej komutant. Przy tym GL(R) jest suma mnogosciowa grup
macierzy odwracalnych GL(n, R) dla wszystkich n > 1. Aby mozna bylo tuta]
mowi¢ o sumie mnogosciowej traktuje sie GL(n, R) jako podgrupe GL(n + 1, R)
poprzez wlozenie
A0
A l 0 11 .
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Bardzo przystepne wprowadzenie funktoréw Ky i K; oraz informacje o zwigzkach
algebraicznej K-teorii z topologiczna K-teorig mozna znalez¢ w artykule przeglado-
wym:

T. Y. Lam and M. K. Siu, Ky and K; - an introduction to algebraic K—theory.
American Mathematical Monthly 82 (1975), 329-364.

Funktor K, zostal wprowadzony przez J. Milnora w roku 1967. Dla pierscienia R
grupe Ky R definiuje sie jako centrum tak zwanej grupy Steinberga, okreslonej przy
pomocy generatoréow i relacji wzorowanych na relacjach spetianych przez komu-
tatory macierzy elementarnych w grupach GL(n, R). Najprzystepniejszym zrédlem
wiadomosci na ten temat pozostaje ksigzka Milnora:

J. Milnor, Introduction to algebraic K —theory. Annals of Math. Studies 72, Prince-
ton, 1971.

Jakkolwiek grupy abelowe KoR, K1 R, Ko R sa definiowane niezaleznie od siebie, sa
one zwigzane pewnymi naturalnymi homomorfizmami oddajacymi istotne i gtebo-
kie wtasnosci pierscieni. Ponadto, istnieje Scista analogia pomiedzy algebraicznymi
i topologicznymi K —funktorami, z tym, ze w topologii istniala juz zaawansowana
teoria wyzszych funktorow K;. W zwiazku z tym w latach szes¢dziesiatych XX wieku
trwata bardzo intensywna praca nad poszukiwaniem dalszych funktoréow K;, ktore
przedtuzalyby naturalne zwiazki pomiedzy KoR, K1 R, Ko R i utrzymaty analogie z
topologiczng K —teorig. Na poczatku lat siedemdziesiatych problem ten zostat roz-
wigzany przez D. Quillena, ktory zdefiniowal wtasciwe funktory K; dla wszystkich ¢
sankcjonujac w ten sposéb powstanie algebraicznej K —teorii. Oficjalnym historycz-
nym dokumentem jest referat Quillena na kongresie w Vancouver:

D. Quillen, Higher algebraic K—theory. Proc. ICM, Vancouver (1974), 171-176.

5.6 Zadania

1. Niech f bedzie morfizmem w kategorii pierscieni przemiennych. Udowodnié¢, ze
(a) f jest injektywnym homomorfizmem pierscieni wtedy i tylko wtedy, gdy f jest
kategoryjnym monomorfizmem.

(b) Jesli f jest surjektywnym homomorfizmem pierscieni, to f jest kategoryjnym
epimorfizmem.

2. Niech f bedzie morfizmem w kategorii modutéow. Udowodnié, ze

(a) f jest injektywnym homomorfizmem modutéw wtedy i tylko wtedy, gdy f jest
kategoryjnym monomorfizmem.

(b) f jest surjektywnym homomorfizmem modutéw wtedy i tylko wtedy, gdy f jest
kategoryjnym epimorfizmem.

3. (a) Udowodni¢, ze w kategorii zbioréw morfizm jest monomorfizmem wtedy i tyl-
ko wtedy gdy jest odwzorowaniem injektywnym.

(b) Udowodni¢, ze w kategorii zbioréw morfizm jest epimorfizmem wtedy i tylko
wtedy gdy jest odwzorowaniem surjektywnym.

4. (a) Udowodnié¢, ze w kategorii grup morfizm jest monomorfizmem wtedy i tylko
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wtedy gdy jest homomorfizmem injektywnym.
(b) Udowodnié, ze w kategorii grup morfizm jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy
gdy jest homomorfizmem surjektywnym.

5. Udowodni¢, ze w kategorii torsyjnych grup abelowych istnieja nieskonczone ilo-
czyny proste (produkty).

6. Okresli¢ kategorie (poprzez wskazanie obiektow i morfizméw), w ktérych naste-
pujace obiekty sg obiektami poczatkowymi:

(a) grupa ilorazowa, pierscien ilorazowy, modut ilorazowy;

(b) grupa wolna F'(X) z wolnym zbiorem generatoréow X;

(c) pierscienn utamkéw S~1P wzgledem zbioru multyplikatywnego S;

(d) A—modul wolny z baza B;

(e) iloczyn tensorowy modutéw M @ N.



Rozdzial 6

Pierscienie noetherowskie

Ostatnie zmiany 17.03.2009 r.

6.1 Moduly i pierScienie noetherowskie

W tym rozdziale rozpatrywa¢ bedziemy wytacznie moduty nad pierscieniami prze-
miennymi.

W zwiazku z tym, w tym rozdziale stowo pierscien oznacza pierscieri przemien-
ny. Przypomnijmy, ze w A—module M podzbiér S modutu M nazywamy zbiorem
generatorow modutu M, jesli kazdy element m € M mozna przedstawi¢ w postaci

m=xymy+---+x.m,, gdzie z,...,x. €A my,...,m. ES.

Nie wymagamy tutaj zadnej jednoznacznosci tego przedstawienia. Jesli modut M ma
skonczony zbiér generatoréw S = {my,...,m,}, to méwimy, ze M jest skorniczenie
generowany i piszemy

M= (my,...,m;) = Amy +--- + Am,.

Przyktad 6.1.1. Addytywna grupa Q ciata liczb wymiernych jest Z—modutem.
Dla kazdej liczby catkowitej 7 > 0 oraz dla ustalonej liczby pierwszej p niech Z[1/p']
bedzie podgrupa cykliczng grupy Q (czyli podmodutem Z—modutu Q) generowana
przez liczbe 1/p'. A wige Z[1/p?] sktada si¢ z wszystkich liczb wymiernych, ktore
mozna zapisa¢ w postaci a/p’, gdzie a € Z. Potézmy tez

M(p) = JZ[1/p"].
i>0
Oczywiscie M (p) jest podgrupa Q. Latwo sprawdzié¢, ze grupa M (p) nie jest skon-
czenie generowana. A wiec Z—modut QQ, ktéry sam nie jest skoniczenie generowany,
zawiera nieskonczenie wiele podmodutéw M (p) (dla wszystkich liczb pierwszych p),
ktore takze nie sa skonczenie generowane.
Zauwazmy tez, ze we wznoszacym sie tancuchu podmodutow

Zi/p) CcZi/p}) C--- CZ[1/p] C - --

mamy Z[1/p’] # Z[1/p"™'] dla kazdego i > 0. Lancuch ten zawiera wiec nieskoriczenie
wiele roznych podmoduléw Z—modutu Q.

Przy ustalonym p, zbiér wszystkich podmodutéw Z[1/p'], traktowany jako zbior
uporzadkowany czesciowo przez inkluzje, nie zawiera tez podmodutu maksymalnego.

137
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6.1.1 Moduly noetherowskie

Przyktad 6.1.1 wskazuje ze moduly nie maja na ogdét pewnych wtasnosci o cha-
rakterze skonczono$ciowym. W tym rozdziale rozpatrywac¢ bedziemy moduty, ktore
w przeciwienstwie do Z—modutu Q, majag trzy wtasnosci opisane w nastepujacej
definicji.

DEFINICJA 6.1.1. Méwimy, ze A—modul M spetnia warunek skoriczonej genero-
walnosci (FG), jesli kazdy podmodutl modutu M jest skoniczenie generowany (ang.
finitely generated).

Moéwimy, ze A—modul M spelia warunek lancucha wznoszgcego (ACC), (ang.
ascending chain condition), jesli kazdy lancuch wznoszacy podmoduléw modutu
M

M1CM2C"'CMHC"', Mi#Mﬂ_l, (61)

jest skonczony.

Moéwimy, ze A—modut M spelnia warunek maksymalnosci (MAX) jesli kazdy niepu-
sty zbiér S podmodutéw modutu M zawiera element maksymalny (tzn. taki My € S,
ze jesli N € S, My C N, to My = N).

TWIERDZENIE 6.1.2. Dla kazdego A—modutu M,
(FG) < (ACC) < (MAX).

Dowdd. (FG) = (ACC). Dla dowolnego tancucha (6.1) podmodutéw modutu M
rozpatrzmy N := U;>; M;. Jest to podmodut modutu M, zatem na podstawie wa-
runku (FG) podmodut ten jest skoriczenie generowany, to znaczy N = (nq,...,n,),
dla pewnych n4,...,n, € N. Kazdy z elementéw n; nalezy do pewnego podmodutu
M; tanicucha (6.1), skad tatwo wynika ze w tancuchu (6.1) istnieje podmodut M;, za-
wierajacy wszystkie elementy nq, ..., n,. Wtedy mamy N = (ny,...,n,) € M; C N,
skad otrzymujemy M; = N. Pozostaje zauwazyc¢, ze

N:Mtht+1th+2§"' QUMi:N,

skad My = Myyqy = Mo = -+ . A wiec tanicuch (6.1) zawiera tylko skonczong liczbe
roznych podmodutow.

(ACC) = (MAX). Niech S bedzie rodzina podmodutéw modutu M. Obieramy
dowolny podmodut M; € S. Jesli M nie jest maksymalnym elementem S, to istnieje
My € S taki, ze My C My i My # Ms. Jedli M, nie jest maksymalnym elementem
S, to istnieje M3 € S taki, ze My C M3 i My # Ms. W ten sposdb konstruujemy
wznoszacy tancuch (6.1) podmodutéw modutu M, ktéry na podstawie (ACC) jest
skonczony. Zatem ostatni element tego tancucha jest elementem maksymalnym w

S.

(MAX) = (FG). Niech N bedzie podmodutem M. Rozwazmy rodzine S wszystkich
skoniczenie generowanych podmodutéw modutu N. Na podstawie (MAX), rodzina ta
zawiera element maksymalny N’ = (ny,ng,...,n,). Gdyby istnial element n € N,
ktory nie nalezy do N’, to N’ + An jest skoniczenie generowanym podmodutem
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N, ktéry ostro zawiera maksymalny skonczenie generowany podmodul N’ modutu
N, sprzeczno$¢. Zatem N = N’ = (ny,ng,...,n,) jest skoficzenie generowanym
podmodutem M. O

DEFINICJA 6.1.3. A—modul M nazywa sic modutem noetherowskim!, jesli M spel-
nia jeden (a wiec wszystkie) z warunkéw (FG), (ACC), (MAX).

Przyktad 6.1.2. Jesli A jest cialem i M jest skonczenie wymiarows przestrzenia
wektorowa nad A, to M jest noetherowskim A—modulem. Wynika to z twierdzenia
algebry liniowej mowigcego, ze wymiar podprzestrzeni N przestrzeni M nie prze-
kracza wymiaru przestrzeni M. Natomiast nieskoniczenie wymiarowe przestrzenie
wektorowe nie sg modutami noetherowskimi.

Podobnie, grupa abelowa wolna o skonczonej randze jest noetherowskim Z—mo-
dutem (zob. dowdd twierdzenia 4.3.7). Stad tatwo wyprowadzi¢ wniosek, ze kazda
skonczenie generowana grupa abelowa jest noetherowskim Z—modutem. Natomiast
Z—modut Q nie jest modutem noetherowskim, jak to wynika z przyktadu 6.1.1.

TWIERDZENIE 6.1.4. Kazdy podmodul modulu noetherowskiego jest modutem no-
etherowskim. Kazdy modut ilorazowy modutu noetherowskiego jest modutem noethe-
rowskim.

Dowdd. Niech N bedzie podmodutem modutu noetherowskiego M. Poniewaz M
spetnia warunek (FG), kazdy podmodut P modutu N jest skonczenie generowany
(bo P jest takze podmodutem modutu M). A wiec N jest modutem noetherowskim.
Rozwazmy teraz modut ilorazowy M /N i homomorfizm kanoniczny x : M — M/N.
Na podstawie twierdzenia 3.2.2 o odpowiedniosci kazdy tancuch wznoszacy podmo-
dutéw modutu M/N ma swoj przeciwobraz poprzez £~ w module M. Jesli wigc M
spelia warunek (ACC), to takze M /N spemia (ACC). O

TWIERDZENIE 6.1.5. Niech N bedzie podmodutem modutu M. Jesli N i M/N sq
modutami noetherowskimi, to M jest modutem noetherowskim.

Dowdd. Udowodnimy, ze modul M spetia warunek (ACC).
Niech wiec M; C My C --- bedzie dowolnym tancuchem podmodutéw modutu M.
7 tym tancuchem wigzemy dwa nast¢pujace tancuchy podmodutéw modutéw N i
M/N, odpowiednio:

MynNCMNONC--.

(My + N)/N € (My+ N)/N € -
Poniewaz moduly N i M/N speliaja (ACC), mozna dobraé¢ wskaznik j tak, by

(M;+N)/N = (M1 +N)/N = - (6.3)
Pokazemy, iz stad wynika M; = M, = --- . Wystarczy oczywiscie pokazac,

ze (6.2) i (6.3) pociagaja M; = M; ;. Z zatozenia mamy M; C M, niech wiec
x € M. Wtedy z (6.3) otrzymujemy x+ N € (M; + N)/N. Istnieja zatem y € M,

Nazwa ta pochodzi od nazwiska Emmy Noether (1882-1935).
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oraz n € N takie,zex+ N =y+n+ N =y + N. A wiec x —y € N. Ponadto x €
M, y € M C Mjiy, awiec takze x —y € M. Stad x —y € M; (/1NN = M;NN,
to ostatnie na podstawie (6.2). Zatem x —y € M; i wobec y € M; otrzymujemy stad
x € M;. Pokazalismy wigc, ze M1 C M;, skad wynika juz réowno$¢ M; = M;,. O

WNIOSEK 6.1.6. Niech M, M', M" bedqg A—modutami i niech cigg
0— M L ML M =0

bedzie ciggiem doktadnym. Modul M jest noetherowski wtedy i tylko wtedy gdy mo-
duty M'" i« M" sq noetherowskie.

Dowéd. Jesli N = f(M'), to N jest jadrem homomorfizmu g. Zatem M"” = M/N.
Jesli M jest noetherowski, to N i M/N sa noetherowskie na podstawie twierdzenia
6.1.4, zatem noetherowskie sg takze izomorficzne z nimi moduty M’ i M”. Na odwrét,
jesli M’ i M" sa noetherowskie, to noetherowskie sa takze N i M /N, a wiec M jest
noetherowski na podstawie twierdzenia 6.1.5. O

6.1.2 Pierscienie noetherowskie

Pierscien A nazywa si¢ pierScieniem noetherowskim, jesli A—modut A jest noethe-
rowski.

Ta zwiezta definicja wymaga komentarza. Przede wszystkim przypomnijmy, ze
podmodutami A—modulu A sg idealy pierscienia A. Pierscien A spelnia wiec wa-
runek (FG), gdy kazdy ideal pierscienia A jest skonczenie generowany. Podobnie,
pierscien A spelnia warunek (ACC) gdy kazdy tanicuch wznoszacy idealéw pierscie-
nia A

GuCaC---Ca, C---, ai#aiﬂ

jest skonczony. Wreszcie pierscien A spelnia warunek (MAX) gdy kazdy niepusty
zbiér S idealéw pierécienia A zawiera ideal maksymalny w zbiorze S (nie musi to
oczywiscie by¢ ideal maksymalny pierscienia A). Na podstawie twierdzenia 6.1.2 te
trzy wlasno$ci pierscienia A sg rownowazne.

Wynika stad w szczegdlnosci, ze pierscienie ideatéw glownych, takie jak Z i K[X],
gdzie K jest cialem, sa pierScieniami noetherowskimi (gdyz kazdy ideal jest ge-
nerowany przez zbiér jednoelementowy, zatem spelniony jest warunek (FG)). Po-
nadto pierscienie idealéw gléwnych maja wlasnosci (ACC) i (MAX). Okazuje sie,
ze takze pierscien Z[X] wielomianéw o wspodlezynnikach catkowitych, mimo ze nie
jest pierécieniem idealdow gltownych, jest pierscieniem noetherowskim. Wynika to z
twierdzenia Hilberta o bazie, ktére udowodnimy ponize;j.

TWIERDZENIE 6.1.7. (Twierdzenie Hilberta o bazie.)
Jesli pierscieri A jest noetherowski, to pierscien A[X] wielomiandw jednej zmiennej
o wspotczynnikach z pierscienia A, jest pierscieniem noetherowskim.

Dowdd. Pokazemy, ze pierscien A[X] spelia warunek (FG). Niech wiec a bedzie
ideatem pierscienia A[X]. Ideal a jest suma mnogosciowa podzbioréw ztozonych z
wielomianéw tego samego stopnia nalezacych do a. Dla kazdej liczby catkowitej ¢ > 0
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rozwazmy zbior a; ztozony z zera pierécienia A oraz tych wszystkich elementéw pier-
Scienia A, ktore sg najwyzszymi wspotczynnikami wielomianéw stopnia ¢ nalezacych
do ideatu a. Tak wiec

a; == {GEA:HCZQ,...,CLifleA aXi—i—ai,lX"’l—l—---—i—alX—i—aoEu}.

Latwo sprawdza sie, ze a; jest ideatem w pierscieniu A oraz a; C a;,; dla kazdego
1 > 0. To ostatnie wynika z faktu, ze jesli f € a jest wielomianem stopnia ¢ z najwyz-
szym wspotczynnikiem a, to X f € a jest wielomianem stopnia ¢ + 1 z najwyzszym
wspotczynnikiem a.

Mamy wiec tancuch wznoszacy ideatow ag C a; C -+ pierécienia A i wobec zalto-
zenia, ze A jest pierécieniem noetherowskim, tanicuch ten zawiera jedynie skonczong
liczbe réznych ideatéw. Istnieje wigc liczba naturalna r taka, ze a, = a4y = -+ .
Skorzystamy jeszcze raz z faktu, ze A jest pierscieniem noetherowskim obierajac
dla kazdego z idealéw ag, aq, ..., a, skonczony uktad generatoréw. Niech n bedzie
najwieksza sposrod liczb generatorow tych ideatéow. Dopuszcezajac generatory réwne
0 € A mozemy zalozy¢, ze kazdy z ideatéw ag, ay, ..., a, ma n—elementowy uktad
generatorow. Dla kazdego ¢ = 0,1, ..., niech wiec

A1, A2y -+« 5 Qip

bedzie uktadem generatoréw ideatu a;. Dla kazdego niezerowego a;; obieramy wielo-
mian f;; € a stopnia 7, ktérego najwyzszym wspoétczynnikiem jest element a;;, jesli
za$ a;; = 0, to jako f;; obieramy wielomian zerowy. Udowodnimy, ze wielomiany f;;
tworzg zbiér generatoréw ideatu a.

Niech b bedzie ideatem pierscienia A[X] generowanym przez wszystkie wielomiany

fij- Zatem b C a i nalezy udowodni¢, ze b = a. Niech wi¢c f € a i niech d bedzie
stopniem wielomianu f. Dla dowodu, ze

fea = feb (6.4)

postuzymy sie indukcja ze wzgledu na d.

Jesli d = 0, to f jest wielomianem statym, zatem nalezy do ideatu a, generowanego
przez fo1 = ao1, ..., fon = aon. Poniewaz wszystkie te generatory nalezg do b, wiec
ap C b, skad f € b.

Zatozmy teraz, ze 0 < d < r oraz (6.4) zachodzi dla wszystkich wielomianéw stopnia
< d. Niech f € a bedzie wielomianem stopnia d. Wtedy istnieja eq, ..., e, € A takie,
ze wielomian

h:= f — (elfdl + -+ enfdn)

ma stopien mniejszy od d i takze nalezy do ideatu a. Na podstawie zalozenia induk-
cyjnego h € b, skad takze f € b.

W koncu zatézmy, ze d > r. Wtedy kazdy z wielomianéw
Xd_rfrla s 7Xd_rfrn

ma stopien d oraz najwyzsze wspoétczynniki tych wielomianéw generuja ideat a,.
Poniewaz jednak a, = a4 i najwyzszy wspotezynnik wielomianu f nalezy do a4, wiec
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wspotezynnik ten da sie przedstawic¢ jako kombinacja liniowa generatorow ideatu a,.
Istnieja wiec ¢y, ..., c, € A takie, ze wielomian

g=1f - (Cleirfrl + e+ CnXdirfM) (6-5>

ma stopienn mniejszy od d. Ponadto z (6.5) wynika, ze g € a. Zatem na podstawie
zalozenia indukcyjnego g € b. Zauwazmy jednak, ze z réwnosci (6.5) wynika, iz
f € b wtedy i tylko wtedy gdy g € b. A wiec f € b. Konczy to dowod (6.4). Zatem
a = b jest idealem generowanym przez skonczony uktad wielomianéw f;;. O]

WNIOSEK 6.1.8. Pierscienie Z[X| i Z[X1,...,X,] wielomiandw jednej i wielu
zmiennych o wspotczynnikach catkowitych sq pierscieniami noetherowskims.

Dowdd. Dla pierscienia Z[X] wynika to bezposrednio z twierdzenia Hilberta o bazie.
Natomiast dla pierécienia wielu zmiennych zauwazamy, ze

Xy, .. .. Xy =Z[ Xy, ..., Xn-a][ X0,
i stosujemy indukcje ze wzgledu na liczbe zmiennych. O]

WNIOSEK 6.1.9. Jesli K jest cialem, to pierscien wielomiandw K[ Xy, ..., X,] wie-
lomianow wielu zmiennych o wspotczynnikach z ciata K jest pierscieniem noethe-
rowskim.

Dowdd. Indukcja ze wzgledu na liczbe zmiennych. O

Twierdzenie Hilberta mozna uzupeti¢ uwaga, ze twierdzenie do niego odwrotne
jest takze prawdziwe. Otrzymujemy w ten sposob nastepujacy warunek konieczny i
wystarczajacy na to by pierscien A byl noetherowski.

TWIERDZENIE 6.1.10. Dla dowolnego pierscienia A, pierscien A jest noetherowski
wtedy i tylko wtedy gdy pierscien wielomiandw A[X] jest noetherowsksi.

Dowdd. Wobec twierdzenia Hilberta wystarczy udowodnié, ze jesli pierscien A[X]
jest noetherowski, to A jest noetherowski. Niech a bedzie idealem w pierscieniu A
i rozpatrzmy ideatl aA[X] pierdcienia A[X| generowany przez podzbiér a pierscienia
A[X]. Mamy zatem

aA[X] = {arhy + -+ + a,h, € A[X] : a; € 0, h; € A[X], r € N}.

Poniewaz A[X] jest noetherowski, wiec ideal ten jest skonczenie generowany, po-
wiedzmy

aA[X] = (fi,..., fr)

dla pewnych wielomianéw f; € A[X]. Dla dowolnego elementu a € a wobec a C
aA[X]| mamy przedstawienie

a=gfi+- -+ gulk
dla pewnych g; € A[X] istad a = g1(0)f1(0) + --- + gx(0) fx(0). Zatem

a C (2(0),..., fi(0)).
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Z drugiej strony kazdy generator f; idealu aA[X] ma przedstawienie postaci
Ji = ainhiy + -+ aghiy
dla pewnych a;; € a, h;; € A[X], r € N. Stad wynika, ze
fi(0) = ai1hi1(0) + - - - + ai-hir(0) € a.
Wobec tego (f1(0),..., fx(0)) C a i w rezultacie otrzymujemy réwnosé

a=(f1(0),-, fr(0)).

Pokazalidémy wiec, ze kazdy ideat a pierscienia A jest skoniczenie generowany i wobec
tego A jest pierscieniem noetherowskim. O

Twierdzenie 6.1.10 pokazuje, ze podpierscien A pierscienia noetherowskiego A[X]
jest takze noetherowski. Nie jest jednak prawda, ze kazdy podpierscien kazdego
pierécienia noetherowskiego jest noetherowski. Pokazuje to nastepujacy przyktad.

Przyktad 6.1.3. Niech A bedzie podpierscieniem pierscienia Z[X| sktadajacym sie
z wszystkich wielomianéw, ktorych wszystkie wspétezynniki poteg X, dla i > 0, sa
liczbami parzystymi. Mozna wiec napisac, ze

A =7+ 2X7Z[X]

jest suma podpierscienia Z i ideatu 2XZ[X] pierscienia Z[X], skad latwo wynika,
ze A jest istotnie podpierécieniem Z[X]. W pierscieniu A rozpatrujemy nastepujacy
tancuch wznoszacy ideatow:

a = (2X) C ap = (2X,2X?) C a3 = (2X,2X? 2X?%) C---

Najpierw sprawdzimy, ze jest to ostro wznoszacy tancuch ideatow. Pokazemy mia-
nowicie, ze dla kazdego n > 1 wielomian 2X™"! nie nalezy do a,. Przypusémy, ze
tak nie jest. Wtedy istnieja wielomiany fi,..., f, € A takie, ze

2X" =X fi +2X2%fo 4+ +2X",.
Stad otrzymujemy tozsamos¢ wielomianowa
X'=fi+Xfot--+ X", fi€A (6.6)
Wielomian po prawej stronie mozna zapisa¢ w postaci

(FLO)+X £o(0) 4+ -+ X" £ (0) )+ (Fi= A1)+ X (o= fo(0)) 4+ - 4+ X" (fu=£2(0))).

Zauwazamy, ze pierwsza grupa sktadnikow tworzy wielomian stopnia < n i wobec
tego nie ma wptywu na wspotezynnik stojacy przy X". Natomiast druga grupa
sktadnikow zawiera wytacznie wielomiany o wspotczynnikach parzystych. Wobec
tego tozsamosé (6.6) nie moze mieé¢ miejsca. W pierécieniu A wskazaliSmy wiec nie-
skonczony tancuch réznych ideatéw co oznacza, ze pierscien A nie jest noetherowski.
Pierscien noetherowski Z[X] zawiera wiec podpierscienn A, ktéry nie jest noetherow-
ski.
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Twierdzenie Hilberta jest pierwszym zroédtem przykitadéw pierscieni noetherow-
skich. Drugim zrodiem takich przyktadow jest nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 6.1.11. Homomorficzny obraz pierscienia noetherowskiego jest pier-
Scieniem noetherowskim.

Dowdod. Jesli h : A — B jest epimorfizmem pierscieni, to na podstawie twierdzenia
2.2.3 o odpowiedniosci kazdy wznoszacy tancuch idealéw pierscienia B ma swoj
przeciwobraz w A. Zatem jesli A spelnia (ACC), to B takze spelnia (ACC). O

Przyktad 6.1.4. Niech m # 0,1 bedzie bezkwadratows liczba catkowitg i niech

Z[m| = {x—ky\/m :x,yeZ}.

Odwzorowanie
h:Z[X] — Z[ym], h(f)=f(/m)

jest epimorfizmem pierscieni. Poniewaz Z[ X | jest noetherowski, takze kazdy pierscien
Z[\/m] jest noetherowski.

Mozna takze tatwo udowodnié, ze dla dowolnego pierscienia noetherowskiego A
i dla dowolnego podzbioru multyplikatywnego S w A pierscien utamkéw AS~1 jest
takze pierscieniem noetherowskim. W szczegélnosci, dla kazdego ideatu pierwszego
p piercienia noetherowskiego A lokalizacja A, jest pierécieniem noetherowskim.

6.1.3 Moduly i pierscienie artinowskie

Bardzo naturalnym pomystem jest zbadanie warunku laricucha opadajgcego (DCC)
(ang. descending chain condition), ktéry powstaje z (ACC) przez odwrdcenie inklu-
zji. Méwimy, ze A—modut M spetnia warunek fancucha opadajgcego (DCC), jesli
kazdy tancuch opadajacy podmodutéw modutu M

MyDMy;D---DM,D---, M;# M,

jest skoniczony. Modul speiajacy (DCC) nazywa sie modutem artinowskim?. Na-
tomiast pierécien A nazywa sie artinowski, jesli A—modul A jest artinowski (kazdy
opadajacy tancuch ideatéw pierécienia A jest skonczony). Latwo stwierdzié, ze pier-
Scien Z nie jest pierscieniem artinowskim. Dla kazdej liczby catkowitej a # 0, £1
mamy bowiem nieskonczony opadajacy tancuch ideatéow gtéownych:

Tak wiec pierscien noetherowski Z nie jest pierscieniem artinowskim. Mozna zauwa-
zy¢, ze jesli pierscien bez dzielnikéw zera nie jest ciatem, to nie jest pierscieniem
artinowskim.

Mozna natomiast udowodnié¢, ze kazdy pierscien artinowski jest pierscieniem noethe-
rowskim. Jest przy tym rzecza ciekawa, ze to twierdzenie nie przenosi sie na moduty:

2Nazwa ta pochodzi od nazwiska Emila Artina (1898-1962).
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istnieja moduty artinowskie, ktore nie sg noetherowskie. Przyktady tego typu wy-
stepuja juz wsréod Z—modutow, czyli grup abelowych. Rozpatrzmy, na przyktad,
podgrupe

Cp®)={zecC : Fpen 2" =1}

multyplikatywnej grupy liczb zespolonych ztozong z tych wszystkich pierwiastkow z
jedynki, ktorych stopnie sg potegami ustalonej liczby pierwszej p. Ta grupa abelowa
nie jest noetherowskim Z—modutem, gdyz zawiera nieskonczony tancuch wznoszacy
podgrup C(p) C C(p?) C --- . Natomiast jest to Z—modul artinowski, gdyz kazda
podgrupa wlasciwa grupy C(p*) jest skonczona !

Informacje o pierscieniach artinowskich mozna znalez¢ w rozdziale II ksigzki
S. Balcerzyka i T. Joézefiaka, Pierscienie przemienne. PWN Warszawa, 1985.

6.2 Rozklad prymarny

W tym rozdziale opiszemy klasyczne uogoélnienia twierdzenia o jednoznaczno$ci roz-
ktadu na czynniki pierwsze w pierscieniu Z liczb catkowitych. Kazda liczba catkowita
a # 0,£1 ma jednoznaczne przedstawienie w postaci iloczynu poteg réznych liczb
pierwszych,

a=£py'---pg,

i przedstawienie to jest réwnowazne przedstawieniu idealu gtéwnego (a) w postaci
iloczynu — lub przekroju — ideatéw generowanych przez potegi liczb pierwszych:

(a) = (p1") - (ps*) = (p1*") N - N (p5°).

Ideat w Z generowany przez potege liczby pierwszej nazywa si¢ ideatem prymarnym.
Twierdzenie o jednoznacznosci rozktadu w Z mozna wiec sformutowaé nastepujaco:
kazdy niezerowy ideal wtadciwy pierscienia Z ma jednoznaczne przedstawienie w
postaci przekroju skoniczonej liczby idealéw prymarnych (tutaj i ponizej idealem
wlasciwym pierécienia nazywamy ideat rézny od calego pierscienia).

Okazuje sie, ze uogdlnienia tego twierdzenia funkcjonuja we wszystkich pierscie-
niach noetherowskich. Udowodnimy tutaj twierdzenie o istnieniu rozktadu prymar-
nego w pierscieniach noetherowskich, natomiast bardziej subtelng i obszerna teorie
jednoznacznosci rozktadu prymarnego przedstawimy jedynie w zarysie. Rozpoczy-
namy od wprowadzenia pojecia ideatu prymarnego w dowolnym pierscieniu A.

6.2.1 Idealy prymarne

DEFINICJA 6.2.1. Ideal q pierscienia A nazywa sie ideatem prymarnym, jesli q # A
i dla kazdych a,b € A,

abeq 1 bdq = dIneN a"€eq. (6.7)

Przyktad 6.2.1. W dowolnym pierécieniu A kazdy ideal pierwszy q jest oczywiscie
ideatem prymarnym. Latwo sprawdzi¢, ze w pierécieniu Z liczb catkowitych kazdy
ideal g = (p™), generowany przez potege dowolnej liczby pierwszej p, jest idealem
prymarnym.
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Ogoélniej, jesli A jest pierscieniem ideatow gléwnych, to ideat g pierscienia A jest
prymarny wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest potegq idealu pierwszego (lub réwnowaznie,
gdy jest generowany przez potege elementu pierwszego pierscienia A). Rzeczywiscie,
jesli g = (p)™ = (p"), gdzie p jest elementem pierwszym w A oraz p"|ab i p™ 1 b, to z
jednoznacznosci rozktadu w A wynika, ze p|a 1 wobec tego p"|a”. Z drugiej strony,
jesli g = (¢) # A i element c¢ nie jest stowarzyszony z potega elementu pierwszego,
to c dzieli si¢ przez dwa niestowarzyszone elementy pierwsze p i q. Wezmy rozktad
¢ = ab taki, ze pla i q|b. Wtedy clab i ¢ 1 b ale réwniez ¢ nie dzieli zadnej potegi
elementu a. Wobec tego q = (¢) nie jest ideatem prymarnym.

LEMAT 6.2.2. Niech q # A bedzie ideatem w pierscieniu A. Nastepujgce warunki sq
rownowazne.

(a) Ideal q jest prymarny.
(b) W pierscieniu ilorazowym A/q kazdy dzielnik zera jest elementem nilpotentnym.
(c) Ideal zerowy pierscienia A/q jest prymarny.

Dowdd. Warunek (6.7) definiujacy prymarnosé ideatu q jest rownowazny warunkowi
(at+a)b+a)=q, b+a#q = IneN (a+q)"=q.
Stad wynika réwnowaznosé warunkéw (a), (b) i (c). O

Przyklad 6.2.2. Pokazemy, ze w pierScieniu A = K[X,Y] wielomianéw dwo6ch
zmiennych nad cialem K ideal q = (X, Y?) jest prymarny, ale nie jest potega ideatu
pierwszego.

Rozpoczniemy od uwagi, ze kazdy wielomian f € A mozna przedstawi¢ w postaci

f=X g X, V)+h(Y)=X-g(X,Y)+Y? - h(Y)+aY +b,

gdzie g(X,Y) € A, h(Y),h(Y) € K[Y], a,b € K. Latwo sprawdzi¢, ze przyporzad-
kowanie

Alq— K[Y]/(Y?), f+qraY +b+ (Y?)

jest dobrze okreslone na warstwach i jest izomorfizmem pierscieni. A wiec
Alg = K[Y]/(Y?).

Pierscien K[Y] jest pierécieniem idealéw gtéwnych i Y jest elementem pierwszym te-
go pierécienia, zatem na podstawie przyktadu 6.2.1 ideat (Y?) jest prymarny. Wobec
tego (na podstawie lematu 6.2.2) w pierscieniu K[Y]/(Y?) kazdy dzielnik zera jest
elementem nilpotentnym i w takim razie w izomorficznym z K[Y]/(Y?) pierscieniu
A/q takze kazdy dzielnik zera jest elementem nilpotentnym. Na podstawie lematu
6.2.2 ideal q jest prymarny.

Zauwazmy, ze ideal g nie jest idealem pierwszym, gdyz pierscien ilorazowy A/q ma
dzielniki zera (w K[Y]/(Y?) mamy, na przyklad, (Y +q)*> = qoraz Y +q # q). Po-
kazemy, ze nie jest on potega zadnego ideatu pierwszego pierécienia A. Przypusémy
zatem, ze q = p"", gdzie p jest ideatem pierwszym w A. Wtedy

(X,Y?)=g=p"Cp
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pociaga, ze X,Y? € p, zatem takze X,Y € p. Wobec tego (X,Y) C p i wobec
maksymalnosci ideatu (X,Y) otrzymujemy (X,Y) = p. A wiec jesli q jest potega
ideatu pierwszego, to ¢ = (X,Y)™. Poniewaz jednak

L C(X,Y)P C(X,Y)PCqC (X,Y)

i wszystkie inkluzje sa ostre, wynika stad, ze q nie jest potega ideatu (X,Y), a wiec
nie jest takze potega zadnego ideatu pierwszego w A.

DEFINICJA 6.2.3. Ideal n pierscienia A nazywa sie nieprzywiediny, jeslin # A i dla
kazdych ideatéw a i b pierécienia A,

n=anNb = n=a lub n==5.

Przyktad 6.2.3. W kazdym pierscieniu kazdy ideat maksymalny n jest nieprzywie-
dlny, gdyz w przedstawieniu n = a N b mamy oczywiscie n C ain C b i wobec
maksymalnosci n mamy n = a = b.
Ogodlniej, kazdy ideal pierwszy jest nieprzywiedlny. Jesli bowiem dla ideatu pierw-
szego p pierscienia A mamy p = a N b dla pewnych ideatdow a i b pierécienia A, to
zakladajac, ze p C aip C b mozemy wybraé¢ elementy a € a\ p oraz b € b\ p.
Wtedy ab € an b = p, skad wynika, ze a € p lub b € p, sprzecznosc.
W szczegblnoscei, w pierscieniu catkowitym ideat zerowy jest nieprzywiedlny.
NieprzywiedIlnosé¢ idealu n pierscienia A mozna takze rozpoznaé przez przejscie do
pierécienia ilorazowego A/n: Ideal n pierscienia A jest nieprzywiedlny wtedy i tylko
wtedy, gdy ideal zerowy pierscienia A/n jest nieprzywiediny.
Jedli bowiem n jest ideatem nieprzywiedlnym pierécienia A oraz w pierécieniu A/n
mamy 0 =n = a Nb’, gdzie a’ i b’ sg idealami pierscienia A/n, to biorac przeciw-
obrazy a := x~'(a’), b := k~!(b') poprzez homomorfizm kanoniczny x : A — A/n
otrzymamy

n=r"'n)=rd)NK)=anb

skad wobec nieprzywiedlno$ci n w A wynika, ze n = a lub n = b. A wiec takze
n=r(n) =k(a) =a lubn=k(n) = r(b) = b, co dowodzi nieprzywiedlnosci ideatu
zerowego n w pierscieniu A/n.

Podobnie pokazuje sie, ze nieprzywiedlno$é ideatu zerowego w A/n pociaga nieprzy-
wiedlnos¢ ideatu n w pierscieniu A.

LEMAT 6.2.4. W pierscieniu noetherowskim kazdy ideal nieprzywiediny jest pry-
marny.

Dowdd. Niech n bedzie ideatem nieprzywiedlnym pierscienia noetherowskiego A.
Wobec lematu 6.2.2 wystarczy udowodnié¢, ze w pierScieniu ilorazowym A/n kazdy
dzielnik zera jest nilpotentem.

Niech wiec z,y € A/n, xy =0, y # 0. Pokazemy, Ze = jest elementem nilpotentnym
pierscienia A/n. W pierscieniu A/n rozwazamy wznoszacy lancuch ideatéw

Annz C Annz? C --- C Annz" C ---

gdzie Annz jest anihilatorem elementu z, to znaczy, Annz = {z € A/n: zo = 0}.
Poniewaz A jest pierScieniem noetherowskim, pierécien ilorazowy A/n jest takze
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noetherowski (na podstawie twierdzenia 6.1.11), a wiec spelnia warunek (ACC).
Istnieje zatem liczba naturalna n taka, ze

Annz" = Annz"tl = ...

Stad wynika, ze
(") N (y) = (0). (6.8)
Niech bowiem a € (z") N (y). Wtedy a = bx™ i a = cy dla pewnych b,c € A/n.
Mamy wiec
be" T =ba" - x =ar = cyr = cay =c-0=0.

Stad b € Ann 2™ = Ann 2", a wiec a = bz™ = 0. Dowodzi to (6.8).

Na podstawie przyktadu 6.2.3 ideal zerowy pierscienia A/n jest nieprzywiedlny, za-
tem z (6.8) wynika, ze (™) = (0) (gdyz y € (y) oraz y # 0). A wigc 2" = 0, i element
x jest nilpotentem w A/n. Dowodzi to prymarnosci ideatu n. O]

Przyktad 6.2.4. Ideal prymarny pierscienia noetherowskiego nie musi by¢ nieprzy-
wiedlny. Mozna pokazaé, ze w pierScieniu Z[X] ideat q = (4,2X, X?) = (2, X)? jest
prymarny (jako potega ideatu maksymalnego, zob. przyktad 6.2.8), ale nie jest nie-
przywiedlny, gdyz q = (4, X) N (2, X?).

LEMAT 6.2.5. W pierscieniu noetherowskim kazdy ideat wilasciwy jest przekrojem
skonczonej liczby ideatow nieprzywiedlnych.

Dowdd. Przypusémy, ze w pierscieniu noetherowskim A istniejg idealty wlasciwe nie
bedace przekrojem skonczonej liczby ideatéw nieprzywiedlnych. W rodzinie wszyst-
kich takich ideatéw pierécienia A istnieje wiec element maksymalny c¢. Ideal ¢ nie jest
w szczegblnodei ideatem nieprzywiedlnym. Oczywiscie ideal ¢ daje sie przedstawic
jako przekréj dwoch ideatéw a i b, na przyktad, a = ¢, b = ¢+(a), gdzie a jest dowol-
nym elementem pierscienia A. Poniewaz jednak ¢ nie jest ideatem nieprzywiedlnym
musi by¢ przekrojem dwdéch ideatow ostro zawierajacych c,

c=anb, c#a, c#b.

W takim razie ideaty a i b nie naleza do rozpatrywanej rodziny (skoro ostro zawiera-
ja maksymalny ideal tej rodziny) i wobec tego kazdy z idealéw a i b jest przekrojem
skonczonej liczby idealéw nieprzywiedlnych. Wobec tego takze ¢ = anb jest przekro-
jem skonczonej liczby ideatéw nieprzywiedlnych, co jest sprzeczne z wyborem ideatu
¢. Przypuszczenie, ze lemat jest nieprawdziwy prowadzi wiec do sprzeczno$ci. O

TWIERDZENIE 6.2.6. W pierscieniu noetherowskim kazdy ideal wiasciwy a mozna
przedstawné jako przekréy skonczonej liczby ideatow prymarnych:

a=qiN- Ny

Dowdd. Lemat 6.2.5 gwarantuje istnienie przedstawienia w postaci przekroju ide-
alow nieprzywiedlnych, natomiast lemat 6.2.4 pokazuje, ze jest to przedstawienie w
postaci przekroju idealéw prymarnych. O]

Przedstawienie ideatu a jako przekroju skonczonej liczby ideatéw prymarnych na-
zywa sie rozktadem prymarnym idealu a. A wiec w pierécieniu noetherowskim kazdy
ideat wtasciwy ma rozktad prymarny. Przejdziemy teraz do kwestii jednoznacznosci
rozktadu prymarnego.
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6.2.2 Radykat idealu

DEFINICJA 6.2.7. Radykalem rad(a) idealu a pierScienia A nazywamy zbiér
wszystkich elementéw pierscienia A, ktorych pewna potega nalezy do ideatu a :

rad(a) :={a € A:I3neN a"€a}.

Latwo sprawdza sie, ze radykalt rad(a) idealu a jest ideatem w pierécieniu A. Jesli
bowiem a,b € rad(a), to istnieja liczby naturalne n,m takie, ze a™,b™ € a. Wtedy
takze (a — b)"*™! € a i wobec tego a — b € rad(a). Ponadto, jedli a € rad(a) oraz
r € A, to a” € a dla pewnej liczby naturalnej n i mamy (ax)” = a"z™ € a. Wobec
tego ax € rad(a).

Zauwazmy, ze dla ideatu zerowego (0) dowolnego pierscienia A mamy rad((0)) =
Nil A. A wiec radykal ideatu zerowego pierscienia A jest nilradykatem pierscienia A.

Przyklad 6.2.5. Uzasadnimy tutaj nastepujace wtasnosci radykatu ideatu:

a C rad(a). (6.9)

aCb = rad(a) C rad(b). (6.10)
rad(rad(a)) = rad(a). (6.11)
rad(a-b) = rad(anhb). (6.12)
rad(anb) = rad(a)Nrad(b). (6.13)
rad(a) = (1) & a=(1). (6.14)
rad(a+b) = rad(rad(a) + rad(b)). (6.15)
a+b= (1) < rad(a)+rad(b) = (1). (6.16)

(6.9) i (6.10) wynikaja bezposrednio z definicji radykatu. Wykorzystujac (6.9) redu-

kujemy dowdd (6.11) do dowodu inkluzji rad(rad(a)) C rad(a).

Jesli @ € rad(rad(a)), to a™ € rad(a) dla pewnej liczby naturalnej n, stad zas

(a™)™ € a dla pewnej liczby naturalnej m. Wobec tego a € rad(a).

Dowdd (6.12). Poniewaz a-b C anb, wiec wystarczy pokazaé, ze rad(a-b) D rad(anb).

Jedli a € rad(anb), to a™ € an b dla pewnej liczby naturalnej n. Wtedy a®” € a- b

i wobec tego a € rad(a - b).

Dowdd (6.13). rad(aN'b) C rad(a) Nrad(b) wynika stad, ze a N b jest podzbiorem

zaréwno a jak i b. Z drugiej strony, jesli a € rad(a) Nrad(b), to a™ € a oraz a™ € b

dla pewnych liczb naturalnych n, m. Wobec tego a"™™ € aNb, oraz a € rad(aNb).

Dowdéd (6.14). 1 € rad(a) < 1™ € a.

Dowdéd (6.15). rad(a+b) C rad(rad(a) +rad(b)) gdyz a+ b jest podzbiorem rad(a) +

rad(b). Z drugiej strony, jesli a € rad(rad(a) + rad(b)), to a™ € rad(a) + rad(b) oraz
= b+ ¢, gdzie b™ € a, ¢ € b dla pewnych liczb naturalnych n, m, k. Wtedy

a”(m““ (b+c)m+k = bz 4+ c*y dla pewnych z,y € A. Wobec tego a” () ca+b

oraz a € rad(a + b).

Dowd6d (6.16). Jesli 1 € a+ b, to wobec a + b C rad(a) + rad(b), mamy takze

1 € rad(a) + rad(b). Zalézmy teraz, ze radykaly idealéw a i b sa wzglednie pierw-

sze. Wtedy na podstawie (6.15) mamy 1 € rad(rad(a) + rad(b)) = rad(a + b), oraz

1 € a+ b na podstawie (6.14).
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Przyktad 6.2.6. Jesli p jest idealem pierwszym, to rad(p™) = p dla kazdej liczby
naturalnej m.

Jedli a € rad(p™), to a" € p™ dla pewnej liczby naturalnej n. Poniewaz p™ C p, wiec
a™ € p, poniewaz zas p jest ideatem pierwszym wynika stad, ze a € p. Na odwrot,
jesli a € p, to a™ € p™, zatem a € rad(p™).

W szczegdlnosci, w pierscieniu Z liczb catkowitych, dla kazdego ideatu prymarnego
(p™), gdzie p jest liczba pierwsza oraz m € N, mamy rad((p™)) = (p).

Przykltad 6.2.7. Jedli a jest ideatem pierscienia A oraz rad a jest ideatem maksy-
malnym pierécienia A, to a jest ideatem prymarnym.

Niech m = rada bedzie ideatlem maksymalnym w A. Niech k : A — A/a bedzie
homomorfizmem kanonicznym. Wtedy dla a € A oraz n € N mamy

(a+a)"=0€ A/Ja <= a"€a < aem.

Stad wynika, ze k(m) = Nil (A/a). Na podstawie twierdzenia 2.3.10, nilradykat
pierécienia A/a jest przekrojem wszystkich idealéw pierwszych pierscienia A/a. W
takim razie przeciwobrazy tych idealéw pierwszych poprzez k sg idealami w A za-
wierajacymi m. Poniewaz jednak m jest idealem maksymalnym w A, przeciwobrazy
idealow pierwszych pierécienia A/a sa wszystkie réwne m. Stad wynika, ze pierscien
ilorazowy A/a ma tylko jeden ideal pierwszy i jest nim Nil (A/ a). Jest to zatem
takze jedyny ideal maksymalny pierscienia A/a. Wobec tego kazdy element pierscie-
nia A/a lezacy poza radykatem jest elementem odwracalnym (w przeciwnym razie
zawieralby sie w jedynym ideale maksymalnym tego pierscienia), natomiast pozo-
state elementy sa nilpotentami. Zatem kazdy dzielnik zera w pierscieniu A/a jest
nilpotentem. Stad na podstawie lematu 6.2.2 wynika, ze a jest idealem prymarnym.

LEMAT 6.2.8. Jesli q jest idealem prymarnym pierscienia A, to rad(q) jest idealem
pierwszym w A. Dokladniej, rad(q) jest nagmniejszym idealem pierwszym pierscienia
A zawierajgcym q.

Dowdd. Niech a,b € A oraz ab € rad(q). Wtedy istnieje liczba naturalna n taka, ze
ab" = (ab)™ € q. Jesli a™ € q, to a € rad(q). Jedli a” & q, to wobec prymarnosci
ideatu q istnieje liczba naturalna m taka, ze (b")™ € q. Wtedy b € rad(q). A wiec
rad(q) jest idealem pierwszym.

Oczywiscie rad(q) D q, jesli za$ p jest jakimkolwiek ideatem pierwszym zawierajacym
ideal prymarny g, to dla dowolnego a € rad(q) i odpowiedniej liczby naturalnej m
mamy a™ € q C p, skad a € p. A wiec rad(q) C p. O

DEFINICJA 6.2.9. Jesli q jest idealem prymarnym pierscienia A i p = rad(q), to
ideal q nazywamy p—prymarnym.

Przyktad 6.2.8. Jesli m jest ideatem maksymalnym pierscienia A, to kazda potega
m” jest idealem m—prymarnym.

Ideal maksymalny jest idealem pierwszym, zatem na podstawie przyktadu 6.2.6
mamy radmf = m. Zatem radykatl ideatu m* jest idealem maksymalnym i wobec
tego na podstawie przyktadu 6.2.7 ideal m” jest prymarny.

LEMAT 6.2.10. Jesli idealy q1,...,9, S¢ p—prymarne, to ideal q:=¢q;MN---Nqy,
jest takze p—prymarny.
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Dowdd. Najpierw sprawdzimy, ze rad(q) = p. Na podstawie (6.13) mamy mianowicie
rad(q) =rad(q;) N---Nrad(g,) =pN---Np=p.

Teraz pokazemy, ze q jest idealem prymarnym. Niech wiec ab € q i b &€ q. Wtedy
istnieje wskaznik ¢ taki, ze b € q;. Poniewaz rownoczesnie ab € q; oraz ¢; jest ideatem
prymarnym, wiec a® € g; dla pewnej liczby naturalnej k. Zatem a € rad(q;) = p.
Poniewaz p = rad(q), wynika stad, ze a™ € q dla pewnej liczby naturalnej m. A wiec
q jest idealem prymarnym. O

Bedziemy teraz analizowa¢ niektore oczywiste przeszkody dla jednoznacznosci
rozktadu prymarnego ideatu a pierécienia noetherowskiego A. Jesli

a=q N---Ngqy (6.17)

jest rozktadem prymarnym ideatu a, to mozemy z przekroju usunac¢ kazdy ideat,
ktory zawiera przekrdj wszystkich pozostalych czynnikow tego przekroju. Mozna
wiec zaktadaé, ze w przedstawieniu (6.17) mamy

a2 ()4 (6.18)

J#i

dla kazdego ideatu q;. Nastepne uproszczenie rozktadu prymarnego (6.17) jest mozli-
we dzieki lematowi 6.2.10. Lemat ten pozwala uporzadkowaé rozktad prymarny ide-
atu a poprzez zgrupowanie w jeden czynnik wszystkich ideatéw prymarnych, ktore
maja ten sam radykal. Inaczej méwiac, mozemy zakladaé, ze rozktad (6.17) spelnia
nastepujacy warunek:

rad(q;) # rad(q;) dla 7 #j. (6.19)

DEFINICJA 6.2.11. Rozklad prymarny (6.17) idealu a nazywa sie minimalnym roz-
ktadem prymarnym ideatu a, jesli spelnia on warunki (6.18) i (6.19).

TWIERDZENIE 6.2.12. (Twierdzenie E. Laskera i E. Noether).

W pierscieniu noetherowskim kazdy ideal wlasciwy a ma minimalny rozkiad pry-
marny (6.17). Ponadto, idealy pierwsze p; := rad(q;) s¢ wyznaczone jednoznacznie
z doktadnosciq do porzgdku czynnikow.

Twierdzenie to zostalo udowodnione po raz pierwszy przez E. Laskera® w 1905
roku dla pierscieni wielomianow. Lasker wprowadzit pojecie ideatu prymarnego. Na-
tomiast Emmy Noether zauwazyla, ze twierdzenie Laskera jest prawdziwe w kazdym
pierécieniu speliajacym warunek (ACC).

6.2.3 Nota bibliograficzna

Kompletny wyktad rozktadu prymarnego mozna znalez¢ w nastepujacych ksiazkach:

M. F. Atiyah and I. G. Macdonald, Introduction to commutative algebra, Reading,
Mass. 1969. (ttum. ros. 1972).

S. Balcerzyk, T. Jozefiak, Pierscienie przemienne, PWN Warszawa 1985.

D. G. Northcott, Ideal theory, Cambridge 1953.

B. L. van der Waerden, Algebra, Zweiter Teil, Flinfte Aufl., Springer 1967.
3Emanuel Lasker (1868-1941), mistrz $wiata w szachach w latach 1894-1921.
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6.3 Pierscienie Dedekinda

Podamy tutaj podstawowe informacje o szczegdlnie waznej klasie pierscieni noethe-
rowskich, nazywanych pierscieniami Dedekinda. Pierscienie Dedekinda sg podstawo-
wym obiektem badan w algebraicznej teorii liczb. W ich definicji oprécz wymagania,
ze pierécien jest noetherowski, wystepuja jeszcze trzy inne warunki (brak dzielnikow
zera, wymiar pierscienia réwny 1, catkowita domknieto$é w ciele utamkéw). Obja-
Snimy wiec najpierw pojecia wystepujace w tej definicji.

6.3.1 Wymiar pierscienia

W pierscieniu A rozpatrujemy ostro wznoszgce sie tancuchy ideatéw pierwszych:
Po Cp1 C -+ C Py, pz?épz-‘rl) Z:07177n_1 (620)

Liczbe n nazywamy diugoscig tancucha (6.20). A wiec tancuch o dtugosci n sktada
sie z n + 1 idealéw pierwszych.

DEFINICJA 6.3.1. Jedli dlugosci ostro wznoszacych sie tancuchéw (6.20) ideatéw
pierwszych pierécienia A sa wspdlnie ograniczone, to wymiarem (lub wymiarem Krul-
la) pierécienia A nazywamy maksymalna dtugos$¢ takich tancuchéw w A.

Jesli dtugosci tancuchéw (6.20) nie sa wspodlnie ograniczone, to méwimy, ze wymiar
pierscienia A jest nieskonczony.

Wymiar pier§cienia A oznaczamy dim A.

Przyktad 6.3.1. Jesli A jest ciatem, to dim A = 0.
W pierscieniu Z najdtuzsze tancuchy idealéw pierwszych maja postaé¢ (0) C (p),
gdzie p jest liczbg pierwsza. Zatem dimZ = 1.
Roéwniez dim K[X]| = 1, gdy K jest ciatem.
Jesli A jest pierscieniem calkowitym (a wigc ideal zerowy (0) jest idealem pierw-
szym), to jest rzecza oczywista, ze dim A = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy w pierécieniu
A kazdy niezerowy ideal pierwszy jest idealem maksymalnym.
Natomiast dimZ[X] > 2, gdyz w Z[X] mamy nastepujacy tancuch ideatéw pierw-
szych o dtugosci 2:

(0) C (X) C (2,X).

Mozna udowodnié, ze dim Z[X| = 2. Ogdlniej, jesli A jest pierscieniem noetherow-
skim, to

dim A[X]=1+dim A
(zob. S. Balcerzyk, T. Jozefiak, Pierscienie przemienne, PWN Warszawa 1985, str.
219).

Mozna udowodni¢, ze pierscien noetherowski A ma wymiar zero wtedy i tylko
wtedy, gdy jest pierscieniem artinowskim (to znaczy, gdy spetnia warunek (DCC)).

6.3.2 Elementy catkowite nad piersScieniem

Niech B bedzie pierscieniem catkowitym (czyli bez dzielnikéw zera) i niech A bedzie
podpierécieniem pierscienia B.



6.3. PIERSCIENIE DEDEKINDA 153

DEFINICJA 6.3.2. Méwimy, ze element x € B jest catkowity nad pierscieniem A
(lub A—calkowity), jesli istnieje liczba naturalna n i elementy ay,...,a, € A takie,

ze
"+ a4 4a, =0.

Zbior C' wszystkich elementow pierécienia B catkowitych nad podpierécieniem A
nazywa sie catkowitym (lub integralnym) domknieciem pierscienia A w pierécieniu B

i oznacza C' = Cp(A).

Jest rzecza oczywista, ze kazdy element a € A jest catkowity nad A (wystarczy

wziaé x = a,n = 1,47 = —a). Zatem A zawiera sie w kazdym swoim caltkowitym
domknieciu. Fakt, ze x € B jest catkowity nad A oznacza, ze element x jest pier-
wiastkiem wielomianu f = X" + a; X" ! + -+ + a, € A[X] z tym, ze wymagamy
tutaj by najwyzszy wspotczynnik wielomianu f byt rowny 1 € A, czyli, by wielo-
mian f byl wielomianem unormowanym o wspotczynnikach z A.
Pojecie elementu catkowitego rozszerza znane z kursowego wyktadu algebry poje-
cie elementu algebraicznego nad ciatem. Jesli bowiem A jest podciatem ciata B, to
element x € B catkowity nad A jest elementem algebraicznym nad A. Bardzo cze-
sto wystepuje problem opisu elementéw ciala B catkowitych nad podpierécieniem
(ale nie podciatem) A ciata B. Na przyktad, gdy A = Z oraz B = C, to calkowite
domkniecie pierscienia Z w C nie pokrywa sie z calkowitym domknieciem ciata Q
w C. Pierwsze sktada sie z wszystkich liczb algebraicznych cafkowitych, drugie zas
z wszystkich liczb algebraicznych. Zbiory te nie sa rowne, gdyz na przyktad, liczba
xr = % V/3 jest algebraiczna jako pierwiastek wielomianu X2 — % € Q[X], ale nie jest
liczba algebraiczna catkowita. Mozna bowiem pokazaé, ze kazdy wielomian f € Z[X]
spehiajacy f(x) = 0, ma najwyzszy wspotczynnik podzielny przez 4.

Przystepujemy teraz do dowodu podstawowej wtasnosci elementéw A—catkowitych
pierécienia B méwiacej, ze calkowite domkniecie Cg(A) pierscienia A w pierécieniu
B jest podpierscieniem pierécienia B. Musimy wigc pokazaé, ze suma, roéznica i ilo-
czyn dwoch A—caltkowitych elementéw pierscienia B jest elementem A—caltkowitym.
Klasyczny dowdd tej wiasnosci wykorzystywat teorie wielomianéw symetrycznych i
jest juz dzisiaj rzadko prezentowany (zob. Satz 61 w klasycznej ksiazce: E. Hecke,
Vorlesungen tiber Zahlentheorie. Leipzig 1923). Ponizszy dowdd ilustruje wspoteze-
sna tendencje eliminujac wielomiany symetryczne przez odpowiednie wykorzystanie
charakteryzacji catkowitosci elementu w jezyku teorii modutow.

Dla elementu « € B i podpierscienia A pierscienia B rozpatrujemy podpierscien
Alx] pierscienia B generowany przez A oraz x. Zatem

Alz]) ={ao + a1z + -+ anz™ € B:a; € A,m € N}
Zauwazmy, ze zarowno B jak i Alx| mozna traktowaé jako A—moduly.

LEMAT 6.3.3. Dia x € B, x # 0 oraz podpiercienia A pierscienia catkowitego B
nastepujgce warunki sqg rownowazne.

(a) x jest A—calkowity.

(b) Alz] jest skonczenie generowanym A—modulem.

(¢) W A—module B istnieje niezerowy skoticzenie generowany podmodul M taki, Ze

M C M.
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Dowdd. (a) = (b). Poniewaz z jest A—calkowity, wiec istnieje liczba naturalna n
oraz elementy a; € A takie, ze

" =ag+ax 4+ ap_qx™h

Stad przy pomocy tatwego argumentu indukcyjnego otrzymujemy, ze dla kazdej

liczby naturalnej m element 2™ jest kombinacjg liniows elementéw 1,x,...,2" 1 ze
wspotczynnikami z A. A wiec
Azl =A-1+A- 2+ + A 2" !
jest skonczenie generowanym A—modutem.
(b) = (c¢). Mozna wzia¢ M = Alx].
(¢) = (a). Niech xy,...,z, bedzie uktadem generator6w A—modutu M. Poniewaz
xM C M, wiec kazdy iloczyn xz; jest kombinacja liniowa elementéw x4, ..., x,
TT; = a1+t iy, i=1,...,n,
gdzie a;; € A. Réwnosci te mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci
an®y + -+ (@ — )2+ + Qi = 0, i=1,...,n.
Poniewaz M # 0, wiec nie wszystkie generatory x; sa rowne zero. Zatem x1,...,T,

jest niezerowym rozwiazaniem uktadu réwnan liniowych jednorodnych o macierzy
wspotezynnikéw [a;;]—x 1, gdzie I, jest macierza jednostkowa stopnia n. Wobec tego
det([a;;] —xI,) = 0. Stad wynika, ze x jest pierwiastkiem unormowanego wielomianu
stopnia n o wspotczynnikach z pierscienia A, jest wiec elementem A—caltkowitym.

O

LEMAT 6.3.4. Jesli x,y € B sq A—-calkowite, to Alx,y] = Alz][y] jest niezerowym
skonczenie generowanym A—modutem.

Dowdéd. Jedli 2" = ag + a1z + -+ + ap_12" L oraz y™ = by + by + -+ + by 1y™ 1,
gdzie a;,b; € A, to Alx,y| jest generowany jako A—modut przez zbiér skoniczony

{z'y :0<i<n—1,0<j<m—1}.
Poniewaz 1 € Ax,y|, wiec Alz,y] # 0. O
Teraz mozemy udowodni¢ zapowiedziane juz twierdzenie.

TWIERDZENIE 6.3.5. Zbior Cg(A) wszystkich elementéw pierscienia B catkowitych
nad podpierscieniem A jest podpierscieniem pierscienia B zawierajgcym A.

Dowdéd. Wystarczy pokazaé, ze zbiér Cg(A) jest zamkniety ze wzgledu na odejmo-
wanie i mnozenie. Niech wiec z,y € Cp(A). Wezmy M = Alz,y|. Jest to niezerowy
skonczenie generowany A—modut oraz

(x—y)M C M, (zy)M C M.

Zatem = — y,xy € Cp(A) na podstawie lematu 6.3.3. O
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Catkowite domkniecie C'z(A) pierscienia A w pierscieniu B jest wiec pewnym
podpierscieniem B, przy tym

ACCyA)CB.
Szczegdlnie wazny jest przypadek, gdy A = Cp(A).

DEFINICJA 6.3.6. Méwimy, ze pierscien A jest catkowicie domkniety w B, jesli
A= Cg(A) (toznaczy, gdy jedynymi elementami pierécienia B catkowitymi nad A
sa elementy pierscienia A).
Jesli K jest cialem utamkoéw pierscienia catkowitego A, to mowimy, ze pierécien A
jest catkowicie domkniety, gdy jest catkowicie domkniety w swoim ciele utamkéow K|
to znaczy, gdy A = Ck(A).

Przyklad 6.3.2. Pierscien Z jest catkowicie domkniety. Rzeczywiscie, ciatem utam-
kéw pierscienia Z jest ciato Q liczb wymiernych i jesli z € Cq(Z), to liczba wymierna
x jest pierwiastkiem unormowanego wielomianu f o wspétczynnikach catkowitych.
Jesli x = a/b jest nieskracalnym przedstawieniem liczby = jako ilorazu liczb catko-
witych, to liczba a jest dzielnikiem wyrazu wolnego wielomianu f natomiast b jest
dzielnikiem najwyzszego wspotczynnika. Stad b = +1 oraz © = +a € Z.

A wiec Co(Z) = Z.

Uzywajac tych samych argumentow mozna pokazaé, ze kazdy pierscien catkowity
z jednoznaczno$cig rozktadu na iloczyn elementéw nierozktadalnych, jest catkowi-
cie domkniety. W szczegdlnosci, kazdy catkowity (to znaczy bez dzielnikéw zera)
pierscien idealéw gléwnych jest catkowicie domkniety.

Przyktad 6.3.3. Rozwazmy pierscien A = Z[v/—3]| ={a+by—-3 € C: a,b € Z}.
Ciatem utamkéw pierscienia A jest kwadratowe rozszerzenie

K=Q\-3)={a+b/-3€C:a,bcQ}

ciata liczb wymiernych Q. Liczba x = (—1 + /=3)/2 nalezy do K i nie nalezy do
A. Jest ona pierwiastkiem wielomianu X2+ X +1 € A[X], zatem jest calkowita nad
A ale nie nalezy do A. W takim razie A # Ck(A) i pierscien A nie jest catkowicie
domkniety. W szczegdlnosci wiec, nie jest to pierscien z jednoznacznosciag rozktadu
na iloczyn elementéw nierozktadalnych. (Ten ostatni fakt mozna takze stwierdzi¢
bezposrednio wskazujac konkretny przykitad niejednoznacznosci rozktadu taki jak
4=2-2=(1++/-3)(1-+-3).)

Mozna pokazaé, ze Cx(A) ={a+bx:a,be Z}, gdzier = (—1++/=3)/2. Ponad-
to, pierscienn Cx(A) ma wlasno$¢ jednoznacznosci rozktadu na iloczyn elementow
nierozktadalnych.

6.3.3 Pierscienie Dedekinda

DEFINICJA 6.3.7. Pierscien calkowity A nazywa sie pierscieniem Dedekinda, jesli
ma nastepujace wtasnosci:

(a) A jest pierScieniem noetherowskim,

(b) dim A =1 (kazdy niezerowy ideal pierwszy jest maksymalny),

(c) A jest pierscieniem catkowicie domknietym.
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Przyktad 6.3.4. Najprostszym przyktadem pierscienia Dedekinda jest pierscien Z
liczb catkowitych. Ogoélniej kazdy catkowity pierscien ideatéw gtownych jest pierscie-
niem Dedekinda. Warunek (a) jest spelniony automatycznie, warunek (c) sprawdza
si¢ tak jak w przykladzie 6.3.2. Natomiast warunek (b) sprawdza si¢ w kursowym
wyktadzie algebry (zob. A. Biatynicki-Birula, Algebra, PWN 1971, wniosek 5.5 na
str. 200). Tak wiec, na przyktad, pierscien wielomianéw K[X] jednej zmiennej nad
dowolnym ciatem K jest pierscieniem Dedekinda.

Z drugiej strony, pierscien Z[X| wielomianéw o wspoétezynnikach catkowitych
spelia oczywiscie warunki (a), (c), ale nie jest pierscieniem Dedekinda, gdyz nie
spelia warunku (b) (zob. przyktad 6.3.1).

Poniewaz pierscien Dedekinda jest pierscieniem noetherowskim, wiec kazdy nie-
zerowy ideal wlasciwy pierscienia Dedekinda ma (minimalny) rozktad prymarny
(zob. twierdzenie 6.2.12). Wykorzystujac dodatkowe wlasnosci pierscienia Dedekin-
da mozna ten rezultat bardzo znacznie wzmocni¢ i uprosci¢, chociaz nie jest to
zadanie proste. W zwigzku z tym ograniczymy si¢ jedynie do objasnienia gltowne-
go twierdzenia o rozktadach idealéw w pierécieniach Dedekinda i zasygnalizowania
niektorych argumentow ogodlniejszej natury.

Dla dowolnego niezerowego ideatu wtasciwego a pierscienia Dedekinda mamy
rozktad

a=qN---Ngy (6.21)

gdzie q; sa idealami prymarnymi oraz radykaly ideatow g; sa parami rozne. Ideat
a jest wiec przekrojem ideatéw prymarnych. Pokazemy teraz ze w tym rozkltadzie
mozna zamieni¢ przekroj ideatow iloczynem idealow.

LEMAT 6.3.8. Jesli ideaty aq, ..., a, pierScienia A sq parami wzglednie pierwsze, to
-ty =a;N---Na,.

Dowdd. Indukcja ze wzgledu na n. Dla n = 2 wlasnos¢ te zauwazyliSmy juz w
rozdziale 2.3. Niech n > 2 i niech

b:a1~--an_1:a1ﬂ---ﬂan_1.

Pokazemy, ze idealy b i a, sa wzglednie pierwsze. Stad, ze a; + a, = (1) dlai < n
wynika, ze dla kazdego i < n istnieja x; € a; oraz y; € a,, takie, ze x; +y; = 1. Stad
wynika, ze xq---x,_1 € b oraz

z1Tpg=1—-y1) (1 —yp—1) =1 (mod ay,).
Zatem b + a,, = (1) oraz
a---a,=b-a,=b6Na,=a;N---Na,,

przy czym srodkowa réwnos$é wynika ze sprawdzonego juz przypadku dwoch ideatow
wzglednie pierwszych. O

LEMAT 6.3.9. Niech A bedzie pierscieniem noetherowskim oraz dim A = 1. Kazdy
niezerowy ideal wlasciwy a pierscienia A ma rozklad prymarny (6.21), w ktérym
ideaty prymarne qq,...,q, $¢ parami wzglednie pierwsze.
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Dowdd. Niech (6.21) bedzie minimalnym rozktadem prymarnym ideatu a. W szcze-
gélnosci radykaly rad(q;) =: p; sa parami réznymi idealami pierwszymi pierdcienia
A. Poniewaz dim A = 1, idealy p; sa maksymalne w A (zaden z nich nie moze by¢
ideatem zerowym, gdyz jesli rad(q;) = (0), to wobec g; C rad(q;) takze q; = (0), co
pociaga a = (0), wbhrew zalozeniu).

Z drugiej strony, dla ¢ # j mamy p; # p;. Roézne idealy maksymalne sg wzglednie
pierwsze, zatem na podstawie (6.16) idealy q; oraz q; sa wzglednie pierwsze. O]

Wracajac teraz do rozktadu prymarnego (6.21) widzimy, ze mozna zaltozyé, iz
czynniki tego rozktadu sa parami wzglednie pierwsze (lemat 6.3.9) zas na podstawie
lematu 6.3.8, przekrdj ideatéow q; pokrywa sie z ich iloczynem. A wiec

W pierécieniu Dedekinda kazdy niezerowy ideal wtasciwy ma zatem przedstawienie
jako iloczyn ideatoéw prymarnych. Faktycznie prawdziwe jest nast¢pujace znacznie
doktadniejsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 6.3.10. W pierscieniu Dedekinda kazdy niezerowy ideat wtasciwy ma
jednoznaczne przedstawienie jako iloczyn poteg ideatow pierwszych.

Pierwszy krok w dowodzie twierdzenia 6.3.10 polega na pokazaniu, ze w rozkta-
dzie (6.21) przekroje idealéw mozna zastapi¢ iloczynami idealow. Sprawdziliémy to
powyzej.

Drugi krok polega na ustaleniu, ze w pierécieniu Dedekinda kazdy ideal pry-
marny jest potega swojego radykatu (a wiec potega ideatu pierwszego). Ten dowdd
pomijamy.

W trzecim kroku nalezy udowodni¢ wtasnosé¢ jednoznacznosci przedstawienia ide-
alu a w postaci iloczynu poteg ideatéw pierwszych. Tutaj jest niezbedny dodatkowy
argument (tak zwane drugie twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu prymarnego),
pominiety w dyskusji rozktadu prymarnego. Pomijamy wiec takze dyskusje tej czesci
dowodu twierdzenia 6.3.10.

Kompletny dowdd twierdzenia 6.3.10 realizujacy taki plan dowodu mozna znalez¢
w ksigzce: M. F. Atiyah and I. G. Macdonald, Introduction to commutative algebra,
Reading, Mass. 1969.

Warto jeszcze zauwazy¢, ze prawdziwe jest twierdzenie odwrotne do twierdze-
nia 6.3.10 i w zwiazku z tym otrzymujemy nastepujaca charakteryzacje pierscieni
Dedekinda: Pierscien catkowity jest pierscieniem Dedekinda wtedy i tylko wtedy gdy
kazdy niezerowy ideat wiasciwy ma jednoznaczne przedstawienie jako iloczyn poteg
1deatow pierwszych. Szczegbdly, a takze wiele innych informacji o pierécieniach Dede-
kinda mozna znalezé w ksigzce: O. Zariski, P. Samuel, Commutative algebra, vol. I,
Springer-Verlag, Berlin 1975, str. 270.

Przyktad 6.3.5. Dla pierécienia Dedekinda A niech M (A) oznacza monoid niezero-
wych idealéw pierscienia A z mnozeniem jako dziataniem. Na podstawie twierdzenia
6.3.10, M (A) jest monoidem z jednoznacznym rozktadem. W zwiazku z tym dla do-
wolnych ideatéw a,b € M(A) istnieje ich najwiekszy wspélny dzielnik nwd(a, b) i
najmniejsza wspélna wielokrotno$¢ nww(a, b). Jesli

a am b bm
a:pll...pm’ b_pll...pm’
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gdzie pi, ..., P, sa ideatami pierwszymi oraz a; > 0, b; > 0, to
nwd(a, b) = pt---pom, nww(a, b) = pit .- pfr,

gdzie dla kazdego ¢

e; = min(a;, b;), fi = max(a;, b;).

6.3.4 Inna charakteryzacja pierscieni Dedekinda

Niech A bedzie pierscieniem catkowitym i niech K bedzie cialem utamkow pierscie-
nia A. Ideatem ulamkowym ciala K nazywamy kazdy A—podmodul a ciata K dla
ktorego istnieje rézny od zera element a € A taki, ze aa C A. W szczegblnosci wiec
kazdy ideal a pierscienia A jest ideatem utamkowym w K (mozna wzia¢ a = 1). De-
finiujemy #loczyn ideatéw utamkowych a oraz b ciata K podobnie jak iloczyn idealéw
pierscienia jako zbior wszystkich skonczonych sum > a;b;, gdzie a; € a oraz b; € b.
Latwo stwierdzi¢, ze zbior wszystkich ideatéw utamkowych ciata K z mnozeniem
jako dziataniem tworzy monoid ktorego jedynka jest A.
Dla kazdego idealu utamkowego a ciata K ktadziemy

o ={reK:zaC A}

Latwo sprawdzié, ze aa’ C A oraz d jest idealem utamkowym ciata K. Jedli aa’ = A,
to ideal a jest odwracalny w monoidzie ideatow utamkowych ciata K. Mozna udo-
wodnié, ze pierscien catkowity A jest pierscieniem Dedekinda wtedy i tylko wtedy gdy
kazdy niezerowy ideat utamkowy ciata utamkow K pierscienia A jest odwracalny, lub
rownowaznie, gdy monoid ideatéw utamkowych ciata K jest grupa (zob. J. Browkin,
Teoria cial, PWN Warszawa 1977, str. 259). Zauwazmy jeszcze, ze idealy pierScienia
A nie sa odwracalne w monoidzie idealéw pierscienia A. Jesli bowiem dla idealéw
a i b dowolnego pierécienia przemiennego A mamy A = ab, to wobec ab C aNb
wynika stad, ze a = b = A. A wiec ideat wtasciwy a pierscienia przemiennego A jest
nieodwracalny w monoidzie idealéw pierécienia A.

Niech K bedzie cialem utamkéw pierscienia Dedekinda A. Jesli a jest ideatem
utamkowym ciata K oraz aa C A dla a € A, to aa =: b jest idealem pierscienia
A i wobec tego a=b-(a)”! jest ilorazem dwoch idealéw pierscienia A. Z twier-
dzenia 6.3.10 wynika zatem, ze kazdy ideat utamkowy ciala K ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci iloczynu poteg ideatéw pierwszych (z wyktadnikami catko-
witymi). Inaczej méwiac, ideaty utamkowe ciata K (z mnozeniem jako dziataniem)
tworza grupe abelowag wolna, ktorej bazg jest zbior wszystkich niezerowych ideatow
pierwszych pierscienia A.

Pokazemy teraz jak mozna stad uzyska¢ podstawowa dla arytmetyki pierscieni
Dedekinda informacj¢ o zwiazku pomiedzy relacja podzielnosci ideatéw i relacja
inkluzji. Dla dowolnych niezerowych ideatéw a i b pierscienia Dedekinda A mamy

bla < aCh. (6.22)

Jedli bla to istnieje ideal ¢ < A taki, ze a = bc. Poniewaz be C b, wiec a C b.
Zalézmy teraz, ze a C b. Wtedy takze ab=! C bb~! = A. Zatem ideal utamkowy
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ab~! jest idealem pierécienia A. Wynika stad, ze kazdy ideal pierwszy p wystepujacy
w rozktadzie ideatu b wystepuje takze w rozktadzie ideatu a i to z wyktadnikiem nie
wiekszym niz w a. Zatem b|a.

Jako przyklad zastosowania (6.22) pokazemy, ze dla niezerowych idealéw a, b
pierscienie Dedekinda A mamy

nwd(a,b) =a+b.

Niech bowiem 2 = a+ b. Wtedy a C01ib C 0 i wobec tego 0 | aid | b. A wiec d
jest wspélnym dzielnikiem ideatéow a i b. Jesli teraz ¢ jest jakimkolwiek wspdlnym
dzielnikiem idealéw a i b, to na podstawie (6.22) mamy a C¢ i b C ¢. Wobec tego
takze ® = a4+ b C ¢, czyli ¢ | 0. Dowodzi to, ze © = nwd(a, b). Podobnie mozna
pokazaé, ze

nww(a,b) =anb.

Niech A bedzie pierscieniem Dedekinda z ciatem utamkéw K i niech I(K') ozna-
cza grupe niezerowych idealéw utamkowych ciata K. Niech P(K) oznacza podgrupe
I(K) zlozona z idealéw utamkowych gldwnych, to znaczy generowanych przez jed-
noelementowe podzbiory ciata K. Grupa ilorazowa Cl(A) := I(K)/P(K) nazywa
sie grupg klas idealéw pierscienia Dedekinda A (lub ciata K'). Zauwazmy, ze grupa
klas pierécienia A jest trywialna (jednoelementowa) wtedy i tylko wtedy, gdy kaz-
dy ideal utamkowy ciala K (a zatem takze kazdy ideal pierscienia A) jest idealem
gtownym. Intuicyjnie rzecz biorac, grupa klas ideatow, jesli jest nietrywialna, wska-
zuje jak dalece arytmetyka pierscienia A rézni sie od krancowo prostego przypadku
gdy pierscien Dedekinda A jest pierécieniem idealéw gltownych. W zwigzku z tym,
interesujgcym problemem byto pytanie jakie grupy abelowe sa grupami klas idealéw
pierscieni Dedekinda. Pelng odpowiedz na to pytanie przyniosta praca L. Claborna
z roku 1966 pod wszystko méwiacym tytutem Fvery abelian group is a class group,
ktora ukazata sie w Pacific Journal of Mathematics 18, 219-222. Rezultat pracy
Claborna jest wigc definitywny: rozmaito$¢ pierscieni Dedekinda jest tak wielka, ze
kazda grupa abelowa (skonczona lub nieskonczona) jest grupa klas idealow pewnego
pierscienia Dedekinda.

6.4 Pierscienie liczb algebraicznych catkowitych

Wspomnielidmy juz o pierscieniu wszystkich liczb algebraicznych catkowitych, ktory
jest catkowitym domknieciem C¢(Z) pierscienia Z w ciele liczb zespolonych C. Ten
pierscien nie ma interesujacej arytmetyki. Nie ma w nim, na przyktad elementéw
nierozktadalnych. Jesli bowiem « jest liczbg algebraiczna catkowita i nie jest to licz-
ba odwracalna, to liczba /o tez jest nieodwracalna liczba algebraiczng catkowita i
wobec tego réwnosé a = /o -/« oznacza, ze « nie jest elementem nierozktadalnym.
Okazuje sie, ze fundamentalne znaczenie majg podpierscienie pierscienia wszystkich
liczb algebraicznych catkowitych, ktére sa catkowitymi domknieciami Ck(Z) pier-
Scienia liczb catkowitych Z w skoniczonych rozszerzeniach K ciata liczb wymiernych.
Udowodnimy, ze pierscienie te sg pierscieniami Dedekinda.

Niech cialo K bedzie skonczonym rozszerzeniem ciata liczb wymiernych Q. A wiec
cialo K traktowane jako przestrzen wektorowa nad cialem Q ma skonczony wymiar
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n. Liczbe n nazywamy stopniem ciata K i oznaczamy n = [K : Q]. Z kursu algebry
wiadomo, ze cialo K zawiera element pierwotny 6. Jest to liczba ciata K taka, ze

K = Q(G) = {ao + a1(9+ I an,lenfl oG, Q1,...,0p-1 € Q}

W ciele K rozpatrujemy catkowite domkniecie A := C(Z) pierscienia Z liczb calko-
witych. Jest to podpierscien ciala K ztozony z wszystkich liczb ciata K catkowitych
nad Z, czyli z wszystkich liczb algebraicznych catkowitych ciata K. Jesli n = 1, to
K = Qoraz A = Z. Jedli n > 1, to dla rozréznienia liczb calkowitych ciata K
od liczb catkowitych ciata Q, te ostatnie (czyli elementy pierscienia Z) nazywamy
wymiernymi liczbami catkowitymi. Dla cial wyzszych stopni pierscien A bedzie gral
w ciele K takg role, jak Z w Q. W szczegdlnodci,

LEMAT 6.4.1. K jest ciatem ulamkow pierscienia A.

Dowdd. Pokazemy, ze kazdy element ciala K jest ilorazem dwoch liczb pierscienia
A. Niech bowiem a € K. Wtedy liczby

sa liniowo zalezne nad Q (n+1 wektoréw w n—wymiarowej przestrzeni wektorowej).
Zatem istniejg liczby wymierne wy, wq, . .., w, nie wszystkie rowne zero i takie, ze

wo + wra+ - -+ w,a” = 0.

Mnozac obie strony tej rownosci przez najmniejsza wspolng wielokrotno$é mianow-
nikéw liczb wy, wy, . . ., w, otrzymamy réwnos¢ postaci

co+ca+---+c,a" =0,

gdzie cg, c1, . . ., ¢, sa liczbami catkowitymi (i nie wszystkie sa réwne zero). Niech m <
n bedzie najwickszym wskaznikiem, dla ktérego ¢, # 0. Potézmy dla uproszczenia
oznaczen ¢ := c¢,,. Liczba « jest wiec pierwiastkiem wielomianu niezerowego f =

co+ar X+ Fep1 X™ 4+ eX™ o wspétezynnikach catkowitych. W takim razie
0=c"1f(a)= F(ca), gdzie

F=cd™ '+ ?X 4+ 4oy X4 X™

jest wielomianem o wspoétczynnikach catkowitych i najwyzszym wspotczynniku 1.
Liczba 8 = ca jest wiec liczba algebraiczna catkowita ciata K i wobec tego a = 3/c
jest ilorazem dwoéch liczb nalezacych do A. O]

Zauwazmy, ze udowodniliémy nawet nieco silniejsza wtasnos¢ niz zamierzalismy:
kazda liczba ciata K jest ilorazem pewnej liczby algebraicznej catkowitej i pewnej
wymiernej liczby catkowite;j.

Wynika stad takze, ze w ciele K mozna zawsze wybra¢ element pierwotny 6, ktory
jest liczbg algebraiczng catkowita.

Dowdd twierdzenia, ze pierscien A liczb catkowitych ciata K = Q(6) jest pierscie-
niem Dedekinda rozpoczniemy od ustalenia, ze A jest skonczenie generowana grupa
abelowa. Rezultat ten sformutowany jest w stwierdzeniu 6.4.3 a w jego dowodzie
wykorzystamy nastepujacy lemat.
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LEMAT 6.4.2. Niech K = Q(0), gdzie 0 jest liczbg algebraiczng calkowitq. Jesli

01, ...,0, sq wszystkimi pierwiastkami wielomianu minimalnego liczby 0, to liczba
A= [ (6:-0;)
1<i<j<n

jest wymierng liczbg catkowitq.

Dowdd. Rozpatrzmy ciato L = Q(6y, . ..,0,). Jest to ciato rozktadu wielomianu mi-
nimalnego fy liczby 6, zatem jest to rozszerzenie Galois ciata Q. Niech o € Gal(L/Q)
bedzie dowolnym automorfizmem ciata L. Wtedy o permutuje pierwiastki wielomia-
nu fy i wobec tego o(A?) = A?. Zatem A? jest liczba wymierna. Z drugiej strony,
A? jest liczbg algebraiczng catkowita. Zatem A? jest liczbg catkowitg wymierng. [

STWIERDZENIE 6.4.3. A jest grupg abelowg wolng rangi n = [K : Q).

Dowdd. Niech o € A i niech K = Q(0), gdzie 6 jest liczba algebraiczna catkowita.
Wtedy
a=ag+af+-+a,_10"", agai,...,a,_1 €Q.

Jesli 0y, ...,0, sa wszystkimi pierwiastkami wielomianu minimalnego liczby 6, to
liczby
i =ag+ a1+ +a, 0, i=1,....n (6.23)

nazywamy liczbami sprzezonymi z liczba «. Uzywajac wzorow Cramera mozemy
wspétezynniki a; wystepujace w rownosciach (6.23) przedstawi¢ w postaci

gdzie A = [T1<icj<n(0i—0;) jest wartoscig wyznacznika Vandermonde’a utworzonego
z liczb 07, za$ D; jest wyznacznikiem macierzy, ktéra powstaje z macierzy [6] przez
zastapienie j—tej kolumny kolumng liczb ag,...,a,. Poniewaz « i 6 sg liczbami
algebraicznymi catkowitymi, takze D; i A s liczbami algebraicznymi catkowitymi.
Stad wynika, ze liczba
DjA = A2Clj
jest liczba catkowita wymierng. Mianowicie liczba D;A jest liczba algebraiczng cal-
kowita, za$ A? oraz a; sa liczbami wymiernymi. Poniewaz pierscien Z liczb catkowi-
tych jest catkowicie domkniety, wynika stad, ze D;A € Z.
Liczbe o mozna wiec przedstawi¢ w postaci
n—1 ) n—1 9]’
Jj= j=
Wynika stad, ze liczba « nalezy do grupy abelowej wolnej F (podgrupy addytywnej
grupy ciata K) z baza
1 0 on—1
Inaczej méwiac A jest podgrupa F. Wobec tego, na podstawie twierdzenia 4.3.7,
A jest grupg abelowsg wolng i rank A < rank F = n. 7 drugiej jednak strony n <

rank A, gdyz liczby 1,6, ...,0" ! naleza do A i sg liniowo niezalezne nad Z. Zatem
rank A =n=[K : Q. O
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WNIOSEK 6.4.4. Kazdy niezerowy ideat pierscienia A jest grupg abelowg wolng
rangi n = [K : Q).

Dowdod. Kazdy ideal a pierécienia A jest podgrupa addytywnej grupy pierscienia A,
ktora jest grupa abelowa wolna rangi n. Wobec tego na podstawie twierdzenia 4.3.7
kazdy ideal w pierscieniu A jest grupg abelowg wolng o randze nie wiekszej od n. Z
drugiej strony, jesli 0 # « € a, to takze

a,0,...,00" 1 ca
oraz liczby te sa liniowo niezalezne nad Z. Zatem
n < ranka < rank A = n.

Stad ranka = n. ]

STWIERDZENIE 6.4.5. Dla kazdego idealu niezerowego a pierScienia A pierscien
ilorazowy A/a jest skonczony.

Dowdd. Najpierw zauwazmy, ze kazdy ideal niezerowy a pierscienia A zawiera pewna
liczbe catkowitg wymierng. Jesli bowiem « € a, a # 0, to « spelnia rownanie postaci
a™+a 0™ 4 ay_atay, = 0, gdzie wszystkie a; € Z oraz a,, # 0. Z réwnosci
tej wynika jednak, ze a,, € a. Jedli a € aNZ oraz a # 0, to ideal gléwny (a) = aA
zawiera si¢ w ideale a. Stad wynika, ze odwzorowanie

A/(a) = AfJa, z4+(a)—z+a
jest surjektywnym homomorfizmem pierscieni. Poniewaz A jest wolng grupa abelowa
o randze n, wigc |A/(a)| = |a|™. Zatem |A/a|] < |a]". O
STWIERDZENIE 6.4.6. A jest pierscieniem noetherowskim.
Dowad. Jesli a,b sa réoznymi idealami w A oraz a C b, to |A/a| > |A/b|. Istnie-
nie nieskonczonego wznoszacego tancucha réznych idealéw w A prowadzitoby wiec

do nieskonczonego malejacego ciagu liczb naturalnych. Stad wynika, ze A spelnia

(ACCQ). O
STWIERDZENIE 6.4.7. dim A = 1.

Dowdéd. Jedli p jest niezerowym ideatem pierwszym, to A/p jest skoniczonym pier-
Scieniem catkowitym, a wiec jest ciatem. Ideal p jest wigc maksymalny. ]

STWIERDZENIE 6.4.8. A jest pierscieniem calkowicie domknietym: Ck(A) = A.
Dowdd. Pokazemy, ze Ck(A) C A. Niech wiec x € Cg(A) i niech
"+ " A ag =0

dla pewnych a,...,a,_1 € A. Rozwazmy podpierscien A = Zao, ..., a, 1] ciata
K. Podobnie jak w dowodzie lematu 6.3.4 stwierdzamy, ze A jest skonczenie ge-
nerowanym Z—modutem. Zauwazmy tez, ze x jest elementem calkowitym nad A
i wobec tego z lematu 6.3.3 wynika, ze podpierécien A[z] ciata K jest skoniczenie
generowanym A—modutem. W konsekwencji M := A[z] jest skoficzenie generowa-
nym Z—modutem. Ponadto, 1 € M, a wiec M # 0, a takze xtM C M. Zatem na
podstawie lematu 6.3.3 element x ciata K jest Z—caltkowity, to znaczy z € A. [
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Sumujac rezultaty trzech ostatnich stwierdzen otrzymujemy

TWIERDZENIE 6.4.9. Pierscierin A = Ck(Z) liczb algebraicznych calkowitych w
skonczonym rozszerzeniu K ciala liczb wymiernych jest pierscieniem Dedekinda.

Przyktad 6.4.1. Rozwazmy pierscien A = Z[v/—5] ={a+by-5€ C:a,b € Z}.

Ciatem utamkéw pierscienia A jest kwadratowe rozszerzenie
K=QW-5)={a+b/-5€C:a,becQ}

ciata liczb wymiernych Q. Jesli dla a,b € Q liczba o = a + by/—5 jest catkowita
(nad Z), to takze liczba sprzezona & = a — by/—5 jest catkowita (nad Z) (jesli a
jest pierwiastkiem wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych wymiernych, to & jest
takze pierwiastkiem tego samego wielomianu). Wobec tego catkowite sa takze liczby
a+a = 2a oraz o - & = a® + Hb%. Liczby 2a oraz a? + 5b sa wiec liczbami catko-
witymi wymiernymi i stad tatwo wynika, ze a,b € Z. Pokazuje to, ze A = Ck(Z).
Zatem na podstawie twierdzenia 6.4.9 A jest pierscieniem Dedekinda. Tymczasem
A nie jest pierscieniem idealow gltownych, gdyz nie jest pierscieniem z jednoznacz-
nym rozkladem elementéw na iloczyn elementow nierozktadalnych. Mamy bowiem,

na przyktad,
9=3-3=02+Vv-5)2—-Vv-bH)

i w rozktadzie tym wszystkie czynniki sg nierozktadalne oraz kazde dwa roézne czyn-
niki sa niestowarzyszone (to ostatnie stwierdzenie wynika stad, ze jedynymi elemen-
tami odwracalnymi pierscienia A sa liczby +1).

7 rozktadu liczby 9 na czynniki w A otrzymujemy nastepujace rozktady ideatu gtow-
nego (9) = 9A na iloczyn ideatéw gtéwnych

(9)=c*=a-b,

gdzie

c=(3), a=(2++v-5), b=(2—-vV-5)

sq ideatami generowanymi odpowiednio przez 3 oraz 2 + /=5, 2 — /—5.
Pokazemy teraz, jak te rozklady ideatu (9) maja sie do twierdzenia o jedno-

znacznosci rozktadu kazdego ideatu niezerowego pierscienia Dedekinda na iloczyn

poteg ideatéw pierwszych. Na pierwszy rzut oka mamy tu niejednoznacznosé¢ roz-

ktadu gdyz ideal (9) jest z jednej strony kwadratem ideatu ¢ a z drugiej iloczynem

dwdéch roznych ideatow a i b.

Rozwazmy idealy p i q okreslone nastepujaco za pomoca generatoréw:

p=(3 2+vV-5), q=(3, 2—vV=5).

Mozna zauwazy¢, ze p = ¢+ a oraz q = ¢ + b, skad przy pomocy (6.22) wynika, ze
p jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem ideatéw ¢ i a w multyplikatywnym mono-
idzie ideatéw pierécienia A oraz podobnie q jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem
ideatéw ¢ i b (zob. przyktad 6.3.5).
Pokazemy najpierw, ze p i q sa ideatami pierwszymi pierscienia A. Dla dowolnych
a,b € Z mamy

a+b\/—_5£a+bmodp
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gdyz /=5 = —2 = 1 mod p. Zatem a + b\/—5 = 0,1,2 mod p. Stad tatwo stwier-
dzamy, ze

Z[V=5]/p = Fs,

skad wynika, ze p jest idealem maksymalnym (a wiec takze pierwszym) pierscienia
Z[v/—5]. Podobnie dowodzimy, ze q jest idealem pierwszym. Dalej mamy

p-qg = (9, 32+vV=5), 3(2—vV=5), 24+ V=5)(2—vV=5))
= (3)-(3, 2+ V=5, 2-V-5)
= (3)

Y

gdyz ideal (3, 2 4+ /=5, 2 — +/—=5) jest jednostkowy, jako ze zawiera jedynke
pierscienia A :

3 4+ 24V=5 +2-vV5=1

Mamy takze
p> = (9, 32+V-5), 24+V=5)%)
= (24+vV=5)-(2—v-5,3,24+V-5)
= (2+V-5)
i podobnie
a* = (2 V7B).
Mamy wiec

c=p-q, a=p7, b:qa

i wobec tego okazuje sie, ze dwa pozornie rézne rozklady (9) = ¢ = a - b idealu (9)
sa rezultatem réznego zgrupowania czynnikow pierwszych ideatu (9) :

< =(p-a)?=p-g"=ab

Pierécienie liczb algebraicznych catkowitych w skonczonych rozszerzeniach cia-
ta liczb wymiernych sg dos$¢ szczegdlnymi pierscieniami Dedekinda. Pierwszym sy-
gnalem wskazujacym, ze nie wyczerpuja one catej klasy pierscieni Dedekinda jest
stwierdzenie 6.4.5. Na ogét pierscienie ilorazowe pierscienia Dedekinda nie sa skon-
czone. Na przyklad, w pierécieniu wielomianéw K[X| nad ciatem nieskonczonym K
dla kazdego ideatu wlasciwego a pierscien ilorazowy K[X]/a jest nieskoriczony.

Innym sygnatem jest fakt, ze grupa klas ideatéw utamkowych skonczonego roz-
szerzenia ciata liczb wymiernych jest skoriczona (zob. np. J. Browkin, Teoria cial,
PWN Warszawa 1977, str. 274). W zestawieniu z twierdzeniem Claborna (every
abelian group is a class group) wskazuje to miejsce pierscieni liczb algebraicznych
catkowitych w ogdélnej teorii pierécieni Dedekinda. Jest rzecza ciekawa, ze nie udato
si¢ dotad rozstrzygnaé pytania, czy kazda skonczona grupa abelowa jest grupa klas
ideatow jakiegos skornczonego rozszerzenia ciata liczb wymiernych.
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6.5 Zadania

1. Niech A bedzie pierécieniem noetherowskim i niech ¢ : A — A bedzie homomor-
fizmem pierscieni. Udowodni¢, ze jedli ¢ jest epimorfizmem, to ¢ jest izomorfizmem.

Wskazéwka. ker o C ker p? C - - -

2. Niech A bedzie pierscieniem noetherowskim. Pokazaé¢, ze dla kazdego ideatu a
pierscienia A istnieje liczba naturalna m taka, ze

(rada)™ C a.

Wywnioskowa¢ stad dwa nastepujace stwierdzenia:

(a) W pierscieniu noetherowskim A nilradykat jest idealem nilpotentnym, to znaczy,
istnieje liczba naturalna m taka, ze (Nil A)™ = (0).

(b) Jesli q jest p—prymarnym ideatem w pierécieniu noetherowskim A, to istnieje
taka liczba naturalna m, ze p™ C q C p.

3. Niech p bedzie liczba pierwsza i niech f bedzie unormowanym wielomianem nie-
rozktadalnym pierécienia Z[X] stopnia n > 1. Niech f oznacza wielomian pierscienia
Z,| X, ktéry powstaje z f przez zastapienie kazdego wspolezynnika jego reszta mo-
dulo p.

(a) Sprawdzié¢, ze (p) i (f) sa idealami pierwszymi w Z[X] oraz dla kazdej liczby
naturalnej m ideaty (p)™ i (f)™ sa prymarne w Z[X].

(b) Sprawdzi¢, ze jedli f jest nierozktadalny w Z,[X], to p = (p) + (f) = (p, f) jest
ideatem maksymalnym w Z[X]| i wyznaczy¢ liczbe elementéw ciata Z[X]|/p.

4. Udowodnié, ze wielomian f = X* + 1 jest nierozktadalny w Q[X] ale f jest roz-
ktadalny w Z,[X] dla kazdej liczby pierwszej p.

5. Pokaza¢, ze w pierScieniu Z[X] ideal q = (4,X) jest prymarny, ale nie jest
potega ideatu pierwszego.

6. Niech A={ay+a X+ - -+a, X" €Z[X]:a; =0 (mod 3)}.
(a) Pokaza¢, ze w pierécieniu A ideal p = (3X, X2, X?) jest idealem pierwszym.
(b) Pokazaé, ze p* nie jest idealem prymarnym.

Wskazéwka. (b) Rozpatrzy¢ wielomian 9X2.

7. Niech q = (2, X)? = (4,2X, X?) bedzie ideatem w pierécieniu Z[X].

(a) Sprawdzi¢, ze q jest idealem prymarnym.

(b) Sprawdzi¢, ze q = (4,X) N (2, X?).

Ideat q jest wiec ideatem prymarnym w pierscieniu noetherowskim, ale nie jest nie-
przywiedlny.

8. Niech A bedzie pierscieniem caltkowitym i niech S bedzie podzbiorem multypli-
katywnym w A. Udowodni¢ nastepujace stwierdzenia.

(a) Jedli 2 jest idealem pierdcienia utamkow AS~toraz a = AN A, to a jest idealem
w A oraz A =aS™L
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(b) Jesli A jest pierscieniem noetherowskim, to AS™! jest takze pierécieniem noethe-
rowskim.

9. Niech A bedzie pierscieniem calkowitym i niech S bedzie podzbiorem multypli-
katywnym w A. Udowodni¢ nastepujace stwierdzenia.

(a) Jedli A jest ideatem pierwszym pierscienia AS oraz a = AN A, to a jest ideatem
pierwszym w A oraz a C A\ S.

(b) Jesli 2 jest ideatem pierécienia AS~'oraz a = AN A jest ideatem pierwszym w
A takim, ze a C A\ S, to 2 jest ideatem pierwszym w AS™L

(c) Jedli w pierscieniu A kazdy niezerowy ideal pierwszy jest maksymalny, to takze
w pierscieniu AS ™! kazdy niezerowy ideal pierwszy jest maksymalny.

10. Niech A bedzie pierscieniem catkowitym i niech S bedzie podzbiorem multy-
plikatywnym w A. Udowodni¢, ze jesli pierécien A jest integralnie domkniety, to
pierécieni utamkéw AS™!jest takze integralnie domkniety.

Uwaga. Zadania 8, 9, 10 pokazuja, ze jesli A jest pierécieniem Dedekinda i S jest
dowolnym podzbiorem multyplikatywnym w A, to takze pierscien utamkéw AS~—*
jest pierscieniem Dedekinda.



Rozdzial 7

Afiniczne rozmaitosci algebraiczne

Ostatnie zmiany 23.03.2009 r.

W tym rozdziale przedstawiamy podstawowe fakty o zbiorach rozwiazan uktadéw
rownan wielomianowych w przestrzeni afinicznej k™. Gléwnym twierdzeniem tego
rozdzialu jest twierdzenie Hilberta o zerach podajace warunek konieczny i wystar-
czajacy istnienia rozwigzan takiego uktadu réwnan nad ciatem algebraicznie do-
mknietym k.

7.1 Zbiory algebraiczne i ich ideaty

Rozpoczniemy od badania zbioru wspoélnych zer dowolnego zbioru & wielomianéw
w pierdcieniu wielomianéw k[ X1, ..., X,], gdzie k jest dowolnym ciatem. W dalszej
czesci rozdzialu bedziemy przewaznie zaktadac, ze k jest cialem algebraicznie do-
mknietym, ale na razie nie ma potrzeby nakltadac¢ jakichkolwiek ograniczen na ciato

k.

DEFINICJA 7.1.1. Zerem wielomianu f € k[X;, ..., X,| w przestrzeni afinicznej k"
nazywamy kazdy punkt (zi,...,x,) przestrzeni k" taki, ze f(z1,...,x,) =0.

Zbiorem algebraicznym V' nazywamy podzbiér przestrzeni afinicznej k™ ztozony z
wszystkich wspélnych zer pewnego zbioru & wielomianéw pierscienia k[ X7, ..., X,|:

V={(z1,....2) € K" flr,...,2,) =0 V¥ feS}

Zbior V nazywamy zbiorem algebraicznym wyznaczonym przez zbiér S wielomianow
(lub zbiorem wspélnych zer zbioru wielomianéw S) i oznaczamy V = Z(S).

Niech a bedzie ideatem piercienia k[X7,..., X,,] generowanym przez zbiér S.
Wtedy mozemy takze rozpatrywaé zbiér algebraiczny Z(a) wyznaczony przez ideal
a pierscienia k[X1, ..., X,]. Zauwazmy, ze

Rzeczywiscie, poniewaz S C a wigc kazde wspoélne zero wielomianéw ideatu a jest
takze wspélnym zerem wielomianéw zbioru S, to znaczy Z(a) C Z(S). Z dru-
giej strony, jesli punkt x € k™ jest wspolnym zerem kazdego wielomianu zbioru S,
to jest takze wspélnym zerem wszystkich wielomianéw postaci hyfi + -+ + h, f,

167
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gdzie fi,...,f, € & natomiast hq,...,h, sa dowolnymi wielomianami pierscienia
kE[X1,...,X,]. Zatem z jest wspdlnym zerem wszystkich wielomianéw nalezacych
do ideatu a, skad wynika, ze Z(S) C Z(a).

Tak wiec kazdy zbior algebraiczny V- C k™ jest zbiorem wspolnych zer pewnego ideatu

a pierscienia k[Xi, ..., X,].
Z twierdzenia Hilberta o bazie wiemy, ze kazdy ideal w pierscieniu k[ X, ..., X,)]
jest skonczenie generowany. A wiec w pierdcieniu k[ X, ..., X,| istnieja wielomiany

fi,-- ., fr takie, ze a = (f1,..., fr). Jesli wiec x = (z1,...,2,) € Z(a), czyli jest
wspélnym zerem wszystkich wielomianéw ideatu a, to w szczegdlnosci x jest wspol-

nym zerem wielomianéw fi, ..., f.. Z drugiej strony, dla f € a istniejg wielomiany
hi,...,h, € k[X1, ..., X,] takie, ze

f=hfit+-+hfr

Stad wynika, ze kazdy punkt x € k", ktory jest wspdélnym zerem wielomianéw
fi,-- ., fr jest takze zerem kazdego wielomianu f ideatu a. Wobec tego zbior wspdl-
nych zer wszystkich wielomianéw ideatu a pokrywa si¢ ze zbiorem wspoélnych zer
skoniczonego uktadu wielomianéw fi, ..., f. (generatoréw ideatu a).

Inaczej mowiac, zbior algebraiczny V' w przestrzeni afinicznej k™ jest zbiorem roz-
wigzan skonczonego uktadu rownan algebraicznych

fl(X17~--;Xn) :07-~~7fr(X17---7Xn) :()7

gdzie fi,..., f, sa wielomianami n zmiennych o wspotczynnikach z ciata k. Jesli
a=(f1,...,fr), tozamiast V = Z((fi,..., f.)) piszemy V = Z(f1,..., fr).

Uwaga 7.1.2. Przypadek szczegélny, gdy wielomiany f; sa liniowe,
fi=anXi+ - +ainX, — by, a,b; €k, (7.1)

rozpatruje si¢ w algebrze liniowej. Istnieja definitywne metody sprawdzania, czy
uktad (7.1) wielomianéw liniowych ma wspdlne zera (to znaczy, czy odpowiedni
zbiér algebraiczny jest niepusty) oraz metody wyznaczania wszystkich wspélnych
zer uktadu (znajdowania wszystkich punktéw odpowiedniego zbioru algebraiczne-
go). Przy tym specyfika zbioréw algebraicznych wyznaczonych przez uktady réwnan
liniowych jest fakt, ze istnienie rozwigzan uktadu réwnan liniowych nie zalezy od
ciala, w ktorym poszukujemy rozwiazan. Jesli K jest jakimkolwiek ciatem do kto-
rego naleza wspoétezynniki réwnan uktadu oraz K C k, to uktad (7.1) ma wspdlne
zero w k™ wtedy i tylko wtedy gdy ma wspolne zero w K".

Natomiast w geometrii algebraicznej dopuszczamy wielomiany dowolnych stopni i
istnienie zer w ciele wspétezynnikéw jest rzadkoscia (chyba, ze od razu zalozymy, iz
cialo k jest algebraicznie domkniete). A wigc na przyktad wielomian X2+ X2+ 1 o
wspolezynnikach wymiernych nie ma zera w przestrzeni afinicznej Q?, ani nawet w
R? ma natomiast zera w przestrzeni C?, a nawet w Q(7)?. W dalszym ciagu poka-
zemy, ze jesli k jest ciatem algebraicznie domknietym, to kazdy uktad wielomianéw,
ktéry generuje ideal wlasciwy w pierscieniu k[ X7, ..., X,] ma zera w przestrzeni k™
(zob. twierdzenie Hilberta o zerach). A wiec nad ciatami algebraicznie domknietymi
zbiory algebraiczne idealow wlasciwych sg niepuste.
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Przyktad 7.1.1. Zbiorem algebraicznym Z(0) ideatu zerowego (0) pierscienia
k[X1, ..., X,] jest cala przestrzen k", to znaczy Z(0) = k™ (wielomian zerowy przyj-
muje warto$¢ zero w kazdym punkcie przestrzeni k™).

Zbiorem algebraicznym Z(1) ideatu jednostkowego (1) = k[X1,..., X,,] pierscienia
k[X1,...,X,] jest zbiér pusty @, to znaczy Z(1) = @ (wiclomian staly 1 nie ma
zadnego zera w k™).

Zbiorem algebraicznym Z(f) ideatu gtéwnego (f) pierscienia k[X] (wielomianéw
jednej zmiennej) jest (skonczony) zbiér zer wielomianu f w ciele k.

Zbior algebraiczny Z(f) C k™ idealu gtéwnego generowanego przez wielomian f €
k[X1,..., X, nazywamy hiperpowierzchnig w k™ o réwnaniu f = 0. W szczegdl-
nosci, przestrzen k™ = Z(0) oraz zbior pusty @ = Z(1) sa hiperpowierzchniami.
Jesli n = 2, hiperpowierzchnia nazywa si¢ krzywqg algebraiczng na plaszczyznie afi-
nicznej k2.

Dla dowolnych liczb naturalnych n, m kazdy ideat a(, ) = (X7', X3") pierscienia wie-
lomianéw k[X;, X5] ma jednopunktowy zbiér algebraiczny V' = Z(agmm)) = {(0,0)}
na plaszczyznie afinicznej k2.

Jak pokazuje ostatni przyktad, rézne idealy moga mie¢ ten sam zbior algebra-
iczny. Opisywanie zbioréw algebraicznych jako zbioréw wspoélnych zer wielomianéw
nalezacych do pewnego ideatu pierécienia wielomianéw ma wiec te niedogodnosé,
ze z danym zbiorem algebraicznym zwigzanych jest na ogét wiele ideatéw. Istnieje
jednak prosty spos6b na ominiecie tej trudnosci. Jak bowiem tatwo sprawdzi¢, zbiér
Z(V) wszystkich wielomianéw pierscienia k[X7, ..., X,] zerujacych sie we wszyst-
kich punktach danego zbioru algebraicznego V' C k™ jest ideatem w pierscieniu

K[X1, ..., X,

DEFINICJA 7.1.3. Niech V' bedzie zbiorem algebraicznym w przestrzeni afiniczne;j
k™. Ideal Z(V') pierscienia k[X7,...,X,] ztozony z wszystkich wielomianéw pier-
Scienia k[X7, ..., X,] zerujacych sie w kazdym punkcie zbioru V' nazywamy idealem
odpowiadajgcym zbiorowi algebraicznemu V' lub ideatem stowarzyszonym ze zbiorem
algebraicznym V' lub po prostu ideatem zbioru algebraicznego V':

ZV):={feklXy,....Xu]: f(x1,...,;2,) =0 V(21,...,2,) € V}.

Jesli V' jest zbiorem pustym, to mozna przyjaé, ze warunek f(x) =0 Vr eV
jest speliony (pusto) przez wszystkie wielomiany i wobec tego Z(@) = (1). W
drugim krancowym przypadku mamy Z(k™) = (0) o ile k jest ciatem nieskoriczonym.
Natomiast dla liczby pierwszej p i ciala p—elementowego F, mamy Z(F}) = (X?—X).
Wskazemy teraz elementarne wtasnosci operacji Z oraz 7.

Przyktad 7.1.2. Niech V, Vi i V5 beda zbiorami algebraicznymi w przestrzeni
k™ i niech a,ay,as beda ideatami pierscienia k[ X1, ..., X,]. Wtedy

a Cay = Z(ay) 2 Z(as). (7.2)
I(Z(a) 2 a (7.3)
Z(Z(V)) = W (7.4)
VicVe & Z(Vi) 2I(Va). (7.5)
Vi=Vy & I(V)) =1I(V) (7.6)
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(7.2) i (7.3) sa oczywiste, podobnie jak inkluzja Z(Z(V)) 2 V w (7.4). Dla dowodu
przeciwnej inkluzji zatézmy, ze V = Z(a) dla pewnego ideatu a. Wtedy Z(V) =
Z(Z(a)) D aina podstawie (7.2) mamy Z(Z(V)) C Z(a) = V.

Implikacja Vi C Vo = Z(Vi) 2 Z(Vh) jest oczywista. Natomiast jesli Z(V;) 2
Z(V4), to na podstawie (7.2) mamy Z(Z(V1)) C Z(Z(V4)), skad na podstawie (7.4)
otrzymujemy V; C V5.

W (7.6) implikacja = jest oczywista, natomiast implikacja < jest konsekwencja
(7.4).

Wystepujaca tutaj asymetria w (7.3) i (7.4) nie jest przypadkowa. Okazuje sig,
ze w (7.3) nie zachodzi na ogdl réwnos¢. Doktadne wyznaczenie ideatlu Z(Z(a))
(w przypadku ciata algebraicznie domknietego k) podaje twierdzenie Hilberta o
zerach, ktore dyskutujemy w dalszej czesci tego rozdziatu. Podamy teraz przyktady
pokazujace, ze w (7.3) moze zachodzi¢ zaréwno nieréwnosé jak i réwnosé.

Przyktad 7.1.3. Niech a = (X?2Y) bedzie idealem w k[X,Y]. Wtedy Z(a) =
{(0,0)} oraz Z(2(a)) = Z({(0,0)}) = (X,Y) 2 (X2 V) = a.

Drugi przyktad pokazuje jak znalezé ideal Z(Z(a)) w przypadku, gdy a = (f)
jest ideatem gtéwnym w pierscieniu wielomianéw k[ X, Y| dwdch zmiennych i o ciele
k nie zaktadamy, ze jest algebraicznie domkni¢te. Rozpoczniemy od nastepujacego
lematu.

LEMAT 7.1.4. Niech k bedzie dowolnym cialem i niech f,g € k[X,Y]. Zalézmy, Ze
wielomian f jest nierozkladalny w k[X,Y] oraz f nie dzieli wielomianu g. Wtedy
uktad rownan algebraicznych

f(X,Y)=0, ¢g(X,Y)=0
ma tylko skoriczong liczbe rozwigzan w ciele k.

Dowéd. Podamy tylko szkic dowodu. Niech degy f > 0. Wtedy f mozna traktowac
jako wielomian jednej zmiennej X nad pierscieniem k[Y] a takze jako wielomian nad
cialem k(Y) funkcji wymiernych zmiennej Y. Wykorzystamy nastepujace dobrze
znane konsekwencje lematu Gaussa o rozktadalnosci wielomianéw nad pierscieniami
ideatéw gtéwnych (w naszym przypadku k[Y]) i ich ciatami utamkéw (k(Y)).

e f jest nierozkladalny w pierscieniu k(Y)[X].
e f nie dzieli g w pierscieniu k(Y)[X].
Poniewaz k(Y)[X] jest pierscieniem idealéw gtéwnych, istnieja wielomiany a, 3 €

kE(Y)[X] takie, ze

af +[Bg=1.
Mnozac obie strony przez najmniejszg wspolng wielokrotnos¢ mianownikéw mozemy
napisac

AX,Y)F(X,Y) + B(X,Y)g(X,Y) = h(Y)

dla pewnych A, B € k[X,Y], h € k[Y]. Poniewaz wielomian h ma tylko skonczona
liczbe zer w ciele k, wynika stad, ze w rozwiazaniach uktadu réwnan f(X,Y) =
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0, g(X,Y) =0 w ciele k niewiadoma Y przyjmuje tylko skonczona liczbe wartosci.
Dla kazdej z tych wartosci niewiadomej Y istnieje oczywiscie tylko skonczona liczba
mozliwosci dla niewiadomej X w naszym uktadzie réwnan. Zatem uktad ma tylko
skonczong liczbe rozwiagzan. O]

Teraz mozemy przejs¢ do wyznaczenia ideatu Z(Z(f)) stowarzyszonego z krzywa
algebraiczna Z(f). Wprawdzie formalnie na ciato k nie naktadamy zadnych ograni-
czen, ale bedziemy zakladaé, ze krzywa Z(f) ma nieskonczenie wiele punktéw, a to
moze mie¢ miejsce tylko nad ciatem nieskonczonym.

STWIERDZENIE 7.1.5. Niech k bedzie dowolnym ciatem i niech f € k[X,Y] bedzie
wielomianem nierozktadalnym w pierscieniu k[X,Y]. Jesli krzywa Z(f) ma nieskori-
czenie wiele punktow, to

Z(2(f) = ().

Dowadd. Wobec (7.3) wystarczy pokazaé, ze Z(Z(f)) C (f). Niech wiec g € Z(Z(f)).
Wtedy wielomian g zeruje sie w kazdym punkcie krzywej Z(f) i wobec tego ukltad
réwnan f(X,Y) =0, g(X,Y) = 0 ma nieskoriczenie wiele rozwiazan. W takim razie,
na podstawie lematu 7.1.4, f dzieli g, czyli g € (f). O

Przyktad 7.1.4. Wielomian XY — 1 € R[X, Y] jest nierozktadalny w pierécieniu
R[X,Y] i krzywa Z(XY —1) C R? ma nieskoriczenie wiele punktéw na plaszczyznie
afinicznej R? (jest to hiperbola). Zatem ideatem Z(Z(XY — 1)) stowarzyszonym z
hiperbola Z(XY — 1) jest ideat gtéwny generowany przez wielomian XY — 1.

7.2 'Topologia Zariskiego

ZauwazyliSmy juz, ze zbiér pusty i cata przestrzen k" sa zbiorami algebraicznymi. W
dwobch nastepnych lematach udowodnimy dalsze wtasnosci zbiorow algebraicznych
analogiczne do wtasnosci zbiorow domknietych w przestrzeni topologicznej.

LEMAT 7.2.1. Jesli Vi, ..., V, sq zbiorami algebraicznymi w przestrzeni k™, to ich
suma mnogosciowa Vi U --- UV, jest zbiorem algebraicznym w k™.

Dowdd. Niech V; = Z(a;), gdzie a; jest idealem w k[X1, ..., X,]. Udowodnimy, Ze
ViU---UV,=Z(a)U---UZ(a,) = Z(ay---a,). (7.7)
Rozpatrzmy najpierw przypadek r = 2. Niech
ar=(f1,- s fe), a2 =1(91,---,90)-
Rozpatrzmy ideat a; - ay = (fig1, .-, figj,- - -, fxge). Pokazemy, ze
ViUVo = Z(a1) U Z(as) = Z(ay - a). (7.8)
Jesli © = (xq,...,2,) € V1 UVy, to fi(z) = 0 dla wszystkich ¢ = 1,...,k lub

gj(x) = 0 dla wszystkich j =1,..., (. Zatem dla kazdej pary wskaznikéw ¢, j mamy
(fig;)(z) = fi(x)g;(z) = 0. Oznacza to, ze x € Z(a;y - ay).
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Natomiast jesli x € V3 U Va, to o € Vi i rownoczesnie x© &€ V,. Zatem istnieja i
oraz j takie, ze f;(z) # 0 oraz g;(z) # 0. Wtedy takze (f;g;)(z) # 0 i wobec tego
xr & Z(a; - az). Dowodzi to (7.8).

Dla dowodu (7.7) przeprowadzamy dowdd indukcyjny. Wykorzystujac zatozenie in-
dukcyjne i udowodniony juz przypadek r = 2 otrzymujemy

Za)U---UZ(a,) = (Z(a)U---UZ(a,_1)) U Z(a,)
= (Z(Cll s Clrfl)) U Z(CIT) = Z(Cll SN © PSR Clr).

A wiec zbior Vi U --- UV, jest zbiorem wszystkich zer idealu a; - - - a,, jest zatem
zbiorem algebraicznym. O

Uwaga 7.2.2. Réwnosé (7.7) mozna uzupelnié¢ nastepujaco:
Za)U---UZ(a,) =2 N---Na,) =2Z(a;---a,).
Wystarczy zauwazy¢, ze
Z(ag---a,) CZ(a)U---UZ(a,) CZ(a;N---Na) CZ(ag---a,).

Pierwsza inkluzja wynika z (7.7), druga wynika z a; 2 a; N ---Na, i trzecia wynika
ZagN---Na. 2Day:--d.

LEmMAT 7.2.3. Jesli {V, : t € T}, jest dowolng rodzing zbioréw algebraicznych
w przestrzeni afinicznej k™, to ich przekréj (N{V, : t € T} jest takze zbiorem
algebraicznym w k™.

Dowdd. Dla kazdego t € T wezmy ideal Z(V}) pierscienia k[X7,...,X,] sto-
warzyszony ze zbiorem algebraicznym V;. Niech a bedzie idealem w pierscieniu
k[X1,...,X,] generowanym przez zbior U{Z(V;) :t € T'}. A wigc

a=>{I(V}):teT}
Udowodnimy, ze

Z(a) = Vi :te T} (7.9)
skad wynika juz, ze przekrdj rodziny zbiorow algebraicznych {V; : t € T'} jest zbiorem
algebraicznym (jako zbiér wspélnych zer wielomianéw ideatu a).
Dla dowodu (7.9) zauwazamy, ze

reZa) & Vfea [f(x)=0]
vieUZW)teT) [f(z)=0]
VieT VfeI(V) [f(z)=0]
Vie T [ze Z(ZT(Vy))]

VteT [zeV]
re({Vi:teT}. O

S A

Uwaga 7.2.4. Jesli zbior T' jest skonczony, powiedzmy T = {1, e ,r} oraz a; =
Z(Vy), to Z(ay) = Z(Z(V;)) = V;. Z drugiej strony, ideal a generowany przez zbior
U{Z(V;) : t € T'} jest suma ideatéw a;. Zatem réwnosé (7.9) przyjmuje postaé

Zlag+---+a.)=2Z(a)N---N Z(a,).
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TWIERDZENIE 7.2.5. W przestrzeni k™ istnieje topologia, w ktorej zbiorami do-
mknietymi sq zbiory algebraiczne w k™.

Dowod. Wystarczy przypomnieé, ze zbior pusty i cala przestrzen k" sa zbiorami
algebraicznymi (przyktad 7.1.1) i powolaé sie na lematy 7.2.11 7.2.3. ]

Uwaga 7.2.6. Topologie przestrzeni afinicznej k"™ wyznaczona przez zbiory alge-
braiczne jako zbiory domkniete nazywa sie topologiq Zariskiego przestrzeni k™.
Zauwazmy, ze zbiory jednopunktowe, a takze wszystkie zbiory skonczone sa zbiora-
mi algebraicznymi, a wiec domknietymi w topologii Zariskiego przestrzeni k™. Zbior
jednopunktowy {z}, gdzie x = (z1,...,x,) € k", jest zbiorem rozwiazan uktadu
rownan

Xl—ZL'l:O, ey Xn—l'n:O,

jest wiec zbiorem algebraicznym. Natomiast zbiory skonczone sa sumami mnogo-
sciowymi skonczonej liczby zbioréw jednoelementowych, sa zatem algebraiczne na
podstawie lematu 7.2.1. To, ze zbiory jednopunktowe sg domkniete oznacza w ter-
minologii topologicznej, ze przestrzen k™ z topologia Zariskiego jest przestrzenia 7;.
Co do aksjomatu oddzielania 75 zob. uwage 7.3.5.

Uwaga 7.2.7. W dowodach wlasnosci zbioréw algebraicznych wazna role odgrywa
fakt, ze pierscien wielomianéw k[ X7, ..., X, ] jest noetherowski. Bardzo przejrzystym
zastosowaniem tego faktu jest dowdd nastepujacej zasady minimum:

W kazdej niepustej rodzinie zbioréw algebraicznych istnieje minimalny zbiér alge-
braiczny (taki, ktéry nie zawiera zadnego réznego od siebie zbioru tej rodziny).
Jesli bowiem V := {V, : t € T} jest rodzing zbioréw algebraicznych w przestrzeni
afinicznej k", to rozpatrujemy rodzine stowarzyszonych ideatéow

I.={Z(V}):teT}

w pierécieniu k[ X7, ..., X,]. Poniewaz pierscien ten jest noetherowski, spetia wiec
warunek (MAX). Oznacza to, ze w rodzinie I istnieje ideal Z(V;,) maksymalny
w tej rodzinie. Na podstawie (7.5) wnioskujemy, ze zbiér V, jest minimalny w
rodzinie V.

Uwaga 7.2.8. Kazdy zbioér algebraiczny V' C k™ mozna traktowac¢ jako przestrzen
topologiczna z topologia Zariskiego. Zbiory jednopunktowe w V' sg domkniete i kaz-
dy tancuch opadajacy podzbiorow domknietych Vi D Vo D ---  jest skonczony,
gdyz odpowiada mu wznoszacy tancuch ideatéw Z (V) C Z(V,) C -+ w pierécieniu
noetherowskim k[X7, ..., X,], spelniajacym zatem (ACC). W zwiazku z tym, prze-
chodzac do dopehien zbioréw domknietych w V' otrzymujemy, ze kazdy wznoszacy
taricuch podzbioréw otwartych zawartych w V' jest takze skonczony. Stad tatwo wy-
nika, ze zbior algebraiczny V' jest zwartg przestrzenia topologiczng. Niech bowiem
V' = Uier U: bedzie pokryciem zbioru V' zbiorami otwartymi. Wezmy ¢, € T". Jesli
Uy, # V, toistnieje ty € T taki, ze Uy, C U, UU,, (ostra inkluzja). Jesli U, UU;, # V,
to podobnie obieramy t3 € T takie, ze U, U U, C Uy, UU,, U U,,. Poniewaz kazdy
tancuch podzbioréow otwartych zawartych w V' jest skonczony, po skoniczonej liczbie
krokow, powiedzmy m, otrzymamy U, UUy, U --- U U, = V. Z kazdego pokrycia
otwartego zbioru V' mozna wiec wybraé¢ podpokrycie skonczone.
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7.3 Rozmaitosci algebraiczne

DEFINICJA 7.3.1. Niepusty zbidr algebraiczny V' C k™ nazywa sie rozmaitoscig alge-
braiczng, jesli stowarzyszony z nim ideat Z(V') jest ideatem pierwszym w pierscieniu

kX1, X,

DEFINICJA 7.3.2. Niepusty zbiér algebraiczny V' C k™ nazywa sie nierozktadalny,
jesli dla zbioréw algebraicznych A, B,

V=AUB = V=A lub V=8B

TWIERDZENIE 7.3.3. Niepusty zbior algebraiczny V- C k™ jest nierozktadalny wtedy
1 tylko wtedy, gdy jest rozmaitosciq algebraiczng.

Dowdéd. Udowodnimy najpierw, ze jesli V' jest zbiorem rozktadalnym, to Z(V') nie
jest idealem pierwszym w k[ X, ..., X,,]. Niech wiec V = AUB oraz V. # A, V # B.
Wobec A C V otrzymujemy Z(A) D Z(V), ponadto Z(A) # Z(V), gdyz V # A (zo-
bacz (7.6)). Istnieje zatem wielomian f € Z(A) taki, ze f ¢ Z(V'). Podobnie istnieje
wielomian g € Z(B) taki, ze g € Z(V). Natomiast fg € Z(V), gdyz dla z € V
mamy x € A lub x € B i wobec tego f(z)g(z) = 0. Ideat Z(V') nie jest wiec ideatem
pierwszym.

Pozostaje pokazaé, ze jesli V jest nierozkladalny, to ideal Z(V') jest pierwszy. Przy-
pusémy wiec, ze zbiér V' jest nierozkladalny natomiast ideal Z(V') nie jest pierw-
szy. Istnieja zatem wielomiany f,g € k[Xi,...,X,] takie, ze fg € Z(V) oraz
fE&I(V), g Z(V). Wtedy

A=Z2(f)nV, B:=Z(gnV
sa zbiorami algebraicznymi. Udowodnimy, ze
V=AUB oraz V#A V #B. (7.10)

Po pierwsze, jesli x € V, to wobec fg € Z(V) mamy f(x)g(x) = 0, i wobec tego
f(z)=01lub g(z) =0, czyliz € Alub z € B. Zatem V C AU B. Poniewaz A1 B
sa z definicji podzbiorami V' wynika stad réwnos¢ V =AU B.

Po drugie, przypusémy, ze V.= A. Wtedy Z(V) =Z(A), podczas gdy f & Z(V)
i feZ(A). AwiecV # Aipodobnie V # B. Dowodzi to (7.10).

Przypuszczenie, ze zbiér V' jest nierozktadalny i ideal Z (V') nie jest pierwszy prowa-
dzi wiec do sprzecznosci. O]

Przyktad 7.3.1. Niech V = Z(XY — 1) C R? bedzie hiperbola na plaszczyznie
afinicznej R?. Hiperbola V jest co prawda w sposéb naturalny suma mnogoéciows
dwobch swoich gatezi, ale gatezie te nie sa zbiorami algebraicznymi. Rzeczywiscie, na
podstawie przyktadu 7.1.4, mamy Z(V) = (XY — 1) i poniewaz wielomian XY — 1
jest nierozktadalny w pierscieniu R[ X, Y], ideat gtéwny (XY —1) jest ideatem pierw-
szym. Wobec tego hiperbola V' jest rozmaitoscig algebraiczng a zatem takze nieroz-
ktadalnym zbiorem algebraicznym.

Podobnie okrag jednostkowy Z(X?2+Y?2 —1) czy parabola Z(Y — X?) sa rozmaito-
$ciami algebraicznymi na plaszczyZnie afinicznej R2.
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TWIERDZENIE 7.3.4. Kazdy zbior algebraiczny A jest skonczong sumg mnogosciowq
rozmaitosci algebraicznych:

A=V,U---UV,, r>1.

Jesli w tym rozktadzie rozmaitosci V; sq niepordwnywalne (to znaczy, V; ¢ V; dla
i # 7), to przedstawienie jest jednoznaczne.

Dowdd. Najpierw udowodnimy istnienie przedstawienia. Przypusémy, ze istnieja
zbiory algebraiczne w k™, ktore nie sg sumami mnogosciowymi rozmaitosci. Zgodnie
z zasada minimum (zobacz uwage 7.2.7), istnieje minimalny zbiér algebraiczny Z,
ktory nie jest skonczong suma mnogosciowsg rozmaitosci. W szczegolnosci wiec zbior
Z nie jest rozmaitoscig i wobec tego nie jest nierozktadalny. Zatem Z = AU B,
gdzie A i B sa zbiorami algebraicznymi oraz A # Z, B # Z. Wobec minimalno$ci
Z, zbiory A 1 B sg skonczonymi sumami mnogosciowymi rozmaitosci, zatem takze
Z jest sumg rozmaitosci. Przypuszczenie, ze istniejg zbiory algebraiczne nie bedace
sumami rozmaitosci prowadzi wiec do sprzecznosci.

Udowodnimy teraz jednoznaczno$¢ przedstawienia. Przypusémy, ze
A=V U---UV, =W U---UWs
sa dwoma rozktadami, w ktorych sktadniki sa nieporéwnywalne. Wtedy
W, =AnNW;=vinWw; u---u V,nW,;

jest rozktadem rozmaitosci W; na sume zbioréw algebraicznych. Zatem dla pewnego
1 mamy

W, =VinW;,

skad wynika, ze W; C V;. Podobnie otrzymamy, ze V; C W, dla pewnego k. Stad
W; € Wy i wobec nieporéwnywalnosci sktadnikéw przedstawienia musimy mie¢
W; = V; = W}, Pokazalismy wigc, ze kazda rozmaitos¢ W; jest réwna pewnej rozma-
itodci V;. W szczeg6lnoscei s < r. Podobnie jednak udowodnimy, ze kazda rozmaitosc¢
V; jest rowna pewnej rozmaitosci W, skad r < s. Stad otrzymujemy, Ze r = s oraz
uktad rozmaitosci Vi, . . ., V, tylko porzadkiem moze réznié¢ si¢ od uktadu rozmaitosci

Wy, ..., W, O

Uwaga 7.3.5. Kazda rozmaitos¢ algebraiczna V jest przestrzenia topologiczna z
topologia podprzestrzeni przestrzeni topologicznej k" (z topologia Zariskiego). Zbio-
rami domknietymi w V' sa przekroje zbiorow domknietych w k™ z rozmaitoscia V,
czyli sa to zbiory algebraiczne zawarte w V, natomiast zbiorami otwartymi w V' sa
dopekienia zbioréw domknietych, czyli zbiory postaci V' \ U, gdzie U jest zbiorem
algebraicznym zawartym w V. W przestrzeni V' kazde dwa niepuste zbiory otwarte
majq niepusty przekroj. Rzeczywisdcie, niech A, B C V bedg niepustymi zbiorami
otwartymi w V. Wtedy A = V\ Vi, B =V\V;, gdzie V1, V; sa zbiorami algebraicz-
nymi w V. Poniewaz A i B sa niepuste wiec V # V1 1 V # V;. Zauwazmy trywialng
ré6wnosé

V=VuWhuV\VnV\h) =Vulhu(dnB).
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Przypuszczenie, ze AN B = & prowadzi wiec do rozktadu

wbrew temu, ze V (jako rozmaitosé¢ algebraiczna) jest nierozktadalnym zbiorem
algebraicznym.

Stad wynika, ze jesli V' jest rozmaitoscig algebraiczng i ma wiecej niz jeden punkt,
to V nie jest przestrzenia Hausdorffa (nie spelnia aksjomatu oddzielania 75 punktéw
roztacznymi zbiorami otwartymi).

Uwaga 7.3.6. Niech Speck[X],...,X,]| oznacza zbiér wszystkich idealow pierw-
szych pierdcienia k[ X, ..., X,] (jest to tak zwane spektrum pierscienia) i niech Var k™
oznacza zbior wszystkich rozmaitosci w przestrzeni k". Twierdzenie 7.3.3 pozwala
rozpatrywaé¢ odwzorowanie

T :Vark™ — Speck[Xy, ..., X,], V= Z(V).

Na podstawie (7.6) odwzorowanie to jest injekcja. Zbadajmy zatem kiedy odwzoro-

wanie Z jest surjekcja. Jesli ideal pierwszy p pierdcienia k[X7, ..., X,] jest obrazem
rozmaitosci V', to znaczy, p = Z(V), to takze Z(p) = Z(Z(V)) =V, a wiec
Z(Z(p)) = p.

Na odwrét, jesli Z(Z(p)) = p, to zbiér algebraiczny Z(p) jest rozmaitoscia (na pod-
stawie definicji) i ideal pierwszy p jest obrazem rozmaitosci Z(p).

A wiec odwzorowanie Z : Var k™ — Speck[X7, ..., X,] jest bijekcja wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy dla kazdego idealu pierwszego p pierscienia k[Xq,...,X,] mamy
Z(Z(p)) = p. Jak dotad, na podstawie (7.3) wiemy tylko, ze zawsze Z(Z(p)) 2 p oraz
w stwierdzeniu 7.1.5 udowodnilismy réwnosé Z(Z(p)) = p w przypadku, gdy Z(p)
jest krzywa z nieskonczenie wieloma punktami. W rozdziale 7.4 udowodnimy twier-
dzenie Hilberta o zerach, z ktérego wynika, ze jesli k jest cialem algebraicznie do-
mknietym, to Z(Z(p)) = p dla kazdego ideatu pierwszego pierscienia k[ X1, ..., X,].
A wiec nad ciatem algebraicznie domknietym k odwzorowanie Z jest bijekcja. Ten
fakt stanowi podstawe do interpretowania probleméw geometrycznych (dotyczacych
rozmaitosci) w jezyku algebraicznym (ideatéw pierwszych pierscienia wielomiandw).

7.4 Twierdzenie Hilberta o zerach

W przyktadzie 7.1.2 zauwazylidémy, ze dla dowolnego ideatu a pierécienia wielomia-
néw k[Xy,..., X, mamy Z(Z(a)) 2 a. W tym rozdziale ustalimy precyzyjnie zwia-
zek pomiedzy ideatami Z(Z(a)) oraz a w przypadku gdy k jest ciatem algebraicznie
domknietym.

Przyktad 7.4.1. Pokazemy najpierw, ze na ogdt Z(Z(a)) # a.

Niech a = (X,Y?) bedzie idealem pierécienia C[X,Y]. Wtedy zbior algebraiczny
ideatu a w przestrzeni C" jest jednopunktowy: Z(a) = {(0,0)}. Rozpatrzmy wielo-
mian g = X + Y. Poniewaz ¢(0,0) = 0, wiec g € Z(Z(a)). Natomiast g € a. Gdyby
bowiem g € a, to wobec X € a mielibySmy takze Y = g— X € a, a to jest niemozliwe
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(przedstawienie Y = X hy +Y?hy prowadzi do sprzecznoéci po podstawieniu X = 0).
A wiec g € Z(Z(a)) oraz g € a. Z drugiej strony jednak zauwazmy, ze

F=XX+2Y)+Y?€aq,
co oznacza, ze g € rada.

Przyklad 7.4.2. Punktem wyjécia do ustalenia zwiazku miedzy ideatami a oraz
Z(Z(a)) jest nastepujaca uwaga. Dla kazdego ideatu a pierécienia k[X7, ..., X,],

I(Z(a)) D rada 2 a,

gdzie rada = {f € k[Xy,...,X,] : 3 n € N f* € a} jest radykalem idealu a
rozwazanym juz w rozdziale 6.2.1.

Jesli bowiem f € rada, to f* € a dla pewnej liczby naturalnej n. Wtedy f"(z) =0
dla kazdego punktu x € Z(a) i wobec tego takze f(x) = 0 dla kazdego x € Z(a).
Zatem f € Z(Z(a)).

Twierdzenie Hilberta o zerach (w jednej z jego wersji) udziela wyczerpujace]
odpowiedzi na pytanie, jaki jest dokladny zwiazek pomiedzy ideatem a i ideatem
Z(Z(a)). Okazuje sig, ze jesli k jest ciatlem algebraicznie domknietym, to

Z(Z(a)) = rada.

Twierdzenie Hilberta o zerach (znane jako Nullstellensatz), jest jednym z kluczowych
punktéw podstaw geometrii algebraicznej. Sposrod réznych znanych dowodow tego
twierdzenia zaprezentujemy dowdd podany przez O. Zariskiego.! Wykorzystuje on
nastepujacy lemat z teorii ciat.

LEMAT 7.4.1. Niech K bedzie podciatem pierscienia przemiennego A i niech
L=Klzy,..., o,

bedzie podpierscieniem pierscienia A generowanym przez K oraz elementy x4, ..., T,
pierscienia A. JeSli pierscien L jest cialem, to L jest skonczonym rozszerzeniem
ciala K (w szczegolnoSci wiee, wszystkie elementy xy,...,T, s¢ algebraiczne nad
ciatem K).

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny ze wzgledu na n. Gdy L = K[xq] jest
cialem, to mozna zatozy¢, ze x1 # 0, i wobec tego takze 1/x € L. Istnieje zatem
niezerowy wielomian g € K[X] taki, ze 1/z1 = g(x1). Wtedy mamy z1g(z;1)—1 =0,
czyli element x; jest algebraiczny nad K jako zero wielomianu X g(X) — 1. Zatem
L = Klxy] jest skoniczonym rozszerzeniem K.

Niech teraz n > 1 i niech L = K][xy,...,z,| bedzie cialem. Zatem L zawiera
cialo K(x) i wobec tego

L = K(x1)[xa, ..., x,).

7 zatozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze o, ..., x, sa elementami algebraicznymi
nad K (). Pozostaje wiec udowodnié, ze x; jest elementem algebraicznym nad K.

1Oscar Zariski, 1899-1986.
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Przypu$émy, ze x; jest elementem przestepnym nad K. Cialo K(x;) mozemy
wiec traktowaé jako ciato funkeji wymiernych jednej zmiennej nad K, czyli jako

cialo utamkow pierécienia wielomianéw K[zq]. Stad, ze elementy xo, ..., z, sa alge-
braiczne nad K (z1) wynika, ze istnieja wielomiany as(z1), ..., a,(x1) € K[z1] takie,
ze elementy as(xq)xa, ..., a,(x1)x, sa catkowite nad Klz4].

Jest to konsekwencja nastepujacej elementarnej uwagi (wykorzystanej juz w do-
wodzie lematu 6.4.1). Jesli element z; jest pierwiastkiem wielomianu niezerowego
f=cot+a X+ +cpn 1 X™ 1+ a;X™ o wspoétezynnikach z pierscienia K[z1], to
a;x; jest pierwiastkiem wielomianu

coa" Pt ea X 4 e X X

o wspoéltezynnikach z pierécienia K[z1] i najwyzszym wspotezynniku 1. A wiec a;z;
jest catkowity nad Kz4].

Skoro as(xy)xe,. .., an(x1)x, sa calkowite nad Klxi|, to takze dla a(z;) :=
as(xy) -+ an(z1) elementy a(zy)z; sa catkowite nad Klxy], i = 2,...,n. W takim
razie, dla dowolnego o = f(x1,...,2,) € L = Klz1,...,x,], gdzie f jest wielomia-

nem o wspoOlezynnikach z K, mnozac « przez a(zr;)® gdzie s jest dostatecznie duza
liczba naturalna, bedziemy mogli napisa¢

a(x)’a =a(x)’ f(z1,...,2,) = g(x1, alzr)22, . . ., a(x))zy),

gdzie g jest pewnym wielomianem o wspoétczynnikach z K. Wobec tego, dla kazdego
a € L istnieje liczba naturalna s taka, ze a(x1)*« jest elementem catkowitym nad
K{z1]. W szczegblnosei, dla kazdego elementu o € K (x1) C L istnieje liczba natural-
na s taka, ze a(z1)*« jest elementem catkowitym nad K|x;]. Ale pierscienr K[z4] jest
pierécieniem ideatéw gtéwnych (jako pierdcien izomorficzny z pierécieniem wielomia-
néw jednej zmiennej nad ciatem), zatem jest catkowicie domkniety. Oznacza to ze
a(x1)*a = h(zy) € Klz1]. Otrzymalismy wiec paradoksalny rezultat stwierdzajacy,
ze istnieje taki wielomian a(xq) € K[z1], ze kazda funkcja wymierna o € K(x;) ma
przedstawienie

h(i[)l)

a(xy)*’
gdzie h jest wielomianem i s jest liczbg naturalng. Jest to oczywiscie niemozliwe,
gdyz na przyktad funkcja wymierna 1/(1 + a(z1)) nie ma takiego przedstawienia.
Ta sprzecznos¢ pokazuje, iz przypuszczenie ze xy jest elementem przestepnym nad
K prowadzi do sprzecznosci. O

o =

TWIERDZENIE 7.4.2. (Pierwsza wersja twierdzenia Hilberta o zerach.)

Niech k bedzie ciatem algebraicznie domknietym @ niech a bedzie dowolnym ideatem
wlasciwym pierscienia k[ X, ..., X,] (to znaczy a # (1)). Wtedy zbior algebraiczny
Z(a) C k™ idealu a jest niepusty.

Dowdéd. Niech a bedzie ideatem w k[ X1, ..., X, ] oraz a # (1). Wtedy (na podstawie
twierdzenia 2.3.5) ideal a zawiera si¢ w pewnym ideale maksymalnym m pierscie-
nia k[X1, ..., X,]. Inkluzja a € m pociaga Z(m) C Z(a) (na podstawie przyktadu
7.1.2), wystarczy wiec udowodnié, ze Z(m) jest zbiorem niepustym dla kazdego ide-
alu maksymalnego m pierscienia k[ X1, ..., X,].
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Niech wiec m bedzie idealem maksymalnym pierécienia k[X7, ..., X,]. Wtedy pier-
Scien ilorazowy L := k[X7,..., X,]/m jest cialem. Ponadto, L jest homomorficznym
obrazem pierscienia k[ X1, ..., X,| przez homomorfizm kanoniczny

K k[Xy, ..., X0 — k[Xq, .., X)) /m= L.

Wynika stad przede wszystkim, ze obraz (k) ciata k w L jest podcialem ciata L
izomorficznym z ciatem k. W dalszym ciggu dla a € k bedziemy utozsamia¢ obraz
k(a) =a+m € L z elementem a € k.

7 drugiej strony, pierscien L jest homomorficznym obrazem pierécienia wielomianow
k[X1,...,X,]. Homomorfizm kanoniczny k przeprowadza generatory X; pierscienia
k[X1,...,X,] na generatory x; pierécienia L, zatem

L=klzy,...,x,], gdzie z;=r(X;))=X;+m, i=1,... n.

Poniewaz L jest cialem, wiec na podstawie Lematu 7.4.1, L jest skonczonym rozsze-
rzeniem ciata k. Ale cialo k jest algebraicznie domkniete, zatem nie ma wlasciwych
rozszerzen skonczonych (ani algebraicznych), a wiec k = L.

Mozna wobec tego zaktadac, ze xq, ..., x, € k. Pokazemy teraz, ze kazdy wielomian
f € m zeruje sie w punkcie z = (x1, ..., x,).

Wobec z; = £(X;) mamy

f(@) = f(R(X1), - R(Xn)) = K(f(Xy, o Xn)) = f+m =m.

Zatem f(x) = 0 € L i wobec tego x = (x1,...,2,) € k™ jest wspdlnym zerem
wszystkich wielomianéw w ideale m. Oznacza to, ze Z(m) # &. O

WNIOSEK 7.4.3. Jesli a = (f1,..., [r) jest idealem pierscienia k[X,...,X,], to
Z(a) = @ wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg wielomiany hy, ..., h, € k[X1,..., X,]
takie, ze

Dowéd. Jedli spelniony jest warunek (7.11), to a jest ideatem jednostkowym i wobec
tego oczywiscie Z(a) = @ (zobacz przyklad 7.1.1). Jesli natomiast warunek (7.11)
nie jest spetniony, to a nie jest ideatem jednostkowym i na podstawie twierdzenia
7.4.2 mamy Z(a) # 2. O

Uwaga 7.4.4. Istnienie tozsamosci (7.11) jest dla wielomianéw n > 2 zmiennych
warunkiem silniejszym niz fakt, ze NWD(fy, ..., f.) = 1. Jedli bowiem zachodzi toz-
samo$¢ (7.11), to oczywiscie wielomiany f, . .., f, nie moga mie¢ wspdlnego dzielnika
nie bedacego stata, sg wiec wzglednie pierwsze. Natomiast jesli wielomiany fi, ..., f.
sa wzglednie pierwsze, to wielomiany te moga mie¢ wspolne zero i wobec tego, na
podstawie wniosku 7.4.3, nie istnieje dla nich tozsamosé (7.11). Na przyktad, wie-
lomiany f1(X,Y) = X, fo(X,Y) = Y maja wspélne zero (0,0) i sa wzglednie
pierwsze.

TWIERDZENIE 7.4.5. (Druga wersja twierdzenia Hilberta o zerach.)
Niech k bedzie ciatem algebraicznie domknietym.
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Jesli wielomian f € k[Xy, ..., X,] zeruje sie¢ w kazdym wspdlnym zerze wielomia-
now fi,..., fr € k[X1,..., X,], to istnieje liczba naturalna m > 1 oraz wielomiany
hi, ..., h. € k[Xy,...,X,] takie, Ze

™ =i+ fihy
Inaczej mowigce, jesli a = (fy,..., fr) oraz f € Z(Z(a)), to f € rada.

Dowdd. Dla wielomianu zerowego f = 0 twierdzenie jest oczywisdcie prawdziwe.
Zaktadamy wiec, ze f # 0. Rozpatrujemy pierscien wielomianéw n + 1 zmiennych
k[X1,...,Xn, Z] 1 w nim wielomiany

fi,. - frg=1—2f.

Wielomiany te nie maja wspélnego zera w k"1, gdyz kazde wspélne zero wielo-
mianéw fi,..., fr w k"1 jest takze zerem wielomianu f i wobec tego wielomian g
przyjmuje w takim punkcie wartosc 1.

Na podstawie wniosku 7.4.3 (z pierwszej wersji twierdzenia Hilberta o zerach) ist-
nieja wiec wielomiany ¢1, ..., g, h € k[Xy,..., X, Z] takie, ze

figi ++ frgr+ (1= Zf)h = 1.

Mozemy te tozsamo$é¢ wielomianowsg traktowaé takze jako tozsamo$é w ciele funkeji
wymiernych k(X7,...,X,, 7). Podstawiamy teraz wszedzie w miejsce zmiennej Z
funkcje wymierna 1/ f. W rezultacie otrzymujemy tozsamosé w ciele funkeji wymier-
nych k(Xy,...,X,) postaci

figi+ -+ frgr = 1,

gdzie funkcje wymierne 7, ..., g, maja mianowniki bedace potegami wielomianu
f.- Mnozac obydwie strony tej tozsamosci przez odpowiednio dobrang potege f™
wielomianu f otrzymamy tozsamos¢ wielomianows postaci

flh1+"'+frhr:fma

gdzie h; = g;f™ € k[Xy,..., X, O

Powyzszy dowdd sugeruje metode wyznaczania radykatu dowolnego ideatu a pier-
Scienia wielomiandéw k[X7, ..., X,].
WNIOSEK 7.4.6. Niech a bedzie idealem w k[ Xy, ..., X,]|. Wielomian f nalezy do
radykatu rad a ideatu a wtedy 1 tylko wtedy gdy

1€ (a,1-2Ff),

gdzie (a,1 — Z f) jest ideatem w k[ X1, ..., Xy, Z] generowanym przez a i wielomian
1-Zf.

Dowdd. Niech a = (fy,..., fr). Jeslil € (a,1—Zf), to w dowodzie twierdzenia 7.4.5
pokazalidmy, ze istnieje liczba naturalna m taka, ze f™ € a, a wiec f € rada. Jedli
natomiast f € rada oraz f™ € a, to z tozsamosci

= 2+ (0 =Zf)- A+ Zf 4+ 27
wynika, ze 1 € (a,1 — Zf). O
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WNIOSEK 7.4.7. (Twierdzenie Hilberta o zerach.)
Niech k bedzie cialem algebraicznie domknietym. Dla kazdego idealu a pierscienia
k[X1,...,Xn] zachodzi réwnosé

Z(Z(a)) = rada.

Dowdéd. Zgodnie z twierdzeniem 7.4.5 mamy Z(Z(a)) C rad a, natomiast przeciwng
inkluzje zauwazyliSmy juz w przyktadzie 7.4.2. O

7.5 Zastosowania twierdzenia Hilberta o zerach

Jako przyktady zastosowan twierdzenia Hilberta o zerach wyznaczymy wszystkie
ideaty maksymalne pierécienia wielomianéw k[Xi,..., X,], gdy k jest cialem alge-
braicznie domknietym, oraz wyjasnimy ostatecznie zwigzek miedzy rozmaito$ciami
algebraicznymi i ideatami pierwszymi pierécienia wielomianéw. Ponadto, przedsta-
wimy podstawowe wtasnosci tak zwanych ideatdow radykalnych. Najpierw jednak
pokazemy, ze studiowany w poprzednim rozdziale rozktad prymarny ideatéw w pier-
Scieniach noetherowskich ma wazny sens geometryczny.

7.5.1 Rozklad prymarny idealéw i rozklad zbioru algebra-
icznego na sume rozmaitosci

Niech a bedzie ideatem wlasciwym w pierscieniu wielomianéw k[X7, ..., X,] nad
ciatem algebraicznie domknietym k. Na podstawie twierdzenia 6.2.12 istnieje przed-
stawienie idealu a w postaci

a=dqi---Ndm

gdzie q; sa idealami prymarnymi z r6znym radykatami p; = rad q;. Z tego przedsta-
wienia ideatu a otrzymujemy na podstawie uwagi 7.2.2 nastepujace przedstawienie
zbioru algebraicznego Z(a):

Z(a) = Z(q)) U U Z(dm)-
Tutaj zbiory algebraiczne Z(q;) sa rozmaitosciami, gdyz stowarzyszone z nimi idealy
ZZ(q;) =radg; = p;

sg ideatami pierwszymi. Zauwazmy, ze wykorzystaliémy tutaj twierdzenie Hilberta
o zerach (i zalozenie, ze k jest cialem algebraicznie domknietym).

A wiec twierdzenie o rozktadzie prymarnym idealéw a pierdcienia k[X7, ..., X,,]
ma geometryczng interpretacje. Prowadzi ono natychmiast do rozktadu zbioru alge-
braicznego Z(a) na sume mnogosciowg rozmaitosci algebraicznych.

7.5.2 Idealy maksymalne pierScienia wielomianéw

Wyznaczenie wszystkich ideatléw maksymalnych pierécienia k[ X, ..., X,] rozpocz-
niemy od nastepujacego lematu.
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LEMAT 7.5.1. Niech [ € A[Xy,...,X,] bedzie wielomianem n zmiennych o
wspotczynnikach w pierscieniu przemiennym A.
Jesli dla pewnych ay,...,a, € A mamy f(aq,...,a,) = 0, to istniejg wielomiany

g1, 9n € AlXq, ..., X,] takie, Ze
f=&—a)g + + (X — a)gn
Dowdd. Gdy n = 1, to korzystajac z tozsamosci
X" —am=(X—-a)(X" ' +aX™ 2+ a2 X +a™ )

oraz z rownosci f(ay) = 0 otrzymamy f(X) = f(X) — f(a1) = (X — a1)g(X) dla
odpowiednio dobranego wielomianu g. Zatem lemat jest prawdziwy dla n = 1.
Zatozmy teraz, ze n > 1 i lemat jest prawdziwy dla wielomianéw n — 1 zmien-
nych nad dowolnym pierécieniem przemiennym A. Jesli f € A[Xy,...,X,] oraz
f(ay,...,a,) =0 dla pewnych a4, ...,a, € A, to rozwazamy wielomian

g = g(Xl, Ce 7Xn71> = f(Xh e ,anl,an) c A[Xl, RN ,Xn,ﬂ.

Wtedy g(ay,...,a,—1) = f(ai,...,a,) =0, a wiec na podstawie zalozenia indukcyj-
nego istnieja wielomiany g1, ...,g,-1 € A[X1,..., X,_1] takie, ze

g=(X1—a1)g + -+ (X1 — ap—1)gn-1-
Ponadto,
f - f(Xla"'7Xn)_f(Xla"'aXn—laa'n)+f(X17"'7Xn—17an)
= (Xp—a)fi( Xy, ..., X))+ Xy —a)g + -+ (Xo1 — @n-1)gn-1,

gdzie pierwszy sktadnik otrzymalismy traktujac wielomian

f(Xl, e ,Xn) — f(Xl, . ,Xn_l,an)

jako wielomian jednej zmiennej X,, nad pierscieniem wielomianéw A[X7, ..., X, 1],
ktéry w punkcie a,, € A przyjmuje wartos¢ zero. WykorzystaliSmy wiec zaréwno
sprawdzony juz rezultat dla n = 1 jak i zatozenie indukcyjne. Wielomian f ma wiec
wymagane przedstawienie. O

TWIERDZENIE 7.5.2. Niech k bedzie cialem algebraicznie domknietym i niech m be-
dzie idealem pierscienia wielomiandw k[ Xy, ..., X,|. Ideal m jest maksymalny wtedy
1 tylko wtedy, gdy istniejq ay, ..., a, € k takie, Ze

m:(Xl—al,...,Xn—an).

Dowdd. Najpierw pokazemy, ze kazdy ideal postaci m = (X7 —ay, ..., X,, —a,) jest
maksymalny. Rozwazmy odwzorowanie

o kX, Xn] =k, of) = flay,. .. a,).

¢ jest surjektywnym homomorfizmem pierscienia k[X7, ..., X,] na cialo k i wobec
tego ker ¢ jest ideatem maksymalnym w k[Xy, ..., X,,|. Pokazemy, ze ker p = m.
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Jesli f € m, to mamy oczywiscie f(aq,...,a,) = 0, zatem f € ker . Jesli natomiast
f € ker p, to na podstawie lematu 7.5.1 mamy f € m. A wiec m = ker ¢ jest ideatem
maksymalnym.

Udowodnimy teraz, ze kazdy ideal maksymalny w k[Xy,..., X,] jest generowany
przez odpowiednio dobrane wielomiany liniowe X; — ay,..., X, — a,.

Zatézmy, ze m jest idealem maksymalnym w k[Xy,..., X,]. Wtedy na podstawie
twierdzenia Hilberta o zerach (twierdzenie 7.4.2) zbiér algebraiczny Z(m) ideatu m
jest niepusty. Zatézmy, ze a = (aq,...,a,) € k" lezy w Z(m). Rozwazmy ideal

a:(Xl—al,...,Xn—an)

pierécienia k[X7, ..., X,]. Na podstawie juz udowodnionej czesci twierdzenia, a jest
ideatem maksymalnym w k[X7, ..., X,]. Udowodnimy, ze m = a. Przede wszystkim
zauwazmy, ze

Z(a) = {a} C Z(m).

Wobec tego, na podstawie wlasnosci (7.5) oraz (7.3) mamy
Z(2(a)) 2 Z(Z(m)) 2 m.

Zauwazmy, ze Z(Z(a)) jest ideatem wlasciwym w k[X7, ..., X,] gdyz w przeciwnym
razie mamy

a € Z(a) = Z(Z(2(a) = 2(1) = 2,

sprzecznos¢. Z maksymalnosci idealu m wynika wiec, ze
Z(Z(a)) = Z(Z2(m)) = m.

Z drugiej strony, Z(Z(a)) 2 a (na podstawie (7.3)), wobec tego m 2O a. Poniewaz a
jest idealem maksymalnym, wynika stad, ze m = a. O]

WNIOSEK 7.5.3. Niech k bedzie ciatem algebraicznie domknietym.

(a) Jesli m jest ideatem maksymalnym pierscienia k[ X, ..., X,], to jego zbior alge-
braiczny Z(m) jest jednopunktowy.

(b) Dla kazdego punktu a € k™ ideal I(a) jest ideatem maksymalnym pierscienia
k[ X1, ..., X,

Dowdd. Pierwsza cze$¢ wynika bezposrednio z twierdzenia 7.5.2.
Dla dowodu drugiej cze$ci wezmy a = (ay,...,a,) € k™ irozwazmy ideal

(X1 —ay,...,Xp—a,) =m

pierscienia k[X7, ..., X,]. Wiemy, Ze m jest ideatem maksymalnym. Jesli wielomian
f € m to takze f € Z(a), czyli m C Z(a). Stad wobec maksymalnosci idealu m
wynika, ze m = Z(a). Zatem Z(a) jest maksymalny. O

Uwaga 7.5.4. Jedli zbiér Z(m) jest jednopunktowy, to m nie musi byé¢ idealem
maksymalnym w k[X1, ..., X,]. Na przyklad, ideat m = (X2, X5, ..., X,,) piericie-
nia k[X71, ..., X,] ma jednopunktowy zbior algebraiczny, ale nie jest idealem mak-
symalnym w k[ X1, ..., X,].



184 ROZDZIAE 7. AFINICZNE ROZMAITOSCI ALGEBRAICZNE

TWIERDZENIE 7.5.5. Niech k bedzie ciatem algebraicznie domknietym. Przyporzqd-
kowanie

7 :Vark"™ — Speck[Xq,..., X,], V= Z(V).

jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem pomiedzy zbiorem wszystkich rozma-
itoSci algebraicznych V- C k™ 4 zbiorem wszystkich ideatow pierwszych pierscienia
E[X1,...,X5n]. W tym odwzorowaniu zbiorom jednopunktowym odpowiadajg idealy
maksymalne pierscienia k[ X1, ..., X,]. Odwzorowaniem odwrotnym do T jest

Z : Speck[X,,..., X, — Vark", p— Z(p).

Dowdd. Na podstawie przyktadu 7.1.2 dla kazdej rozmaitosci algebraicznej V- w k"
mamy Z(Z(V)) =V oraz na podstawie wniosku 7.4.7 dla kazdego ideatu pierwszego
p pierscienia k[X7, ..., X,] mamy Z(Z(p)) = radp = p. Stad wynika, ze rozpatry-
wane odwzorowania sg bijekcjami, ktérych ztozenia sa odwzorowaniami identycz-
noséciowymi. Ponadto, na podstawie wniosku 7.5.3 zbiorowi jednopunktowemu {a}
odpowiada ideal maksymalny Z(a) pierscienia k[Xq,..., X,]. H

7.5.3 Idealy radykalne

DEFINICJA 7.5.6. Ideal a piericienia A nazywa si¢ ideatem radykalnym, jesli
a =rada.

Poniewaz a C rad a dla kazdego ideatu a oraz rad(a) = (1) < a = (1) (na podsta-
wie (6.14)), wiec jest rzecza oczywista, ze kazdy ideal maksymalny a pierscienia A
jest ideatem radykalnym. Z przyktadu 6.2.6 wynika takze, ze kazdy ideal pierwszy
p pierscienia A jest idealem radykalnym. Te i inne przyktady ideatéw radykalnych
mozna otrzymac przy pomocy nastepujacej charakteryzacji ideatéw radykalnych.

LEMAT 7.5.7. Ideal a pierscienia A jest radykalny wtedy i tylko wtedy, gdy pierscien
ilorazowy A/a nie ma niezerowych elementéw nilpotentnych.

Dowéd. Niech k : A — A/a bedzie homomorfizmem kanonicznym. Wtedy
rada = k' (Nil A/a),

gdzie Nil A/a oznacza nilradykal pierscienia A/a, czyli zbior (ideal) wszystkich ele-
mentow nilpotentnych tego pierécienia. Rzeczywiscie, dla © € A mamy

r€rada <= 2" €c€a dlapewnego neN
< z+4+aeNilA/a
< ze€r(NilA/a).

Stad otrzymujemy
a=rada <= a=+x"(NilA/a) <= NilA/a=a.

Oznacza to, ze ideal a jest radykalny wtedy i tylko wtedy gdy jedynym elementem
nilpotentnym w A/a jest zero tego pierscienia a = 0 € A/a. O]
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Przyktad 7.5.1. W pierscieniu wielomianéw k[X7, ..., X, ] ideat gtéwny (f) jest
radykalny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian f w swoim rozktadzie na czynni-
ki nierozktadalne nie ma czynnikéw wielokrotnych (czyli gdy f jest wielomianem
bezkwadratowym). Jesli bowiem f jest bezkwadratowy, to potega wielomianu g na-
lezy do ideatu (f) tylko wtedy gdy ¢g € (f) i wobec tego rad(f) = (f). Z dru-
giej strony, jesli wielomian f ma w rozkladzie na czynniki nierozktadalne czyn-
nik wielokrotny, f = f{*--. ff gdzie f; sa parami rézne i nierozktadalne oraz

¢ =max{ly,....6;} > 1, to mamy (fi--- f,) € (f), podezas gdy fi--- fr & (f).
Wobec tego (f) nie jest idealem radykalnym.

Wykorzystujac twierdzenie Hilberta o zerach wyznaczymy wszystkie ideaty ra-
dykalne pierscienia wielomianéw nad ciatem algebraicznie domknietym.

TWIERDZENIE 7.5.8. Niech k bedzie ciatem algebraicznie domknietym ¢ niech a
bedzie ideatem pierscienia k[ X1, ..., X,)].

Ideat a jest radykalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zbior algebraiczny V- C k™
taki, ze a jest idealem stowarzyszonym ze zbiorem algebraicznym V :

a=Z(V).

Dowdod. Jesli a jest radykalny, to rada = a i wobec tego na podstawie twierdzenia
Hilberta o zerach (wniosek 7.4.7) mamy Z(Z(a)) = rada = a. Zatem a = Z(V),
gdzie V = Z(a).

Z drugiej strony, jesli a = Z(V), to Z(a) = Z(Z(V)) = V, skad na podstawie
twierdzenia Hilberta o zerach otrzymujemy

rada=7Z(Z(a)) =Z(V) = a.
A wiec a jest ideatem radykalnym. O

TWIERDZENIE 7.5.9. Niech k bedzie ciatem algebraicznie domknietym i niech a
bedzie ideatem radykalnym pierscienia k[ X7, ..., X,]. Wtedy ideal a ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci przekroju ideatow pierwszych pierscienia k[ X1, ..., X,)] :

a=pN---Np, gdzie p;Zp; dla #j.

Dowdd. Zbior algebraiczny Z(a) ma przedstawienie w postaci sumy parami niepo-
rownywalnych rozmaitosci V; :

Za)=VU---UV,
(zob. twierdzenie 7.3.4). Zauwazmy oczywista réwnosé
Z(Z(a)) =Z(ViU--- U V) =Z(Vi) n---NI(V,).

Tutaj kazdy ideal Z(V}) jest idealem pierwszym (zob. definicje 7.3.1). Ponadto, z
nieporéwnywalnosci rozmaitosci V; oraz wlasnosci (7.5) wynika nieporéwnywalnosé
ideatéw pierwszych Z(V;). Z twierdzenia Hilberta o zerach (wniosek 7.4.7) wiemy, ze
rada = Z(Z(a)). Wobec radykalnosci ideatu a otrzymujemy wiec rozktad

@ =I(Vi)n--NI(V).
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w ktérym czynniki Z(V;) sa nieporéwnywalnymi ideatami pierwszymi pierécienia
k[X1,...,X,]. Jednoznaczno$é tego rozktadu wynika z jednoznacznosci rozktadu
zbioru algebraicznego na sume mnogosciowa nieporéwnywalnych rozmaitosci (twier-
dzenie 7.3.4) oraz z wtasnosci (7.6).

Jesli bowiem a =p;N---Np, =q; N---Ngs sa dwoma rozkltadami z nieporéwny-
walnymi czynnikami, to wynika stad, ze

Z(Cl) :Z(pl) U"'Uz(pr) :Z(ql) U"'Uz(qs>

(zob. uwage 7.2.2) z nieporéwnywalnymi sktadnikami. Wobec tego r = s oraz po
ewentualnej zmianie numeracji ideatéw q; mamy Z(p;) = Z(q;) dla i = 1,...,r.
Stadp; =q; dlai=1,... r. m

Twierdzenie to mozna traktowac jako wersje twierdzen o rozktadzie prymarnym.
Ideal radykalny w pierscieniu noetherowskim k[X7, ..., X, ] (nad ciatem algebraicz-
nie domknietym k) ma jednoznaczny rozklad prymarny i w tym rozktadzie ideaty
prymarne sg ideatami pierwszymi. Prostota powyzszego dowodu bierze si¢ stad, ze
w twierdzeniu 7.5.9 rozpatrujemy tylko idealy radykalne, bo tylko one sa wazne z
geometrycznego punktu widzenia (jako ideaty stowarzyszone ze zbiorami algebraicz-
nymi). Natomiast twierdzenia o rozktadzie prymarnym sa bardziej skomplikowane,
bo dotycza wszystkich idealdw w dowolnym pierécieniu noetherowskim.

7.6 Cialo funkcji wymiernych na rozmaitosci

W tym rozdziale podamy kilka informacji o pierscieniach funkcji wielomianowych i
ciatach funkcji wymiernych na rozmaitosciach algebraicznych. Zaktadamy, ze k jest
cialem algebraicznie domknietym.

7.6.1 Pierscien funkcji wielomianowych na zbiorze algebra-
icznym

Niech V' C k™ bedzie zbiorem algebraicznym i niech Z(V') bedzie stowarzyszonym z
V ideatem pierécienia k[X7, ..., X,]. Pierscien ilorazowy

K[V] = k[X1,..., X.]/Z(V)

nazywa sie pierscieniem funkcji wielomianowych na zbiorze algebraicznym V. Ob-
jasnimy najpierw te nazwe. Kazdy wielomian f € k[Xy,..., X,] wyznacza funkcje
wielomianowa k" — k taka, ze a — f(a) dla a € k". Bedziemy interesowaé sie
zacieSnieniami fy, tych funkcji wielomianowych do zbioru algebraicznego V. A wiec
dla kazdego wielomianu f € k[X7, ..., X,] mamy funkcje

fv:V =k, fv(a) = f(a) dla a€V.
Zauwazmy, ze dla dwoch wielomianéw f, g € k[X1,..., X,],

fv=9v &= f+I(V)=g+Z(V) € k[V].
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Rzeczywiscie, fiy = gy oznacza, ze f(a) = g(a) dla kazdego punktu a € V' a to ozna-
cza, ze [ —g € Z(V). Zatem elementy f + Z(V') pierscienia k[V] sa we wzajemnie
jednoznacznej odpowiedniosci z funkcjami wielomianowymi fi, na zbiorze V. Identy-
fikujac elementy pierscienia k[V] z odpowiadajacymi im funkcjami wielomianowymi
otrzymujemy interpretacje k[V] jako pierécienia funkeji na zbiorze algebraicznym V.

Niech x : k[X;,...,X,] — E[V] bedzie homomorfizmem kanonicznym. Wtedy
elementy x(X;) = X; + Z(V) =: ; generuja pierscien k[V],

E[V] = k[xy, ...,z

Zatem pierscien funkcji wielomianowych na zbiorze algebraicznym V zawiera ciato k
i jest skonczenie generowany nad k. Takie pierécienie nazywamy skonczenie genero-
wanymi k—pierécieniami (pierscien zawierajacy cialo k nazywamy k—pierscieniem).
Zauwazmy, ze generatory xi, ..., T, spetniaja relacje

f(zy,...,2,) =0 dlakazdego feZ(V).

Rzeczywiscie, f(z1,...,2,) = f(X1,...,X,) + Z(V) = 0 € k[V] dla kazdego wielo-
mianu f € Z(V).

Pierscien k[V] jest noetherowski, gdyz jest homomorficznym obrazem pierdcienia
noetherowskiego k[X1,...,X,], ale nie jest na og6! pierscieniem catkowitym. Na
podstawie definicji 7.3.1 pierécien k[V] jest catkowity wtedy i tylko wtedy, gdy zbior
algebraiczny V' jest rozmaitoscig. Natomiast dla dowolnego zbioru algebraicznego
V' mozemy tylko powiedzie¢, ze k[V] nie ma niezerowych elementéw nilpotentnych,
to znaczy Nil k[V] = 0. Rzeczywiscie, k[V] := k[Xq,..., X,]/Z(V), gdzie Z(V) jest
ideatem radykalnym (na podstawie twierdzenia 7.5.8) i wobec tego Nilk[V] = 0
na podstawie lematu 7.5.7. ZnalezliSmy w ten sposob warunek konieczny na to by
k—pierécien byt pierécieniem funkcji wielomianowych pewnego zbioru algebraiczne-
go.

TWIERDZENIE 7.6.1. Niech A bedzie k—pierscieniem. Warunkiem koniecznym i do-
statecznym na to by pierscienn A byl izomorficzny z pierscieniem funkcji wielomia-
nowych na pewnym zbiorze algebraicznym w k™ jest by pierscien A byl skonczenie
generowany nad k i nie zawieral niezerowych elementow nilpotentnych.

Dowdd. Niech A = k[tq,...,t,] bedzie skoniczenie generowanym k—pierscieniem bez
niezerowych elementéw nilpotentnych. Zauwazmy najpierw, ze pierscien A jest ho-
momorficznym obrazem pierscienia wielomianéw k[Xi, ..., X,]|. Rzeczywiscie, od-
wzorowanie

]{I[Xl,...,Xn]Hk[tl,...,tn], f|—>f<t1,,tn>

jest surjektywnym homomorfizmem. Niech a bedzie jadrem tego homomorfizmu.
Wtedy mamy izomorfizm pierécieni

KX, Xl a2 Kt ... ] = A.

Pierscien k[Xi,...,X,]/a nie ma niezerowych elementéw nilpotentnych poniewaz
jest izomorficzny z pierscieniem A, ktéry nie ma niezerowych elementéw nilpo-
tentnych. Zatem na podstawie lematu 7.5.7 ideal a jest radykalny. Wobec tego
a=7Z(Z(a))i A jest pierscieniem izomorficznym z pierscieniem funkeji wielomiano-
wych na zbiorze algebraicznym Z(a). O
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Przyktad 7.6.1. Niech V' = k™. Jest to zbior algebraiczny a stowarzyszonym z nim
ideatem jest ideat zerowy: Z(k™) = (0). Zatem pierscien funkcji wielomianowych na
przestrzeni k™,

k"] = K[X, ..., Xa]/(0) = k[X1,..., X,]

jest pierscieniem wielomianéw k[X7, ..., X,].
Drugim skrajnie prostym przypadkiem jest zbior pusty: V = @. Tutaj Z(V) = (1)
oraz

ko] = k[X1,...,X,]/(1) =0

jest pierscieniem zerowym.

Trzecim prostym przypadkiem jest jednoelementowy zbiér algebraiczny V = {a}.
Wtedy Z(V) = (X; — ay, ..., X,, — ay) jest ideatem maksymalnym w k[X7, ..., X,]
(zob. wniosek 7.5.3) oraz

k{{a}] = kX1, Xl /(X1 = ar,. ., Xy — an) 2 k.

Przyklad 7.6.2. Niech V bedzie hiperpowierzchnig w przestrzeni k". Zatem V =
Z(h), gdzie (h) jest idealem gléwnym generowanym przez pewien wielomian h €
k[X1, ..., X,]. Napodstawie twierdzenia Hilberta o zerach mamy Z(V') = Z(Z(h)) =
rad(h). Z przykladu 7.5.1 wiemy, ze ideal (h) jest radykalny wtedy i tylko wtedy,
gdy wielomian h jest bezkwadratowy. Wtedy pierécien funkcji wielomianowych na
V ma postaé

KV] = K[X1, ... X,)/Z(V) = k[X1, ... X.]/(h).

Poniewaz k[ X1, ..., X,] jest pierécieniem z jednoznacznym rozktadem, tatwo spraw-
dzié, ze k[V] jest pierscieniem catkowitym wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian h
jest nierozktadalny w k[X1,..., X,]. A wiec hiperpowierzchnia V' = Z(h) jest roz-
maitoscia (czyli nierozktadalna hiperpowierzchnia) wtedy i tylko wtedy gdy wielo-
mian h jest nierozktadalny w k[ X1, ..., X,]. Ponadto, pierscien funkcji wielomiano-
wych na hiperpowierzchni V' jest skonficzenie generowanym k—pierécieniem, k[V] =
klxy,..., 2z, przy czym generatory xy,...,z, spetniaja relacje h(xy,...,z,) =0.

Przyktad 7.6.3. Niech H bedzie hiperptaszczyznag w przestrzeni k. A wiec H =
Z(h), gdzie h = a1 Xy + - -+ + a, X,, — b € k[ X3, ..., X,,] jest wielomianem liniowym,
a; # 0 dla co najmniej jednego i. Wtedy Z(H) = ZZ(h) = (h) oraz

K[H] = k[X1,..., X,)/T(H) = k[X1,..., X,])/(@ X1+ + an X, — b).

Pokazemy, ze
kE[H] =2 k[Xq,..., X, 1]

Wiemy, ze k[H]| = k[z1,...,x,], gdzie ayzq + - - - + a2z, —b = 0. Zmieniajac ewentu-
alnie numeracje zmiennych w pierscieniu wielomianéw mozemy zatozy¢, ze a, # 0.
Faktycznie mozemy zaltozy¢, ze a,, = 1, gdyz wielomiany h i a,,'h opisuja te sama
hiperptaszczyzne H. Wobec tego mamy

Tp=b—a1T1 — " — Ap_1Tp_1
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skad wynika, ze k[H| = k[xy,...,z,_1] jest k—pierscieniem generowanym przez ele-
menty x1,...,T, 1. Pokazemy, ze sa one algebraicznie niezalezne. Rzeczywiscie, jesli
g(x1,...,xp_1) = 0 € k[H]| dla pewnego wielomianu g € k[X1,..., X,_1], to

I(H) = Ok[H} = g([L’l, . ,an_l) = g(Xl +I(H), e 7Xn—1 +I(H))
= g(Xl, Ce 7Xn—1) +I(H),

i wobec tego g € Z(H) = (h), to znaczy h dzieli g w pierScieniu k[X7,..., X,].
Jest to jednak niemozliwe, gdyz zmienna X, wystepuje w h ze wspotczynnikiem
niezerowym, natomiast X, w ogole nie wystepuje w zadnym jednomianie wielomia-
nu g. Zatem x1,...,r,_1 sa algebraicznie niezalezne nad k i wobec tego pierscien
klxy,..., 2, 1] jest izomorficzny z pierdcieniem wielomianéw k[ Xy, ..., X, 1].

Jak wynika z twierdzenia 7.6.1 pierScienie wielomianéw sg dos$¢ szczegdlnymi
przyktadami pierscieni funkcji wielomianowych. Nastepujacy przyktad pokazuje, ze
pierscienie funkcji wielomianowych na krzywych stozkowych nie sg juz pierscieniami
wielomiandw.

Przyktad 7.6.4. Niech V bedzie hiperbola na plaszczyznie zespolonej C? zadang
wielomianem XY — 1 € C[X,Y]. Poniewaz wielomian XY — 1 jest nierozktadalny
w C[X, Y], mamy

ClV]=C[X,Y]/(XY —1).

Udowodnimy, ze C[V] jest pierscieniem izomorficznym z podpierscieniem C[X, %]
ciala funkeji wymiernych C(X). Oznacza to, ze pierécien C[V] nie jest izomorficzny
z piericieniem wielomianéw nad C, gdyz w C[X, | element X przestepny nad C
jest odwracalny, co nie ma miejsca w zadnym pierscieniu wielomianéw. Rozpatrzmy

homomorfizm pierscieni

o CIX,Y] = CIX, ], olf) = (X, 5.

Zauwazmy, ze ¢(X) = X oraz ¢(Y) = +, skad wynika, ze ¢ jest epimorfizmem.
Pokazemy, ze ker p = (XY — 1). Wobec (XY — 1) = 0 mamy oczywiscie inkluzje
(XY — 1) C keryp. Zaltézmy wiec, ze g € kergp, to znaczy g(X,+) = 0. Wtedy
g(a,b) = 0 dla kazdego punktu (a,b) € V = Z(XY —1). Rzeczywiscie, jesli ab—1 =
0, to b = 1 i wobec tego g(a, b) = g(a, +) = 0. Wielomian g zeruje si¢ wigc w kazdym
wspolnym zerze ideatu (XY — 1) i wobec tego na podstawie twierdzenia Hilberta o
zerach mamy

g™ € (XY — 1)

dla pewnej liczby naturalnej m. Poniewaz jednak XY — 1 jest wielomianem nieroz-
ktadalnym, wynika stad, ze g € (XY —1). Dowodzi to, ze ker p = (XY —1). Z twier-
dzenia o homomorfizmach pierscieni wynika teraz, ze C[X,Y]/(XY —1) = C[X, +].
Wykorzystujac ten rezultat mozna tatwo uzyska¢ opis pierscienia funkcji wielomia-
nowych na okregu U = Z(X2+Y? —1) C C2 Najpierw rozpatrzmy homomorfizmy
pierécieni

1

1
Z(T_ Z))a
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b :C[T, Z] — C[X,Y], fr— f(X+iY,X —iY).

Zauwazamy, ze ztozenia tych homomorfizmoéw sg identycznosciami i wobec tego oby-
dwa homomorfizmy sg izomorfizmami pierscieni.
Poniewaz X2+ Y? = (X +4Y)(X — 1Y), wiec (TZ — 1) = X? + Y2 — 1 i wobec
tego

ClT,Z]/(TZ —-1) = C[X,Y]/(X>+Y?-1).

A wigc pierdcienie funkcji wielomianowych na hiperboli Z(TZ — 1) C C? oraz na
okregu Z(X? 4+ Y? — 1) C C? sg izomorficzne. Doktadniej,

1 1

Z(X?2+Y? -1 ~C[T, =] = C[X +1Y,
CZ(X* +Y? ~ )] = C[T, 7] = CIX +iY, 5

].

7.6.2 Kategoria afinicznych zbioréw algebraicznych

Obiektami tej kategorii beda afiniczne zbiory algebraiczne nad ustalonym cialem &
natomiast morfizmy V; — V5 okreslimy przy pomocy funkcji wielomianowych na
zbiorze algebraicznym V;. Niech V; C k™ oraz V5 C k™ beda zbiorami algebraiczny-
mi. Dla kazdego uktadu m funkcji wielomianowych (fi, ..., f,,) na zbiorze V; mamy
odwzorowanie

(flw--?fm):‘/l _)km7 (aly--';an) '_)(fl(ala-~~aan)v"'vfm(alw-';an))'

Jesli obraz tego odwzorowania zawiera sie w zbiorze algebraicznym V5 C k™, to uktad
f = (f1,-.., fm) nazywamy morfizmem f : Vi — V5 zbioru Vi w zbiér V5. Latwo
zauwazy¢, ze odwzorowanie identycznosciowe 1y na zbiorze algebraicznym V' jest
morfizmem (wystarczy przyjaé jako f; funkcje wielomianowe okreslone nastepujaco:
filz1,...,x,) =x;dlai =1,...,n). Latwo tez sprawdzi¢, ze sktadanie morfizméw
jest taczne. W zwiazku z tym klasa wszystkich zbioréw algebraicznych nad ciatem &
(we wszystkich przestrzeniach afinicznych k™) wraz z okreslonymi wyzej morfizmami
tworzy kategorie afinicznych zbioréw algebraicznych nad k, ktora oznaczamy S(k).

Zauwazmy, ze kazdemu zbiorowi algebraicznemu V' C k™ przyporzadkowalismy
k—pierscienr funkcji wielomianowych k[V]. Pokazemy teraz, ze kazdemu morfizmowi
f Vi — Vo mozna w sposob naturalny przyporzadkowa¢ homomorfizm k—pierscieni
funkeji wielomianowych k[V,] — Ek[Vi]. Rzeczywiscie, jedli f : Vi — V5 jest morfi-
zmem pomiedzy zbiorami algebraicznymi V; i V5, to dla dowolnej funkcji wielomiano-
wej @ € k[V3] ztozenie po f jest funkcja wielomianowa na Vi, to znaczy po f € k[Vi].
Ponadto, odwzorowanie

fokVol = kAL fH(p) = o f

jest homomorfizmem k—pierscieni. W ten sposob okresla sie funktor kontrawariantny
F' z kategorii S(k) zbior6w algebraicznych nad k w kategorie skonczenie generowa-
nych k—pierscieni, ktéry na obiektach i morfizmach kategorii S(k) dziala nastepu-
jaco:

FV)=klV],  F(f:Vi—=V) = f"



7.6. CIALO FUNKCJI WYMIERNYCH NA ROZMAITOSCI 191

7.6.3 Zbiory algebraiczne okreslone nad podcialem

Zaktadamy, ze k jest cialem algebraicznie domknietym i K jest podciatem ciata k.

Jesli V' jest zbiorem algebraicznym w k", to méwimy, ze zbior V' jest okreslony
nad ciatem K jesli ideal Z(V') C k[X1,..., X,] ma zbi6r generator6w w pierscieniu
K[Xy,...,X,]. Dla zaznaczenia, ze zbiér algebraiczny V C k™ jest okreslony nad
ciatem K piszemy V = V/K.

Dla zbioru algebraicznego V' = V/K okres§lonego nad K rozpatrujemy ideal Z(V/K)
pierdcienia K[X7,..., X, ]:

L(V/K)={g € K[X1,...,X,] 1 g(a) =0 VaeV}=T(V)NK[X, . X,

Pierscien ilorazowy

K[V]:=K[X1,...,X.]/T(V/K)

nazywa sie pierscieniem funkcji wielomianowych nad ciatem K na zbiorze algebra-
icznym V' = V/K okreslonym nad K. Tak wiec dla zbioru algebraicznego V' C k"
i dla kazdego podciata K ciata k, nad ktérym jest okreslony zbiér algebraiczny V/,
mamy odrebny pierscien funkcji wielomianowych K[V] nad K na V = V/K.
Zauwazmy, ze pierécien K[V] mozna traktowaé jako podpierécien k[V]. Rzeczywiscie,
mamy homomorfizm pierscieni

K[Xy,..., X, = k[Xq,..., X0/ Z(V), f— f+Z(V),

ktérego jadrem jest Z(V)NK|[Xq,. .., X,] = Z(V/K). Wobec tego mamy indukowany
injektywny homomorfizm pierécieni

K[V =K[Xy,...,X,]/Z(V/K) — k[Xy,..., X,]/Z(V) = k[V],

ktéry jest podstawg do utozsamienia pierscienia K[V] z jego obrazem w k[V].
Elementy pierécienia K[V] mozna takze interpretowaé jako funkcje na zbiorze V' o
wartosciach w ciele k. Sa to funkcje wielomianowe fy, wyznaczone przez wielomiany

feK[Xi,... Xl

Przyktad 7.6.5. Niech k£ = C bedzie ciatem liczb zespolonych. Rozpatrzmy f =
X? +Y? € C[X,Y] oraz zbiér algebraiczny V = Z(f) C C% Wtedy na podstawie
przyktadu 7.6.2 mamy Z(V') = (f)

Rozpatrzmy pierscien funkeji wielomianowych C[V] = C[X,Y]/Z(V) = C[X,Y]/(f).
Poniewaz f = (X +1iY)(X — 1Y) jest rozkladalny w pierscieniu C[X, Y], wigc pier-
Scien C[V] nie jest pierscieniem catkowitym. Natomiast dla kazdego podciata K ciata
R liczb rzeczywistych wielomian f jest nierozktadalny w pierscieniu K[X, Y] i wo-
bec tego K[V] = K[X,Y]/Z(V/K) jest pierécieniem calkowitym. Zatem injektywny
homomorfizm K[V] — C[V] nie jest surjektywny i pierscien funkcji wielomianowych
na zbiorze algebraicznym V' C C? jest istotnie wickszy niz jego podpierécienn K[V]
funkeji wielomianowych nad K na zbiorze V' = V/K okreslonym nad K.

Warto zauwazy¢, ze jesli elementy pierscienia K[V] traktujemy jako funkcje na V' o
wartosciach w C, to konkluzja K[V] & C[V] jest oczywista. Pierscien K[V] sktada
sie bowiem z funkcji wielomianowych wielomianéw o wspotezynnikach w K podczas
gdy pierécien C[V] sklada sie z funkcji wielomianowych wszystkich wielomianéw o
wspotezynnikach zespolonych.
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7.6.4 Punkty K—wymierne

Zbiorem punktéw K —wymiernych zbioru algebraicznego V' C k™ nazywamy pod-
zbiér V(K) zbioru V ztozony z punktéow o wspoétrzednych w ciele K:

V(K)={(a1,...,a,) € K": flar,...,a,) =0 VY feI(V)} =VNK"

W szczegolnosci V (k) = V.

Przyktad 7.6.6. Niech K = R bedzie ciatem liczb rzeczywistych oraz k = C ciatem
liczb zespolonych. Niech V = Z(f), gdzie f = X? +Y? € C[X,Y]. Wtedy ideal (f)
rozklada sie na iloczyn dwéch ideatéw gtéwnych, (f) = (X + 1Y) (X —iY) i wobec
tego na podstawie (7.8) mamy

V=Z(f)= Z(X +iY) U Z(X —iY).

Zbior algebraiczny V' jest wiec suma mnogosciowa dwoch prostych na ptaszcezyznie
C2. Natomiast zbior punktéw R—wymiernych V (R) jest zbiorem jednoelementowym:

V(R) =V NR*>={(0,0)}.

7.6.5 Cialo funkcji wymiernych na rozmaitos$ci

Niech teraz V' C k™ bedzie rozmaitoscia algebraiczna. Wtedy pierscien k[V] funkcji
wielomianowych na V' jest pierscieniem catkowitym i wobec tego ma ciato utam-
kéw, ktoére oznaczamy k(V'). Ciato k(V') nazywa sie cialem funkcji wymiernych na
rozmaitoéci V. Zauwazmy, ze jesli x : k[Xy,..., X,] — k[V] jest homomorfizmem
kanonicznym oraz x; = k(X;) = X; + Z(V), to

K(V) = k(z1, ..., a0).

Ciato funkcji wymiernych na rozmaitosci V' C k™ jest wiec skonczenie generowanym
rozszerzeniem ciata k.

Przyktad 7.6.7. Rozpatrzmy zbiér jednopunktowy V = {(ay,...,a,)} C k™
Wtedy na podstawie lematu 7.5.1 mamy Z(V) = (X, — ay,..., X,y — a,) a wiec
E[V] =k[X1,..., X,]/Z(V) = k jest cialem. Zatem k(V') = k dla kazdej jednopunk-

towej rozmaitosci V.

Przyktad 7.6.8. Jesli V = k" to Z(V') = 0 jest ideatem pierwszym, zatem k" jest
rozmaito$cia algebraiczna. Ciatem funkcji wymiernych na k" jest wiec ciato utamkéw
pierdcienia k[k"] = k[X1,...,X,]/0 = k[Xq,..., X,], czyli k(k") = k(X4,...,X,)
jest ciatem funkcji wymiernych n zmiennych nad ciatem k.

Podobnie jak w przypadku pierécienia k[V], choé¢ z pewnymi zastrzezeniami,
takze elementy ciata k(V') traktujemy jako funkcje na V' o wartosciach w k. Niech
a € k(V). Zatem a = wr Jest ilorazem dwoch funkcji wielomianowych w; i wy na
rozmaitos$ci V', przy czym ws nie jest funkcja zerowg na V. Takie przedstawienie ele-
mentu « ciata k(V') oczywiscie nie jest jednoznaczne i ta niejednoznacznosé odgrywa
istotna role w probie traktowania a jako funkcji na V.
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Niech bowiem a = (ay,...,a,) bedzie punktem rozmaitosci V. Jesli wq(a) = 0,

to wykorzystujac przedstawienie o = “+ nie mozemy mowi¢ o wartosci funkcji wy-
. . . . w2 , . . .

miernej o w punkcie a. Moze sie natomiast zdarzy¢, ze funkcja wymierna o ma inne

przedstawienie w postaci ilorazu dwoch funkcji wielomianowych, o = Z—;, w ktorym

us(a) # 0. Wtedy element ul((af)( ciata k nazywamy wartoscig funkcji wymiernej av w
n

us(a
punkcie a rozmaitosci V' a funkcje o nazywamy okreslong w punkcie a. Ta definicja
warto$ci funkcji wymiernej w punkcie nie zalezy od sposobu przedstawienia funkcji
wymiernej « jako ilorazu dwoch funkeji wielomianowych. Rzeczywiscie, jesli

Uy U1

a=—=—, w,v €Kk[V], wusa)#0,vs(a)#0,

U2 U2
to mamy rownosé wujve = ugvy w pierscieniu k[V], skad u(a)va(a) = ug(a)vi(a) i
wobec tego
us(a) _ vi(a)
uz(a)  va(a)

A wigc jesli funkcja wymierna o ma przedstawienie av = 1t gdzie w(a) # 0, to war-

tos¢ funkeji o w punkcie a € V' jest dobrze okreslona. Moze sie natomiast zdarzy¢,
ze w kazdym przedstawieniu o = o jako ilorazu dwoch funkeji wielomianowych
mamy ws(a) = 0. Wtedy funkcja o nie jest okreslona w punkcie a rozmaitosci V.
Tak wiec funkcja a jest na ogoét okreslona tylko na pewnym podzbiorze rozmaitosci
V. Tym niemniej, przyjeto nazywaé kazdy element o € k(V') funkcja wymierna na
rozmaitosci V.

Zauwazmy, ze zbior punktéow rozmaitosci V', na ktéorych dana funkcja wymierna «
jest okreslona, jest niepusty. Przypusémy bowiem, ze dla pewnego ustalonego przed-
stawienia funkcji wymiernej @ w postaci ilorazu funkcji wielomianowych a = %
dla wszystkich punktéw a € V mamy ws(a) = 0. Funkcja wielomianowa wy € k[V]
zeruje sie wiec na rozmaitosci V', jest zatem elementem zerowym pierscienia funk-
cji wielomianowych: ws = 0 € k[V]. W takim razie ws nie moze wystepowaé jako
mianownik funkcji wymiernej w zadnym przedstawieniu funkcji wymiernej o jako
utamka. Sprzecznosc.

Przyktad 7.6.9. Rozpatrzmy ciato funkcji wymiernych na okregu nad ciatem liczb
zespolonych:

V=Z(X*+Y*-1)cC?® C(V)=C(r,y), gdzie z°+y° =1

Wezmy funkcje wymierng o = 1;—3’ € C(z,y). Pokazemy, ze funkcja « jest okreslona
w punkcie a = (0,1). Wprawdzie w danym przedstawieniu funkcji o mianownik
zeruje sie w punkcie a, jednakze funkcja wymierna « ma inne przedstawienie jako
iloraz funkcji wielomianowych, w ktéorym mianownik nie zeruje sie w punkcie a.
Mamy bowiem
l—y =z

r 14y

o =

i wobec tego a(a) = 0. Oczywiscie funkcja « jest takze okreslona w kazdym punkcie
okregu, ktorego pierwsza wspotrzedna jest niezerowa liczba zespolong. Pokazemy
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natomiast, ze funkcja o nie jest okreslona w punkcie b = (0, —1). Rzeczywiscie,
wezmy dowolne przedstawienie funkcji @ w postaci ilorazu funkcji wielomianowych

Wtedy mamy réwnosé funkeji wielomianowych (1 —y) - v(z,y) = = - u(x,y) i wobec
tego podstawiajac x = 0 oraz y = —1 otrzymujemy v(0, —1) = 0. Tak wiec w kazdym
przedstawieniu funkcji o w postaci ilorazu funkcji wielomianowych mianownik zeruje
sie w punkcie b = (0, —1).

7.6.6 Wymiar rozmaitosci

Ciato funkcji wymiernych k(V) = k(x1,...,z,) na rozmaitosci V jest skonczenie
generowanym rozszerzeniem ciata k. Poniewaz k jest cialem algebraicznie domknie-
tym, kazdy element k(V') algebraiczny nad k nalezy do k. Zatem jesli k(V') # k, to
cialo k(V') jest przestepnym rozszerzeniem ciala k. Zauwazmy, ze jesli V' # k™, to
uktad z1, ..., x, elementéw generujacych k(V') jest algebraicznie zalezny nad k. Jesli
bowiem V' = Z(p), gdzie p jest niezerowym ideatem pierwszym w k[ X1, ..., X,,| oraz
K k[Xy, .o, X = KX, XG]/p = E[V] jest homomorfizmem kanonicznym, to
dla kazdego niezerowego wielomianu f € p mamy

f@r,.z) =6(f) = f+p=p=0€k[V]

Maksymalng liczbe algebraicznie niezaleznych elementéw w zbiorze {z1, ..., z,} na-
zywa si¢ stopniem przestepnym ciata k(V') = k(zq,...,x,). Mozna udowodnié¢, ze
liczba ta nie zalezy od wyboru generatoréw xy, ..., x, ciata k(V') (zob. J. Browkin,
Teoria cial, PWN Warszawa, 1977, rozdz. I1I).

Wymiarem dim V' rozmaitosci V' C k™ nazywamy stopien przestepny ciata k(V)
funkcji wymiernych na V.

Przyklad 7.6.10. Rozmaito$¢ jednopunktowa V = {a} C k"™ ma cialo funkcji
wymiernych (V') = k i wobec tego ma wymiar zero.

Przyktad 7.6.11. Nierozktadalna hiperpowierzchnia V' = Z(f) ¢ k" ma wymiar

n — 1.
W szczegblnosci, nierozktadalna krzywa C' ¢ k% ma wymiar 1.
Niech bowiem k(V') = k(zy,...,x,) bedzie cialem utamkéw pierscienia funkcji

wielomianowych k[V] = k[X1,..., X,]/(f) na V, gdzie wielomian f jest nierozkta-
dalny w k[Xy, ..., X,]. Wtedy elementy xy,...,z, sa algebraicznie zalezne nad k i
wobec tego dim V' < n.

Dla dowodu, ze dimV > n — 1 zauwazmy najpierw ze wielomian f, wyznacza-
jacy hiperpowierzchnie V', nie jest stata w k, gdyz jako wielomian nierozktadalny
jest niezerowym elementem nieodwracalnym w k[ X1, ..., X,,]. Zatem w f wystepuje
przynajmniej jedna zmienna sposrod Xy, ..., X, powiedzmy, ze jest to X,.

Jesli dimV < n — 1, to kazdy uktad n — 1 elementéw sposrod xq, ..., x, jest
algebraicznie zalezny nad k. W szczeg6lnosci elementy x4, ..., 2z, 1 sa algebraicznie
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zalezne nad k, wobec tego dla pewnego niezerowego wielomianu g € k[ X1, ..., X,_1]
mamy ¢(x1,...,T,—1) = 0. Zatem dla homomorfizmu kanonicznego

K R[X L Xl — KX Xl /() = K[V]

mamy x(g) = g(x1,...,2,1) = 0, skad wynika, ze g € kerk = (f). Jest to jednak
niemozliwe, gdyz wielomian g nie zawiera zmiennej X,, i wobec tego nie moze dzieli¢
si¢ przez wielomian f, w ktorym X,, wystepuje. Pokazaliémy wiec, ze dimV < n
oraz dimV >n — 1. Stad dimV =n — 1.

Przyktad 7.6.12. Przestrzen k" jest rozmaitoscia i ma ciato funkcji wymiernych
E(E") = k(Xy,...,X,).
Zatem jako rozmaitos¢ algebraiczna przestrzen k™ ma wymiar n.

Pojecie wymiaru rozmaito$ci ma oczywiscie takze interpretacje geometryczna.
Kazda rozmaitosé¢ V' zawiera podrozmaitos¢ jednopunktows i mozna na ogdét zbudo-
wacé ostro wznoszacy tancuch

VocWVic---CV,,=V

podrozmaitosci V; rozmaitosci V. Liczbe m nazwijmy diugo$cig tancucha. Mozna
udowodni¢, ze maksymalna dtugosé¢ ostro wznoszacego tancucha podrozmaitosci roz-
maitosci V' jest rowna wymiarowi dim V' rozmaitosci V.

Zauwazmy, ze podrozmaitosciom rozmaitosci V' odpowiadaja idealy pierwsze
pierécienia k[V] funkcji wielomianowych na V. Rzeczywiscie, jesli U C V jest pod-
rozmaitoscia V', to Z(U) D Z(V') i wobec tego homomorfizm kanoniczny

K k[Xy, .., X, — K[V

przeprowadza ideal pierwszy Z(U) pierscienia k[ X1, ..., X,] na ideal pierwszy pier-
Scienia k[V].

Zatem dim V' mozna takze interpretowaé jako maksymalna dtugosé ostro opada-
jacych tancuchéw ideatéow pierwszych

PoOP1 D Dpn=0

w pierécieniu k[V]. A wigc w terminologii rozdziatu 6.3, dim V' = dim k[V], to znaczy,
wymiar rozmaitosci jest rowny wymiarowi Krulla pierécienia funkcji wielomianowych
na rozmaitosci V.
W szcezegdlnosci, jesli C' jest nierozktadalng krzywa, to dim k[C] = 1.

Pojecie wymiaru mozna tez wprowadzi¢ dla dowolnego zbioru algebraicznego
A C k™. Na podstawie twierdzenia 7.3.4 zbior algebraiczny A jest sumag mnogos$ciows
rozmaitosci, A =V, U--- UV, i wobec jednoznacznosci tego przedstawienia mozemy
okresli¢

dim A = max{dim V3, ...,dimV,}.
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7.6.7 Nieosobliwos¢é rozmaitosci

Dla uproszczenia rozpatrujemy tylko nierozktadalna hiperpowierzchnie V.= Z(f) &

k™. Punkt a = (aq,...,a,) € V nazywamy nieosobliwym jesli przynajmniej jedna
pochodna czgstkowa wielomianu f nie zeruje sie w punkcie a:
of
a) # 0
ox, (7

dla pewnego © < n. W punkcie nieosobliwym a € V mamy wiec hiperptaszczyzne
styczng do V' zadang réwnaniem

Hiperpowierzchnia V' nazywa sie gltadka jesli kazdy punkt tej hiperpowierzchni jest
nieosobliwy (lub réwnowaznie, jesli w kazdym punkcie istnieje hiperplaszczyzna
styczna). Mozna udowodnié, ze jesli nierozktadalna hiperpowierzchnia V' jest gladka,
to pierécien funkcji wielomianowych k[V] jest catkowicie domkniety. W przypadku
krzywych mozna nawet udowodnié¢, ze krzywa nierozktadalna C' jest gtadka wtedy i
tylko wtedy gdy jej pierscien funkcji wielomianowych k[C] jest catkowicie domkniety
(zob. I. R. Shafarevich, Basic Algebraic Geometry I, Springer Verlag 1994, str. 127).

Tak wiec dla krzywej nierozktadalnej C' pierscien funkeji wielomianowych k[C]
jest pierscieniem caltkowitym i ma nastepujace wtasnosci: jest noetherowski, catko-
wicie domkniety oraz dim k[C] = 1.

Pierscien funkcji wielomianowych k[C] na nierozkladalnej krzywej C' jest wiec pier-
scieniem Dedekinda.

7.7 Zadania

1. Niech A C K™ oraz B C K™ bedg zbiorami algebraicznymi. Udowodnié, ze
produkt kartezjanski A x B C K™ jest takze zbiorem algebraicznym.

2. Dla dowolnych zbioréw algebraicznych Aq, ..., A, udowodnié, ze

i=1
3. Udowodni¢, ze kazdy podzbiér domkniety w topologii Zariskiego przestrzeni C"
jest domkniety w naturalnej topologii tej przestrzeni.

4. Niech f,g € K[X,Y] gdzie K jest cialem algebraicznie domknietym. Udowod-
ni¢, ze krzywe algebraiczne wyznaczone przez wielomiany f i g sa réwne (tzn.
Z(f) = Z(g)) wtedy i tylko wtedy gdy istnieja liczby naturalne n,m takie, ze
flgs, glfm

Zauwazy¢, ze warunek ten jest rownowazny temu, ze f i g maja te same czynniki
nierozktadalne nad K.

5. Niech f € K[X,Y] gdzie K jest cialem algebraicznie domknietym i niech f =
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it fo bedzie kanonicznym rozkladem wielomianu f na czynniki nierozktadalne
nad ciatem K. Udowodni¢, ze
(a) Z(f) = Z(f1)U---U Z(f,) jest rozkltadem zbioru algebraicznego Z(f) na sume
mnogosciows rozmaitosci.

(b) Z(Z() = (fr--- fr)-

6. Udowodni¢, ze kazdy wtasciwy ideal radykalny jest przekrojem zawierajacych go
ideatéw pierwszych.

Wskazowka. Jedli a jest ideatem radykalnym oraz a € a, to zbiér multyplikatywny
S = {1,a,a? ...} jest rozlaczny z ideatem a. Rozpatrzy¢ ideal maksymalny w ro-
dzinie idealéw zawierajacych a i roztacznych ze zbiorem S.

7. Niech Spec A bedzie zbiorem wszystkich idealéw pierwszych pierscienia przemien-
nego A. Dla kazdego ideatu a <9 A definiujemy V'(a) = {p € SpecA:p D a}.
Udowodnié, ze dla ideatéw a,b <t A mamy

V() UV(b)=V(anb)=V(a-b),

oraz dla kazdej rodziny {ui 11 € T} ideatow pierécienia A mamy

N V(e) =V w).

€T i€T
Wywnioskowaé stad, ze na spektrum Spec A istnieje topologia, w ktorej zbiorami

domknietymi sa zbiory V' (a) dla a<t A (topologia Zariskiego na spektrum pierwszym
pierécienia A).

8. Udowodnié, ze Spec A jest zwarta przestrzenia topologiczna (z kazdego pokrycia
Spec A zbiorami otwartymi mozna wybraé¢ podpokrycie skonczone).

9. Udowodnié¢, ze jesli Spec A jest suma dwoch roztacznych zbioréw domknietych,
to istnieje element idempotentny e € A rézny od 01 1.

Wskazéwka. Jesli SpecA = V(a) U V(b) i V(a)NV(b) = 0, to a+ b = A oraz
a-b C Nil A.



198 ROZDZIAE 7. AFINICZNE ROZMAITOSCI ALGEBRAICZNE



Rozdzial 8

Algebra endomorfizméw

Ostatnie zmiany 30.04.2009 r.

Gtéownym problemem algebry liniowej jest zrozumienie dzialania endomorfizméow
przestrzeni wektorowych. W tym rozdziale zajmujemy si¢ najpierw algebraicznymi
wlasnosciami zbioru wszystkich endomorfizmoéw ustalonej przestrzeni wektorowej a
nastepnie rozpoczynamy analize wlasnosci endomorfizméw uwzgledniajacg sposob
dziatania endomorfizmu na przestrzeni wektorowej. Twierdzenia o postaciach kano-
nicznych macierzy endomorfizméw udowodnimy w nastepnych rozdziatach. Zaktada-
my znajomo$¢ podstawowych pojeé i faktow z kursowego wyktadu algebry liniowej
(takich jak liniowa niezaleznosé wektoréw, baza, wymiar przestrzeni, homomorfi-

zmy).

8.1 K —algebry: definicje i przyktady

Niech K bedzie dowolnym cialem i niech V' bedzie przestrzenia wektorowg nad K.
Endomorfizmem przestrzeni V' nazywamy kazdy homomorfizm (przeksztalcenie li-
niowe) 7 przestrzeni V' w siebie. A wigc

7:V =V, 7(au+bv) =ar(u)+br(v) dla wszystkich a,b€ K, u,v e V.

Wyrézmimy endomorfizm zerowy Oy : V. — V taki, ze Oy (u) = 0 dla kazdego u € V,
oraz endomorfizm toisamoSciowy 1y : V. — V taki, ze 1y(u) = u dla kazdego
ueV.

Zbior wszystkich endomorfizméw przestrzeni wektorowej V' oznaczamy End V' lub
Endg V, jesli chcemy zaznaczy¢, ze V' jest przestrzenia wektorowa nad cialem K.
Dla dowolnych o, 7 € End V' okreslamy sume o + 7 oraz iloczyn o - 7 endomorfizméw
w sposob nastepujacy:

o+17: V=V, (0c+7)(u)=0c(u)+7(u),

o-7: V=V, (0-7)(u)=o0o(r(u))

dla kazdego u € V. Latwo sprawdzi¢, ze suma i iloczyn dwoch endomorfizméw prze-
strzeni V' sa endomorfizmami V.

W ten sposéb w zbiorze End V' wprowadziliémy dziatania dodawania i mnozenia en-
domorfizméw. Rutynowe rachunki pokazuja, ze Endgx V' z dodawaniem i mnozeniem
endomorfizméw jako dziataniami jest pierscieniem.

199
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Kazdy endomorfizm przestrzeni wektorowej V' jest takze endomorfizmem addytyw-
nej grupy VT = (V, +) przestrzeni V. Z przyktadu 2.1.5 wiemy, ze zbiér End V"
jest pierscieniem ze wzgledu na dodawanie i mnozenie (sktadanie) endomorfizméw.
Zatem pierscien End V' jest podpierscieniem pierscienia End V',

W pierscieniu End V' wprowadzamy jeszcze jedna operacje, zwang mnozeniem endo-
morfizméw przez skalary. Dla a € K oraz 7 € End V' okre$lamy odwzorowanie

ar:V =V, (ar)(u) =ar(u) dla uweV.
Latwo sprawdzi¢, ze ar € End V' oraz

alc+71) = ac+ar
(a+b)T = ar+br
(ab)r = a(br)

1 = 7
dla dowolnych a,b € K, o,7 € End V. Widzimy wiec, ze dziatanie zewnetrzne
K xEndV — EndV, (a,7)— ar

ma wszystkie wtasnosci wymagane od mnozenia wektoréw przez skalary w prze-
strzeni wektorowej. Zatem Endx V' (z dodawaniem endomorfizméw i mnozeniem
endomorfizméw przez skalary) jest przestrzenia wektorowa nad cialem K.

Nalezy jeszcze zauwazy¢, ze mnozenie endomorfizméw w Endg V' oraz mnozenie en-
domorfizméw przez skalary sa zwiazane nastepujaca wtasnoscia:

a(c-T)=ac-T=0-ar

dla dowolnych 0,7 € Endg V oraz a € K. W ten sposob pierscienn Endx V' mozemy
traktowaé jako K —algebre.

DEerINICJA 8.1.1. Niech E bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem K. Méwimy,
ze E jest K-algebra (albo algebra nad cialem K) jedli w E jest okreslone dziatanie
binarne zwane mnozeniem lub mnozeniem wewnetrznym w £ i spelnione sa naste-
pujace warunki:

(a) E jest pierscieniem ze wzgledu na dodawanie wektoréw i mnozenie wewnetrzne.
(b) Mnozenie wewnetrzne w E i mnozenie wektor6w przez skalary spelniaja naste-
pujacy warunek:

a(s-t)=as-t=s-at dla wszystkich a € K, s,t € E.

Wymiarem dimg E algebry F nazywamy wymiar dimg E przestrzeni wektorowej
nad cialem K. Jesli mnozenie wewnetrzne w E jest przemienne, to E nazywamy
K —algebra przemienna.

Element zerowy algebry E oznaczamy Og lub 0, podobnie jedynke algebry E
oznaczamy lg lub 1. W algebrze endomorfizméw Endg V' zamiast Ognqy oraz lgngy
piszemy Oy i 1y.
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Jesli E jest K—algebra i H C FE jest podprzestrzenig wektorows przestrzeni F i
réwnoczesnie H jest podpierscieniem piercienia E, to H takze spelnia warunki (a)
i (b) definicji 8.1.1 i wobec tego H jest takze K —algebra. Nazywamy ja podalgebrq
algebry E.

Uwaga 8.1.2. Nastepujaca analiza definicji K —algebry objasnia role warunku (b)
w definicji 8.1.1. Fakt, ze przestrzen wektorowa E jest pierécieniem sprowadza sie
do spelnienia trzech warunkow:

(a1) istnieje element 1p € E taki, ze 1gp -t =1t - 1g =t dla wszystkich ¢t € E.

(ag) mnozenie wewnetrzne w F jest dziataniem tacznym,

(a3) mnozenie wewnetrzne w E jest rozdzielne wzgledem dodawania w E.

Niech 3 : E x F — FE bedzie mnozeniem wewnetrznym w K —algebrze E, to znaczy
B(s,t) = st dla s,t € E. Wtedy (a3) i (b) mozna zapisaé nastepujaco:

Blr+s,t) = B(r,t)+ B(s,t),
Blr,s+1t) = B(r,s)+B(rt),
aB(s,t) = pBlas,t) = B(s,at)

dla wszystkich r,s,t € E oraz a € K. Warunki te stwierdzaja, ze 3 jest operacja
addytywna (warunek (ag)) i jednorodna (warunek (b)) ze wzgledu na kazda zmienna.
Zatem (3 jest odwzorowaniem dwuliniowym przestrzeni wektorowej ' w F.
Tak wiec K-algebra E jest przestrzenig wektorowa nad cialem K, w ktorej jest
okreslone dwuliniowe mnozenie wewnetrzne spelniajace warunki (a;) i (ag).

Przypomnimy teraz standardowe przyktady K —algebr.

Przyktad 8.1.1. Przede wszystkim Endg V' jest K —algebra. Dalej, niech M, (K)
bedzie zbiorem wszystkich n x n macierzy (macierzy o n kolumnach i n wierszach)
o elementach z ciata K. Jak juz zauwazyliémy w przyktadzie 2.1.4, M, (K) jest pier-
Scieniem ze wzgledu na dodawanie i mnozenie macierzy. Ponadto, M, (K) jest prze-
strzenig wektorowa nad ciatem K z dodawaniem macierzy i dziataniem zewnetrznym
okreslonym nastepujaco:

a-la;] = laa;;] dla a€ K.

Mnozenie macierzy jest taczne i dwuliniowe a jedynka mnozenia jest macierz jednost-
kowa I € M, (K) spetiajaca I - M = M - I = M dla kazdej macierzy M € M, (K).
A wiec M, (K) jest K-algebra. Zauwazmy, ze zbiér macierzy

{Mi; € Mo(K) :1<i,j <n}

gdzie M;; jest macierzg, ktora w i—tym wierszu i j—tej kolumnie ma 1 a na pozo-
stalych miejscach zera, jest baza algebry M, (K). Nazywamy ja bazg standardowg
algebry M, (K). Zaréwno liniowa niezaleznos¢ macierzy M;; jak i fakt, ze rozpinaja
one przestrzen M, (K) wynika z tozsamosci [a;;] = X2, ; a;jM;;. Zatem

dimg M, (K) = n?.
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Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy nastepujaca tabelke mnozenia macierzy M;;:

My M’“—{o ody j £k

W szczegblnosci mamy wiec Mis - Moy = My # Moy = Moy - Mo, skad wynika, ze
dla n > 1 algebra M, (K) jest nieprzemienna.

(8.1)

Zauwazmy jeszcze, ze definicje dziatan w algebrze macierzy M, (K) jak réwniez
dowody odpowiednich wtasnosci tych dzialan nie wykorzystuja faktu, ze mnozenie w
K jest przemienne. Wykorzystuje sie jedynie fakt, ze K jest K-algebra. Wobec tego,
jesli A jest dowolng K —algebra, to te same definicje dziatan na macierzach okreslaja
strukture K —algebry na zbiorze M, (A) wszystkich n x n macierzy o elementach w
K-algebrze A. Latwo stwierdzi¢, ze dimg M, (A) = n? dimg A.

Przyktad 8.1.2. Innym typowym przykladem K —algebry jest pierscien K[X] wie-
lomianéw jednej zmiennej o wspotezynnikach w ciele K. Takze pierscien K[ Xy, ..., X,,]
wielomianéw wielu zmiennych o wspotezynnikach w ciele K jest K —algebra. Cia-
to funkcji wymiernych K(Xji,...,X,) jest rowniez K—algebra. Sa to przyklady
K —algebr nieskonczenie wymiarowych.

Rozpatrywany w rozdziale poprzednim pierscienn k[V] funkcji wielomianowych na
zbiorze algebraicznym V' C k™ jest k—algebra. Nazywa sie ja takze algebrg afinicz-
ng zbioru algebraicznego V. Jesli V' jest rozmaitoscia algebraiczna, to ciato funkcji
wymiernych k(1) na rozmaitosci V' jest k—algebra.

DEFINICJA 8.1.3. Niech E i F beda K-algebrami. Homomorfizmem K —algebry E
w K —algebre F' nazywamy odwzorowanie h : I/ — F' spetniajace warunki

h(as) = ah(s), h(s+1t)=h(s)+ h(t), h(s-t)="h(s)-h(t), h(lg)=1p

dla wszystkich a € K, s,t € E. Izomorfizmem K-algebr nazywamy bijektywny
homomorfizm K-algebr.

A wiec homomorfizm algebr jest rownocze$nie homomorfizmem przestrzeni wek-
torowych i homomorfizmem pierscieni. Przypomnijmy przyktad izomorfizmu K —algebr
znany z kursu algebry liniowej.

Przyktad 8.1.3. Niech V' bedzie n-wymiarowa przestrzenig wektorowa nad ciatem
K. Wtedy mamy nastepujacy izomorfizm K-algebr:

Endg V 2 M, (K).

Okazuje sie, ze z kazda baza B przestrzeni wektorowej V' zwigzany jest pewien izo-
morfizm algebr Endg V' i M, (K). Jesli bowiem B jest baza V', to kazdemu endo-
morfizmowi 7 przestrzeni V przyporzadkowujemy macierz m(7) endomorfizmu 7
wzgledem bazy B. Przypomnijmy, ze jesli B = {vy,...,v,} jest baza przestrzeni
wektorowej V', to kazdy wektor 7(v;) przedstawiamy jako kombinacje liniows wek-
toréw bazy B :

T(Uj) = Zbijvi,
=1
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gdzie b;; sa jednoznacznie okre$lonymi elementami ciata K.

Macierz m(7,B) := [b;;] € M,(K) nazywa si¢ macierzq endomorfizmu T w bazie
B. Jesli baza B jest ustalona to macierz m(r, B) oznaczamy takze m(7). Latwo
stwierdzi¢, ze przyporzadkowanie T — m(7) jest bijekcja Endy V na M, (K).
Ponadto, dla dowolnych o,7 € Endg V' oraz dowolnego a € K mamy

m(oc+7,8B) = m(o,B)+ m(r,B),
m(at,B) = am(r,B).

Jesli bowiem . .
o(v;) =Y aivi,  T(v;) =D bijv;
=1 =1

to

n

(0 +7)(v;) = Z(aij + by )vi,

=1

oraz
n

aT(Uj) = Z abl-jvi

i=1
co oznacza, ze m(o + 7, B) = m(o, B) + m(7, B) oraz m(at, B) = am(T, B).
Dalej, dla dowolnych o, 7 € Endg V mamy takze

n n

(0-7)(v;) = o(r(vy)) = a(il bijvi) = isza(vi) = ;sz 2 it
= kzi:(zn: akibij)vky

i=1

skad wynika, ze element c;; macierzy endomorfizmu o - 7 w bazie B ma postac

n
Crj = D aribij.
k=1

Jest to wiec element k—tego wiersza i j—tej kolumny iloczynu macierzy [a;;] - [b;;].
Bijektywne odwzorowanie

Endx V — M, (K), 7+ m(7)
ma wiec nastepujace wlasnosci
m(ac) =am(c), m(c+7)=m(o)+m(r), m(c-7)=m(c) -m(r), m(ly)=1

dla wszystkich a € K, 0,7 € Endg V, jest wiec izomorfizmem K-algebr. Izomorficzne
algebry maja oczywiscie réowne wymiary, zatem wobec dimg M, (K) = n? mamy

dimgV =n<oo = dimEndgV =n’
Jak juz wiemy, zbiér macierzy {M;; € M,(K) : 1 < i,j < n}, gdzie M;; jest

macierza, ktora w i—tym wierszu i j—tej kolumnie ma 1 a na pozostalych miej-
scach zera, jest baza algebry M, (K). Wobec tego przeciwobraz tej bazy poprzez
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izomorfizm m : Endg V' — M, (K) jest baza algebry Endg V. Opiszemy ja nieco
doktadniej. Niech B = {vy,...,v,} bedzie baza przestrzeni V. Dla kazdej pary liczb
naturalnych 7, j niewigkszych od n obieramy endomorfizm 7;; przestrzeni V' taki, ze
m(7;;, B) = M;;. Wtedy 7;;(v;) = v;, natomiast dla k& # j kolumna o numerze k
macierzy M;; jest zerowa, zatem 7,;(v;) = 0. Mozemy wiec krétko opisa¢ dziatanie
endomorfizmu 7;; na wektorach bazowych w sposéb nastepujacy:

Tij(Uk) = 5jkvi, k= 1, o, N,

gdzie d;i, jest deltq Kroneckera, 6, =1 gdy j =k oraz d;; =0 gdy j # k.

Baze {7;; : 1 < 4,j < n} nazywamy bazq standardowq algebry endomorfizméw
Endg V wyznaczong przez baze B przestrzeni V. Zatem izomorfizm m przeprowadza
baze standardowa algebry Endg V' na baze standardowsg algebry M, (K).

Okazuje sie, ze algebry endomorfizmoéw przestrzeni wektorowych odgrywaja w
teorii algebr taka role jak grupy symetryczne w teorii grup. Wynika to z nastepuja-
cego faktu.

TWIERDZENIE 8.1.4. Kazda K—algebra jest izomorficzna z podalgebrg algebry en-
domorfizmow Endg V' pewnej przestrzeni wektorowej V' nad ciatem K.

Dowdd. Niech E bedzie K—algebra. Wtedy E jest przestrzenia wektorowa nad cia-
tem K i wobec tego mozemy rozpatrywaé algebre endomorfizméw Endi E tej prze-
strzeni wektorowej. Pokazemy, ze algebra E jest izomorficzna z podalgebra algebry
endomorfizméw Endg E przestrzeni wektorowej E.

Dla kazdego s € E rozpatrujemy odwzorowanie 75 : E — E okreslone nastepujaco:
7s(v) = sv dla kazdego v € E. Tutaj sv jest iloczynem elementow algebry E. Latwo
sprawdza sie, ze 7, jest endomorfizmem przestrzeni wektorowej E. Dla u,v € E
mamy bowiem na podstawie rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania w E

Ts(u+v) = s(u+v) = su+ sv = 15(u) + 75(v),
oraz dla a € K, v € F mamy
Ts(av) = s(av) = a(sv) = at4(v).
Okredlamy teraz odwzorowanie
p: E—EndE, ¢(s)=rs.
Rutynowe rachunki pokazuja, ze ¢ jest homomorfizmem K —algebr, to znaczy,
plas +bt) = ap(s) +bp(t), (s t) =p(s)-o(t), ¢(1)=1p

dla kazdych a,b € K, s,t € E. Jadrem tego homomorfizmu jest zbior tych s € E
dla ktérych ¢(s) = 74 jest endomorfizmem zerowym Op. A wiec s € ker ¢ pociaga,
ze sv = 0 dla kazdego v € E. W szczegdlnosci wiec s = s- 1 = 0, skad wynika, ze
ker p = {0}. Zatem ¢ jest réznowartosciowym homomorfizmem i wobec tego jest
izomorfizmem algebry E na podalgebre ¢(F) algebry Endg E. O



8.2. ALGEBRY Z DZIELENIEM I ALGEBRY PROSTE 205

8.2 Algebry z dzieleniem i algebry proste

Algebry z dzieleniem i algebry proste sg w klasie pierscieni nieprzemiennych odpo-
wiednikami ciat. Jedna z mozliwych charakteryzacji ciat w klasie pierscieni przemien-
nych polega na wyodrebnieniu pierscieni, w ktorych kazdy rézny od zera element jest
odwracalny. Przeniesienie tej charakteryzacji do klasy wszystkich pierécieni (nieko-
niecznie przemiennych) prowadzi do nastepujacej definicji.

DEerINICJA 8.2.1. K —algebra E nazywa si¢ algebra z dzieleniem, jesli kazdy rézny
od zera element algebry E jest odwracalny w F.

Najprostszymi przyktadami algebr z dzieleniem sa rozszerzenia ciat: jesli K jest
podciatem ciata F, to E jest przemienng K —algebra i oczywiscie jest to algebra
z dzieleniem. W ten spos6b nad cialem R liczb rzeczywistych otrzymujemy dwie
przemienne R—algebry z dzieleniem: R i C. Okazuje sie, ze nad R nie ma juz innych
przemiennych skoniczenie wymiarowych algebr z dzieleniem. Kazda taka algebra jest
cialem i jest skonczonym rozszerzeniem ciata R, a wiec jest to jedynie R lub C. Mozna
tez udowodni¢, ze nad R nie istnieje 3—wymiarowa algebra z dzieleniem. Natomiast
nad R istnieje 4—wymiarowa algebra z dzieleniem H zwana algebrg kwaternionow
Hamiltona.

Konstrukcje algebry H mozna opisa¢ nastepujaco. W dowolnej 4—wymiarowe;j
przestrzeni wektorowej nad R obieramy jakakolwiek baze i jej elementy oznaczamy
1,4, 7, k. Definiujac wewnetrzne mnozenie w H zaktadamy, ze bedzie ono rozdziel-
ne wzgledem dodawania i wobec tego wystarczy jedynie wskazaé¢ reguty mnozenia
elementow bazowych. Kluczowe sa nastepujace definicje:

1=1y, *=-1, j°=—-1, i-j=k=—j-i. (8.2)
Jesli, na przyktad, chcemy znalezé¢ k - j, to mozemy postepowac nastepujaco:
kej=(i-g)-j=i-j=i-(~1) =i,
W ten sposéb uzywajac tylko (8.2) sprawdzamy, ze
jok=i=—k-j, k-i=j=—i-k, k*=-1.

Poniewaz zaktadamy rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania, potrafimy teraz
jednoznacznie obliczy¢ iloczyn dowolnych dwoch kwaternionéw (xol 4+ x4 + o5 +
x3k)(yol + y1i + y2J + ysk). W ten sposéb 4—wymiarowa przestrzen wektorowa H
staje si¢ algebrag nad ciatem R liczb rzeczywistych.

Istnieje tez bardziej geometryczne podejscie do definicji algebry kwaternionow
Hamiltona. W 4—wymiarowej przestrzeni

H=R1® Ri @ Rj & RE,

ktorej wektory nazywamy kwaternionami, wyrézniamy dwie podprzestrzenie, 1-wy-
miarowg podprzestrzen R1 kwaternionéw skalarnych oraz 3-wymiarows podprze-
strzen

H, := Ri ® Rj ® Rk
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kwaternionow czystych. Zauwazmy, ze H = R1 ¢ H, zatem kazdy kwaternion ma
jednoznaczne przedstawienie w postaci sumy kwaternionu skalarnego i kwaternionu
czystego. Mnozenie kwaternionéw definiujemy w dwoch krokach. Dla kwaternionéw
p = zol + po, ¢ = Yol + qo, gdzie xo,y0 € R i pp, qo sa kwaternionami czystymi,
pierwsza reguta jest nastepujaca:

p-q= (ol +po) - (yol + q0) = zoyol + xoqo + YoPo + Po - qo, (8.3)

gdzie iloczyn pg - qo kwaternionéw czystych bedzie okreslony druga reguta mnozenia.
Dla wprowadzenia drugiej reguty traktujemy przestrzen Hy kwaternionéw czystych
jako przestrzen euklidesowg ze standardowym iloczynem skalarnym

(Po, qo) = T1Y1 + T2y + T3Y3

dla po = 217 + 225 + 23k, qo = y1t + y2J + ysk € Hy. W przestrzeni euklidesowej Hj
mamy takze okreslony iloczyn wektorowy

ik
[P0, @o] :==det| x1 x2 x5 | = (ways — x3y2)i + (T3y1 — 21Yy3)] + (T1y2 — T2yn)k
Y Y2 Y3

z pozyteczng interpretacja geometryczna (wektor [po, qo] jest prostopadty do obydwu
wektoréw pg i qo oraz jego dlugos$é jest réwna polu rownolegltoboku rozpietego na
Do, Qo). Przy tym jest rzecza istotna, ze iloczyn wektorowy [ , | : Hy x Hy — Hy
jest odwzorowaniem dwuliniowym. Wykorzystamy teraz iloczyn skalarny i iloczyn
wektorowy po i qo by zdefiniowaé iloczyn czystych kwaternionéw:

Po - qo := —(Po, 90)1 + [po, 9o (8.4)

Wykorzystujac reguty (8.3) i (8.4), okreslamy zatem iloczyn dowolnych kwaternio-
néw p,q € H. Jest rzecza oczywista, ze tak okreslone mnozenie jest dwuliniowe.
Mniej trywialnym ¢wiczeniem jest sprawdzenie tacznosci mnozenia, ktore pomija-
my. Natomiast tatwo stwierdzi¢, ze 1 jest jedynka algebry H. Rzeczywiscie,

1-q=(11+0) (Yol +q) =yl +q =q

zgodnie z (8.3) i (8.4), i podobnie ¢ -1 = ¢q. W ten sposéb skonstruowalismy 4-
wymiarowa algebre kwaternionéw Hamiltona. Latwo sprawdzi¢, ze ta konstrukcja
daje doktadnie t¢ samg algebra, ktora opisaliSmy wczesniej przy pomocy regut mno-
zenia (8.2). Rzeczywiscie,

i-j=—(,)NL+[i,j]=1[i,j] =k oraz j-i=—(5,i)1+[j,i] =[j,i] = —k,

i2 = —(i,i)1 + [i,i] = =11 = —1 oraz j>= —(j,5)1 +[j,j] = —11 = —1.
Niech teraz p = x9l + pg € H, gdzie pg = x1t + 27 + x3k € Hy. Kwaternion

D = zol — py nazywa si¢ kwaternionem sprzezonym z p, natomiast iloczyn p - p
nazywa sie normg kwaternionu p i oznacza N(p). Zatem
N(p)=p-p = a1+ z(—po) + Topo — Py = 751 — pj

= 251+ (po, po)1 — [po, po] = 231+ (po, po)l

= (22 + 2% + 23+ 23)1.
Wykorzystujac te formule dla normy kwaternionu udowodnimy teraz z tatwoscig
nastepujacy fakt.
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STWIERDZENIE 8.2.2. R—algebra kwaternionow H jest algebrg z dzieleniem.

Dowdéd. Niech p € H bedzie niezerowym kwaternionem. Wtedy jego norma p -p =
x1 jest niezerowym kwaternionem skalarnym, a wiec x jest rézng od zera liczba
rzeczywista (suma kwadratéw wspéhrzednych kwaternionu p). Wobec tego

p- 1,71? = 17
co dowodzi, ze p jest odwracalny (oraz p~t = x7!p). ]

Role algebry kwaternionéw Hamiltona podkreéla udowodnione w roku 1877 twier-
dzenie G. Frobeniusa méwiace, ze nad ciatem R liczb rzeczywistych jedynymi skon-
czenie wymiarowymi algebrami z dzieleniem sa (z dokladnoscia do izomorfizmu)
R, C oraz H.

Przystepujemy teraz do wprowadzenia algebr prostych. Jak wiemy, ciata mozna
scharakteryzowaé¢ wsrod pierscieni przemiennych nie tylko poprzez odwracalnosé
wszystkich elementow niezerowych. Pierécien przemienny K jest ciatem wtedy i
tylko wtedy, gdy ma tylko dwa ideaty: ideat zerowy 0 = 0K oraz ideat jednostkowy
K = 1K. Wykorzystamy te charakteryzacje ciat dla wprowadzenia klasy algebr
prostych.

DEFINICJA 8.2.3. Algebre E nad cialem K nazywamy prostg K-algebra, jesli ideal
zerowy (0 oraz cata algebra E sa jedynymi ideatami algebry E.

Przyktad 8.2.1. Jedli ciato K jest podcialem ciata E, to E jest prosta K-algebra.
Natomiast K-algebra K[X] nie jest prosta, gdyz wszystkie idealy gtéwne pierscienia
K[X] generowane przez wielomiany stopni dodatnich sa rézne od 0 i K[X].

Kazda algebra z dzieleniem jest prosta. Niech bowiem a bedzie niezerowym ideatem
algebry z dzieleniem E. Niech s € ai s # 0. Wtedy s jest elementem odwracalnym
w F, zatem istnieje element t € F taki, ze st = 1. Wtedy 1 = st € a, skad
wynika, ze £ = a. Tak wigc kazdy niezerowy ideal algebry z dzieleniem FE jest
rowny catej algebrze E. Zatem E jest prosta K —algebra. W szczegoélnosci wiec,
algebra H kwaternionow Hamiltona jest R—algebrag prosta.

8.3 Centralnosé i prostota algebry endomorfizmoéw

Centrum K —algebry E nazywamy centrum pierscienia F,
Z(E) = {s € E: st =ts dla wszystkich t € E}

Centrum pierscienia E jest podpierécieniem pierscienia E i jest takze podprzestrze-
nig przestrzeni wektorowej E. Rzeczywiscie, jesli s € Z(F) oraz a € K, to dla
kazdego t € E mamy

as-t=ua(s-t)=a(t-s)=t-as,

zatem as € Z(E). Centrum Z(F) jest wiec podalgebra algebry E. W szczegdlnosci,
poniewaz jedynka 1z nalezy do centrum, zatem takze zbiér Klg := {alg :a € K}
skalarnych krotnosci jedynki algebry E zawiera si¢ w centrum algebry E':

Klp C Z(E). (8.5)
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DEFINICJA 8.3.1. K-algebra F nazywa sie algebra centralng, jesli K1p = Z(F).

Mozna wiec powiedzie¢, ze nieprzemienna centralna K-algebra E jest w wysokim
stopniu nieprzemienna. Jedynymi elementami centralnymi takiej algebry sa elementy
skalarne.

TWIERDZENIE 8.3.2. Algebra endomorfizméw Endg V' dowolnej przestrzeni wekto-
rowej nad dowolnym ciatem K jest centralng K—algebrg.

Dowdéd. Jelidimg V = 1,toEndg V = M(K) = K, zatem Z(Endg V) = Endg V =
K1y. Mozemy wiec zatozy¢, ze dim V' > 1. Przy tym zatozeniu udowodnimy rowno-
waznosé trzech nastepujacych warunkow:

(a) 0 € Z(Endg V).

(b) o zachowuje wszystkie proste w przestrzeni V' (to znaczy o(Kv) = Kv dla kaz-
dego v € V).

(C) o€ Klv

(a) = (b). Przypusémy, ze endomorfizm o przestrzeni V nalezy do centrum Endg V'
ale nie zachowuje wszystkich prostych przestrzeni V.

Dla pewnych wektoréow v, w € V mamy wiec o(v) = w ¢ Kv. Wtedy v i w sa liniowo
niezalezne, istnieje wiec endomorfizm p taki, ze p(v) = v oraz p(w) € Kw. Zatem

w,  po(v) = pw) ¢ Kw,

)
)
—
<
S~—
I
)
—~
<
N~—
I

skad wynika, ze op # po i wobec tego ¢ nie nalezy do centrum Endg V', sprzecznosé.

(b) = (c) Zalézmy, ze o zachowuje wszystkie proste w przestrzeni V. Niech wu,v
beda liniowo niezaleznymi wektorami przestrzeni V' oraz o(u) = au, o(v) = bv dla
pewnych a,b € K. Wtedy istnieje takze ¢ € K takie, ze o(u+v) = ¢(u +v). Wobec
tego mamy

cut+cv=c(u+v)=o(u)+ov) =au+ bu.

Wobec liniowej niezaleznosci wektorow u, v otrzymujemy stad a = ¢ = b. Z drugiej
strony, jesli niezerowe wektory u, v sa liniowo zalezne, to v = xu dla pewnego x € K
i wobec tego o(v) = zo(u) = axu = av. Zatem dla kazdego wektora v € V mamy
o(v) = av co oznacza, ze 0 = aly € Kly.

(¢) = (a) zauwazyliSmy juz w (8.5). O

Uwaga 8.3.3. Latwo stwierdzi¢, ze jesli h : E — F jest izomorfizmem K-algebr,
to h(Z(E)) = Z(F). W szczegblnosci wiec, jesli E jest centralng K-algebra, to
Z(F) = h(Klg) = Kh(1g) = Kl1p, to znaczy, F jest takze centralng K-algebra. Z
faktu, ze algebra endomorfizméw n—wymiarowej przestrzeni wektorowej jest izomor-
ficzna z algebra macierzy M, (K) wynika, ze algebra macierzy M, (K) jest centralng
K —algebra.

TWIERDZENIE 8.3.4. Niech V' bedzie skonczenie wymiarowg przestrzeniqg wektorowg
nad ciatem K. Wtedy algebra endomorfizmow Endg V' jest prostqg K—algebrg.
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Dowdd. Niech n = dimg V iniech B = {vy,...,v,} bedzie dowolng baza przestrzeni
V. Niech {7;; : 1 < 4,j < n} bedzie bazq standardowgq algebry endomorfizméw
Endx V wyznaczona przez baze B. Zatem

Tii(vg) = 0upvi, k=1,...,n.

Z (8.1) otrzymujemy nastepujaca tabele mnozenia dla tej bazy:

_ Til gdy j:k7

Zauwazmy, ze endomorfizm tozsamosciowy 1y, ma nastepujace jednoznaczne przed-
stawienie jako kombinacja liniowa endomorfizméw bazy standardowe;j:

1\/ = T11 —|— s+ Trnn- (87)

Niech teraz 7 € Endg V' bedzie dowolnym endomorfizmem i niech
T = Z QijTijs
i,J

gdzie a;; € K sa wspohrzednymi endomorfizmu 7 w bazie standardowej algebry
Endx V. Wykorzystujac (8.6) otrzymujemy nastepujace tozsamosci:

Tig =T Tjj = aijTij. (88)

Przypusémy teraz, ze algebra Endx V' ma niezerowy ideat a i niech endomorfizm 7
bedzie niezerowym elementem a. Wtedy 7 ma przynajmniej jedna niezerowa wspot-
rzedng a;; # 0. Poniewaz a jest idealem i 7 € a, wigc takze 7;; - 7 - 7j; € a, zatem
wobec (8.8) mamy a;;7;; € a. Wiemy takze, ze a jest podprzestrzenia przestrzeni
wektorowej A, zatem

1

CLZ-]- C QT = Tij € a.

Pokazalismy wiec, ze jesli 7 € a oraz wspdlrzedna o numerze (i, j) endomorfizmu 7
jest niezerowym skalarem, to 7;; € a. Poniewaz a jest idealem, mamy takze

Tki * Tij * Tjk ca

dla wszystkich k£ = 1,...,n. Z drugiej strony, wykorzystujac dwukrotnie tozsamosé
(8.6) otrzymujemy
Tki * Tig * Tjk = Tkk-

Zatem T, € adla k=1,...,n, i wobec (8.7) mamy
ly=m+-+7m€a

Stad wynika, ze kazdy endomorfizm 7 nalezy do a, gdyz 7 = 7- 1y € a. A wiec kazdy
niezerowy ideat algebry endomorfizméow Endg V' jest rowny calej algebrze Endg V.
Wobec tego Endg V' jest prostg K —algebra. O

Algebry, ktore sg rownoczesnie centralne i proste nazywaja sie centralnymi prostymi
K —algebrami.
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WNIOSEK 8.3.5. Algebra endomorfizmow Endg V' skoriczenie wymiarowej przestrze-
ni wektorowej V- nad ciatem K jest centralng prostq K—algebrg.
Kazda algebra macierzy M, (K) jest centralng prostqg K—algebrg.

Mozna udowodni¢, ze kazda skonczenie wymiarowa centralna prosta K —algebra F
jest izomorficzna z algebra macierzy M, (D), gdzie D jest odpowiednio dobrana
centralng K —algebrg z dzieleniem. Liczba n jest wyznaczona jednoznacznie, na-
tomiast algebra D jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscig do izomorfizmu
K —algebr. Jest to stynne twierdzenie J. H. M. Wedderburna z 1908 roku (zob. np.
O. T. O’Meara, Introduction to Quadratic Forms, Springer-Verlag, 1971, str. 125—
127).

8.4 Wielomian minimalny endomorfizmu

Wprawdzie interesuja nas przede wszystkim wielomiany minimalne endomorfizméw
przestrzeni wektorowych, ale bez zadnego dodatkowego wysitku mozna wprowadzic¢
pojecie wielomianu minimalnego elementu dowolnej K —algebry. Niech wiec E be-
dzie dowolng K —algebra. Rozpatrzmy homomorfizm K —algebry K[X] wielomian6w
jednej zmiennej w algebre E'| oparty na operacji podstawiania ustalonego elementu
t € E' w miejsce zmiennej wielomianu (zob. przyktad 3.1.4, w ktérym rozpatrywali-
smy przypadek gdy E = Endg V jest algebrag endomorfizmow przestrzeni wektorowe;j
V). Niech wiec
f=a+uX+-+a, X"

bedzie wielomianem o wspoétczynnikach z ciata K i niech t € E bedzie dowolnym
elementem algebry E. Wtedy okreslamy

f@) :=aplpg +ait+ -+ a,t™.

Stad wynika, ze dla dowolnego wielomianu f € K[X] oraz t € E mamy f(t) € E.
Zauwazamy teraz, ze przy ustalonym ¢t € F, odwzorowanie

oo K[IX]— B, @lf) = f(t)

jest homomorfizmem K —algebr. Dla dowolnych wielomianéw f,¢g € K[X] mamy
bowiem

(f +9)@&) = f(t) +9(t), (f9)(t) = f(t)-g(t),
oraz dla jedynki 1 algebry K[X] mamy ¢, (1) = 1g.
Ponadto, ¢(af) = (af)(t) = af(t) = ap(t) dla kazdego a € K.
Wazna konsekwencja tego, ze ¢; jest homomorfizmem pierécieni jest nastepujacy
fakt.

STWIERDZENIE 8.4.1. Dla kazdego elementu t € E i dla dowolnych wielomianow
f,g € K[X] elementy f(t) i g(t) algebry E sq przemienne:

f(@t)-g(t) =g(t) - f(t).

W szczegdlnosci wiec dla dowolnych wielomiandw f,g € K[X] i dla dowolnego en-
domorfizmu T przestrzeni wektorowej V- endomorfizmy f(7) i g(T) sa przemienne.
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Dowdd. Mamy bowiem f(t) - g(t) = vi(fg) = wi(9f) = g(t) - f (1) O

Pokazemy teraz, ze homomorfizm ¢, : K[X] — FE nie jest na ogét monomorfi-
zZmem.

TWIERDZENIE 8.4.2. Jesli E jest n—wymiarowq algebrg nad ciatem K, to kazdy
element t € E jest zerem pewnego niezerowego wielomianu stopnia < n o wspol-
czynnikach z ciata K.

Dowod. W przestrzeni wektorowej E kazdy uktad n + 1 elementow jest liniowo za-
lezny. Dla kazdego elementu ¢ € FE istnieja wiec skalary ag,aq,...,a, € K, nie
wszystkie réwne zero, takie, ze

a01E+a1t+---—|—ant” = OE

Oznacza to, ze dla wielomianu g = a9+ a; X + -+ a, X" € K[X]| mamy g # 0 oraz

WNIOSEK 8.4.3. Jesli V' jest n—wymiarowq przestrzeniq wektorowg nad ciatem K,
to kazdy endomorfizm T przestrzeni V' jest zerem pewnego niezerowego wielomianu
stopnia < n? o wspélczynnikach z ciata K.

Dowéd. Jedli dimg V = n, to dimEndg V = n?. O

Mozna pokazaé, ze kazdy endomorfizm 7 przestrzeni n—wymiarowej jest zerem
pewnego wielomianu stopnia < n. Wynika to z klasycznego twierdzenia Cayleya-
Hamiltona, ale w rozdziale 10 podamy inny dowod oparty na twierdzeniu o struk-
turze K[X]|—modutu V, (zob. twierdzenie 10.1.11).

WNIOSEK 8.4.4. Dla kazdego elementut skornczenie wymiarowej K—algebry E jgdro
homomorfizmu ¢, : K[ X| — E jest niezerowym idealem w pierscieniu wielomianéw
K[X].

Wiemy, ze w pierscieniu wielomianéw K[ X| kazdy ideal jest gtéwny. W szczegdlnoscei
ker ¢, = (p) jest idealem gtéwnym generowanym przez pewien wielomian p € K[X].
Prowadzi to do nastepujacej definicji wielomianu minimalnego elementu t € F.

DEFINICJA 8.4.5. Niech t bedzie elementem skonczenie wymiarowej K —algebry E.
Wielomianem minimalnym p, elementu ¢ nazywamy unormowany generator p;
ideatu ker ¢, pierscienia K[X].

A wige py € K[X] jest wielomianem minimalnym elementu ¢ wtedy i tylko wtedy,
gdy p; jest wielomianem unormowanym (to znaczy, najwyzszy wspotczynnik wielo-
mianu p; jest réwny 1) oraz ker ¢; = (p;). Warunki te sa rbwnowazne temu, ze p; jest
wielomianem unormowanym, p;(t) = Og oraz p; dzieli kazdy wielomian f € K[X]
taki, ze f(t) = Og.

W szczegdlnoscei, kazdy endomorfizm 7 skonczenie wymiarowej przestrzeni wek-
torowej V nad cialem K ma swo6j wielomian minimalny p, € K[X], a takze kazda
macierz A € M,(K) ma swéj wielomian minimalny ps € K[X].



212 ROZDZIALE 8. ALGEBRA ENDOMORFIZMOW

Przyktad 8.4.1. Wielomianem minimalnym endomorfizmu zerowego Oy jest wie-
lomian py, = X € K[X], natomiast wielomianem minimalnym endomorfizmu toz-
samosciowego 1y jest wielomian p;, = X —1 € K[X]. Jedli o jest endomorfizmem
nilpotentnym stopnia m, to znaczy ¢™ = 0y oraz ™ ' # Oy, to p, = X™.

STWIERDZENIE 8.4.6. Niech ¢ : E — F' bedzie izomorfizmem skoriczenie wymiaro-
wych K—algebr. Wtedy dla kazdego elementu t € E mamy

Pt = Po(t)-

W szezegolnosci, jesli T jest endomorfizmem skonczenie wymiarowej przestrzent wek-
torowej nad ciatem K i A jest macierzg T w dowolnej bazie przestrzeni V', to wielo-
miany minimalne endomorfizmu T i macierzy A sq rowne:

Pr =DpaA.

Dowdd. Mamy p,(t) = 0, zatem takze 0 = @(pi(t)) = pi(e(t)). Stad pew) | pe-
Podobnie, biorac ¢! zamiast ¢ otrzymamy p; | Pe(r)- Latem p; = py). Odwzo-
rowanie algebry endomorfizméw przestrzeni V' w algebre macierzy, ktore kazdemu
endomorfizmowi 7 przyporzadkowuje jego macierz A w ustalonej bazie przestrze-
ni wektorowej, jest izomorfizmem algebr (zob. przyktad 8.1.3). Zatem p, = p4 na
podstawie pierwszej czesci stwierdzenia. O]

Przyklad 8.4.2. Wielomian minimalny elementu ¢ skonczenie wymiarowej algebry
E zawiera wiele waznych informacji o elemencie t. Na przyktad, jesli wyraz wolny
wielomianu minimalnego p; elementu ¢ jest réwny zero (to znaczy, jesli p;(0) = 0),
to element ¢ jest dzielnikiem zera w algebrze E. Jesli bowiem p; = a1 X + --- +
A1 X™ 14+ X™ to

Op =p(t) =ait +---+t" =t(alp+---+t" ) = (a1lp + - + ™ ),

oraz a;lg + --- + t™1 # Oy, gdyz w przeciwnym razie element ¢ bytby zerem
niezerowego wielomianu stopnia m — 1 wbrew temu, ze wielomian minimalny p,
elementu ¢ ma stopien m.

W rozdziale 2.1 wprowadziliSmy pojecie elementéw pierscienia lewo- i prawo-
stronnie odwracalnych oraz odwracalnych. Z przyktadu 2.1.6 wynika, ze w algebrze
nieskonczenie wymiarowej moga istnie¢ elementy jednostronnie odwracalne, ktore
jednak nie sa obustronnie odwracalne (i w zwiazku z tym nie sa odwracalne).

Okazuje sie, ze w algebrze skonczenie wymiarowej nie moze istnie¢ element, ktoéry
byltby jednostronnie odwracalny i rownoczesnie nie byt odwracalny. Wynika to z
nastepujacej analizy zwigzku miedzy odwracalnoscia elementu a niezerowaniem si¢
wyrazu wolnego wielomianu minimalnego tego elementu.

TWIERDZENIE 8.4.7. Dla elementu t skonczenie wymiarowej K—algebry E naste-
pujgce warunki sqg rownowazne.

(a) Wyraz wolny wielomianu minimalnego elementu t jest rézny od zera.

(b) t jest odwracalny w E.

(c) t jest lewostronnie odwracalny w E.

(d) t jest prawostronnie odwracalny w E.
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Dowéd. Niech py = ag + a1 X + -+ + a1 X™ 1 4+ X™. Wtedy mamy tozsamosé
wielomianowg
pr = ap+ Xq

gdzie ¢ == a1 + -+ - + @ X™ 2+ XL
(a) = (b) Jedli ag # 0, to z réwnosci p(t) = Op otrzymujemy Op = aglg + tq(t),
skad

lp =t (—ag'q(t)) = (—agq(t)) - t.

A wiec t jest elementem odwracalnym oraz elementem odwrotnym do ¢ jest
t1 = —ag'q(t).

(b) = (a) Jesliap = 0, to jak juz zauwazyliSmy w przyktadzie 8.4.2, t jest dzielnikiem
zera w algebrze E (gdyz t - q(t) = q(t) -t = 0g) 1 wobec tego t nie jest elementem
odwracalnym.

Pozostaje pokazaé, ze (¢) = (b) oraz (d) = (b) (gdyz przeciwne implikacje sa
trywialne).

Zatézmy (c). Wtedy istnieje element t; algebry F taki, ze t1t = 1g. Jedli ¢ nie jest
odwracalny, to wobec juz udowodnionej réwnowaznosci warunkéw (a) i (b) wyraz
wolny wielomianu minimalnego p; jest réwny zero. Wobec tego dla s = ¢(t) mamy
s # 0g oraz ts = 0g. Zatem

O = ti(ts) = (t1t)s = 1gs = s,
sprzecznosé. A wiec t jest odwracalny. Podobnie dowodzi sig, ze (d) = (b). O

TWIERDZENIE 8.4.8. Dia elementu t skonczenie wymiarowej K—algebry E naste-
pujgce warunki sg rownowazne.

(a) Wyraz wolny wielomianu minimalnego elementu t jest rowny zero.

(b) t jest dzielnikiem zera w E.

(c) t jest lewostronnym dzielnikiem zera w E.

(d) t jest prawostronnym dzielnikiem zera w E.

Dowdd. Kazdy z warunkéw (b), (c), (d) pociaga (a), gdyz jednostronny a tym bar-
dziej obustronny dzielnik zera nie jest elementem odwracalnym. Natomiast jesli za-
tozymy (a), to w oznaczeniach dowodu twierdzenia 8.4.7 mamy t-¢q(t) = q(t)-t = Og
oraz q(t) # 0. Wobec tego (a) pociaga (b) i tym bardziej (c) i (d). O

WNIOSEK 8.4.9. Jesli element t skoriczenie wymiarowej K—algebry E nie jest od-
wracalny w E, to jest dzielnikiem zera w E.

Wedhug naszej definicji dzielnika zera (w rozdziale 2.1) element ¢ jest dzielnikiem
zera w E jesli jest rOwnoczesnie lewostronnym i prawostronnym dzielnikiem zera.
Oznacza to, ze istnieja s, sy € E takie, ze ts; = sot = 0p. Zanotujmy zauwazony
juz wezesniej fakt, ze w tej sytuacji zawsze mozna dobra¢ s; = ss.

WNIOSEK 8.4.10. Jesli element t jest dzielnikiem zera w E, to istnieje taki element
se k. ze
ts = st = 0.

Dowdd. W oznaczeniach dowodu twierdzenia 8.4.7 wystarczy przyjaé s = q(t). O
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8.5 Endomorfizmy odwracalne

Opisane w twierdzeniach 8.4.7 i 8.4.8 charakteryzacje elementéw odwracalnych i
dzielnikéw zera a takze wnioski z nich stosuja sie oczywiscie do endomorfizméw
skonczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych. Charakteryzacje te maja dosé
formalny charakter i nie biora pod uwage faktu, ze elementy K —algebry Endx V' sa
funkcjami (homomorfizmami) V' — V. Przy tym przestrzen wektorowa V' nad cialem
K jest wolnym K —modutem, zatem jesli B jest bazg V to endomorfizm 7:V — V
jest jednoznacznie wyznaczony poprzez swoje wartosci na bazie B.

Uwzgledniajac ten punkt widzenia podamy teraz dobrze znana charakteryzacje en-
domorfizméw odwracalnych jako bijektywnych homomorfizméw (czyli izomorfizméw)
przestrzeni V' na siebie. Przedtem jednak przypomnijmy terminologie stosowang na
ogbdt w algebrze liniowe;j.

DEFINICJA 8.5.1. Endomorfizm 7 przestrzeni wektorowej V' nazywa sie endomorfi-
zmem nieosobliwym, jesli ker 7 = 0.

Endomorfizm 7 nazywa sie endomorfizmem osobliwym, jesli nie jest nieosobliwy, to
znaczy, jesli istnieje wektor v € V' taki, ze v #0 1 7(v) =0.

A wiec endomorfizm 7 : V' — V jest nieosobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy
jest odwzorowaniem injektywnym (réznowartosciowym), natomiast 7 jest osobliwy
wtedy i tylko wtedy, gdy ma niezerowe jadro.

Podstawa do powigzania nieosobliwosci endomorfizmu z wtasnosciami, ktore zalezg
od wielomianu minimalnego endomorfizmu jest nastepujacy lemat.

LEMAT 8.5.2. Niech 7 : V. — V bedzie endomorfizmem skonczenie wymiarowej
przestrzeni wektorowej nad ciatem K. Wtedy

dimg V = dimg ker 7 + dimg im 7.

Dowdéd. Rozpatrzmy przestrzen ilorazowa V/ker 7. Na podstawie twierdzenia o ho-
momorfizmach przestrzeni wektorowych mamy izomorfizm

im7 = V/kerr.
7, drugiej strony, dla dowolnej podprzestrzeni U przestrzeni V' mamy

Jesli bowiem {vy, ..., v} jest dowolna baza podprzestrzeni U, to uzupetiamy ja do
bazy

{v1, . Uk UL, oy U }
przestrzeni V' i z tatwoscig dowodzimy, ze warstwy uy + U, ..., u,, + U tworza baze

przestrzeni ilorazowej V/U. Zatem dla U = ker 7 otrzymujemy
dimg im 7 = dimg V/ ker 7 = dimg V' — dimg ker 7,

skad wynika juz teza naszego lematu. O
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TWIERDZENIE 8.5.3. Dla endomorfizmu 7 : 'V — V' skonczenie wymiarowej prze-
strzeni wektorowej V' nastepujgce warunki sg rownowazne:

(a) T jest nieosobliwy.

(b) T jest injektywny.

(c) T jest surjektywny.

(d) 7 jest izomorfizmem.

(e) T jest odwracalny w Endg V.

(f) Wyraz wolny wielomianu minimalnego endomorfizmu T jest rézny od zera.
Dowdd. Réwnowaznosé warunkéw (a), (b), (c), (d) wynika z lematu 8.5.2 natomiast
réwnowaznos¢ (e) i (f) wynika z twierdzenia 8.4.7. Jesli 7 jest endomorfizmem od-
wracalnym i 77! jest endomorfizmem odwrotnym do 7, to z 77! = 1y wynika, ze
(771 (v)) = v dla kazdego v € V. Zatem T jest surjektywny. A wiec (e) = (c).
Wystarczy teraz pokazaé, ze (d) = (e). Je$li 7 : V' — V jest izomorfizmem, to kazdy
wektor przestrzeni V' mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci 7(v), gdzie v € V.
Wobec tego okreslamy odwzorowanie

o: V-V, olrv)=v

dla kazdego v € V. lLatwe sprawdzenie pokazuje, ze o jest endomorfizmem prze-
strzeni V. Ponadto, z okreslenia endomorfizmu o wynika, ze o7 = 1. A wiec en-
domorfizm 7 jest lewostronnie odwracalny i wobec tego na podstawie twierdzenia
8.4.7 jest odwracalny. O

Uwaga 8.5.4. Mozna udowodni¢, ze dla endomorfizmu 7 : M — M skonczenie
generowanego modutu nad dowolnym pierscieniem, jesli 7 jest surjektywny, to 7 jest
injektywny i wobec tego jest izomorfizmem (zob. H. Matsumura, Commutative ring
theory, Cambridge University Press, Cambridge 1986, Theorem 2.4, str. 9). Nato-
miast twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Jesli A jest pierécieniem catkowitym
oraz 0 # a € A jest elementem nieodwracalnym, to ideat gtéwny (a) = aA jest
rozny od A oraz odwzorowanie A — A, x — ax jest injektywnym endomorfizmem
A— moduhu A, ktéry nie jest endomorfizmem surjektywnym.

8.6 Rzad endomorfizmu

DEFINICJA 8.6.1. Rzedem rank7 endomorfizmu 7 : V — V nazywamy wymiar
obrazu endomorfizmu 7 :
rank 7 := dimg im 7.

Zauwazmy, ze 0 < rank7 < dimg V. Przy tym rank7 = dimg V' wtedy i tylko
wtedy, gdy endomorfizm 7 jest nieosobliwy. Jesli 7 jest osobliwy, to 0 < rank7 <
dimg V. Widzimy wiec, ze rzad endomorfizmu pozwala nie tylko rozgraniczy¢ endo-
morfizmy nieosobliwe od osobliwych, ale jest takze swoistg miara osobliwosci endo-
morfizmu. Mozna intuicyjnie uwazac, ze im wiekszy rzad endomorfizmu osobliwego,
tym blizszy jest on nieosobliwosci. Z drugiej strony, jesli rank 7 = 0, to 7 = Oy jest
krancowo osobliwy. Zauwazmy, ze zgodnie z lematem 8.5.2,

rank 7 = dimg V — dimg ker 7.
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TWIERDZENIE 8.6.2. Niech o, 7 bedg endomorfizmami skonczenie wymiarowej prze-
strzeni wektorowej V' nad ciatem K. Wtedy

(a) rankoT < rank 7.

(b) rank o7 < ranko.

(c) rankoT < min{rank o, rank 7}.

(d) Jesli endomorfizm o jest nieosobliwy, to

rank o7 = rank 70 = rank 7.

Dowéd. (a) Skorzystamy tu z faktu, ze dimo(U) < dimU dla dowolnej podprze-
strzeni U przestrzeni V. Wtedy dla U = 7(V') mamy

rank o7 = dimimo7 = dimo(7(V)) < dim7(V) = rank 7.

(b) Skorzystamy tu z faktu, ze dla dowolnych podprzestrzeni Uy, U, przestrzeni V,
jesli Uy C Us, to dimo(Uy) < dimo(Us). Zatem dla Uy = 7(V') oraz Uy = V mamy

rankor = dimo(7(V)) < dimo (V) = ranko.
(c¢) wynika z (a) i (b).
(d) Endomorfizm nieosobliwy o jest izomorfizmem i wobec tego przeprowadza pod-

przestrzen U przestrzeni V na podprzestrzen o takim samym wymiarze: dimo(U) =

dim U. Stad dla U = 7(V) mamy
rankor = dimo(7(V)) = dim7(V) = rank 7.

Z drugiej strony, jesli endomorfizm o jest nieosobliwy, to (V') = V' i wobec tego
rank 7o = dim 7(o(V)) = dim7(V') = rank 7.

Dowodzi to czesdei (d) twierdzenia. O

WNIOSEK 8.6.3. Jesli o jest nieosobliwym endomorfizmem skonczenie wymiarowej
przestrzeni wektorowej V, to dla kazdego endomorfizmu T przestrzeni V. mamy

rank o '7o = rank 7.
Dowdd. Zastosujemy cze$¢ (d) twierdzenia 8.6.2:
ranko 70 = ranko " !(70) = rank 7o = rank 7,

gdyz wraz z o takze o~ ! jest endomorfizmem nieosobliwym. O]

8.7 Podobienstwo endomorfizmow

Zbadamy teraz zwiazek miedzy macierzami m(7, . A) oraz m(7, B) endomorfizmu 7 w
dwoch uporzadkowanych bazach A i B przestrzeni V. Niech wiec

A={uy,...,u,} 1 B={vg,...,0.}
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beda uporzadkowanymi bazami przestrzeni V' i niech
m(r, A) = [a;;] =0 A oraz m(r,B) = [b;;] =: B.
Zatem . .
u;) = z; i, 7(vj) = z; biv;
dla j =1,...,n. Obieramy endo;norﬁzrn o € EndgV ;aki, ze
o(uj) =v;, j=1,...,n.

Endomorfizm o jest automorfizmem przestrzeni V' oraz

To(uj) = wavz = waa w;) = wauz

Wynika stad, ze
o tro(uy) Z biju,

dlaj = 1..... n. Rownosci te pokazuja, ze endomorfizm o~ 170 ma w bazie A macierz
b ) )

B, to znaczy, m(oc~'70, A) = B. Niech S := m(o, A). Wtedy
B=m(c"'r0,A) =m(c", A)m(7, A) m(0, A) = ST'AS.
Udowodnili$my wiec nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 8.7.1. Jesli A i B sq macierzami endomorfizmu 7 w bazach A i B
przestrzeni' V' i jesli S = m(o, A) jest macierzq endomorfizmu o przeprowadzajgcego

baze A na baze B, to
B=S7'AS.

Uwaga 8.7.2. Macierz S = m(o,.A) mozna takze interpretowaé jako macierz przej-
$cia od uporzadkowanej bazy A do uporzadkowanej bazy B. Jesli bowiem S = [s;],
to

v; = o(u;) Zs”ul, jg=1...,n.

W przyktadzie 8.1.3 rozpatrywalismy juz odwzorowanie
p:Endg V.— M,(K), p(r)=m(7,B)

i stwierdziliSmy, ze jest ono izomorfizmem K —algebr. Wobec tego odwzorowanie
przeprowadza grupe U(Endg V') elementéw odwracalnych algebry endomorfizméw
na grupe U(M,(K)) elementéw odwracalnych algebry macierzy. Elementy odwra-
calne w obydwu algebrach nazywa sie takze nieosobliwym:i. Tradycyjne oznaczenia
dla grup endomorfizméw nieosobliwych i macierzy nieosobliwych (stopnia n nad
cialem K) sa nastepujace: AutV i GL(n, K). A wiec pu(AutV) = GL(n, K).

DEFINICJA 8.7.3. Macierze A, B € M, (K) nazywamy podobnymi lub sprzezonymi,
jesli istnieje macierz nieosobliwa S € GL(n, K) taka, ze

B=S"1AS.
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Relacja podobienstwa macierzy jest relacja rownowaznosciowsg w algebrze macie-
rzy M, (K). Twierdzenie 8.7.1 orzeka, ze macierze endomorfizmu 7 w réznych bazach
przestrzeni V' sa podobne.

DEFINICJA 8.7.4. Endomorfizmy p i 7 przestrzeni V nazywamy endomorfizmami
podobnyma lub sprzezonymi, jesli istnieje endomorfizm nieosobliwy o taki, ze

p= o 70

Latwo sprawdzi¢, ze relacja podobienstwa endomorfizméw jest relacjg rownowaznosci
w algebrze Endg V.

LEMAT 8.7.5. Niech p i T bedg podobnymi endomorfizmami przestrzeni V. Wtedy
(a) pp=pr.

(b) p jest nieosobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy T jest nieosobliwy.

(c) rankp = rankT.

Dowéd. (a) Niech o bedzie endomorfizmem nieosobliwym takim, ze p = o~ '7o.

Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnej liczby naturalnej £ mamy

(o7 tro)" = o7 7"

Zatem dla dowolnego wielomianu g € K[X] mamy g(c ‘7o) =0 "'g(7)o.

Wiynika stad, ze g(c~170) = 0y wtedy i tylko wtedy, gdy g(7) = Oy. Stad wynika
juz réwnoéé¢ wielomianéw minimalnych endomorfizméw p = o~'7o oraz 7.

Mozna tez zauwazy¢, ze (a) wynika ze stwierdzenia 8.4.6. Rzeczywiscie, przy ustalo-
nym endomorfizmie odwracalnym ¢ odwzorowanie 7 +— o~ '70 jest automorfizmem
algebry endomorfizméw Endg V. Wobec tego, na podstawie stwierdzenia 8.4.6 en-
domorfizmy 7 i p = -7 maja réwne wielomiany minimalne.

(b) wynika z twierdzen 8.4.7, 8.4.8 i z (a). Zauwazmy tez, ze (b) wynika z (c).
Natomiast (c) udowodnili$émy juz jako wniosek 8.6.3. O

TWIERDZENIE 8.7.6. Dla endomorfizmow p @ T przestrzeni V nastepujace warunki
s¢ rownowazne:

(a) p i T sq podobne.

(b) Dla kazdej uporzqdkowanej bazy A przestrzeni V macierze m(p, A) it m(7,.A) sq
podobne.

(b’) Istnieje uporzqdkowana baza A’ przestrzeni V' taka, Ze macierze m(p, A') i
m(7, A") sa podobne.

(¢) Dla kazdej uporzqgdkowanej bazy A przestrzeni V' istnieje uporzqgdkowana baza B
przestrzeni V taka, Ze m(p, A) = m(7, B).

(c') Istniejqg uporzqgdkowane bazy A i B przestrzeni V' takie, Ze m(p, A) = m(7, B).

Dowéd. (a) = (b) Niech p = 0770, gdzie 0 € AutV i niech A bedzie dowolng baza
przestrzeni V. Wtedy

m(p,A) =m(c 70, A) = St - m(r, A) - S,

gdzie S = m(o, A). A wiec macierze m(p, A) i m(r,.A) sa podobne.
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(b) = (b') jest oczywiste.

(b") = (c) Niech m(p, A") = S~tm(7, A')-S, gdzie S jest macierza odwracalna i niech
A bedzie dowolna baza uporzadkowana przestrzeni V. Macierz m(p, A) jest podob-
na do macierzy m(p, A’) (na podstawie twierdzenia 8.7.1), zatem istnieje macierz
odwracalna T taka, ze

m(p,A) =T m(p, A) - T.

Stad
m(p, A) =TS . m(r,A)- ST = (ST)™' - m(r, A) - (ST).

Obieramy automorfizm « przestrzeni V taki, ze ST = m(a,.A"). Niech B = a(A").
Wtedy B jest bazg przestrzeni V i na podstawie twierdzenia 8.7.1 mamy
(ST)'m(r, A)(ST) = m(7,B). A wigc m(p, A) = m(7, B).

(c) = (') jest oczywiste.
(¢’) = (a) Niech ¢ bedzie automorfizmem przestrzeni V' przeprowadzajacym baze
A na baze B. Wtedy na podstawie (¢’) i twierdzenia 8.7.1 mamy

m(p, A) = m(7,B) = m(c, A)"" - m(7,A) - m(0, A) = m(c 70, A).

Endomorfizmy p i 0~ 'r0 majg wicc réwne macierze w bazie A skad wynika, zZe

p=otro. A wiec (¢) = (a). O

Jak widzimy, endomorfizmy podobne maja te same wielomiany minimalne, réwne
rzedy a takze identyczne macierze w odpowiednio dobranych bazach przestrzeni. Jest
wiec rzeczg naturalng pogrupowaé endomorfizmy przestrzeni wektorowej w klasy
endomorfizméw podobnych i bada¢ po jednym endomorfizmie z kazdej klasy. Innymi
stowy mowiac, nalezy rozwazy¢ problem klasyfikacji endomorfizméw przestrzeni V/
ze wzgledu na podobienstwo endomorfizméw. Problem ten jest Scisle zwiazany z
klasyfikacja macierzy w M, (K) ze wzgledu na podobiefistwo macierzy.

Jesli bowiem ustalimy baze A przestrzeni V' i kazdemu endomorfizmowi 7 prze-
strzeni V przyporzadkujemy macierz p(7) = A = m(7, . A) endomorfizmu 7 wzgledem
bazy A, to jak wiemy, otrzymujemy izomorfizm K —algebr

w:Endg V. — M, (K).

Ten izomorfizm przeprowadza klasy endomorfizméw podobnych na klasy macierzy
podobnych:
p{otro 0 € AutV} = {ST'AS : S € GL(n, k)},

gdzie p(o) = S dla o € Aut V. A wiec p przeprowadza klase endomorfizméw podob-
nych do 7 na zbiér macierzy endomorfizmu 7 we wszystkich bazach przestrzeni V
(lub réwnowaznie, na zbiér macierzy wszystkich endomorfizméw podobnych do 7,
w ustalonej bazie A przestrzeni V).

Ta obserwacja jest podstawa klasyfikacji endomorfizméw przestrzeni wektorowej i
poszukiwania postaci kanonicznych macierzy endomorfizméw. Z kazdym endomor-
fizmem 7 przestrzeni V' wiazemy klase macierzy tego endomorfizmu we wszystkich
bazach przestrzeni V' i znajdujemy w tej klasie macierze szczegélnych postaci, ktore
opisuja przejrzyscie dziatanie endomorfizmu 7 na odpowiadajacych tym macierzom
bazach przestrzeni wektorowej V. Sa to tak zwane postaci kanoniczne macierzy en-
domorfizmu 7.
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Uwaga 8.7.7. Mozna udowodnié¢, ze dla kazdego izomorfizmu K —algebr
¢ :Endg V. — M, (K)

istnieje baza A przestrzeni V taka, ze ¢(7) = m(7,.A) dla kazdego 7 € Endg V.
Inaczej méwiac, kazdy izomorfizm Endg V' — M, (K) mozna otrzymaé z jednego
ustalonego izomorfizmu p : Endg V' — M, (K) przez ztozenie yu z pewnym automor-
fizmem wewnetrznym algebry macierzy M, (K) — M,(K), A — ST'AS.

Znacznie ogolniejsze twierdzenie Skolema-Noether méwi, ze dla dowolnych skon-
czenie wymiarowych K —algebr centralnych i prostych A, B kazdy homomorfizm
K—algebr ¢ : A — B mozna otrzymac¢ z jednego jakiegokolwiek homomorfizmu
Y : A — B przez zlozenie ¢ z odpowiednim automorfizmem wewnetrznym alge-
bry B (zob. W. Scharlau, Quadratic and Hermitian Forms. Springer-Verlag 1985,
str. 291). Zauwazmy, ze wynika stad iz kazdy automorfizm skonczenie wymiarowe;
algebry centralnej i prostej jest automorfizmem wewnetrznym. Wystarczy bowiem
wziaé¢ dowolny automorfizm ¢ : A — A oraz ¢ = idy. W szczegdlnosci wiec kazdy
automorfizm algebry endomorfizmoéw skonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowe;j
jest automorfizmem wewnetrznym (i podobnie dla algebry macierzy M, (K)).

8.8 Zadania

Zaktadamy, ze V jest skonczenie wymiarows przestrzenig wektorowg nad ciatem K,
chyba, ze w zadaniu jest inne zalozenie o V.

1. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa z baza {vi,...,v,} i niech 7 bedzie en-
domorfizmem przestrzeni V' takim, ze

T(v1) =ve, T(v2) =wv3,...,T(Vp_1) =Un, T(Up) = —GpV1 — Ap_1V3 — -+ — A1V,.
(a) Udowodni¢, ze f(7) = 0 € Endg V' dla wielomianu
f=X"+a X"+ +a, € K[X]

(b) Udowodni¢, ze f jest wielomianem minimalnym endomorfizmu 7.

2. (a) Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem
liczb rzeczywistych. Udowodni¢, ze nie istnieja endomorfizmy o i 7 przestrzeni V
takie, ze

oT — 710 = 1y.

(b) Niech K bedzie ciatem o charakterystyce 2 i niech V' bedzie 2-wymiarowa prze-
strzenig wektorowg nad ciatem K. Wskaza¢ endomorfizmy o i 7 przestrzeni V' takie,
ze

oT — 10 = 1y,.

(c) Niech K bedzie dowolnym ciatem i niech V' = K[X] bedzie przestrzenia wekto-
rowa wielomianéw nad K. Niech o bedzie endomorfizmem rozniczkowania wzgledem
X, natomiast 7 niech bedzie endomorfizmem mnozenia wielomianu przez X. Spraw-
dzi¢, ze

oT — 10 = 1y/.
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3. Udowodnié, ze jesli 7 # 0y jest osobliwym endomorfizmem przestrzeni V', to ist-
nieje endomorfizm o przestrzeni V taki, ze o-7 =0y ale 7-0 # Oy.

4. Udowodnié¢, ze kazdy endomorfizm przestrzeni wektorowej V' nad ciatem o cha-
rakterystyce # 2 mozna przedstawi¢ w postaci sumy endomorfizméw odwracalnych.

5. Niech V' bedzie przestrzenig nieskonczenie wymiarows i niech 7 € Endg V' be-
dzie endomorfizmem jednoznacznie lewostronnie odwracalnym (to znaczy, istnieje
doktadnie jeden endomorfizm o € Endg V' taki, ze o7 = 1y). Udowodni¢, ze 7 jest
endomorfizmem odwracalnym.

6. Niech A, B € M,(K) beda macierzami idempotentnymi, to znaczy, A?> = A oraz
B? = B. Udowodnié¢, ze macierze A i B s podobne wtedy i tylko wtedy gdy maja
rowne rzedy.

7. Niech char K # 2. Udowodni¢, ze jesli endomorfizm 7 przestrzeni V' speklia toz-
samo$¢ 73 = 7, to istniejg podprzestrzenie U, W, Z przestrzeni V takie, ze
@)V=UeWaeZz

(b) 7(u) =0dlaue U,

(¢) 7(w) = w dlaw € W,

(d) 7(2) = —zdlaz € Z.

8. Udowodnié, ze jesli o jest endomorfizmem nilpotentnym oraz f € K|[X] jest do-
wolnym wielomianem takim, ze f(0) # 0, to endomorfizm f(o) jest odwracalny.

9. Pokaza¢, ze jesli macierze rzeczywiste A i B sa podobne nad ciatem liczb zespo-
lonych, to sa takze podobne nad ciatem liczb rzeczywistych.

10. Niech A bedzie baza przestrzeni V' i niech
pa: Endg V. — M, (K)

bedzie izomorfizmem K —algebr, ktory kazdemu endomorfizmowi 7 przestrzeni V'
przyporzadkowuje macierz p(7) endomorfizmu 7 wzgledem bazy A. Udowodnié,
ze jesli A 1 B sg bazami przestrzeni V', to izomorfizmy p4 i ug sa rowne wtedy i
tylko wtedy gdy bazy A i BB sa proporcjonalne (to znaczy, istnieje niezerowy element
c € K taki, ze B = cA).
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Rozdzial 9

Algebra liniowa:
Triangularyzacja i diagonalizacja
Ostatnie zmiany 5.05.2008 r.

W tym rozdziale V' jest skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorows nad dowol-
nym ciatem K. Rozpatrywaé bedziemy geometryczne aspekty dziatania endomorfi-
zmu na przestrzeni wektorowej. Przede wszystkim ustalimy wzorzec przejrzystego
dziatania endomorfizmu jaki stanowia endomorfizmy diagonalizowalne i scharakte-
ryzujemy je kompletnie poprzez wtasnosci wielomianéw minimalnych. Podamy row-
niez podobna charakteryzacje endomorfizmow, ktére w pewnej bazie majg macierz
tréjkatna.

9.1 Wartosci wlasne endomorfizmu

Najprostszym typem endomorfizméw sg endomorfizmy skalarne a = aly, gdzie
a € K. Endomorfizm skalarny o dokonuje “rozciagania” przestrzeni wektorowej w
kazdym kierunku w tym samym stopniu, a(v) = av dla kazdego v € V.

Jesli endomorfizm 7 nie jest skalarny, to jest rzecza celowa zbadaé, jak bardzo r6zni
sie on od endomorfizméw skalarnych. Pierwsze i najwazniejsze przyblizenie sugeruje
nastepujacy lemat. Opisuje on sytuacje, gdy endomorfizm 7 przynajmniej w jednym
kierunku dziata tak jak pewien endomorfizm skalarny.

LEMAT 9.1.1. Dia a € K oraz 7 € Endg V' nastepujgce warunki sqg réwnowazne.

(a) Endomorfizm T —aly jest osobliwy.
(b) Istnieje v € V taki, Ze v # 0 oraz 7(v) = av.
(¢c) Istnieje v € V taki, Ze v # 0 oraz T(u) = au dla kazdego u € Kv.

Dowdd. Mamy oczywiste implikacje (a) = (b) = (c) = (a). O
DEeFINICJA 9.1.2. Element a € K nazywa sie warto$cig wtasng endomorfizmu 7

przestrzeni wektorowej V. jesli endomorfizm 7 — aly jest osobliwy.

Jesli a € K jest wartoscig wlasng endomorfizmu 7, to wektorem wlasnym endo-
morfizmu 7 nalezgcym do wartosci wtasnej a nazywamy kazdy wektor v € V' taki,
ze

v£0 1 7(v) = av.

223
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Jedli v € V jest wektorem wlasnym endomorfizmu 7 nalezacym do wartosci wta-
snej a, to endomorfizm 7 na prostej Kv dziata tak jak endomorfizm skalarny aly,
to znaczy, 7(u) = au dla kazdego u € Kwv.

Dla kazdej wartosci wtasnej endomorfizmu 7 istnieje oczywisdcie wektor wlasny nale-
zacy do tej wartosci wlasnej. Natomiast istnienia wartosci wtasnych endomorfizmu
mozna oczekiwaé tylko w szczegdlnych sytuacjach. Jedna z nich opisujemy ponize;j.
Zwykle istnienia warto$ci wlasnych endomorfizmu dowodzi sie przy uzyciu wielo-
mianu charakterystycznego endomorfizmu, ktorego definicja wymaga pojecia wy-
znacznika. Przytoczony tu dowod omija te metody i drastycznie upraszcza klasyczne
podejscie do problemu istnienia wartosci wtasnych.

TWIERDZENIE 9.1.3. Jesli K jest ciatem algebraicznie domknietym, to kazdy endo-
morfizm T € Endg V' ma przynajmniej jedng warto$é wiasng.

Dowéd.* Niech p, € K[X] bedzie wielomianem minimalnym endomorfizmu 7. Po-
niewaz K jest cialem algebraicznie domknietym, wielomian p, rozktada sie nad K
na iloczyn czynnikéw liniowych:

pr=X—-a) (X —an), a,...,an€ K.

W takim razie
Oy =p- (1) =(T—a1ly) - (T — aply).

Oznacza to, ze przynajmniej jeden z endomorfizméw 7 — a1y, ..., 7 — a1y, po-
wiedzmy 7 — a;1y, jest osobliwy (gdyby wszystkie byty nieosobliwe, to takze ich
iloczyn byltby nieosobliwy, a jest endomorfizmem zerowym). W takim razie a; jest
wartoscia wtasng endomorfizmu 7. O

Podejscie uzyte w powyzszym dowodzie prowadzi do znacznie bardziej precyzyjnego
i ogblnego rezultatu.

TWIERDZENIE 9.1.4. Niech K bedzie dowolnym ciatem © niech 7 € Endg V. Zaloz-
my, ze wielomian minimalny p, endomorfizmu T ma pierwiastek a w ciele K. Wtedy
a jest wartosciqg wlasng endomorfizmu T.

Dowéd. 7 zalozenia mamy rozktad p, = (X — a) - g, gdzie g € K|[X] ma stopien
mniejszy niz wielomian p,. Stad

0= 0v(v) = p.(7)(v) = (T — alv)(g(7)(v))

dla kazdego wektora v € V. Zauwazmy, ze endomorfizm ¢(7) nie moze by¢ endomor-
fizmem zerowym, gdyz przeczytoby to minimalnosci wielomianu p,. Zatem istnieje
v €V taki, ze u := g(7)(v) # 0. Poniewaz (7 — aly)(u) = 0, endomorfizm 7 — aly
jest osobliwy i wobec tego a jest warto$cig wlasng endomorfizmu 7. O

W dowodzie twierdzenia 9.1.3 stwierdziliSmy, ze jeden z pierwiastkow wielomianu
p- jest wartoscia wlasna endomorfizmu 7. Wykorzystujac twierdzenie 9.1.4 mozemy
wzmocnié¢ ten rezultat i stwierdzi¢, ze dla endomorfizmu T przestrzeni wektorowej

1Zobacz Sh. Axler, Down with determinants. Amer. Math. Monthly 102 (1995), 139-154.
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nad ciatem algebraicznie domknietym kazdy pierwiastek wielomianu minimalnego p,
endomorfizmu T jest wartoscig wiasng endomorfizmu .

Rozpatrywaé teraz bedziemy endomorfizm 7 przestrzeni wektorowej V' nad dowol-
nym cialem K.

LEMAT 9.1.5. Niech a € K bedzie wartoscig wtasng endomorfizmu 7 @ niech v € V
bedzie wektorem wlasnym nalezgcym do wartosci wtasnej a. Wtedy dla kazdego wie-
lomianu g € K[X]| endomorfizm g(1) ma warto$é wlasng g(a) oraz v jest wektorem
wlasnym endomorfizmu g(7) nalezgcym do wartosci wlasnej g(a).

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze dla kazdej liczby naturalnej k,

jesli v jest wektorem wlasnym endomorfizmu 7 nalezacym do wartosci
wlasnej a, to v jest wektorem wlasnym endomorfizmu 7% nalezacym do
wartoéci wlasnej a”.

Rzeczywiscie, jesli 7(v) = av dla pewnego niezerowego wektora v € V) to 72(v) =
7(7(v)) = 7(av) = a7(v) = a®v i latwa indukcja pokazuje, ze 7 (v) = a*v.

Stad dla wielomianu g = coX™ + ¢, X™ ! + .- + ¢, mamy

g()(v) = ™)+ ™ (V) + -+ emly(v)
coa™v + cra™ 4 - 4 v

g(a)v.

A wiec g(a) jest wartoscia wlasna endomorfizmu ¢(7) oraz v jest wektorem wtasnym
nalezacym do wartosci wtasnej g(a). O

TWIERDZENIE 9.1.6. Niech 7 € Endg V. Element a € K jest warto$cig wltasng en-
domorfizmu T wtedy 1 tylko wtedy gdy a jest pierwiastkiem wielomianu minimalnego
endomorfizmu T.

Dowdd. Jesli a jest pierwiastkiem p, to a jest wartoscia wlasng 7 to na podstawie
twierdzenia 9.1.4. Z drugiej strony, jesli a jest warto$cia wtasna endomorfizmu 7,
niech v € V bedzie wektorem wlasnym endomorfizmu 7 nalezacym do a. Zatem
7(v) = av oraz v # 0. Na podstawie lematu dla wielomianu minimalnego p, endo-
morfizmu 7 mamy p,(7)(v) = p,;(a)v. Poniewaz p.(7) = Oy, wigc wynika stad, ze
pr(a)v = 0. Poniewaz zas$ wektor v jest niezerowy, otrzymujemy p,(a) = 0. O

A wiec endomorfizm 7 € Endg V' ma warto$¢ wtasng wtedy i tylko wtedy, gdy jego
wielomian minimalny p, ma pierwiastek w ciele K.

WNIOSEK 9.1.7. Kazdy endomorfizm 7 ma tylko skonczong > 0 liczbe wartosct
wtasnych.

Wynika to stad, ze wielomian minimalny endomorfizmu 7 ma skonczona > 0
liczbe pierwiastkow w ciele K.

Ciggle jeszcze nie mamy zadowalajacej odpowiedzi na pytanie ile wartosci wtasnych
moze mie¢ endomorfizm przestrzeni n—wymiarowej. Liczba wartosci wtasnych en-
domorfizmu nie przekracza stopnia wielomianu minimalnego tego endomorfizmu (bo
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wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu sg pierwiastkami jego wielomianu minimal-
nego). Jednakze z dowodu twierdzenia 8.4.3 wynika jedynie, ze stopien wielomianu
minimalnego endomorfizmu przestrzeni n—wymiarowej jest niewickszy od n?. Poz-
niej udowodnimy, ze stopien ten jest niewiekszy od n, teraz jednak uzyskamy inng
droga zadowalajaca informacje o liczbie wartosci wtasnych endomorfizmu.

TWIERDZENIE 9.1.8. Jesli ay,...,ar € K sq roznymi wartosciams wiasnymi endo-
morfizmu T oraz vy, ..., v € V sq wektorami wlasnymi endomorfizmu T nalezgcymi
odpowiednio do wartos$ci wlasnych aq, ..., ax, to wektory vy, ..., v sqg lintowo nieza-
lezne w przestrzeni V.

Dowod. Jesli vy, ..., v sa liniowo zalezne, to istniejg skalary cq, ..., c; nie wszystkie
rowne zero takie, ze
C1V1 + -+ + CcpU = 0. (91)

Biorac wartosci endomorfizmu 7 otrzymujemy
cra1v1 + - - - + cpapv = 0.
Mnozac pierwsza z tych réwnosci przez a; i odejmujac stronami otrzymamy
ca(ay — ag)vg + -+ + cp(ag — ag)v, = 0.

Rownosé ta pokazuje liniowa zaleznosé wektorow ws, ..., v (gdyz jesli ¢; # 0, to
¢i(ap — a;) # 0). Podobnie z liniowej zaleznosci wektoréw v, . .., vp wydedukuje-
my liniowa zalezno$¢ wektorow vs, . . ., vg. Kontynuujac dochodzimy do wniosku, ze
uktad jednoelementowy ztozony z wektora vy, jest liniowo zalezny, sprzecznos$¢ (gdyz

Uk7é0) 0

Drugi dowdd. Zauwazmy, ze
k k
(1 —a;ly)(crvr + - - - + cpok) Z T(cv;) Z a;cv;
=1 =1

k
Z a;CiV; — a]C’LUZ) = Z Ci(ai - aj)vi
i=1 =1
k
= 2. c

1, i#j

%

Wobec tego biorac obraz obu stron réwnosci (9.1) przez endomorfizm
(1 —agly) -+ (17 — arly) otrzymujemy

ci(ay —ag) - (a3 — ag)vy = 0.
Stad wynika, ze ¢; = 0. Podobnie dowodzi si¢, ze ¢; =0 dla j = 2,... k. O]

WNIOSEK 9.1.9. KaZdy endomorfizm T przestrzeni n—wymiarowej ma co najwyzej
n roznych wartosci wltasnych.

WNIOSEK 9.1.10. Jesli dimg V =n ¢ endomorfizm 7 ma n réznych wartosci wia-
snych, to istnieje baza przestrzeni V ztozZona z wektorow wtasnych endomorfizmu 7.
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9.2 Endomorfizmy diagonalizowalne

Przypomnijmy, ze jesli B = {vy,...,v,} jest uporzadkowang baza przestrzeni wekto-
rowej V' to kazdemu endomorfizmowi 7 € Endi V odpowiada macierz endomorfizmu
T w bazie B. Mianowicie, kazdy wektor 7(v;) przedstawiamy jako kombinacje liniows
wektorow bazy B :

T(Uj) = Z bz’jvi,
=1

gdzie b;; € K i ktadziemy m(7, B) := [b;;] € M,,(K). Zatem j—ta kolumne macierzy
m(T, B) tworza wspohrzedne wektora 7(v;) w bazie B.

Mozna uwazaé, ze znalezienie macierzy endomorfizmu 7 wzgledem jakiej$ bazy B
przestrzeni V' rozwigzuje juz problem opisania dzialania endomorfizmu 7 na prze-
strzeni wektorowej V. Jesli bowiem znamy obrazy elementow bazy B przestrzeni V),
to potrafimy juz znalezé obraz kazdego wektora v tej przestrzeni (jesli tylko znamy
wspohrzedne wektora v w bazie B). Jednakze, jesli baza B jest obrana calkowicie
przypadkowo, to nie mozna na ogoét z macierzy endomorfizmu odczytaé¢ zadnych in-
formacji o geometrycznym charakterze dziatania endomorfizmu 7. A wiec, na przy-
ktad, nie mozna stwierdzi¢ czy endomorfizm zachowuje jakies proste przestrzeni V/,
lub ogélniej, czy ma jakies podprzestrzenie niezmiennicze. Natomiast wybierajac
baze przestrzeni V' “dopasowang”’ do endomorfizmu 7 mozna takie informacje od-
czytaé¢ jednym rzutem oka na macierz endomorfizmu. Nasze gtéwne zadanie polega
na tym, zeby dla jak najszerszej klasy przestrzeni wektorowych i ich endomorfizméw
wskaza¢ sposob dobierania baz przestrzeni gwarantujacy najprostsza posta¢ macie-
rzy endomorfizmu.

A oto przyktad takiej sytuacji, kiedy macierz endomorfizmu ma szczegdlnie prosta
posta¢ pozwalajacag na pelne zrozumienie dziatania endomorfizmu na przestrzeni
wektorowe;j.

TWIERDZENIE 9.2.1. Jesli dimg V = n oraz endomorfizm 7 ma n réznych wartosci
wlasnych, to istnieje baza przestrzeni V, wzgledem ktorej endomorfizm ™ ma macierz
diagonalng.

Dowdd. Niech aq,...,a, beda wartosciami wtasnymi endomorfizmu 7. Dla kazdej
wartosci wlasnej a; obieramy wektor wtasny v; nalezacy do a;. Na podstawie wniosku
9.1.10, wektory wtlasne vy, ..., v, tworza baz¢ B przestrzeni V. Zatem z rownosci
7(v;) = a;v; wynika, ze

ay 0O ... 0
m(T, B) = 0 a 0
0O 0 ... a,
A wiec macierz endomorfizmu 7 w bazie B jest diagonalna. O

Endomorfizm 7 przestrzeni wektorowej V nazywamy diagonalizowalnym, jesli
istnieje baza B przestrzeni V taka, ze macierz m(7, B) jest diagonalna. T'wierdzenie
9.2.1 podaje wiec warunek wystarczajacy diagonalizowalnosci endomorfizmu, ktory
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mozna sformutowaé¢ nastepujaco: jesli wielomian minimalny endomorfizmu 7 prze-
strzeni n—wymiarowej ma n réznych pierwiastkow w ciele K, to endomorfizm 7 jest
diagonalizowalny. Okazuje si¢ jednak, ze wymaganie by wielomian minimalny miat
n = dim V' réznych pierwiastkow w ciele K jest zbedne. Istotne jest tylko by wie-
lomian ten rozktadat sie na iloczyn réznych czynnikéw liniowych nad K. Ponizsze
twierdzenie podaje warunek konieczny diagonalizowalnosci, o ktérym udowodnimy
w koricu rozdziatu 9.4 (zob. twierdzenie 9.4.1), ze jest takze wystarczajacy.

TWIERDZENIE 9.2.2. Jesli endomorfizm 7 € Endg V' jest diagonalizowalny, to wie-
lomian minimalny p, endomorfizmu T rozktada sie nad ciatem K na iloczyn paramsi
roznych czynnikow liniowych:

pr=(X—=b)- (X =by), by,....p€K, b#£b dla i#j

Dowdd. Niech B bedzie baza V taka, ze D = m(7,B) jest macierza diagonalna.
Wsréd elementéw ciata K wystepujacych na przekatnej macierzy D niektore moga
wystepowaé wiecej niz jeden raz. Niech by, ..., by beda wszystkimi parami réznymi
elementami ciala K wystepujacymi na przekatnej macierzy D. Wtedy wielomian

f=(X=b)- (X = by)

rozklada sie nad ciatem K na iloczyn parami réznych czynnikéow liniowych. Udo-
wodnimy, ze f = p,.

Przede wszystkim by,..., by jako elementy przekatnej diagonalnej macierzy endo-
morfizmu 7 sa wartosciami wtasnymi endomorfizmu 7. Na podstawie twierdzenia
9.1.6 elementy by, ..., bx sa pierwiastkami wielomianu minimalnego p, i wobec tego
f dzieli p,.

Z drugiej strony f(7) = Oy. Rzeczywiscie, wezmy dowolny wektor v € B i odpowia-
dajaca mu wartos¢ wlasna b;. Zatem (7 — b;1y)(v) = 0 oraz

fF)(w) = (1 =bily) -+ (7 = bely)(v) = 0,

gdyz endomorfizmy 7 — byly, ..., 7 — bily sa przemienne. A wiec f(7)(v) = 0 dla
kazdego v € B i wobec tego f(7) = Oy . Stad wynika, ze p, dzieli f. Poniewaz obydwa
wielomiany f i p, sg unormowane, wynika stad, ze f = p,. O]

9.3 Posta¢ kanoniczna tréjkatna

Postacie kanoniczne macierzy endomorfizmu 7 € Endg V' zalezg w decydujacej mie-
rze od wielomianu minimalnego p, endomorfizmu 7. RozpatrzyliSmy juz przypadek,
gdy wielomian p, rozktada sie nad cialem K na iloczyn n = dim V' rézZnych czynni-
kow liniowych. Wtedy endomorfizm 7 ma n réznych wartosci wtasnych i na podsta-
wie twierdzenia 9.2.1 istnieje baza przestrzeni V, w ktorej 7 ma macierz diagonalng.
W tym rozdziale rozpatrzymy przypadek, gdy wielomian minimalny p, endomorfi-
zmu 7T rozkltada si¢ nad cialem K na iloczyn czynnikéw liniowych, ale niekoniecznie
roznych. Innymi stowy, dopuszczamy by wielomian minimalny p, miat pierwiastki
wielokrotne, ale wymagamy, by wszystkie one nalezaty do ciala K. Nie wymagamy
tez, by wielomian minimalny p, mial stopien n = dim V. Okazuje si¢, ze w takim
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przypadku istnieje baza przestrzeni V, w ktérej 7 ma macierz trojkgtng.

Macierz A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierzg trijkqatng, jesli wszystkie elementy
pod gtéwng przekatng sa rowne zero (a;; = 0 dla ¢ > j, macierz gérna tréjkatna),
lub gdy wszystkie elementy nad gtéwng przekatna sa réwne zero (a;; = 0 dla i < j,
macierz dolna trojkatna). Jesli endomorfizm 7 ma w bazie {vy, ..., v, } macierz grna
trojkatna, to w bazie {v,,...,v;} ma macierz dolna tréjkatna. Zadna z tych postaci
macierzy trojkatnej nie ma wiec przewagi nad druga.

Przypomnimy najpierw pojecie podprzestrzeni niezmienniczej endomorfizmu.

DEFINICJA 9.3.1. Podprzestrzen U przestrzeni V nazywamy podprzestrzenia nie-
zmienniczg endomorfizmu 7 € Endg V' (lub 7—niezmiennicza) jesli 7(U) C U, to
znaczy, jesli dla kazdego u € U takze 7(u) € U.

Przyktad 9.3.1. Jesli u € V jest wektorem witasnym endomorfizmu 7, to pro-

sta U = Ku jest 1-wymiarowa podprzestrzenig niezmiennicza endomorfizmu 7.
Ogoélniej, jesli uy, ..., u, sa wektorami wtasnymi endomorfizmu 7, to podprzestrzen
lin{uy,...,ux} = Kuy + -+ + Kuy, jest podprzestrzenia niezmiennicza endomorfi-

zmu 7. Podprzestrzen 7—niezmiennicza nie musi jednak by¢ rozpieta na wektorach
wtasnych endomorfizmu 7. Na przyktad, dla dowolnych wektoréow vi,vy € V i dla
endomorfizmu 7 przestrzeni V' takiego, ze 7(vy) = wvq, T(v2) = v; podprzestrzen
Kv, + Kvy jest T—niezmiennicza.

LEMAT 9.3.2. Niech U bedzie podprzestrzeniq niezmienniczq endomorfizmu T prze-
strzeni V. Wtedy:

(a) Odwzorowanie 7 : V/U — VU, 7T(v+U)=r71(v)+U jest dobrze okreslonym
endomorfizmem przestrzeni ilorazowej V/U.

(b) Jesli endomorfizm T jest zerem wielomianu q¢ € K[X]|, to endomorfizm T jest
takze zerem wielomianu q.

(¢) Wielomian minimalny p € K[X| endomorfizmu T € Endg V/U jest dzielnikiem
wielomianu minimalnego p endomorfizmu T.

Dowéd. (a) pozostawiamy jako ¢wiczenie. Dla dowodu (b) potézmy ¢ = 3 ¢; X"
Wtedy dla dowolnej warstwy v + U € V/U mamy

qAv+U) = > 7 (w+U)=> a(r(v)+U)
= > ar'(v)+U=q(t)(v)+U =U.

A wigc ¢(T) jest endomorfizmem zerowym przestrzeni V/U.
(c) Poniewaz p(7) = Oy, wigc na podstawie (b) mamy takze p(7) = Oy/y. Zatem
wielomian minimalny p endomorfizmu 7 dzieli wielomian p. O

Endomorfizm 7 : V/U — V/U opisany w lemacie 9.3.2 nazywa sie endomorfi-
zmem indukowanym przez endomorfizm 7.

TWIERDZENIE 9.3.3. Niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni wektorowej V' nad
ciatem K. Jesli wielomian minimalny endomorfizmu 1 rozktada sie nad ciatem K
na iloczyn czynnikow liniowych, to przestrzen V. ma baze, w ktorej macierz endo-
morfizmu T jest trojkgtna.
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Dowdd. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny ze wzgledu na wymiar n przestrzeni V.
Jesli n = 1, to twierdzenie jest trywialnie prawdziwe. Zatézmy wiec, ze n > 1 oraz
twierdzenie jest prawdziwe dla endomorfizméw wszystkich przestrzeni wektorowych
nad cialem K o wymiarze n — 1.

Niech 7 € EndgV, dimg V' = n oraz niech wielomian minimalny p = p, endo-
morfizmu 7 rozktada si¢ na czynniki liniowe nad cialem K. Niech a € K bedzie
pierwiastkiem wielomianu p. Wtedy, na podstawie twierdzenia 9.1.4, a jest warto-
Scig wlasng endomorfizmu 7 1 wobec tego jesli u jest wektorem wtasnym nalezacym
do wartosci wlasnej a, to prosta U = Ku jest 1-wymiarowa podprzestrzenia nie-
zmienniczg endomorfizmu 7.

Rozpatrujemy teraz przestrzen ilorazowa V /U i endomorfizm indukowany 7 tej prze-
strzeni. Poniewaz na podstawie lematu 9.3.2 wielomian minimalny p endomorfizmu
indukowanego T jest dzielnikiem wielomianu p, wiec wielomian p rozktada sie na
czynniki liniowe nad cialem K. Przestrzen V/U ma wymiar n — 1, wobec tego na
podstawie zalozenia indukcyjnego istnieje baza {0y, ..., 9, } przestrzeni V/U, w kté-
rej endomorfizm 7 ma macierz tréjkatng. Istniejg wigc a;; € K takie, ze

\‘

Obieramy teraz wektory v; € V tak, by v; = v; +U dla j = 2,...,n. Wtedy wektory
U, Vo, . .., v, tworzg baze przestrzeni V i macierz endomorfizmu 7 w tej bazie jest
trojkatna. Rzeczywiscie,

T(v;) +U = 7(v;)
= QU2 + -+ + a;;0;
= QgjV2 + -+ a;v; + U.

Stad 7(v;) — (agjve + - - - + a;;v;) € U = Ku. Istnieje wiec a;; € K taki, ze
T(Uj) = CLUU + (lgj’l)g + -+ CijUj

dla kazdego j = 2,...,n, a to oznacza, ze endomorfizm 7 ma w bazie {u, vo, .

e Un}
macierz trojkatna. O]

Endomorfizm 7 przestrzeni V' bedziemy nazywacé triangularyzowalnym, jesli ist-
nieje baza przestrzeni V', w ktorej 7 ma macierz trojkatna. Okazuje sig, ze dla endo-
morfizmoéw triangularyzowalnych problem znalezienia warto$ci wtasnych sprowadza
sie¢ do znalezienia ich macierzy tréjkatnych. Wynika to z nastepujacej obserwacji.

STWIERDZENIE 9.3.4. Jesli endomorfizm 7 € Endg V' ma macierz trojkgtng [a;;]
w pewnej bazie przestrzeni V', to kazdy element diagonalny aj; tej macierzy jest
wartoscig wiasng endomorfizmu T.

Dowdd. Niech B = {vy,...,v,} bedzie baza V taka, ze m(7, B) = [a;;] jest macierza
tréjkatna. Poniewaz
T(Uj) = aljvl + agjl)g + -+ ajjvj

dla kazdego j = 1,...,n, wiec 7(v1) = aq1v; co oznacza, ze aj; jest wartoscia wlasna
endomorfizmu 7. Niech teraz j > 1 i niech U = lin{vy,...,v;_1}. Wtedy 7(U) C U
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i wobec tego mozemy rozpatrzy¢ endomorfizm indukowany 7 : V/U — V/U taki, ze
T(v+U) =7(v) + U. Mamy zatem

f(vj—kU):T(vj)—i—U:ajjvj—i-U:ajj(vj—i—U),

co oznacza, ze a;; jest wartoscig wlasng endomorfizmu 7. Na podstawie twierdzenia
9.1.6 skalar aj; jest pierwiastkiem wielomianu minimalnego endomorfizmu 7, zas
na podstawie lematu 9.3.2(c) wynika stad, ze a;; jest pierwiastkiem wielomianu
minimalnego endomorfizmu 7. Zatem a;; jest wartoscig wlasna endomorfizmu 7 (na
podstawie twierdzenia 9.1.6). [

Mozemy teraz udowodnié¢ twierdzenie charakteryzujace endomorfizmy triangula-
ryzowalne poprzez wtasnosci ich wielomianéw minimalnych.

TWIERDZENIE 9.3.5. Endomorfizm 7 € Endg V' ma macierz trojkgtng w pewnej
bazie przestrzeni V. wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian minimalny p, endomorfizmu
T rozklada sie nad ciatem K na iloczyn czynnikow liniowych:

pr=(X—=0b1)- (X —=0bg), by,....0p € K.

Dowéd. Jedna cze$¢ tego twierdzenia juz udowodniliSmy (twierdzenie 9.3.3). Dla
dowodu drugiej czesci zatézmy, ze B = {vy,...,v,} jest baza V' w ktérej m(r, B) =
[a;;] jest macierzg trojkatna. Rozpatrzmy wielomian

f=(X—=ap) (X —ap).

Jest to iloczyn czynnikéw liniowych nad ciatem K. Udowodnimy, ze p, dzieli f.
Wystarczy zatem pokazaé, ze f(7) = Oy, czyli f(7)(v;) = 0 dla kazdego v; € B.
Poniewaz

T(Uj) = aljvl + agjl)g + -+ ajjvj

dla kazdego 7 = 1,...,n, wiec dla kazdego 7 > 1 mamy
(T — (Ijjlv)(’l)j) S Iin{vl, c. ,Ujfl}.
Ogolniej
(T — ajjlv>(|in{1)1, ce ,Uj}) - Iin{vl, R ’Uj—l}-
Stad wynika, ze dla dowolnego v; € B mamy
(T — a221v) tee (T — ajfljfllV)(T — ajj1V)<vj> € |in{’l}1}.

Poniewaz (7 — a111y)(v1) = 0, wiec wobec przemiennosci endomorfizméw 7 — a;; 1y
otrzymujemy stad

f(T)(v;) = (7 —anly) - (T — annlv)(v;) = 0.

A wiec f(7)(v;) = 0 dla kazdego v; € B i wobec tego f(7) = Oy. Stad wynika, ze p,
dzieli f i wobec tego rozktada sie na czynniki liniowe nad ciatem K. O]

WNIOSEK 9.3.6. Endomorfizm triangularyzowalny T z macierzq trojkatng A = |a;]
jest nieosobliwy wtedy i tylko wtedy gdy aj1as9 - - - Apy # 0.
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Dowdd. Na podstawie twierdzenia 9.3.4 wielomian minimalny p, ma pierwiastek 0
wtedy i tylko wtedy gdy jeden z elementow diagonalnych macierzy A jest rowny 0.
Zatem

pT(O) =0 <= a1a9 Gy, = 0.

Wobec twierdzenia 8.5.3 endomorfizm 7 jest odwracalny wtedy i tylko wtedy gdy
11022 "+ * App 7 0. ]

Whiosek 9.3.6 pokazuje jak bez uzycia pojecia wyznacznika mozna uzyskac rezultat
klasycznie nierozerwalnie zwigzany z teorig wyznacznikow.

7 twierdzenia 9.3.5 wynika w szczegdlnosci, ze kazdy endomorfizm nilpotentny
przestrzeni V' ma macierz trojkatng w odpowiedniej bazie przestrzeni V. Prowadzi
to do nastepujacej charakteryzacji endomorfizméw nilpotentnych.

WNIOSEK 9.3.7. Endomorfizm o przestrzeni V' jest nilpotentny wtedy i tylko wtedy
gdy jest triangularyzowalny i w kazdej macierzy trojkgtnej A = [a;;] tego endomor-
fizmu wszystkie elementy diagonalne sq rowne zero:

ajj:(], dla ]:1,,71

Dowdd. Endomorfizm nilpotentny ¢ ma wielomian minimalny postaci p, = X™.
Zatem jest triangularyzowalny i na podstawie stwierdzenia 9.3.4 kazdy element dia-

gonalny a;; macierzy A jest pierwiastkiem p,. Zatem a;; =0dla j =1,...,n.
Na odwroét, jesli istnieje baza B = {vy,...,v,} przestrzeni V taka, ze o(v;) =0
oraz

U(Uj) = ay;V1 + agV2 + -+ aj_15-1V5-1

dla 7 > 1, to tatwy rachunek pokazuje, ze 0"(v;) = 0 dla kazdego j = 1,...,n.
Zatem " = Oy. ]

WNIOSEK 9.3.8. Niech A bedzie macierzqg endomorfizmu 7 przestrzeni V' nad ciatem
K w pewnej bazie przestrzeni V. Macierz A jest podobna do macierzy trojkgtne)
wtedy 1 tylko wtedy gdy wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 rozktada sie nad
ciatem K na iloczyn czynnikow liniowych.

Dowéd. Niech A bedzie baza przestrzeni V' taka, ze m(7, A) = A. Rozkladalnosé p,
na czynniki liniowe nad K jest rownowazna istnieniu bazy B przestrzeni V' takiej,
ze macierz B = m(7,B) jest trojkatna (na podstawie twierdzenia 9.3.5). Jesli S
jest macierzg automorfizmu przeprowadzajacego baze A na baze B, to na podstawie
twierdzenia 8.7.1 mamy B = S71AS. A wiec macierz A jest podobna do macierzy
trojkatnej B. Z drugiej strony, jesli macierz A = m(7,.A) jest podobna do macierzy
trojkatnej B oraz p jest endomorfizmem przestrzeni V', ktéry w bazie A ma macierz
B =m(p,.A), to endomorfizmy p i 7 sa podobne (twierdzenie 8.7.6). Wobec tego, na
podstawie lematu 8.7.5, endomorfizmy p i 7 maja réwne wielomiany minimalne. Ale
p, rozktada si¢ nad K na iloczyn czynnikéw liniowych (na podstawie twierdzenia
9.3.5), zatem p, takze ma taki rozktad. ]

WNIOSEK 9.3.9. Niech A € M, (K). Macierz A jest podobna do macierzy trojkgtnej
wtedy @ tylko wtedy gdy wielomian minimalny pa macierzy A rozktada sie nad ciatem
K na iloczyn czynnikow lintowych.
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Dowdd. Niech 7 bedzie endomorfizmem n—wymiarowej przestrzeni wektorowej V'
nad cialem K, ktéry w pewnej bazie przestrzeni V' ma macierz A. Wtedy pa = p,
na podstawie stwierdzenia 8.4.6 i rezultat wynika z wniosku 9.3.8. [

9.4 Diagonalizacja

Pokazemy teraz, ze technike dowodu twierdzenia 9.3.3 mozna takze uzy¢ do charakte-
ryzacji endomorfizméw diagonalizowalnych. W nastepnym rozdziale podamy jeszcze
jeden, znacznie prostszy, dowdd tego twierdzenia wykorzystujacy ogélne twierdzenie
o rozktadzie.

TWIERDZENIE 9.4.1. Endomorfizm 7 € Endg V' jest diagonalizowalny wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian minimalny p, endomorfizmu T rozklada sie nad ciatem K na
tloczyn parami roznych czynnikow liniowych:

pr=(X—b)- (X —by), by,....p€K, b#£b, dla i#j

Dowdd. Konieczno$¢ warunku wynika z twierdzenia 9.2.2, przejdziemy wiec do do-
wodu wystarczalnosci. Przeprowadzimy dowdd indukeyjny ze wzgledu na wymiar
przestrzeni. Dla przestrzeni 1-wymiarowych twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe,
zaktadamy wiec, ze dimg V' > 1.

Zatozmy, ze wielomian p, ma wskazany rozktad nad ciatem K. Jesli £ = 1, to
Oy = p-(7) = 7 — bily. Zatem 7 jest endomorfizmem skalarnym, 7 = b1y, i w
kazdej bazie przestrzeni V' ma macierz diagonalna. Mozemy wiec zatozy¢, ze k > 1.
Niech

U:= {v eV:r(v) = blv} = ker(1 — by 1y).

Poniewaz b, jest pierwiastkiem wielomianu minimalnego endomorfizmu 7, wiec jest
wartoscia wlasng endomorfizmu 7 (zob. twierdzenie 9.1.6) i wobec tego do U naleza
wszystkie wektory wtasne nalezace do wartosci wtasnej by. Zatem U jest niezerowa
podprzestrzenia niezmiennicza endomorfizmu 7 i wobec tego £ := dim V/U < dim V.
Rozpatrujemy endomorfizm 7 indukowany na przestrzeni V/U. Pokazemy, ze jego
wielomian minimalny p- jest dzielnikiem wielomianu

Fi= (X —by)- (X —by).

Wystarczy pokazaé, ze f(7) = Oy y. Przede wszystkim zauwazamy, ze dla dowolnego
v € V mamy

0 =p-(7)(v) = (T = baly) f(7)(v),
skad wynika, ze f(7)(v) € ker(r — b1y ) = U. Zatem dla kazdego v € V mamy

fAw+U)= f(r)(v)+ U ="U.

Oznacza to, ze f(7) = Oy, 1 wobec tego pz dzieli f. Stad wynika, Zze p- jest iloczynem
parami roznych czynnikéw liniowych nad K i wobec tego na podstawie zatozenia in-
dukcyjnego istnieje baza {171, e ,@g} przestrzeni V/U wzgledem ktérej endomorfizm
7 ma macierz diagonalna diag(dy,...,d,). Przy tym zauwazmy, ze elementy diago-
nalne d; sa wartoSciami wtasnymi endomorfizmu 7, a wiec pierwiastkami wielomianu
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minimalnego p-. Poniewaz ten wielomian jest dzielnikiem wielomianu f, zaden ze
skalar6w d; nie jest rowny b;. Ten fakt wykorzystamy w dalszej czesci dowodu.
W kazdej warstwie bazowej v; wybieramy wektor v; i wtedy mamy

vj=vi+U  7(0) =dju; + U, j=1,... L

Jesli {ul, . ,um} jest jakakolwiek bazg podprzestrzeni U, to

A= {ul,...,um,vl,...,w}

jest baza przestrzeni V. Niech A = m(7, .A) bedzie macierza endomorfizmu 7 w bazie
A. Poniewaz
T(ul) :blui dla izl,...,m,

wiec poczatkowe m kolumn macierzy A sa takie jak w macierzy skalarnej diag(by, ..., by).
Pozostate kolumny maja bardziej skomplikowang posta¢. Mamy bowiem

T(v) + U =7(0;) =dju; + U, j=1,....1,
zatem 7(v;) — d;v; € U. Istniejg wiec elementy a;; € K takie, ze
T(vj) = ajus + - - + Qi + djv;,  j=1,...,L. (9.2)

Macierz A ma wiec nastepujaca postac:

-bl 0O ... 0 a1 a1 ... alg_
0 bl ... 0 921 Qoo ... Qg
o . 0 0 ... bl Am1 Am2 ... Qme
A=mrA =19 0 .0 d 0 .. 0
0O 0 ... 0 0 d ... O
00 ... 0 0 0 .. d]

Pokazemy teraz, ze baze A mozna zmodyfikowaé tak, by w nowej bazie endomorfizm
7 mial macierz diagonalng. Przede wszystkim dla kazdych z;; € K zbiér

B = {U1,~->Um>"01+5U11U1+"'+£U1mum, cee W+$41U1+“'+$emum}

jest bazg przestrzeni V. Udowodnimy teraz, ze skalary x; mozna tak dobrac, ze
wszystkie wektory bazy B sa wektorami wtasnymi endomorfizmu 7. Rzeczywiscie,
pokazemy, ze mozna tak dobra¢ x; € K, ze kazdy z wektorow v; + xjju; + -+ +
T jm U, jest wektorem wlasnym endomorfizmu 7 nalezgcym do wartosci wtasnej d;.
Poszukiwane skalary x; musza wigc spetia¢ uktad réwnan

T(vj + xjur + - F i) = dj(v; + Tjur + - F Timn), J=1,..., L
Wykorzystujac (9.2) otrzymujemy

Q15U +---+ Qi Um + dej + bl(leul +---F xjmum) = dj(vj —i—leul +---F xjmum),
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skad wobec zauwazonego juz wczesniej faktu, ze d; # by dla wszystkich j =1,...,,

mamy
alj amj

BT b

A wiec w bazie B endomorfizm 7 ma macierz diagonalna

iL'jl

diag(bl, ce 7b1, dl, R ,dg),
co konczy dowdd twierdzenia. O]

WNIOSEK 9.4.2. Niech A bedzie macierzq endomorfizmu T przestrzeni V' nad ciatem
K w pewnej bazie przestrzeni V. Macierz A jest podobna do macierzy diagonalnej
wtedy 1 tylko wtedy gdy wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 rozktada sie nad
ciatem K na iloczyn parami roznych czynnikow lintowych.

Dowod. Wystarczy zastosowaé argumentacje uzyta w dowodzie wniosku 9.3.8. [

9.5 Zadania

1. Niech 7 € Endg V' i niech U < V bedzie podprzestrzenia 7—niezmiennicza. Udo-
wodni¢, ze jesli 7 jest endomorfizmem diagonalizowalnym (triangularyzowalnym),
to zaciesnienie 7y endomorfizmu 7 do podprzestrzeni U jest endomorfizmem diago-
nalizowalnym (triangularyzowalnym).

2. Udowodni¢, ze endomorfizm 7 przestrzeni V' jest triangularyzowalny wtedy i tylko
wtedy gdy kazda niezerowa podprzestrzen 7—niezmiennicza przestrzeni V' zawiera
wektor wlasny endomorfizmu 7.

Wskazowka. Wykorzysta¢ twierdzenie 10.1.7.

3. Niech p, 7 € Endg V.

(a) Udowodnié¢, ze endomorfizmy p7 i 7p maja te same wartosci wtasne.

(b) Udowodnié, ze jesli p i 7 sa triangularyzowalne i p7 = 7p, to p i 7 maja wspolny
wektor wlasny.

4. Endomorfizmy p,7 € Endg V nazywamy rownoczesnie diagonalizowalnymi, je-
sli istnieje baza B przestrzeni V' taka, ze obydwie macierze m(p, B) i m(7,B) sa
diagonalne. Udowodni¢, ze endomorfizmy diagonalizowalne p i 7 przestrzeni V' sa
rownoczesnie diagonalizowalne wtedy i tylko wtedy, gdy sa przemienne: pr = 7p.

Wskazowka. Wykorzysta¢ twierdzenie 10.1.7.

5. Pokaza¢, ze macierz

_ o O O
o O O
o = O
_— o O

jest diagonalizowalna nad ciatem liczb zespolonych, ale nie jest diagonalizowalna
nad ciatem liczb rzeczywistych.
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Rozdziat 10

Algebra liniowa:
Postacie kanoniczne

Ostatnie zmiany 27.11.2010 r.

W tym rozdziale wskazemy postacie kanoniczne macierzy endomorfizméw znane
jako posta¢ kanoniczna Jordana i posta¢ kanoniczna Frobeniusa (nazywana takze
postacia kanoniczna wymierna,).

W pierwszym przypadku zaktada¢ bedziemy, ze wielomian minimalny p, endo-
morfizmu 7 € Endg V' rozklada sie nad cialem K na iloczyn czynnikéw liniowych. W
szczegblnoscei, gdy K jest cialem algebraicznie domknietym, np. gdy K = C, warunek
ten spetiony jest dla wszystkich endomorfizméw dowolnej przestrzeni wektorowej
nad ciatem K. W ten sposoéb otrzymujemy klasyczne twierdzenie o istnieniu postaci
kanonicznej Jordana dla endomorfizméw przestrzeni zespolonych.

W przypadku postaci kanonicznej Frobeniusa nie bedziemy naktada¢ zadnych
warunkéw na wielomian minimalny endomorfizmu 7 € Endg V' i uzyskamy postaé
kanoniczng macierzy dowolnego endomorfizmu przestrzeni wektorowej nad dowol-
nym cialem K. Ta ogdélnos¢ jest jednak okupiona ksztaltem macierzy w postaci
kanonicznej Frobeniusa. Nie sg one tak wygodne w zastosowaniach jak macierze w
postaci kanonicznej Jordana.

Twierdzenia o postaciach kanonicznych macierzy endomorfizmu 7 € Endg V'
uzyskamy przez potraktowanie przestrzeni wektorowej V' jako K[X]—modulu V,
i wykorzystanie twierdzen strukturalnych dla modutéw nad pierscieniami ideatow
gtéwnych, udowodnionych w rozdziale 4.

Twierdzenie 10.1.7 o rozkltadzie prymarnym redukuje problem znajdowania ma-
cierzy endomorfizmu do przypadku gdy wielomian minimalny endomorfizmu jest
potega wielomianu nierozktadalnego. W zwiazku z tym w dalszym ciagu zajmo-
waé sie bedziemy gléwnie przypadkiem, gdy endomorfizm 7 € Endg V' przestrzeni
wektorowej V' ma wielomian minimalny postaci ¢™, gdzie ¢ jest wielomianem nie-
rozktadalnym nad cialem K.

10.1 Struktura K|X]—-modutu V;

Przypomnijmy, ze dla kazdego endomorfizmu 7 przestrzeni wektorowej V' wprowa-
dzilidmy strukture K[X]—modutu na przestrzeni V definiujac dziatanie zewnetrzne

KX]xV =V, (f,v) = fv:= f(T)(v).

237
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Tak skonstruowany K |[X]|—modut oznaczamy V, (zob. przyktad 3.1.4).

Jesli dla podprzestrzeni U przestrzeni wektorowej V' mamy 7(U) C U, to takze
fu = f(r)(u) € U dla kazdego wielomianu f € K[X] i dla kazdego u € U.
Zatem kazda podprzestrzen tT—niezmiennicza U przestrzeni V jest podmodutem
K[X]—modulu V,. Takze na odwrét, jesli U jest podmodutem K[X]|—modutu V,
to dla kazdego wielomianu f € K[X]| mamy f(7)(U) = fU C U. Zatem w szczegdl-
nosci takze 7(U) C U.

A wiec, U jest podmodutem K[X|—modulu V, wtedy i tylko wtedy, gdy U jest pod-
przestrzeniq niezmienniczq endomorfizmu T.

Zmaczenie podprzestrzeni T—niezmienniczych polega na tym, ze sg to jedyne pod-
przestrzenie U przestrzeni V', dla ktérych zaciesnienie 7|y endomorfizmu 7 do pod-
przestrzeni U jest endomorfizmem podprzestrzeni U. Jest to podstawa indukcyjnego
podejscia do opisu dziatania endomorfizmu na przestrzeni wektorowej. W zwiazku
z tym rozpoczniemy od ustalenia elementarnych wtasnosci wielomianu minimalnego
zacie$nienia endomorfizmu 7 do podprzestrzeni niezmienniczej.

LEMAT 10.1.1. Niech 7 € Endg V' @ niech U C V' bedzie podprzestrzenig niezmien-
niczqg endomorfizmu 7. Wtedy

(a) Odwzorowanie Ty : U — U, 71(u) = 7(u) jest endomorfizmem przestrzeni U.
(b) Jesli g € K[X] oraz q(1) = Oy, to q(11) = Op.

(¢) Wielomian minimalny endomorfizmu 1 dzieli wielomian minimalny endomorfi-
2mu T.

Dowéd. (a) wynika wprost z definicji podprzestrzeni niezmienniczej endomorfizmu.
(b) Zaciesnienie endomorfizmu ¢(7) do podprzestrzeni U jest endomorfizmem ¢(7;)
przestrzeni U. Stad dla dowolnego u € U mamy ¢(71)(u) = ¢(7)(u) = Oy (u) = 0.
Stad ¢(m1) = Op.

(c) Jedli p jest wielomianem minimalnym endomorfizmu 7, to na podstawie (b) mamy
p(m1) = Op. Zatem wielomian minimalny endomorfizmu 7; dzieli p na podstawie
definicji wielomianu minimalnego endomorfizmu. O]

DEFINICJA 10.1.2. W oznaczeniach lematu 10.1.1, endomorfizm 77 przestrzeni U
nazywa si¢ endomorfizmem indukowanym przez endomorfizm 7 przestrzeni V na
podprzestrzeni T—niezmienniczej U.

10.1.1 Rozktad prymarny modutu V;

Sformutujemy tutaj twierdzenie 4.1.6 o strukturze modutéw torsyjnych nad pier-
Scieniami idealéow gltéwnych dla K[X]—modulu V;. Uzupelnimy je dodatkowymi
informacjami i uzyskamy w ten sposéb ogélne twierdzenie o rozktadzie przestrze-
ni wektorowej (twierdzenie 10.1.7) na sume prosta podprzestrzeni niezmienniczych
endomorfizmu 7 € Endg V' wyznaczonych przez czynniki wielomianu minimalnego
endomorfizmu 7 nierozktadalne nad ciatem K. Twierdzenie to jest podstawg ana-
lizy postaci kanonicznych macierzy endomorfizmoéow i redukuje badanie macierzy
endomorfizmu do przypadku, gdy wielomian minimalny endomorfizmu jest potega
wielomianu nierozktadalnego nad ciatem K.
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W rozdziale 4 rozpatrywalidémy juz anihilatory modutéw ograniczonych. Przypo-
mnijmy, ze modut M nad pierscieniem ideatow gtownych A nazywa si¢ ograniczony,
jesli istnieje niezerowy element a € A taki, ze aM = 0. Zbiér wszystkich elementow
a € A takich, ze aM = 0 nazywa si¢ anihilatorem modutu M i oznacza Ann M.
Latwo zauwazy¢, ze Ann M jest idealem w pierScieniu A i wobec tego, ze A jest
pierécieniem ideatéw gtéwnych mamy

Ann M = (p) = pA

dla pewnego niezerowego elementu p € A. Generator p anihilatora modutu M jest
wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do stowarzyszenia elementéw pierscienia
A 1 nazywa sie takze anihilatorem modutu M.

Ustalimy teraz potrzebne w dalszym ciggu wtasnosci anihilatora modutu ograni-
czonego. W ponizszych lematach zaktadamy, ze M jest modutem ograniczonym nad
pierscieniem ideatow gtéwnych A.

LEMAT 10.1.3. Jesli modut M jest sumg swoich podmodutow,
M:M1++Mk7 (p):AnnM7 (pi):AnnM’iv

to p = nww(py,...,pr) 2 dokladnoscig do stowarzyszenia elementow w pierscieniu
A.

Dowdd. Niech w = nww(py,...,px). Poniewaz pM; = 0, wiec p; | p i wobec tego
takze w | p. Z drugiej strony, dla dowolnego m € M mamy przedstawienie m =
my + - -+ my, gdzie m; € M;. Zatem wobec p; | w,

wm =wmyi +---+wmy =0
skad wynika, ze p | w. A wiec p i w sa stowarzyszone w A. n

Modutl ograniczony M jest modutem torsyjnym, zatem na podstawie twierdze-
nia 4.1.6 jest suma prosta swoich prymarnych sktadowych T, (M), gdzie ¢ przebiega
wszystkie parami niestowarzyszone elementy pierwsze pierscienia A. Dwa nastepu-
jace lematy udowodnilidémy juz w rozdziale 4 (lemat 4.1.4 i lemat 4.1.5).

LEMAT 10.1.4. Niech p bedzie anihilatorem modutu ograniczonego M i niech q bedzie
elementem pierwszym pierscienia A. Wtedy

Ty(M) #0 <= q|p.

LEMAT 10.1.5. Jesli ¢° jest najwyiszq potegq elementu pierwszego q dzielgcg anihi-
lator p modutu ograniczonego M, to

T,(M) = {m € M:qg'm= 0}.

Rozpatrzmy teraz K[X]|—modut V.. Jest to modul ograniczony, gdyz p,v =
p-(7)(v) = Oy (v) = 0, a wigc p,V = 0. Ponadto

AnnV, = {f e K[X]: fu=0 VoveV}={feK[X]:f(r)=0v}=(p)
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to znaczy, anihilator K[X]|—modutu V, jest idealem gtéwnym generowanym przez
wielomian minimalny endomorfizmu 7. Modut V; jako modut ograniczony nad pier-
Scieniem K [X], jest na podstawie twierdzenia 4.1.6 suma prosta swoich prymarnych
sktadowych:

V= @ Tq(VT)v
gdzie g przebiega parami niestowarzyszone wielomiany nierozktadalne pierscienia
K[X]. Sktadowe prymarne T,(V;) sa podprzestrzeniami 7—niezmienniczymi prze-
strzeni wektorowej 7.
Sformutujemy teraz rezultaty lematéw 10.1.3, 10.1.4 i 10.1.5 dla modutu V.

LEMAT 10.1.6. (a) Niech V.= Vi + -+ + Vi, gdzie Vi,..., Vi sa podprzestrzenia-
mi niezmienniczymi endomorfizmu T przestrzeni V. Niech 1; bedzie zaciesnieniem
endomorfizmu 7 do podprzestrzeni V; 1 niech p; bedzie wielomianem minimalnym
endomorfizmu 7; dla i =1,... k.

Wtedy wielomian minimalny p = p, endomorfizmu T jest najmniejszq wspolng wie-
lokrotnos$cig wielomianow py, . .., Pk

p=nww(pi,...,Pk).

(b) Jesli wielomian nierozkladalny q € K[X] nie dzieli wielomianu minimalnego p.,
to T,(V;) = 0.

(c) Niech q° bedzie najwyiszq potegq wielomianu nierozkladalnego q dzielgeq
wielomian minimalny p, endomorfizmu 7. Wtedy

T,V)={veV: ¢ =0} # 0.

Mozemy teraz sformutowaé twierdzenie strukturalne (twierdzenie 4.1.6) dla mo-
dutéw nad pierscieniami ideatéw gtéwnych w przypadku K[ X]—modutu V,. Milczaco
zaktadamy oczywidcie, ze przestrzen V jest niezerowa.

TWIERDZENIE 10.1.7 (Twierdzenie o rozktadzie prymarnym). Niech 7 € Endg V' i
niech p := p; € K[X]| bedzie wielomianem minimalnym endomorfizmu 7. Niech

p:qinl...qzlk’ m1>1,~--7mk>1

bedzie rozktadem wielomianu p na iloczyn poteg parami niestowarzyszonych wielo-
mianow nierozktadalnych nad ciatem K. Dla kazdego i = 1,. ..,k niech

Vi:i= kerqg"'(t) = {veV: g"(r)(v) =0}

Wtedy

(a) V; jest niezerowq podprzestrzenig niezmienniczq endomorfizmu T.

b)) V=Vie- V.

(¢) Endomorfizm indukowany 7; na przestrzeni V; ma wielomian minimalny q;".
Dowdd. (a) Napodstawie lematu 10.1.6 podprzestrzen V; = T, (V') jest ¢;—prymarna

sktadowa modutu V., zatem jest niezerowa podprzestrzenig niezmienniczg przestrze-

niV.
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(b) wynika z (a) i z twierdzenia 4.1.6.
(¢) Z okreslenia podprzestrzeni V; wynika, ze dla kazdego v € V; mamy

g (1) (v) = ¢ (7)(v) = 0.

Innymi stowy ¢;"(7;) = Oy;, co oznacza, ze wielomian minimalny p; endomorfizmu
indukowanego 7; jest dzielnikiem wielomianu ¢;"*. Poniewaz wielomian ¢; jest nie-
rozktadalny nad ciatem K, wynika stad, ze p; = ¢;"*, gdzie n; < m;. Na podstawie
lematu 10.1.6 i punktu (b), wielomian minimalny endomorfizmu 7 jest najmniejsza
wspolng wielokrotnoscig wielomianéw p;, a wiec ich iloczynem. Stad

k k
1" =p=]]a"
=1 =1

Wobec jednoznacznosci rozktadu na czynniki nierozkladalne w pierscieniu K[X]
otrzymujemy m; = n; dlai =1,...,k. A wiec wielomian minimalny p; endomorfizmu
indukowanego 7; jest réwny ¢ . O]

Twierdzenie 10.1.7 o rozktadzie ma nastepujaca interpretacje macierzowa. W
oznaczeniach tego twierdzenia, niech B; bedzie baza uporzadkowana podprzestrzeni
Vi i niech B; = m(7;, B;) bedzie macierza endomorfizmu indukowanego 7; podprze-
strzeni V;. Wtedy wobec czesci (b) twierdzenia zbior

B=B U---UB;

jest bazg przestrzeni V' i endomorfizm 7 przestrzeni V' ma w tej bazie macierz klat-
kowa
By

By
m(r, B) = . (10.1)

By,

Jedli dimV; = ny, to B; € M,,,(K) oraz n = dimV = ny + -+ + ng. W ten sposdb
twierdzenie o rozktadzie pozwala uczynié¢ pierwszy krok w kierunku diagonalizacji
macierzy endomorfizmu 7. Dalsze upraszczanie macierzy endomorfizmu 7 sprowa-
dza si¢ do poszukiwania baz w przestrzeniach V;, wzgledem ktérych endomorfizmy
7; maja jak najprostsza macierz. Jednakze endomorfizm 7; ma wielomian minimalny
¢;"" 1 w ten sposob problem znalezienia bazy przestrzeni, w ktérej endomorfizm ma
satysfakcjonujaca nas macierz, zostat sprowadzony do przypadku, gdy wielomian
minimalny endomorfizmu jest potega wielomianu nierozktadalnego.

Jako przyktad zastosowania twierdzenia o rozkladzie prymarnym podamy jeszcze
jeden dowdd twierdzenia o diagonalizowalnosci endomorfizmu. Dowdd warunku ko-
niecznego diagonalizowalnosci wskazany w twierdzeniu 9.2.2 jest prosty i bezposred-
ni, natomiast dowdéd warunku wystarczajacego podany w twierdzeniu 9.4.1 jest dosé¢
skomplikowany. Ponizszy dowod jest bardzo przejrzysty.

TWIERDZENIE 10.1.8. Endomorfizm 7 € Endg V' jest diagonalizowalny wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 rozklada sie nad ciatem K na
tloczyn parami roznych czynnikow lintowych:

pT:(X—bl)(X—bk), bl,...,bk€K7 bz%b] dla Z?é]
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Dowdd. Udowodnimy tylko wystarczalnosé warunku. Zalézmy, ze wielomian p, ma
wskazany rozklad nad cialem K. Niech V; = ker(t — b;1y). Na podstawie twier-
dzenia o rozktadzie prymarnym V; jest niezerowa podprzestrzenia 7—niezmiennicza
przestrzeni V oraz V = Vi ®- - -V}, Zauwazmy, ze kazdy niezerowy wektor podprze-
strzeni V; jest wektorem wlasnym endomorfizmu 7 nalezacym do wartosci wtasnej b;.
Jesli B; jest dowolng baza podprzestrzeni V;, to endomorfizm indukowany 7; podprze-
strzeni V; ma wzgledem tej bazy macierz diagonalng (faktycznie skalarna) B; = b;1;,
gdzie I; oznacza macierz jednostkowa stopnia dim V;. Zatem macierz klatkowa (10.1)
jest diagonalna. O]

10.1.2 Rozktad modutu V,; na sume prosta podmoduléw cy-
klicznych

Niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni wektorowej V. W K[ X|—module V; pod-
modut cykliczny generowany przez wektor v € V oznaczamy K[X]v lub K|[r]v. Jest
to zbiér wszystkich wektorow przestrzeni V' postaci fv = f(7)(v), gdzie f jest
dowolnym wielomianem o wspoétczynnikach z ciata K. Jak kazdy podmodut mo-
dutu V., podmodut cykliczny K[X]v jest podprzestrzenia 7—niezmiennicza prze-
strzeni wektorowej V. Podprzestrzenie K[X]v nazywamy takze podprzestrzeniami
T—cyklicznymi przestrzeni wektorowej V.

Poniewaz modut V., jest skonczenie generowanym modulem nad pierscieniem
euklidesowym K[X], wiec jego strukture opisuje twierdzenie 4.2.1 z rozdziatu 4.
Zanotujmy ten rezultat.

TWIERDZENIE 10.1.9. Dla kazdego endomorfizmu T przestrzeni wektorowej V' ist-
nieje rozktad przestrzeni V- na sume prostq podprzestrzeni T— cyklicznych.

Gloéwne wlasnosci podprzestrzeni 7—cyklicznych opisane sa w nastepujacym le-
macie.

LEMAT 10.1.10. Niech U = K[X]v bedzie podprzestrzeniq T— cykliczng przestrzeni
V' i niech
g=cot+ e X+ e XM+ X" e K[X]

bedzie wielomianem minimalnym endomorfizmu 7|y indukowanego przez T na pod-
przestrzeni U. Wtedy

(a) K[X]v = lin{v,7(v),..., 7™ }(v)}.
(b) Zbior {v, T(v),. .. ,Tmfl(v)} jest bazq K[X]v.
(¢) dim K[X]v =m = degg.

Dowdd. (a) Oczywiscie K[X]v 2 lin{v,7(v),..., 7" (v)}.
Jesli natomiast w = f(7)(v) € K[X]|v, gdzie f € K[X], to na podstawie twierdzenia
o dzieleniu z reszta istnieja wielomiany g, h € K[X] takie, ze

f=9q+h, degh<m=degq.
Wtedy wobec ¢(7)(v) = ¢(7]y)(v) = 0 mamy

w = f(7)(v) = g(7)(a(7)(v)) + h(7)(v) = h(7)(v).
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Zatem wektor w jest kombinacja liniowa wektoréw v, 7(v),..., 7" 1(v).

(b) Sprawdzimy najpierw, ze jesli f € K[X]| oraz f(7)(v) =0, to q|f.
Rzeczywiscie, dla dowolnego wektora

u=aw+aT(v) + -+ ap 7" (v) = g(7)(v) € U,
gdzie g = ag + a1 X + -+ + a1 X™ 1 € K[X], mamy

f()(w) = f()(g(7)(v))
= (f(n)g()(v) = (9(n)f(7)(v)) = g(T)(f(T)(v)) = g(7)(0) = 0.

Zatem f(7|y) = Oy i wielomian minimalny ¢ endomorfizmu 7|y dzieli f.
Stad wynika juz, ze wektory v, 7(v), ..., 7" }(v) sa liniowo niezalezne. Jesli bowiem

bov + b17(v) + -+ + by 1 7™ ) =0
dla pewnych by, by, ...,b,_1 € K, to dla wielomianu
f=by+b X+ -+ by 1 X" € K[X]

mamy f(7)(v) = 0. Stad za$ jak juz wiemy wynika, ze ¢|f, co dla niezerowego
wielomianu f jest niemozliwe, gdyz wtedy stopien wielomianu f jest co najwyzej
m—1. Zatem f jest wielomianem zerowym i wobec tego wektory v, 7(v), ..., 7™ (v)
sg liniowo niezalezne.

Na podstawie (a) zbior {v, 7(v),..., 7™ 1(v)} jest wigc baza przestrzeni U.

(¢) wynika z (b). O

Mozemy teraz rozstrzygna¢ problem znalezienia optymalnego oszacowania dla
stopnia wielomianu minimalnego endomorfizmu skoriczenie wymiarowe]j przestrzeni
wektorowej. Przypomnijmy, ze jak dotad, jedynej informacji na ten temat dostarcza
wniosek 8.4.3, z ktorego otrzymujemy, ze jesli 7 € Endg V oraz dimg V' = n, to
degp, < n?.

TWIERDZENIE 10.1.11. Stopien wielomianu minimalnego dowolnego endomorfizmu
przestrzeni n—wymiarowe] nie przekracza n.

Dowdéd. Niech 7 € Endg V' oraz dimg V' = n. Zgodnie z twierdzeniem 10.1.9 mamy
rozktad

V=U®: - &U,
gdzie U; sa podprzestrzeniami 7—cyklicznymi przestrzeni V. Niech 7; bedzie endo-
morfizmem indukowanym przez 7 na U, i niech p; = p,, bedzie wielomianem mini-
malnym endomorfizmu 7;. Na podstawie lematu 10.1.6 mamy p, = nww(p, ..., Pg)-
Stad wynika, ze p, dzieli iloczyn p; - - - pr 1 wobec tego

k
degp, <> degp;.
i=1
7, drugiej strony, na podstawie lematu 10.1.10 mamy deg p; = dim U; i wobec tego

k k
Zdegpi = ZdimUZ- =dimV =n.
i=1

=1

Zatem degp, < n. O]
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Druga wazna obserwacja wynikajaca z lematéw 10.1.6 i 10.1.10 jest mozliwos¢
efektywnego wyznaczenia wielomianu minimalnego dowolnego endomorfizmu skon-
czenie wymiarowej przestrzeni wektorowej. Jesli 7 € Endg V oraz B = {vl, . ,vn}
jest baza przestrzeni V| to dla podprzestrzeni 7—cyklicznych U; = K[X]v; mamy

oczywiscie rozktad
V=U+---+U,

przestrzeni V na sume podprzestrzeni T—niezmienniczych. Na podstawie lematu
10.1.6, jesli 7; jest zacie$nieniem endomorfizmu 7 do podprzestrzeni U; i p; jest wie-
lomianem minimalnym endomorfizmu 7; dlai =1, ..., n, to wielomian minimalny p.
endomorfizmu 7 jest najmniejsza wspolng wielokrotnoscia wielomiandéw pq, ..., p, :

br = HWW(ph s apn)

Dla wyznaczenia wielomianu p, nalezy wiec wyznaczy¢ wszystkie wielomiany py, ..., py.
Postepujemy tu nastepujaco. Badajac kolejno uktady wektorow

fonr) ), {vnr@), @)}, {onr(), 720), 7 )}, .

znajdujemy najwieksza liczbe naturalna m; taka, ze zbior

{vi (), P (), 7™ () |

jest liniowo niezalezny. Wtedy zbidr ten jest baza podprzestrzeni U;. Ponadto istnieja
o, C1, ..., Cm;—1 € K takie, ze

covi + a17(vg) + - A o1 ™™ () + 7 (v) = 0
i wtedy wielomian
fi=cotaX + -+ X X

jest wielomianem minimalnym endomorfizmu 7; = 7|y,. Rzeczywiscie, f; jest wielo-
mianem najnizszego stopnia wsrdéd niezerowych wielomianéw g € K[X| takich, ze
g(7)(v;) = 0. Wobec tego degp,, > m; = deg f;. Z drugiej strony, jak pokazali$my
w dowodzie czesei (b) lematu 10.1.10, jedli dla f; € K[X] mamy fi(7)(v;) = 0, to
P, | fz Wobec tego Pr, = fz

10.2 Endomorfizmy nilpotentne

Udowodnimy tutaj twierdzenie o postaci kanonicznej Jordana macierzy endomorfi-
zmow nilpotentnych. Glownym narzedziem bedzie twierdzenie o rozktadzie skon-
czenie generowanych modutéw nad pierscieniami euklidesowymi na sumy proste
podmodutéw cyklicznych przystosowane do K[X]|—modutu V, dla endomorfizmu
nilpotentnego o (twierdzenie 10.1.9).

Jedli endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian minimalny p = (X — a)™, to dla
endomorfizmu o = 7 — aly mamy

Oy =p(r) = (r —aly)” = o™
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A wiec endomorfizm o jest nilpotentny.

Na odwroét, jesli o jest endomorfizmem nilpotentnym przestrzeni V' oraz ¢™ = Oy,
to dla dowolnego a € K endomorfizm 7 = ¢ 4+ aly ma wielomian minimalny bedacy
potega wielomianu liniowego X — a. Mamy bowiem

Oy =™ = (1 —aly)™,

czyli T jest zerem wielomianu (X — a)™. Poniewaz dla dowolnej bazy B przestrzeni
V' mamy

m(7,B) = m(o + aly, B) = m(o, B) + m(aly, B) = m(o,B) + al

wiec dla znalezienia stosownej postaci kanonicznej macierzy endomorfizmu 7, ktére-
go wielomian minimalny jest potega wielomianu liniowego, musimy najpierw zbadac
postac¢ kanoniczng macierzy endomorfizméw nilpotentnych.

10.2.1 Postaé kanoniczna Jordana

Endomorfizm nilpotentny o € Endg V' spetnia ¢ = 0y dla pewnej liczby naturalne;j
m. Najmniejsza liczbe naturalng m o tej wlasnosci nazywamy stopniem endomorfi-
zmu nilpotentnego o (lub stopniem nilpotentnosci endomorfizmu o). A wiec m jest
stopniem endomorfizmu nilpotentnego o jesli

o™ =0y i o™t #£0y,

lub réwnowaznie, gdy X™ € K[X] jest wielomianem minimalnym endomorfizmu o.
Na podstawie twierdzenia 10.1.11 mamy m < n = dim V.

Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym przestrzeni V' stopnia m oraz U =
K[X]v niech bedzie podprzestrzenia o—cykliczna przestrzeni V' generowana przez
dowolny wektor v € V. Niech 1 = 0|y bedzie endomorfizmem indukowanym przez
o na podprzestrzeni U. Wtedy wielomian minimalny p,, dzieli wielomian p, = X™
(na podstawie lematu 10.1.1), zatem p,, = X™, gdzie m; < m. Inaczej méwiac, oy
jest endomorfizmem nilpotentnym przestrzeni U stopnia nilpotentnosci m;. Na pod-
stawie lematu 10.1.10 wektory v, o(v),...,0™1(v) tworza baz¢ podprzestrzeni
U.

LEMAT 10.2.1. Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym przestrzeni V i niech
o1 bedzie endomorfizmem indukowanym przez o na podprzestrzeni o— cyklicznej U =
K[X]v. Jesli my jest stopniem nilpotentnosci endomorfizmu oy, to

B={v,0v),..., 0™ (v}

jest bazq przestrzeni U oraz

000 ..00
100 0 0
m(oy,B)= [0 1 0 0 0] = Jy,



246 ROZDZIAL 10. ALGEBRA LINIOWA: POSTACIE KANONICZNE

Dowéd. o(c" (v)) =0o'(v) dla i=1,...,m. O
DEFINICJA 10.2.2. Macierz J,,, nazywamy osobliwg klatkq Jordana stopnia m;.

Macierz J,,, jest macierza dolna trojkatna. Zmieniajac porzadek wektorow w
bazie B otrzymamy dla endomorfizmu o7 w bazie {c™(v),...,0(v),v} macierz
gorna trojkatna

010 ...0
001 ...0
000 ...1
000 ...0

W dalszym ciggu pozostaniemy przy macierzach dolnych trojkatnych.

TWIERDZENIE 10.2.3 (Posta¢ kanoniczna Jordana.). Niech o bedzie endomorfi-
zmem nilpotentnym stopnia m skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V.
Wtedy istniejqg podprzestrzenie o—cykliczne Uy, ..., U, przestrzeni V' takie, Ze

V=U&®---®oU, oraz m=dimU; > --- > dimU,.

Ponadto, endomorfizm o; indukowany na podprzestrzeni U; przez endomorfizm o jest
endomorfizmem nilpotentnym stopnia m; = dim U;.

Dowdd. Rozpatrzmy K[X]—modul V,. Jest to skorniczenie generowany modut nad
pierscieniem euklidesowym. Zatem na podstawie twierdzenia 10.1.9 modut V, jest
sumg prostg skonczonego zbioru podprzestrzeni o—cyklicznych V. =U; & --- @ U,.
Niech o; oznacza endomorfizm indukowany na U; przez o. Wtedy na podstawie
lematu 10.1.1 wielomian minimalny ¢; endomorfizmu o; jest dzielnikiem wielomianu
minimalnego X™ endomorfizmu o. Zatem ¢; = X, gdzie m; < m, skad wynika, ze
kazdy endomorfizm o; jest nilpotentny stopnia m,;. Zmieniajac ewentualnie porzadek
podprzestrzeni Uy, ..., U, mozemy zaktada¢, ze m > my; > --- > m, > 1. Gdyby
m > my, to dla kazdego wektora v € U; @ - - - @ U, mieliby$my o™ (v) = 0, whrew
temu, ze 0™~ ! # 0. Zatem m = m,. Dla dowodu, ze m; = dimU; dlai = 1,...,r
wystarczy powotac sie na lemat 10.1.10. [

Zanotujmy jeszcze wersje macierzowa twierdzenia 10.2.3.

TWIERDZENIE 10.2.4. Jesli dimV =n oraz o jest endomorfizmem nilpotentnym
przestrzeni 'V stopnia m, to istnieje baza B przestrzeni V' taka, Ze

Iy 0 ... 0
m(o, B) = 0 Jn, .. 0 ’
0 0 ..
gdzie oy, ..., I, s@ osobliwymi klatkami Jordana stopni mq,...,m, oraz
m=my=2mg=--2Mp My+mg+---+m.=n.

Dowdd. Wystarczy zastosowaé lemat 10.2.1 do kazdej z podprzestrzeni cyklicznych
U; w twierdzeniu 10.2.3. ]
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Dla zwieztego formutowania twierdzen o postaciach kanonicznych macierzy en-
domorfizméw wprowadzimy jeszcze jedna definicje.

DEFINICJA 10.2.5. Niech My, Ms, ..., M} beda macierzami kwadratowymi dowol-
nych stopni o elementach z ciata K. Macierz klatkowsg

My 0 ... 0 O
0 M, 0 0
M=| 0 0 0 0
0O 0 ... 0 M,
nazywamy sumg prostg macierzy My, M, ..., M} i oznaczamy

M:=M &M, DD M.

A wiec twierdzenie 10.2.4 méwi, ze dla endomorfizmu nilpotentnego o stopnia
m istnieje baza przestrzeni V', w ktoérej macierz endomorfizmu o jest sumg prosta
osobliwych klatek Jordana stopni < m.

10.2.2 Jednoznacznos$é postaci kanonicznej Jordana

LEMAT 10.2.6. Niech U bedzie podprzestrzeniq o—cyklicang przestrzent V. Jesl
dim U = m, to dla kazdej liczby naturalnej k < m mamy

dim o"(U) = m — k.

Dowéd. Zbiér {v,o(v),..., 0™ 1 (v)} jest baza podprzestrzeni o—cyklicznej U i wo-
bec tego zbioér
{o"(v),d"(v),...,0™  (v)}

rozpina podprzestrzen o®(U). Poniewaz zbiér ten jest liniowo niezalezny (jako pod-
zbiér bazy przestrzeni U), jest on bazg podprzestrzeni o*(U).
Zatem dim o*(U) = m — k. O
TWIERDZENIE 10.2.7. Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym przestrzeni V
i niech

V=U®®- -aU = U@ U,

bedg dwoma rozkladami przestrzeni V- na sume prostq podprzestrzeni o— cyklicznych.

Zatézmy, ze dimU; = m;, dimU] =n;, dlai=1,...,r, j=1,...,s i zaldimy, ze
my=--=m,, N> >N,

Witedy
r=s oraz m;=mn; t=1,...,T

Dowdéd. Niech i bedzie najmniejszym wskaznikiem takim, ze m; # n;. Mozemy oczy-
wiscie zaltozy¢, ze m; > n;. Zatem

my ="ny, ..., Mj_1="N;_1, M; > N,;. (].02)
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Rozpatrzymy teraz podprzestrzen o™ (V') przestrzeni V. Z jednej strony mamy
a""(V)y=oc""(U1) & ---dd"(U)®---do"(U,).
Na podstawie lematu 10.2.6 mamy
dimo™(U;) =m; —n;, j=1,...,1.
Stad otrzymujemy
dim o™ (V) = (mq — n;) + (mg — ng) + -+ - + (my — ny). (10.3)
7, drugiej zas strony mamy
oc"(V)y=0"(U])&---®a"(U)® - & o™ (U).
Tutaj o™ (U]) = --- = 0™ (U.) = 0, oraz na podstawie lematu 10.2.6 mamy
dimo™(Uj) =nj —ni, j=1,... 0
Stad otrzymujemy
dimo™ (V) = (ny — n;) + (ng —n) + -+ + (ni—1 — ny)
i wobec (10.2) mamy takze
dim o™ (V) = (my — ny) + (mg — ng) + -+ + (my—1 — ny). (10.4)

Poréwnujac teraz (10.3) i (10.4) otrzymujemy m; — n; < 0, czyli m; < n;, whrew
zalozeniu, ze m; > n;. A wiec mamy réownosci m; = n; dla kazdego i < min(r, s).
Poniewaz jednak >2i_; m; =n = >%_; n;, wynika stad, ze takze r = s. O

DEFINICJA 10.2.8. Niech o bedzie endomorfizmem nilpotentnym przestrzeni V' i
niech
V=Ui®-aU,

bedzie rozktadem przestrzeni V' na sume prosta podprzestrzeni o—cyklicznych.
Niech dimU; =:m;, i=1,...,r orazmy > --- > m,.
Ciag liczb (my, ..., m,) nazywa sie ciggiem niezmiennikéw endomorfizmu o.

Zauwazmy, ze endomorfizm nilpotentny o przestrzeni V ma ciag niezmiennikow
(myq,...,m,) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje baza uporzadkowana B przestrzeni V'
taka, ze

m(o,B) = Jn, & B Jn,.

WNnNIOSEK 10.2.9. (igg niezmiennikow endomorfizmu nilpotentnego o jest wyzna-
czony jednoznacznie przez endomorfizm o.

TWIERDZENIE 10.2.10. Endomorfizmy nilpotentne p © T przestrzeni V' sqg podobne
wtedy 1 tylko wtedy, gdy majg rowne ciggi niezmiennikow.
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Dowdd. Endomorfizmy p i 7 maja réwne ciagi niezmiennikéw (my, ..., m,) wtedy
i tylko wtedy gdy w odpowiednich bazach przestrzeni V' maja te samg macierz
klatkowa J,,, @ -+ @ J,,,. Na podstawie twierdzenia 8.7.6 ma to miejsce wtedy i
tylko wtedy gdy endomorfizmy p i 7 sg podobne. O]

Przypomnijmy, ze relacja podobienstwa endomorfizméw przestrzeni wektorowe;
V' jest relacja rownowaznosciowa. Pokazemy, ze liczba klas abstrakcji tej relacji jest
skonczona i wyznaczymy liczbe tych klas w zaleznos$ci od wymiaru przestrzeni.

WNIOSEK 10.2.11. Liczba klas podobienstwa endomorfizmow nilpotentnych n—wy-
miarowej przestrzeni wektorowej jest rowna liczbie partycyi liczby naturalnej n.

Dowadd. Tutaj przez partycje liczby naturalnej n rozumiemy kazde przedstawienie
liczby n w postaci

n=mp+---+my, mpz--=2m, 121,

gdzie m; sa liczbami naturalnymi. Liczbe wszystkich partycji liczby n oznacza sie
p(n). A wiec p(1) =1, p(2) = 2, p(5) = 7. Stynny rezultat Hardy’ego i Ramanujana
z 1917 roku pozwala obliczy¢ p(200) = 3972999029388. *

Co do dowodu wniosku zauwazmy, ze na podstawie twierdzenia 10.2.10 kazda klasa
podobnych endomorfizméw nilpotentnych wyznacza doktadnie jeden cigg niezmien-
nikow (my,...,m,) i kazdy taki ciag wyznacza partycje liczby n = dim V. A wiec
liczba klas podobienstwa endomorfizméw nilpotentnych przestrzeni V' jest nie wiek-
sza niz liczba partycji p(n). Na odwrét kazda partycja n = my + - - - + m, pozwala
skonstruowa¢ macierz klatkowa J,,,, ®- - - @ J,,, , ktéra w sposéb naturalny jest macie-
rza pewnego endomorfizmu nilpotentnego o na przestrzeni V' (i jest takze macierza
kazdego endomorfizmu podobnego do o). Przy tym na podstawie twierdzenia 10.2.10
roznym partycjom odpowiadajg rézne klasy podobienstwa. Zatem liczba partycji
liczby n jest nie wigksza od liczby klas podobienstwa. O]

10.3 Postaé¢ kanoniczna Jordana

W tym rozdziale wskazemy posta¢ kanoniczng endomorfizmu 7 € Endg V' w przy-
padku, gdy wielomian minimalny endomorfizmu 7 rozktada si¢ na czynniki liniowe
nad ciatem K. Zauwazmy, ze na podstawie twierdzenia 9.3.3 przestrzen V' ma baze,
w ktérej macierz endomorfizmu 7 jest trojkatna. Zastosowanie twierdzenia 10.1.7 o
rozkltadzie i rezultatéw o postaci kanonicznej endomorfizméw nilpotentnych prowa-
dzi jednak do znacznie doktadniejszego twierdzenia o postaci kanonicznej Jordana
macierzy takiego endomorfizmu.

10.3.1 Postaé¢ kanoniczna

Zal6ézmy wiec, ze endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian minimalny

p=(X —a)™ - (X —ap)™,

1Zob. G. H. Hardy and E. M. Wright, An introduction to the theory of numbers, Oxford 1960,
str. 286.
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gdzie ay,...,a, € K, przy czym a; # a; dlai # jorazm; > 1dlai =1,... k.
Wtedy
p=ai" o qp”,
gdzie ¢; = X — a; sa wielomianami nierozktadalnymi nad ciatem K.
Na podstawie twierdzenia 10.1.7 o rozktadzie, przestrzen V ma rozktad

Vel oV (10.5)

gdzie V; jest podprzestrzenia niezmiennicza endomorfizmu 7 oraz endomorfizm in-
dukowany 7; na przestrzeni V; ma wielomian minimalny ¢/ = (X — a;)"™. W szcze-
gélnosci wiec (1; — a;1y;,)™ = Oy,. Wynika stad, ze endomorfizm o; := 7, — a;1y,
przestrzeni V; jest nilpotentny

mi __

O'l 0\/Z.,

oraz m; jest stopniem nilpotentnosci endomorfizmu o;. Zauwazmy, ze jesli B; jest
baza podprzestrzeni V;, to

m(TZ‘,Bi) = m((lilvi + O'Z',Bi) = az'Imi + m(ai,BZ-),

gdzie I,,,, jest macierza jednostkowsa stopnia m;.
Wobec tego, na podstawie twierdzenia 10.2.4, podprzestrzen V; ma baze B; taka, ze

Ty 0 .0 T
m(rB) = ail, + 0 Jnp -~ 0
0 0 i Juy |
Jmi(@) 0 0]
. 0 Jmn (CLZ) ce 0
0 0 . Jmiri (al) i

gdzie m; =:my = mz = -+ = my,,, oraz dla dowolnej liczby naturalnej m
i dowolnego @ € K symbol J,,(a) oznacza macierz stopnia m postaci

a 00 ... 00
1 0O ... 00
Ip(a) =alyp+Jn=10 1 a 00
0 00 ... 1 a

Macierz J,,(a) nazywa sie klatkqg Jordana stopnia m wyznaczona przez element
a € K albo nalezaca do a € K.

Mozemy wiec powiedzie¢, ze macierz m(7;, B;) jest sumg prosta klatek Jordana na-
lezacych do wartosci wlasnej a; endomorfizmu 7 :

m(Tiv BZ) = Jmil (al) DD Jmiri (al)

W macierzy tej na gtéwnej przekatnej wystepuje wszedzie wartos¢ wtasna a; endo-
morfizmu 7. Liczba elementéw diagonalnych (czyli stopienr macierzy m(7;, B;)) jest
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rowna wymiarowi podprzestrzeni niezmienniczej V; przestrzeni V.
Przechodzac teraz do przestrzeni V' rozpatrujemy rozktad (10.5) i zwiazana z nim
baze

B=BU---UDB

przestrzeni V| ktéra nazywamy bazg kanoniczng Jordana przestrzeni V. Dla macierzy
endomorfizmu 7 w tej bazie mamy

m(7,B) =m(7,B1) ® -+ & m(7y, By),

czyli macierz o bardzo specjalnej budowie. Jest to wtasnie postac kanoniczna Jordana
macierzy endomorfizmu 7.

TwIERDZENIE 10.3.1. (Posta¢ kanoniczna Jordana macierzy endomorfizmu.)
Niech 7 € Endg V' i niech wielomian minimalny p, endomorfizmu T rozklada sie
na czynniki liniowe nad ciatem K :

pr= (X —a))™ - (X — ap)™,

gdzie ay,...,ay € K, a; #a; dlai # j oraz m; > 1dlai=1,... k.
Wtedy istnieje baza B przestrzeni V' taka, Ze

m(r,B) =M & --- & M,,

gdzie dla @ = 1,...,k, macierz M; jest sumq prostq klatek Jordana nalezgcych do
wartosci wtasnej a; endomorfizmu T :

Ponadto, jesli my > -+ = my,,, to my = m; jest krotnoscig pierwiastka a; wielo-
mianu minimalnego p, endomorfizmu T.

Postaciag kanoniczng Jordana macierzy endomorfizmu 7 nazywamy macierz

i=1 j=1

To przedstawienie macierzy J nie jest jednoznaczne, zalezy bowiem od porzadku
w jakim wystepuja klatki J,,,; (a;). Kazda macierz J tej postaci, niezaleznie od po-
rzadku wystepujacych w niej klatek Jordana, nazywaé¢ bedziemy postaciag kanoniczna
Jordana macierzy endomorfizmu 7. Zmiana porzadku klatek Jordana w przedstawie-
niu macierzy J odpowiada zmianie porzadku wektoréow w bazie kanonicznej Jordana
przestrzeni V. W kazdym razie J pozostaje macierza endomorfizmu 7.

Podkreslmy, ze posta¢ kanoniczna Jordana macierzy endomorfizmu 7 € Endg V'
istnieje tylko wtedy, gdy wielomian minimalny endomorfizmu 7 rozktada sie na czyn-
niki liniowe nad cialem K. Istniejg wiec ciata K, dla ktérych twierdzenie o istnieniu
postaci kanonicznej Jordana jest prawdziwe dla wszystkich endomorfizméw dowol-
nej (skonczenie wymiarowej) przestrzeni wektorowej nad ciatem K. Sa to oczywiscie
ciata algebraicznie domkniete, nad ktérymi kazdy wielomian rozktada si¢ na czynniki
liniowe. W szczegdlnosci otrzymujemy nastepujacy wniosek.
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WNI0SEK 10.3.2. Kazdy endomorfizm dowolnej przestrzeni wektorowej nad ciatem
liczb zespolonych ma macierz w postaci kanonicznej Jordana (w odpowiedniej bazie
przestrzeni).

TWIERDZENIE 10.3.3. Niech p i 7 bedg endomorfizmamsi przestrzeni wektorowej V-
nad ciatem K i niech wielomiany minimalne endomorfizmow p @ 7 rozktadajq sie
nad ciatem K na iloczyny czynnikow liniowych. Endomorfizmy p i T sq podobne
wtedy 1 tylko wtedy gdy ich postacie kanoniczne Jordana sq identyczne.

Dowdd. Jesli p i T maja w odpowiednich bazach przestrzeni V' t¢ sama macierz, to
sg podobne na podstawie twierdzenia 8.7.6.

Na odwrét, jesli p = o~ 70, gdzie 0 € AutV i A jest dla endomorfizmu p baza ka-
noniczna Jordana przestrzeni V oraz m(p, A) = J jest postacia kanoniczng Jordana
macierzy endomorfizmu p, to na podstawie twierdzenia 8.7.6 endomorfizm 7 ma w
bazie B = o(.A) takze macierz J. Zatem macierze endomorfizméw p i 7 maja te sama
postac¢ kanoniczng Jordana. O]

10.3.2 Jednoznacznos$¢ postaci kanonicznej

Przechodzimy teraz do zagadnienia jednoznaczno$ci postaci kanonicznej Jordana
macierzy endomorfizmu. Zamierzamy udowodnié¢, ze dwie postacie kanoniczne ma-
cierzy endomorfizmu 7 mogg sie rézni¢ tylko porzadkiem klatek. Natomiast liczba
klatek nalezacych do danej wartosci wtasnej oraz rozmiary tych klatek sg wyznaczo-
ne jednoznacznie przez endomorfizm 7 i nie zalezg od sposobu rozktadu przestrzeni
V' na sume prosta podprzestrzeni cyklicznych.

Niech wiec B bedzie jakakolwiek baza kanoniczna Jordana przestrzeni V' i niech

m(7,B) = M; & --- & M, (10.6)

gdzie dla ¢ = 1,...,k, macierz M; jest sumg prosta klatek Jordana nalezgcych do
warto$ci wlasnej a; endomorfizmu 7 :

M; = Jdil (al) S---D Jdisi(a’i)' (107)

Przedstawieniu macierzy endomorfizmu 7 w postaci (10.6) odpowiada rozktad prze-
strzeni V' na sume prosta podprzestrzeni niezmienniczych:

Ponadto, w kazdej podprzestrzeni U; istnieje baza B; taka, ze
m(TZ’, Bz) = Mz

gdzie 7; = 7|y, jest endomorfizmem indukowanym przez 7 na podprzestrzeni nie-
zmienniczej U;. Zauwazmy, ze endomorfizm 7, — a;1y, ma w bazie B; macierz
M; — a;1,,, gdzie d; = dim U; oraz I, jest macierza jednostkowg stopnia d;. Ponie-
waz

Mi - ai[di - Jdil (0) S-S Jdisi (0)
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jest suma prosta osobliwych klatek Jordana, wiec endomorfizm 7, — a;1y, jest
nilpotentny i ma stopien nilpotentnosci d;. Inaczej mowiac, dla wielomianu
¢; = X — a; mamy

¢ (T)(U;) = 0.

Przypomnijmy, ze w dowodzie twierdzenia 10.3.1 uzyliSmy rozktadu
V=Vie ---aV,, V,=kerq"(r), i=1,... k. (10.8)

z twierdzenia 10.1.7 o rozktadzie, w ktérym podprzestrzenie niezmiennicze V; spet-
niaja

g (T)(Vi) =0,
gdzie m; jest krotnoscia a; jako pierwiastka wielomianu minimalnego endomor-

fizmu 7. Dla dowodu jednoznacznosci postaci kanonicznej Jordana musimy wiec
przede wszystkim pokazac, ze

dimU; =dimV;, +=1,... k.

Udowodnimy znacznie mocniejszy fakt, mianowicie pokazemy, ze U; = V; dla kazdego
1t =1,..., k. Wynika to z nastepujacego uzupekienia twierdzenia 10.1.7 o rozktadzie.

TWIERDZENIE 10.3.4. Niech 7 € Endg V' i niech p, = qi"* - - - qi'* bedzie rozkladem

wielomianu minimalnego endomorfizmu T na iloczyn poteg wielomianow nierozkla-
dalnych nad ciatem K. Niech

V=U,® - - Uy (10.9)
gdzie U; sq podprzestrzeniami niezmienniczyms takimi, Ze
¢(r(U) =0, i=1,....k
dla pewnych liczb naturalnych d;. Wtedy
Ui=kerq"(r), i=1,... k.

Dowdd. Potézmy V; := kerq" (7). Przypomnijmy, ze na podstawie twierdzenia
10.1.7, V; jest niezerowg podprzestrzenia niezmiennicza endomorfizmu 7 oraz V' jest
sumg prosta podprzestrzeni V;. Faktycznie V; jest ¢;—prymarna sktadowa T, (V)
modutu V,. Zauwazmy najpierw, ze dla kazdego ¢ mamy inkluzje

U; C V.. (10.10)

Rzeczywiscie, dla v € U; mamy ¢ (7)(v) = 0, czyli w oznaczeniach K[X]—modutu
V. mamy ¢v = 0. Zatem v € T, (V) = V;. Teraz z (10.8), (10.9) i (10.10) wynika,
ze U; =V, dla kazdego 1 = 1,... k. O]

WNIOSEK 10.3.5. Suma wymiaréw klatek Jordana naleZgcych do tej samej war-
tosci wiasnej endomorfizmu T nie zalezy od wyboru bazy kanonicznej Jordana w
przestrzeni V.
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Dowdd. Suma wymiarow klatek Jordana nalezacych do wartosci wlasnej a; jest row-
na stopniowi macierzy M; w rozktadzie (10.6) a ten jest réwny dim U;, gdzie U; jest
sktadnikiem prostym wystepujacym w rozktadzie (10.9). Na podstawie twierdzenia
10.3.4,

dim U; = dim V;,

przy czym V; = kerq"'(r) nie zalezy od wyboru bazy kanonicznej Jordana w
przestrzeni V. 0

W oznaczeniach (10.7) wniosek 10.3.5 mowi, ze

nie zalezy od wyboru bazy kanonicznej Jordana. Pokazemy teraz, ze nie tylko suma
dji + -+ + dis, ale takze jej sktadniki d;; nie zalezg od wyboru bazy kanonicznej
Jordana w przestrzeni V. Podamy dwa rézne dowody tego faktu.

Niech J bedzie postacia kanoniczna Jordana macierzy endomorfizmu 7. Zatem
macierz J jest sumg prosta klatek Jordana nalezacych do wartosci wtasnych endo-
morfizmu 7. Dla kazdego j < n niech ¢;; bedzie liczbg klatek Jordana stopnia j
nalezgcych do wartosci wlasnej a;.

Aby stwierdzi¢, ze liczby £;; klatek j—wymiarowych sg niezalezne od wyboru bazy
w przestrzeni V' pokazemy, ze ¢;; sa jednoznacznie wyznaczone przez rzedy pewnych
macierzy, ktérych niezaleznos¢ od wyboru bazy przestrzeni V' jest oczywista.

Niech A = m(7,.A) bedzie macierza endomorfizmu 7 w jakiejkolwiek bazie A
przestrzeni n—wymiarowej V' i niech P bedzie macierza nieosobliwa taka, ze

P'AP = .
Dla dowolnej wartosci wtasnej a; endomorfizmu 7 mamy
A—al =PJP ' —al = P(J—aI)P".

Zauwazmy, ze macierze A — a;I oraz J — a;I, jako macierze podobne maja réwne
rzedy. 7 tego samego powodu

rank(A — a;I)" = rank(J — a;I)"

dla kazdego t > 1. Poniewaz dla k—wymiarowych klatek Jordana Ji(a;) i Ji(a;)
gdzie a; # a; mamy oczywiscie

rank(Jy(a;) — a;ly) = k — 1, rank(Jy(a;) — a;ly) =k,

wiec

rank(A —a; 1) =lip + 203+ -+ (n — 1)l + 1 — ny.
Podobnie

rank(A — a;1)? = lig + 20y + -+ + (n — 2)li + 1 — 1y,
i ogblnie

rank(A — a; 1) = Y (j —t)l; +n —n;.

j=t+1
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Poniewaz takze
b+ lig+ -+ b = 1y,

wigc z réwnosci tych wyznaczymy jednoznacznie l;1, s, . . ., € W zaleznodei od liczb
n,n; oraz rzedéw macierzy (A — a;I)'. Poniewaz n,n;, rank(A — a;I)" nie zaleza
od wyboru bazy kanonicznej Jordana przestrzeni V' (niezaleznosé n; od wyboru
bazy wynika z wniosku 10.3.5) takze liczby ¢;; nie zaleza od wyboru bazy. Jest to
zapowiedziany wczesdniej pierwszy dowod nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 10.3.6. (Jednoznacznos$é postaci kanonicznej Jordana.)

Postac¢ kanoniczna Jordana macierzy endomorfizmu 7 jest wyznaczona jednoznacz-
nie przez endomorfizm 7 z dokltadnosciqg do kolejnosci wystepujgacych w niej klatek
Jordana.

Dowdd. A oto drugi dowdd, wykorzystujacy jednoznaczno$é postaci kanonicznej Jor-
dana macierzy endomorfizmu nilpotentnego (zobacz rozdziat 10.2.2).

Niech J = @, D1 Jm,; (a;) bedzie postacia kanoniczng macierzy endomorfi-
zmu 7. Macierz J zapiszemy w postaci J = M; @ - - @® M), gdzie M; = @)L, Jp,, (a;).
Z tym drugim rozktadem macierzy J zwiazany jest rozklad (10.8) przestrzeni V na
sume prosta podprzestrzeni niezmienniczych V;, przy czym na podstawie twierdzenia
10.3.4, podprzestrzen V; ma baze B; taka, ze

m(7;, B;) = M,

gdzie 7, = 7|y, jest endomorfizmem indukowanym przez 7 na V;. A wiec stopien
macierzy M; jest wyznaczony jednoznacznie i jest rowny n; := dim Vj.

Rozpatrzmy teraz endomorfizm o; := 7; — a;1y, przestrzeni V;. Znajac macierz
endomorfizmu 7; w bazie B; znajdujemy z tatwoscia macierz o; w tej samej bazie:

j=1

Jest to suma prosta osobliwych klatek Jordana, zatem o; jest endomorfizmem nilpo-
tentnym a przestrzen V; ma rozktad na sume prosta podprzestrzeni o;—cyklicznych
o wymiarach

My 2 -0 2 My,

Jest to ciag niezmiennikéw endomorfizmu nilpotentnego o; i jest on wyznaczony
jednoznacznie przez o; na podstawie twierdzenia 10.2.7. Stad wynika, ze rozmiary
klatek Jordana nalezacych do wartosci wtasnej a; w postaci kanonicznej endomorfi-
zmu T nie zaleza od wyboru bazy kanonicznej Jordana w przestrzeni V. [

10.4 Wielomian charakterystyczny, wyznacznik, Slad

Dla uproszczenia zaktadamy, ze cialo K jest algebraicznie domknigte. Wtedy wie-
lomian minimalny kazdego endomorfizmu dowolnej przestrzeni wektorowej nad K
rozktada si¢ nad K na iloczyn czynnikéw liniowych i mamy pelna swobode wyko-
rzystywania naszych rezultatow.
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10.4.1 Wielomian charakterystyczny

Niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni wektorowej V' i niech
pr= (X —a)™ - (X —a)™

bedzie wielomianem minimalnym endomorfizmu 7, gdzie aq,...,a; sa elementami
ciala K, przy czym a; # a; dla i # j oraz m; > 1 dla¢ = 1,..., k. Wtedy na
podstawie twierdzenia 10.1.7 o rozktadzie prymarnym, przestrzen V ma rozktad

V=Vi&- - &V,

gdzie V; jest podprzestrzenig niezmienniczg endomorfizmu 7 oraz endomorfizm indu-
kowany 7; = 7|y, na przestrzeni V; ma wielomian minimalny (X — a;)™. Jak wiemy
z twierdzenia o rozktadzie,

V; = ker(1 — a;1y)™.

Ponadto, V; ma baze B; taka, ze dla endomorfizmu 7; indukowanego przez T na V;
mamy

m(Tiv B’L) = Jmil(ai) DD Jmirl- (al)

Z wniosku 10.3.5 wiemy, ze rozmiary m; > --- > m;, wystepujacych tu klatek
Jordana sa wyznaczone jednoznacznie przez endomorfizm 7.

DEFINICJA 10.4.1. Krotnoscig algebraiczng kq,(a;) wartosci wlasnej a; endo-
morfizmu 7 nazywamy wymiar podprzestrzeni V; = ker(7 — a;1y)™:

kalg(ai) = dlm‘/; =my +---+ M, -

Krotnoscig geometryczng ky(a;) wartoéci wtasnej a; endomorfizmu 7 nazywamy wy-
miar przestrzeni wektorow wtasnych endomorfizmu 7 nalezacych do wartosci wtasne;j
Q;:

ky(a;) = dimker(r — a;1y).

A wiec krotno$¢ algebraiczna wartosci wlasnej a; wskazuje ile razy wartos¢ wta-
sna a; pojawia sie na gtéwnej przekatnej postaci kanonicznej Jordana macierzy en-
domorfizmu 7.

Krotno$¢ geometryczng wartoéci wlasnej a; mozna takze zinterpretowaé poprzez
posta¢ kanoniczng Jordana endomorfizmu 7. Mianowicie, ky(a;) jest liczbg klatek
Jordana nalezgcych do wartosci wlasnej a;.

Rzeczywiscie, zapiszmy postaé¢ kanoniczna Jordana macierzy endomorfizmu 7 w
bazie kanonicznej B jako

J=M @ ® M,

gdzie My = @21 Ji,, (ar). Endomorfizm 7—a;1y przestrzeni V ma w bazie B macierz

k
m(T — a;ly,B) = @(Mg —aily,).
=1
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Wszystkie klatki M, — a;I,, dla ¢ # i sa macierzami nieosobliwymi, natomiast

—ail,, = @ Im,; (0

jest macierza rzedu n; — r;. Wobec tego macierz m(7 — a;1y, B) ma rzad n — r; oraz
n = dimker(r — a;1y) + dimim(7 — a;1y) = dimker(7 — a;1y) +n —r;

skad
ky(a;) = dimker(7 — a;1y) =1,

jest liczbg klatek Jordana nalezacych do wartosci wtasnej a;.

Zauwazmy, ze wartos¢ wtasna a; ma tez swoja krotnos¢ m,; jako pierwiastek
wielomianu minimalnego endomorfizmu 7. Zwigzek pomiedzy m; oraz n; jest naste-
pujacy:

n; =dimV; = mi + -+ + myr, 2 mip =my.

A wigc krotnos¢ n; wartoéci wtasnej a; endomorfizmu 7 jest niemniejsza niz
krotno$¢ m; pierwiastka a; wielomianu minimalnego p endomorfizmu 7. Ciag liczb
M1, - . ., My, jest ciggiem niezmiennikéw endomorfizmu nilpotentnego o; = 7, —a; 1y,
i wraz z warto$cig wtasng a; dostarcza kompletnego opisu dziatania endomorfizmu 7
na podprzestrzeni V;. Zauwazmy jeszcze, ze zgodnie z twierdzeniem 10.2.3 liczby m;,
j=1,...,7;, sastopniami nilpotentnosci endomorfizméw indukowanych przez o; na
cyklicznych sktadnikach prostych przestrzeni V;. Zatem endomorfizmy indukowane
przez T na tych sktadnikach prostych majg wielomiany minimalne

gij = (X —a)™, j=1....m

DEFINICJA 10.4.2. Wielomiany ¢;;, 7 = 1,...,r; nazywamy dzielnikami elementar-
nymi endomorfizmu 7 nalezgcymi do wartosci wlasnej a; endomorfizmu 7.

Wobec definicji krotnosci wartosci wtasnej endomorfizmu mamy nastepujaca réow-

nos¢:
(X —a)" H Qij-
1<5<r;
DEFINICJA 10.4.3. Niech ay,...,a; beda wartoSciami wtasnymi endomorfizmu 7
i niech nq,...,n; beda ich krotnosciami algebraicznymi. Wielomian

fr=X—a)™ (X —ap)"™ € K[X]
nazywamy wielomianem charakterystycznym endomorfizmu 7.

Przywotujac definicje 10.4.2 mozemy wiec powiedzie¢, ze wielomian charakterys-
tyczny endomorfizmu 7 jest iloczynem wszystkich dzielnikéw elementarnych endo-

morfizmu 7 :
fr= H H qij-

1<i<k 1Sy
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TWIERDZENIE 10.4.4. Wielomian minimalny endomorfizmu 7 jest dzielnikiem
wielomianu charakterystycznego endomorfizmu 1. Ponadto, stopien wielomianu cha-
rakterystycznego endomorfizmu przestrzeni n—wymiarowej V' jest rowny n.

Dowdd. Wobec m; < n; mamy oczywiscie p,|f,. Z drugiej strony, na podstawie
twierdzenia o rozktadzie mamy

n=dmV =dimV; +---+dimV, =ny + --- + np = deg f;.

]

Zauwazmy, ze podzielnosé p.|f, pociaga natychmiast nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 10.4.5. (Twierdzenie Cayleya-Hamiltona). f.(7) = Oy.

10.4.2 Wyznacznik endomorfizmu

Wprowadzimy teraz pojecie wyznacznika endomorfizmu 7 € Endg V', przy zatozeniu,
ze K jest ciatlem algebraicznie domknietym.

DEFINICJA 10.4.6. Niech ay,...,a; beda warto$ciami wtasnymi endomorfizmu 7
iniech nq,...,n; beda ich krotnosciami algebraicznymi.

Wyznacznikiem detT endomorfizmu 7 nazywamy nastepujacy iloczyn poteg war-
tosci wiasnych endomorfizmu 7

— a1 Nk
det 7 :=aj" ---a;".

Poniewaz a; jest n;—krotng wartosciag wtasng endomorfizmu 7, mozna takze po-
wiedzie¢, ze wyznacznik endomorfizmu 7 jest iloczynem wartosci wlasnych tego en-
domorfizmu z uwzglednieniem ich krotnosci. Zauwazmy takze, ze det 7 = (—1)" f,(0).

TWIERDZENIE 10.4.7. Endomorfizm T jest osobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy

det7 = 0.

Dowéd. Endomorfizm 7 jest osobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy 7 —0- 1y jest endo-
morfizmem osobliwym, a wiec wtedy i tylko wtedy gdy 0 € K jest wartoscig wtasna
endomorfizmu 7. Osobliwo$é¢ 7 jest wiec rownowazna temu, ze det 7 = 0. n

TWIERDZENIE 10.4.8. Wielomian charakterystyczny i wyznacznik endomorfizmu sq
niezmiennikami podobienstwa endomorfizmow.

Dowdd. Endomorfizmy podobne maja identyczne postaci kanoniczne Jordana (na
podstawie twierdzenia 10.3.3), zatem maja te same wartosci whasne a takze krotnosci
algebraiczne wartosci wtasnych. Zatem maja réwne wielomiany charakterystyczne i
wyznaczniki. O
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10.4.3 Wyznacznik macierzy

DEFINICJA 10.4.9. Niech A € M, (K), gdzie K jest ciatem algebraicznie domknie-
tym i niech V' = K" bedzie n—wymiarowa przestrzenia wektorowa wspotrzednych
nad cialem K. Niech A bedzie dowolng baza przestrzeni V' i niech 7 bedzie endo-
morfizmem przestrzeni V' takim, ze

m(7, A) = A.

(a) Wyznacznikiem det A macierzy A nazywamy wyznacznik endomorfizmu 7.
(b) Wartosciami wlasnymi macierzy A nazywamy wartosci whasne endomorfizmu
T.

(¢) Krotnoscig algebraiczng wartosci wlasnej a; macierzy A nazywamy krotnosé
algebraiczng wartos$ci wlasnej a; endomorfizmu 7.

(d) Wielomianem charakterystycznym fa macierzy A nazywamy wielomian cha-
rakterystyczny f, endomorfizmu 7.

(e) Postacig kanoniczng Jordana J, macierzy A nazywamy postaé¢ kanoniczna J,
macierzy endomorfizmu 7.

Zauwazmy, ze jesli takze p jest endomorfizmem przestrzeni V' i p ma w jakiejs
bazie przestrzeni V macierz A, to endomorfizmy p i 7 sg podobne, wiec majg réwne
warto$ci wlasne, krotnosci wartoéci wlasnych, wielomiany charakterystyczne, wy-
znaczniki i postacie kanoniczne. Stad wynika, ze nasza definicja wyznacznika macie-
rzy A, jej warto$ci wtasnych, wielomianu charakterystycznego i postaci kanoniczne;j
Jordana nie zalezy od wyboru endomorfizmu 7.

LEMAT 10.4.10. Niech 7 € Endg V oraz A € M, (K), gdzie K jest cialem algebra-
icznie domknietym + dim V' = n. Wtedy dla dowolnego a € K mamy

detar =a"detT™ oraz detaAd = a"det A.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze lemat jest prawdziwy dla a = 0, gdyz endomorfizm
zerowy ma n—krotng warto$¢ wlasna 0. Zatézmy wiec, ze a # 0 i niech ay, . . ., ax be-
da warto$ciami wlasnymi endomorfizmu 7 o krotnosciach algebraicznych nq, ..., ng.
Wtedy mamy nastepujace tatwe do stwierdzenia fakty:

® aay,...,aa; sg wszystkimi wartodciami wiasnymi endomorfizmu ar.
Rzeczywiscie, jesli dla niezerowego wektora v oraz b € K mamy at(v) = bv, to
ba~! jest wartodcig wlasng endomorfizmu 7, zatem b = aa; dla pewnego i. Z dru-
giej strony, wszystkie aa; sa warto$ciami wlasnymi ar, gdyz 7(v) = a;v pociaga
at(v) = aa;v.

o Jesli pr = (X —ap)™ - (X —ap)™, to por = (X —aa)™ - (X — aa)™.
Niech f := (X —aay)™ --- (X — aag)™. Z réwnosci p,(7) = Oy wynika f(ar) = 0,,
zatem p,, | f. Gdyby degp., < degf, to z réwnosci p.,(at) = Oy wynikatoby,
ze endomorfizm 7 zeruje pewien wielomian stopnia mniejszego niz degp, = deg f,
sprzecznosé. Zatem p,,. = f.

e n; = dimker(7 — a;1y)"™ = dimker(ar — aa;1y)™:.

Faktycznie ker(r — a;1y)™ = ker(at — aa;1y)™ gdyz (at — aa;ly)™ = a™ (1 —
a;1y)™ i wobec tego

(am — aa;ly)™(v) =0 <= (7 —a;1y)™(v) = 0.
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A wiec wartos¢ wtasna aa; endomorfizmu ar ma taka sama krotnosé algebraiczna
jak wartos¢ wtasna a; endomorfizmu 7. Stad otrzymujemy

det ar = (aay)™ - - - (aag)™ = a"al* - - ap* = a" det T,
oraz det aA = detar = a" det 7 = a" det A. O

TWIERDZENIE 10.4.11. Niech A € M, (K), gdzie K jest cialem algebraicznie do-
mknietym. Dla kazdego x € K mamy

det(zl — A) = fa(x).

Dowdéd. Niech V' bedzie n—wymiarows przestrzenia wektorowa nad ciatem K z baza
A i niech 7 bedzie endomorfizmem przestrzeni V' takim, ze

m(r, A) = A.

Niech J = @}, @}, Jin,,(a;) bedzie postacia kanoniczna Jordana endomorfizmu 7
w bazie B przestrzeni V. Wtedy

ko
m(t —aly,B) = J —al = PP i, (a; — z).
i=1 j=1

A wiec baza B jest takze baza kanoniczng Jordana endomorfizmu 7 — x1y i endo-
morfizm ten ma wartosci wlasne a; — x, przy czym krotnos¢ algebraiczna wartosci
wtasnej a; —x endomorfizmu 7—xz1y jest rowna krotnosci algebraicznej n; wartosci
wtasnej a; endomorfizmu 7. Stad otrzymujemy
k k
det(r —aly) = [[(a; —2)™ = (=1)" [[(z — ai)™ = (=1)"f+(2) = (=1)" fa(=).

i=1 =1

Zatem na podstawie lematu 10.4.10 mamy
fa(z) = (—=1)"det(r — zly) = det(zly — 7) = det(z] — A),

gdzie ostatnia réwnosé¢ wynika stad, ze m(xly — 7, 4) = «l — A. ]

10.4.4 Slad endomorfizmu

Sladem macierzy A = [a;;] € M,(K) nazywamy TrA =>" a;. Sprawdzamy bez
trudu, ze Tr: M,(K) — K jest funkcjonatem liniowym na przestrzeni wektorowej
macierzy M, (K).

TWIERDZENIE 10.4.12. Tr AB = Tr BA.
Dowdd. Tr AB = Z?:l Z?:l aijbji = Z?:l Z?:l bjiaij = Tr BA. ]
WNI0SEK 10.4.13. Macierze podobne majg réowne slady.

Dowdd. Niech B = S71AS. Wtedy
TrB=Tr(S7'A)-S=TrS - (S'A) =Tr(SS™ 1) - A=TrA. O
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DEFINICJA 10.4.14. Sladem endomorfizmu 7 € Endg V nazywamy $lad macierzy
endomorfizmu 7 w dowolnej bazie przestrzeni V.

W szczegdlnosci wiec mozemy wzigé postaé kanoniczng J macierzy A endomor-
fizmu 7 i wtedy Tr7 = Tr A = Tr J jest sumg warto$ci wlasnych endomorfizmu 7 z
uwzglednieniem ich krotnosci.

Definicje 10.4.3, 10.4.9 1 10.4.14 akcentuja geometryczny aspekt wielomianu cha-
rakterystycznego endomorfizmu, wyznacznika i sladu macierzy. Wyznacznik macie-
rzy A jest wiec iloczynem wartosci wtasnych endomorfizmu o macierzy A, z uwzgled-
nieniem ich krotnosci, a $lad jest ich suma. Dla znalezienia wartosci wyznacznika
det A, §ladu Tr A a takze wielomianu charakterystycznego f. nalezatoby zatem naj-
pierw znalez¢ wszystkie wartoéci wlasne endomorfizmu 7 a takze ich krotnosci. Za-
uwazmy jeszcze, ze wyznacznik macierzy A, z dokladnoscig do znaku, jest rowny
wyrazowi wolnemu wielomianu charakterystycznego macierzy A :

det A = (—1)"£4(0).

Klasyczne definicje wyznacznika, sladu i wielomianu charakterystycznego nie oferu-
ja zadnej geometrycznej interpretacji, ale pozwalajg znalez¢ wartos¢ wyznacznika
macierzy i jej wielomian charakterystyczny poprzez arytmetyczne manipulacje na
elementach macierzy A.

10.5 Posta¢ kanoniczna Frobeniusa

W tym rozdziale wskazemy posta¢ kanoniczna endomorfizmu 7 € Endg V, gdzie
K jest dowolnym cialem i wielomian minimalny endomorfizmu 7 jest dowolnym
wielomianem nad K.

10.5.1 Podprzestrzenie cykliczne

Podprzestrzenie 7—cykliczne rozpatrywaliSmy juz w rozdziale 10.1.2 (zob. lemat
10.1.10). W tym rozdziale zbadamy wtasnosci podprzestrzeni T—cyklicznych dla
wszystkich endomorfizmoéw 7, ktérych wielomiany minimalne sg potegami wielomia-
now nierozktadalnych.
Niech wiec 7 € Endg V' i niech wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 bedzie
potega wielomianu ¢ € K[X]| nierozkladalnego nad ciatem K :

br = qm
Niech U = K[X]v bedzie podprzestrzenia 7—cykliczna przestrzeni V' generowang
przez wektor v. Niech 7 = 7|y bedzie endomorfizmem przestrzeni U indukowanym
przez T na U. Wtedy (na podstawie lematu 10.1.1) wielomian minimalny p,, endo-
morfizmu 7y jest dzielnikiem wielomianu minimalnego endomorfizmu 7, zatem dla
pewnych liczb naturalnych m; < m oraz r mamy

p7'1 — qml = ¢y _|_ ClX + e + Cr_lXT_l —|—Xr - K[X] (1011)
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LEMAT 10.5.1. Niech 7 € Endg V' i niech wielomian minimalny p, endomorfizmu
T bedzie potegq wielomianu nierozktadalnego nad K. Niech U bedzie podprzestrzeniq
T—cykliczng przestrzeni V. generowang przez wektor v € V' i niech endomorfizm 1
podprzestrzeni U indukowany przez T na U ma wielomian minimalny postaci (10.11).
Wtedy

B={v,7(v),7*(v),..., 7 (v)}

jest bazq podprzestrzeni U oraz

0 00 0 —oco

1 0 0 . 0 —C1
m(7‘1, B) = 010 0 —C2

0 00 1 —c

Dowdd. B jest baza U na podstawie lematu 10.1.10, 7(7°"}(v)) = 7'(v) dla i =
L....,r—=2 oraz 7(7"}(v)) = 7" (v) = —cov — 17(v) — -+ - — ¢, 17" (). O

DEFINICJA 10.5.2. Macierz

000 0 —oco
1 00 0 —a
S(f):==10 1 0 0 —c
0 00 ... 1 —Cr_1

nazywa sie macierzg stowarzyszong (ang. companion matriz) z wielomianem
-1
f:CQ—l-ClX—l-"'—FCT,lXT —|—Xr

A wigc lemat 10.5.1 méwi, ze (przy odpowiednich zatozeniach o endomorfizmie
7) endomorfizm 71 podprzestrzeni 7—cyklicznej U ma w odpowiedniej bazie pod-
przestrzeni U macierz stowarzyszona z wielomianem minimalnym endomorfizmu 7;.

Zauwazmy, ze dla wielomianu f = X<¢ macierz stowarzyszona S(f) jest osobliwa
klatka Jordana J; stopnia d. Dla endomorfizméw nilpotentnych otrzymujemy zatem
rezultat znany nam juz z lematu 10.2.1.

10.5.2 Posta¢ kanoniczna wymierna

Przystepujemy teraz do opisu postaci kanonicznej Frobeniusa (zwanej takze posta-
ciag kanoniczna wymierng) macierzy dowolnego endomorfizmu 7 € Endg V, gdzie K
jest dowolnym ciatem. Zgodnie z ogdlna strategia podyktowana przez twierdzenie
10.1.7 o rozktadzie prymarnym, rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy wielomian
minimalny p, jest potega wielomianu nierozktadalnego. Dysponujemy tutaj twier-
dzeniem 10.1.9, ktére umozliwia rozktad przestrzeni na sume prostg podprzestrzeni
T—cyklicznych. Nastepujace twierdzenie jest uogélnieniem twierdzenia 10.2.3.

TWIERDZENIE 10.5.3. Niech endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian minimalny
postact p, = q", gdzie q jest wielomianem nierozktadalnym nad ciatem K. Wtedy
istniejq podprzestrzenie T—cykliczne Uy, ... Uy przestrzent V takie, ze

V=U®&---dU, oraz degp, =dimU; > --- > dimU,.
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Ponadto, endomorfizm 7; indukowany na podprzestrzeni U; przez endomorfizm T ma
wielomian minimalny postaci ¢, przy czym

degq¢® =dimU;, 1=1,...,t.

Dowdd. Przedstawienie przestrzeni V' w postaci sumy prostej podprzestrzeni 7—cy-
klicznych wynika z twierdzenia 10.1.9. Niech f; bedzie wielomianem minimalnym
endomorfizmu 7; = 7|y,. Poniewaz ¢"(7)(u) = 0 dla kazdego u € U;, wigc f; dzieli
g™ (zob. lemat 10.1.1) i wobec nierozkladalnosci wielomianu ¢, dla pewnej liczby
naturalnej s; < m mamy

fi=q".

Niech s = maxs;. W szczegblnodei wiec mamy s < m. Wtedy ¢°(7)(U;) = 0 dla
kazdego i = 1,...,t 1 wobec tego takze ¢°(7)(V) = 0. Stad wynika, ze wielomian
minimalny ¢"" endomorfizmu 7 dzieli ¢°, a wiec m < s. Zatem m = s, czyli jeden z
endomorfizméw 7; ma wielomian minimalny ¢™. Zmieniajac ewentualnie numeracje
podprzestrzeni U; mozemy zaktadaé, ze i = 1, to znaczy, ze endomorfizm indukowany
przez T na podprzestrzeni U; ma wielomian minimalny ¢™.

Z lematu 10.1.10 wynika, ze dla kazdego ¢ mamy deg ¢** = dim U;. O]

Sformutujemy teraz wersje macierzowa twierdzenia 10.5.3.

TWIERDZENIE 10.5.4. Niech endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian minimalny
postact p, = q™, gdzie q jest wielomianem nierozktadalnym nad ciatem K. Wtedy
istnieje baza B przestrzeni V' taka, Ze

m(r,B) = S(¢")®---®S(¢")

S(q*) 0 0 0
0 S(q*) 0 0
= 0 0 0 0 ,
0 0 . 0 S(g*)
gdzie m = 81 > S9 = -+ > 8 > 1 jest pewnym ciggiem liczb naturalnych.

Dowdd. Rozwazmy rozktad przestrzeni V' z twierdzenia 10.5.3. Poniewaz endomor-
fizm indukowany 7; na podprzestrzeni U; ma wielomian minimalny ¢*, wiec na
podstawie lematu 10.5.1 istnieje baza B; przestrzeni U; taka, ze m(7;, B;) = S(¢%).
Zatem w bazie B = B;U- - -UB; endomorfizm 7 ma macierz S(¢°')@®---® S(¢*). O

Uwaga 10.5.5. W szczegdlnym przypadku gdy ¢ = X endomorfizm 7 jest nilpo-
tentny i dla dowolnego s € N macierz S(¢°) = S(X*) = J5(0) jest osobliwa klatka
Jordana stopnia s. Twierdzenie 10.5.4 powtarza zatem rezultat twierdzenia 10.2.4
dla endomorfizméw nilpotentnych: m(7,B) = Js, & --- @ Jg,.

Jestedmy teraz przygotowani do rozpatrzenia sytuacji, gdy na endomorfizm 7 €
Endg V nie naktadamy zadnych specjalnych warunkéw. A wiec wielomian minimal-

U

ny endomorfizmu 7 jest iloczynem poteg ¢ wielomianéw nierozktadalnych nad
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cialem K. Na podstawie twierdzenia 10.1.7 o rozktadzie prymarnym przestrzen V

ma rozklad

gdzie V; jest podprzestrzenig niezmienniczg endomorfizmu 7 oraz endomorfizm in-
dukowany 7; na przestrzeni V; ma wielomian minimalny ¢;"*. Wykorzystujac teraz
twierdzenie 10.5.3 otrzymujemy natychmiast nastepujace ogélne twierdzenie.

TWIERDZENIE 10.5.6. (Posta¢ kanoniczna Frobeniusa macierzy endomorfizmu.)
Niech endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian minimalny

pr=q" g,

gdzie q; sq¢ unormowanymi wielomianamsi nierozktadalnymi nad ciatem K, q; # q;
dla i # j oraz m; > 1 sq liczbami naturalnymia.
Wtedy istnieje baza A przestrzeni V' taka, Ze

m(TaA):Ml@@M]m

gdzie M; jest sumq prostqg macierzy stowarzyszonych z odpowiednimi potegami wie-
lomianu q;:

M; = S(g*) e @S¢

S(gi™) 0 0 0
0 S(qi™) 0 0
= 0 0 0 0
0 0 ... 0 S(g™)
0Tz M; = S;1 = Sio = -+ = Sip, jest pewnym ciggiem liczb naturalnych.

DEFINICJA 10.5.7. W oznaczeniach twierdzenia 10.5.6 wielomiany

511 Siry Sk1 Skry,

ql 7"'7QI 7"'7qk 7"'7Qk
nazywaja sie dzielnikami elementarnymi endomorfizmu .

Mozna udowodnié, ze dwa endomorfizmy o i 7 przestrzeni V' sa podobne wtedy
i tylko wtedy, gdy maja te same dzielniki elementarne. Zauwazmy takze, ze w przy-
padku gdy wielomiany ¢; sg liniowe, ¢; = X — a;, powyzsza definicja dzielnikéw ele-
mentarnych pokrywa sie z definicja 10.4.2 dzielnikéw elementarnych endomorfizmu
7 nalezacych do wartosci wtasnej a;. W obydwu przypadkach dzielnikami elementar-
nymi nazwali$my wielomiany postaci ¢; 7, gdzie m;; sa wymiarami podprzestrzeni
T—cyklicznych w rozktadzie ¢;—prymarnej sktadowej V; przestrzeni V' na sume pro-
sta podprzestrzeni cyklicznych. W zwiazku z tym nastepujaca definicja zawiera w
sobie definicje 10.4.3.

DEFINICJA 10.5.8. Wielomianem charakterystycznym f, endomorfizmu 7 nazy-
wamy iloczyn wszystkich dzielnikéw elementarnych endomorfizmu 7. A wiec

=4,

gdzie n; = s;1 + -+ S,
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W szczegodlnosci wiec wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 jest dzielnikiem
wielomianu charakterystycznego f, endomorfizmu 7, skad wynika, ze f.(7) = Oy.
Nasza definicja wielomianu charakterystycznego endomorfizmu gwarantuje wiec wta-
snos¢ znang jako twierdzenie Cayleya-Hamiltona.

Uwaga 10.5.9. Jesli wszystkie czynniki nierozktadalne ¢; wielomianu p, sa wielo-
mianami liniowymi ¢; = X — a;, to dla macierzy endomorfizmu 7 mamy zaréwno
postaé¢ kanoniczng Jordana jak i postaé kanoniczng Frobeniusa. Latwo zauwazy¢, ze
te dwie macierze sa réwne jedynie wtedy gdy endomorfizm 7 jest diagonalizowalny.

10.5.3 Jednoznacznos$¢ postaci kanonicznej

Ze wzgledu na jednoznacznosé rozkladu modutu (nad pierscieniem ideatéw glow-
nych) na sume prosta podmodutéw prymarnych pozostaje ustali¢ w jakim stopniu
jest jednoznaczny rozktad prymarnych podmodutéw V, na sumy proste podmodu-
tow cyklicznych. Sformutujemy odpowiednie twierdzenia, ale pozostawimy je bez
dowodu.

TWIERDZENIE 10.5.10. Niech endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian minimalny
postaci p; = q™, gdzie q jest wielomianem nierozkladalnym nad ciatem K. Niech

VZUlEB“'EBUt:Vl@"'EBVe

bedg dwoma rozktadami przestrzeni V- na sumy proste podprzestrzeni T— cyklicznych.
Niech endomorfizmy indukowane przez T na podprzestrzeniach U; oraz V; majg od-
powiednio wielomiany minimalne ¢° oraz q'7 przy czym

Sy =28 >1 oraz r=--->1> 1.

Wtedy
t=4{¢ oraz s;=1; dla i=1 ... t.

Dowod. O

WNIOSEK 10.5.11. Niech endomorfizm 7 € Endg V' ma wielomian minimalny

pr=q" g,

gdzie q; $q unormowanymsi parami niestowarzyszonymi wielomianami nierozktadal-
nymi nad ciatem K. Dzielniki elementarne q;° endomorfizmu T sq wyznaczone jed-
noznacznie przez endomorfizm T 1 mie zaleZg od rozkiadu przestrzeni V' na sume
prostg podprzestrzent T— cyklicznych.

WNIOSEK 10.5.12. Niech p,7 € Endg V. Endomorfizmy p i 7 sqg podobne wtedy 1
tylko wtedy, gdy majq te same dzielniki elementarne.

Dowad. O
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10.6 Rozmaitosci o endomorfizmach

Podamy tu przewaznie bez dowodéw kilka interesujacych faktow o endomorfizmach
przestrzeni wektorowych. Dowody wymagaja na ogét uzycia twierdzen o postaciach
kanonicznych dla redukcji dowodéw do przypadkow, gdy wielomian minimalny en-
domorfizmu ma szczegdblnie prostg postac.

10.6.1 Podobienstwo przy zwezaniu ciata

TWIERDZENIE 10.6.1. Niech cialo E bedzie rozszerzeniem ciata nieskonczonego K
i niech A, B € M, (K). Macierze A i B sq podobne nad cialem E wtedy i tylko wtedy
gdy sq podobne nad ciatem K.

Dowaod. Jesli S jest macierzg nieosobliwg nad E oraz AS = SB, to odpowiedni
uklad n? réwnan liniowych jednorodnych o n? niewiadomych i wspétczynnikach
z ciala K ma rozwigzanie s;; w ciele ' tworzgce macierz nieosobliwg. 7 algebry
liniowej wiadomo, ze istnienie rozwigzania uktadu rownan liniowych nad E pocigga
rozwigzalno$é tego uktadu nad K. Aby pokazad istnienie nieosobliwej macierzy S nad
K poshizymy sie pojeciem i wlasnosciami wyznacznika. Podprzestrzen rozwiazan
uktadu rownan AS —SB = 0 ma wymiar k£ > 0 i nieosobliwos¢ macierzy S zalezy od
niezerowania sie wyznacznika tej macierzy, ktéry mozna traktowac jako wielomian k
zmiennych o wspoélczynnikach z ciata K. Jedli jest to wielomian niezerowy nad E, to
nie moze przyjmowac tylko wartosci zero nad K jesli K jest cialem nieskonczonym.
Zatem dla pewnego uktadu parametréw w ciele K dostaniemy nieosobliwa macierz
S nad K taka, ze AS = SB. O

TWIERDZENIE 10.6.2. Niech A € M,(K) i niech 7 € Endg K™ ma macierz A
w pewnej bazie przestrzeni K™. Niech f. bedzie wielomianem charakterystycznym
endomorfizmu T (i macierzy A). Niech E bedzie ciatem rozkladu wielomianu f, i

niech
k

fT:H(X_)\’L)ma AieEv

i=1
gdzie \i # \; dla i # j. Wtedy

k k
TrA="Tr7 = Zni)\i oraz detA =detT = H)\?

i=1 i=1

Dowdéd. Macierz A ma postaé kanoniczng Jordana nad ciatem FE. [

10.6.2 Charakteryzacja endomorfizmoéw nilpotentnych

Endomorfizm nilpotentny ma tylko jedng warto$¢ wlasna a = 0 i wobec tego ma
slad réwny zero. Zatem takze kazda potega endomorfizmu nilpotentnego ma slad
zero. Okazuje sie, ze ta wlasnosé charakteryzuje endomorfizmy nilpotentne.

TWIERDZENIE 10.6.3. Jesli K jest cialem o charakterystyce zero, T € Endg V' oraz

Trr' =0y, dla i=1,2

to T jest endomorfizmem nilpotentnym.

g e ey
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Dowdd. Indukcja ze wzgledu na wymiar przestrzeni. Szczegdly dowodu mozna zna-
lez¢ w ksigzce 1. N. Herstein, Topics in Algebra, Wiley 1975, str. 315. O

10.6.3 Transponowanie macierzy
TWIERDZENIE 10.6.4. Macierze A i AT sq podobne.

Dowdd. A ma postaé¢ kanoniczng wymierng, wystarczy wiec udowodni¢ twierdzenie
w przypadku, gdy A jest macierza stowarzyszong z pewnym wielomianem. W tym
przypadku jest mozliwa wyrazna konstrukcja macierzy (symetrycznej) nieosobliwe;
S takiej, ze SA = ATS (zob. 1. Kaplansky, Linear Algebra and Geometry. A second
course. Allyn and Bacon 1969, str. 76).

Jedli zalozymy dodatkowo, ze A jest macierzg nad nieskonczonym ciatem K, to
kompletny dowdd otrzymujemy wykorzystujac twierdzenie 10.6.1 oraz twierdzenie o
istnieniu postaci kanonicznej Jordana macierzy A nad algebraicznym domknieciem
E ciata K (zob. zadanie 5 ponizej). O

10.7 Zadania

1. Niech p,7 € Endg V. Udowodni¢, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

(a) V, =V, (izomorfizm K[X]—moduléw).
(b) p i 7 sa podobne.

2. Niech f € K[X] bedzie wielomianem stopnia n > 1 i niech S(f) bedzie macierza
stowarzyszong z wielomianem f.

(a) Udowodnié¢, ze f(S(f)) =0 € M,(K).
(b) Udowodnié, ze f jest wielomianem minimalnym macierzy S(f) € M, (K).

3. Niech V bedzie przestrzenia 7—cykliczna. Udowodni¢, ze kazdy endomorfizm o
przestrzeni V' przemienny z 7 ma postaé¢ o = f(7), gdzie f € K[X].

4. Udowodni¢, ze nad cialem algebraicznie domknietym FE kazda macierz A €
M, (E) jest podobna do macierzy transponowanej AT .

5. Niech p i 7 beda endomorfizmami przestrzeni wektorowej V' nad ciatem C liczb ze-
spolonych. Udowodnié, ze jedli p? = 72 = 1y, to przestrzen V zawiera podprzestrzen
U o wymiarze 1 lub 2, ktéra jest podprzestrzenia niezmienniczg obydwu endomor-
fizmow p i 7.

6. Niech K bedzie cialem o charakterystyce # 2.

(a) Jesli o € Endg V jest endomorfizmem nilpotentnym, to istnieje taki endomor-
fizm p € Endg V, ze 1y + o = p°.

(b) Jesli w ciele K kazdy element jest kwadratem (K = K?), to dla kazdego en-
domorfizmu odwracalnego 7 € Endg V istnieje taki endomorfizm p € Endg V', ze
T =p’

Wskazéwka. (a) Jedli 0™ = Oy, to p= 1y + 10 + -+ + 2, _10™ ! dla odpowiednio
dobranych x4, ..., 2,1 € K.
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(b) Wykorzysta¢ (a) i twierdzenie o rozktadzie.

7. Niech wielomian minimalny p, endomorfizmu 7 przestrzeni V ma stopien réwny
wymiarowi przestrzeni: degp, = dim V. Udowodni¢, ze

(a) Modut V; jest cykliczny.

(b) Kazdy endomorfizm p przestrzeni V przemienny z 7 ma postaé¢ p = f(7), gdzie

f e K[X].

8. Niechn > 2, a,b € K,b # 01iniech A € M, (K) bedzie macierza, ktérej wszystkie
elementy diagonalne sa rowne a, zas wszystkie pozostate elementy sa roéwne b.

(a) Pokazaé, ze a — b jest wartoscia wlasna macierzy A o krotnosci geometrycznej
n— 1.

(b) Pokazaé, ze a + (n — 1)b jest wartoscia wtasna macierzy A o krotnosci geome-
trycznej 1.

(c) Znalezé wielomian charakterystyczny i wielomian minimalny macierzy A.

(d) Znalezé postaé¢ kanoniczna Jordana J macierzy A oraz macierz nieosobliwa S
taka, ze A = S~1JS.

9. Niech 0,7 € Endi V, gdzie K jest cialem algebraicznie domknietym.

(a) Udowodni¢, ze jesli dim V' < 3, to endomorfizmy o i 7 sa podobne wtedy i tylko
wtedy gdy maja rowne wielomiany minimalne i réwne wielomiany charakterystycz-
ne.

(b) Udowodnié, ze jesli dim V' > 4, to réwnos$¢ wielomiandéw minimalnych i réwnosé
wielomianéw charakterystycznych nie pocigga podobienstwa endomorfizméow.

10. Niech 0,7 € Endg V', gdzie K jest cialem algebraicznie domknietym.

(a) Udowodnié, ze jesli dim V' < 6, to endomorfizmy o i 7 sa podobne wtedy i tylko
wtedy gdy majag rowne wielomiany minimalne, rowne wielomiany charakterystyczne
i rowne krotnosci geometryczne kazdej wartosci wtasnej.

(b) Udowodni¢, ze jesli dim V' > 7, to réwnosé wielomianéw minimalnych, réwnosé
wielomianéw charakterystycznych i rownosé krotnosci geometrycznych wartosci wia-
snych nie pocigga podobienstwa endomorfizmow.

Wskazowka. (b) 3+3+1=3+2+2.
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wolna, 29 macierze podobne, 217, 232, 235, 266, 267
modut, 59
holomorf grupy, 26 V,, 61, 62, 90-92, 237

artinowski, 144
beztorsyjny, 90, 96
cykliczny, 62
ilorazowy, 63
noetherowski, 139

ideal, 40
gtowny, 40
lewostronny, 40
maksymalny, 45, 182
nieprzywiedlny, 147, 148 )
pierwszy, 44, 184 ograniczony, 30
prymarny, 145, 148 prOJ/ektyvany, 75, 80, 96
radykalny, 184 skon.czen.le generowany, 62, 94
stabilny izomorfizm, 133
torsyjny, 90, 92
utamkow, 61
wolny, 68, 72, 80

monoid, 1, 27

monomorfizm kategoryjny, 5, 110, 111

stowarzyszony ze zbiorem algebraicz-
nym, 169

utamkowy, 158
ideaty wzglednie pierwsze, 44, 48
iloczyn

endomorfizméw, 199

idealéow, 44

kartezjanski grup, 19

kompleksowy, 2

nilradykat, 49
Nullstellensatz, 177-179, 181

obiektow kategorii, 113, 114 obiekt
ogélny grup, 17 koncowy, 116
polprosty grup, 17, 21, 23 poczatkowy, 119
prosty grup, 17 odwzorowanie dwuliniowe, 201
tensorowy modutow, 83
indeks podgrupy, 3, 105 potgrupa, 1

pierscien, 37

artinowski, 144
konkretna, 111 catkowicie domkniety, 155
mata, 108 catkowite domkniecie, 153
przykiady, 108, 109 Dedekinda, 155, 157, 163, 196

abioréw algebraicznych, 190 endomorfizméw grupy abelowej, 39
klatka Jordana, 246, 251, 254 cuklidesowy, 93

kod genetyczny grupy, 32 funkcji, 38
komutant grupy, 4 ’

kategoria, 107

funkcji wielomianowych, 186
ilorazowy, 42, 45

lokalizacja pierscienia, 54 : : '
liczb algebraicznych catkowitych, 163

macierz lokalny, 54, 80
slad, 260 macierzy, 39
endomorfizmu, 203 noetherowski, 140, 142, 147, 173
klatkowa, 241 przemienny, 43
postac¢ kanoniczna Jordana, 259 utamkow, 53
przejscia, 217 z dzieleniem, 38

warto$¢ wtasna, 259 podalgebra, 201, 204
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podgrupa, 2 zbidr
grupy abelowej wolnej, 99 algebraiczny, 167
normalna, 3 algebraiczny nierozktadalny, 174
Sylowa, 16, 105 multyplikatywny, 51

podmodut, 61, 238 wspolnych zer ideatu, 167

cykliczny, 242
podprzestrzen niezmiennicza, 229, 238
postac¢ kanoniczna Frobeniusa, 264
posta¢ kanoniczna Jordana, 251

rownanie klas, 13
radykat ideatu, 149, 177, 181
ranga
grupy abelowej wolnej, 98
modutu, 94
modutu wolnego, 72
rozktad prymarny, 148, 151, 156, 181, 186,
240
minimalny, 151
rozmaitos$¢ algebraiczna, 174, 175
rzad endomorfizmu, 215

sktadnik prosty, 63, 66-68, 73
sktadowa prymarna, 91, 104, 240
suma
endomorfizméw, 199
obiektow kategorii, 116, 118
prosta macierzy, 247
prosta podmodutow, 63, 65

topologia Zariskiego, 173

wartos¢ wlasna, 223, 226
krotnos¢ algebraiczna, 256
krotnos¢ geometryczna, 256
warunek
tancucha wznoszacego ACC, 138
maksymalnosci MAX, 138
skonczonej generowalnosci FG, 138
wektor wtasny, 223
wielomian minimalny, 91, 211, 215, 218,
224, 231, 233, 238, 240, 243
wymiar
K —algebry, 200
Krulla pierscienia, 152, 195
rozmaitosci, 194

zasada minimum, 173



